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Yazarin diger kitaplari:

1 Used to Know That: Matbhs
(Eskiden Matematigi Boyle Bilirdik)

Sifirdan Sonsuza Matematigin Oykiisii



GIRIS

Bu kitaba, matematigin her yerde olmasina ragmen 6nemi-
nin yeteri kadar anlagilmadig: hakkinda sizlanarak baglayabi-
lirdim. Bu dogru, ancak bana kalirsa bunu zaten daha énce
de duymussunuzdur ve bu kitab: segme nedeniniz de muhte-
melen bu degildir.

Ya da matematikten anlamanin veyahut matematikte iyi
olmanin, 6zellikle de teknoloji hayatlarimizda her gecen giin
daha baskin bir rol oynadig: i¢in, is piyasasinda miithis bir
avantaj sagladigindan da bahsederek soze baslayabilirdim.
Matematige kafasi basan insanlar i¢in harikulade mesleklerin
oldugu dogrudur, ancak dirtst olmak gerekirse bu kitap size
bunlardan birini saglamayacaktir.

Bunun yerine, sizlere matematik alanindaki becerinin
6grenilebileceginden bahsederek baglamak istiyorum. Cogu-
muzda bir matematik korkusu vardir. Bu bir hastalik gibidir
ve bu korkuyu daha 6nce kendilerine bulagmig diger insanlar-
dan kapmaktayiz. Ebeveynimiz, arkadaglarimiz ve hatta 6g-
retmenlerimiz bile olas: tastyicilar olup matematigin sadece
sansli ve bu ise yatkin bir beyinle dogmus bir grup seckin
insan i¢in anlagilabilir bir sey oldugunu diisinmemize neden
olmaktalar. Bu seckin bireyler hi¢bir ¢aba sarf etmeden ma-
tematiksel islemleri yapabilirler ve genellikle de bizim kendi-
mizi aptalmig gibi hissetmemize neden olurlar.

Iste bu dogru degil.

Eger isterse, herkes matematik 6grenebilir. Evet, dogru,
bu i herhangi bir beceri gibi biraz zaman ve ¢aba gerektirir.



Bir Nefeste Matematik

Evet, bazilar1 digerlerine gore daha hizlidir, ancak bu durum
6grenmeye deger cogu sey icin de gecerlidir. Mesgul oldugu-
nuzu biliyorum, bu yiizden de kitabin 6nceligi size kolayca
yutulur lokmalar sunmak. Konular: kademeli olarak 6grene-
bilir, her birini bir 6ncekinin tizerine inga edebilir ve boylece
de etrafimizi gevreleyen diinyay: gercekten de izah eden kav-
ramlar1 ¢ok ¢aba sarf etmeden belleginize yerlestirebilirsiniz.

Kitab: birka¢ blime ayirdim. Temel konularin birgogu-
nu zaten okulda egitim aldiginiz dénemlerden hatirlayacak-
sin1z, ancak asil amacim matematigin muhtemelen daha 6nce
gormediginiz gercek anlamda lezzetli pargaciklarinin tadina
hizli lokmalarla varmanizi saglamak. Kitab: en bagindan bas-
layip sonuna dek okuyup bitirebilir ya da dilediginiz zaman,
belki de caniniz ¢ektikce arada bir géz atabilirsiniz. Yani ki-
sacast kitab1 ayni zamanda hem alt: ¢esitlik bir yemek hem de
acik biife bir 6giin olarak gorebilirsiniz.

Ayrica arada yemeginizin tadi tuzu olsun diye ile ke-
siflerin nasil ve kimler tarafindan yapildigina, bu sirada ne-
lerin ters gittigine dair kisa hikayeler de ekledim. Ilging ve
eglenceli olmasinin yani sira bu hikayeler, bize matematigin
atalarimizin hayata nasil yaklagtiklar1 konusunda birgok sey
anlatan hayat dolu bir alan oldugunu animsatmaktadir. Kitap
ayrica meshur ve dahi matematikgilerin ulagtiklar: yere vara-
bilmek i¢in tipk: bizler gibi ¢ok ¢aligmak zorunda kaldiklari-
n1 gostermektedir.

Ziyatete hazirlanin. Umarim acikmigsinizdir.
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1. Bolum

SAYI TURLERI

Insanlarin yiizde altmis dordii bir siiper bilgisayara erisim
saglayabiliyor.

2017 yilinda toplam insan nifusunun 7,5 milyara ulag-
mastyla birlikte cep telefonu olan insanlarin sayisinin da
tahminen 4,8 milyara ulastifn hesaplanmistir. Japon asilli
Amerikali fizik¢i Michio Kaku'nun (dogumu 1947) belirt-
tigi tizere “Bugiin elinizdeki cep telefonlarinin programlama
glict 1969 yilinda Ay’a iki astronot indiren NASA’ dan ¢ok
daha fazladir.”

Ihtiya¢ duydugumuz herhangi bir aritmetik islemi par-
magimizi ekranda hafifce gezdirerek cep telefonlarimiz iize-
rinden yapabiliriz. O halde neden aritmetik 6grenmeyi dert
edinelim ki?

Cinkid herhangi bir aritmetik islemi yapabilirseniz sa-
yilarin nasi igledigini anlamaya baglarsiniz. Matematigin,
sayilarin nasil igledigini inceleyen dalina aritmetik denirdi
ancak glinimiizde bu s6zciigiin hesaplama yapmak anlamin-
da kullanildigini gériyoruz. Sayilarin dogasini inceleyen ma-
tematikgilere ise say1 kuramcilar1 ismi veriliyor ve onlar da
evrenimizin matematiksel temelleriyle sonsuzlugun dogasin
anlamaya ¢aligtyorlar.

Cok biiytik is.

Baslarken sizi bir hayvanat bahgesi gezisine gotiirmek
istiyorum.

Insanlar nesneleri saymaya ilk 6nce tek bir seyle baslayip
sonrasinda tim sayilar1 (ya da zam sayilar) st Uste eklediler.
Bu sayilara dogal sayilar denir. Sayet bu sayilar1 sonsuz sayida
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Bir Nefeste Matematik

parmakligi olan bir matematik hayvanat bahgesine koyacak
olsaydim her bir say1 i¢in bir parmakliga ihtiya¢ duyardik:
1,2,3,4,5,6...

Antik Yunanlar sifir elmadan olugan bir kiimeye sahip
olamayacagimiz i¢in sifirin dogal olmadigini digiindiler an-
cak biz negatif tam sayilar, yani eksi sayilarla pozitif olanlar
arasindaki boslugu doldurdugu i¢in sifirin dogal sayilar arasi-
na girmesine izin veriyoruz. Sayet sifir ile negatif tam sayilar
da hayvanat bah¢eme dahil edersem, su sekilde goriinecektir:

...=6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6...

Artik hayvanat bah¢em tiim negatif tam sayilar: da iger-
mektedir ve bu da dogal sayilarla birlestiginde zam say: olarak
isimlendirilen, hayali bir say1 grubunu olusturmaktadir. Her
bir pozitif tam sayiya karsilik negatif bir tam say1 bulundu-
gundan hayvanat bah¢emin 6ncekine gore iki kat fazla par-
makliga bir de sifir i¢in ekstra yere ihtiyaci olacaktir. Bununla
birlikte sonsuz matematiksel hayvanat bah¢emin daha fazla
biiytimesine gerek yoktur ¢iinki zaten sonsuz biytikliktedir.
Bu durum daha 6nce bahsettigim ¢ok buyiik is i¢cin basit bir
ornektir.

Tam say1 olmayan diger say tiirleri de vardir. Elma ki-
meleri Yunanlara yetiyordu ancak biz bir elmanin bélintp
belirli bir sayidaki insan grubu arasinda paylagilabilecegini
biliyoruz. Bu gruptaki her bir birey elmanin bir bélimiini
alacaktir; ben de hayvanat bahgeme her bir bolimden (kesir)
o6rnek almak istiyorum.

Sayet sifir ile bir arasindaki biittin kesirleri listelemek is-
tersem yarimlar, Ugte birler, sonra ¢eyrekler vs. ile baglamak
mantikli olacaktir. Bu sistemli yaklagim higbirini kagirmadan
biitlin kesirleri elde etmemi saglayacaktir. Bu sebeple butiin
dogal sayilari payda olarak (kesir ¢izgisinin altindaki sayilar)
kullanmak zorunda kalacagimi kabul edebilirsiniz. Her bir
tarkli payda i¢in de sifirdan baglayip paydanin degerine ula-

14



Say1 Kavrami

sana dek artacak olan sayida farkli paya (kesir ¢izgisinin Us-
tindeki say1) ihtiya¢ duyacagim.

4 )

Kesirler

Kesirler, tam sayilarin arasindaki sayilari belirtir; bir kesir
gizgisinin ustunde bir sayi (pay) ve altinda bir sayi (payda)
olacak bigimde yazilirlar. Ornegin “yanim” ifadesi su sekilde
gosterilir:

1

2
Burada “1” pay, “2” ise paydadir. Bu bicimde yazilmasinin
nedeni, degerinin birin ikiye bolinmesi ile elde edilen degere
esit olmasidir. Bir seyi ki kisi arasinda paylastirirsaniz size o
seyden elde edeceginiz kesri gostermektedir. % ise Ug seyin
dort kigi arasinda bolustirilmesidir. Yani her bir birey Gg tane

Q\/rek bolim elde etmektedir. j

Sifir ile bir arasindaki tim kesirleri hallettikten sonra

tim dogal sayilar arasindaki tiim kesirleri yazmak i¢in bunu
kullanabilirim. Sayet sifir ile bir arasindaki tim kesirlere bir
eklersem bu bana bir ile iki arasindaki tim kesirleri verecek-
tir. Sayet onlara da bir eklersem bu sefer iki ile t¢ arasinda-
ki tim kesirlere ulagirim. Bunu tiim dogal sayilar arasindaki
kesirleri tamamlamak i¢in yapabilirim ve negatif tam sayilar
arasindaki kesirlerin timiinii tamamlamak i¢in de birer tane
cikarabilirim.

Boylece sonsuz sayida tam sayim olur ve artik kesirler i¢in
her birinin arasinda sonsuz sayida parmakliga ihtiyacim var.
Bu da toplamda sonsuz ¢arp1 sonsuz sayida parmakliga ihti-
yacim var demektir. Cok biytik bir is gibi goéruniyor ancak
neyse ki hala yeterli sayida parmakligim var.

15
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Kesirleri oran olarak da yazmak miimkindur, dolayisiyla
kesirler ayrica orantisal (rasyonel) sayilar olarak da nitelendiri-
lebilir. Artik dogal sayilarin da i¢inde bulundugu tam sayilar:
(tam sayilar bire bolinerek kesirler olarak da yazildig: i¢in)
iceren tim rasyonel sayilari hayvanat bah¢eme koymus du-
rumdayim. Bitti.

Bir saniye! Bundan 2500 yil 6nce Hindistan’da bazi ma-
tematikgiler, kesir olarak yazilamayan baz: sayilarin varligin-
dan bahsetmektelerdi ve tabii ki “baz1” sayilar derken aslinda
sonsuz sayida olduklarini kastediyorlardi. Karesi (kendisiyle
carpimu) iki olan bir say1 olmadigini kegfettiler, boylece ikinin
karekokiintin rasyonel bir say1 olmadig: anlagildi. Aslinda iki-
nin karesini yuvarlamadan bir say1 olarak yazamiyoruz, bu se-
beple de ikiye yaptigimiz seyi k64 semboliini kullanarak gés-
terebiliriz:\2. Yazilamayan bir sayiy1 yazmaya ¢alismak biraz
beyhude bir is oldugundan bunun yerine sembol kullandig:-
muz ger¢ekten 6nemli diger sayilar da meveuttur: 7, e, ¢ gibi
sayilar daha sonra bakacagimiz bu tip sayilara verilebilecek
¢ 6rnektir. Bu tip sayilara irrasyonel sayilar deriz ve bunlar
da hayvanat bah¢eme koymam gerekir. Peki, ardigik rasyo-
nel sayilar arasinda kag tane irrasyonel say1 oldugunu tahmin
edebilir misiniz? Dogrusu, sonsuz sayida! Her ne kadar bu
konuda Cantor’un (bkz. sayfa 17) soyleyecek birkag seyi olsa
da ekstra parmaklik inga etmek zorunda kalmadan bu sayilar
da sonsuz hayvanat bahgeme sikistirabilirim.

16



Say1 Kavrami

K Kareler ve Karekokler N

Bir sayiyr kendisiyle carptigimizda bu sayinin karesini

elde etmis oluruz. Bu durumu Ust ya da kok Ussu olarak

adlandirilan kiguk bir iki ile gosteririz.
3x3=32

Uclin karesi dokuzdur. Bu da tcl, dokuzun karekoki yapar.
Karekok almak bir sayinin karesinin alinmasinin tam tersidir.
On altinin karekoku dorttur, cunku dordun karesi on altidir.

vi6=4

Dokuz ve on alti gibi sayilar tam karedirler ¢lnku bu gibi
sayilarin karekoku bir tamsayidir. Kesirler ve ondalik sayilar
dahil olmak Uzere her sayinin karesi alinabilir. Her pozitif
sayinin da karekoku alinabilir.

&(Bu konu hakkinda daha fazla bilgi igin bkz. sayfa 58) j

Irrasyonel sayilar ile rasyonel sayilari bir araya getirdi-

gimizde matematikgilerin gergek (reel) sayilar olarak nitelen-
dirdigi sayilar1 elde ederiz. Daha énce bahsettigimiz sayilarin
bir 6rintl olusturdugunu (rasyonel-irrasyonel) fark ettiyse-
niz ger¢ek olmayan sayilarin da var olabileceginden giiphe-
lenebilirsiniz ve haklisiniz da. Ancak burada durup hayvanat
bahgeme “Sonsuz Gergek Sayilar Hayvanat Bahgesi” ismini
verecegim. Cogu hayvanat bahgesi hayvanlarini tirlerine
gore ayirir, bu ylizden de kendi bah¢emi drtiisen sayz tiirlerine
gore organize edebilirim. Haritas: su sekilde goriinebilir ve
hayvanat bahgesinde gegireceginiz gliniinizi planlamaniza
yardimer olmast i¢in mutlaka gérilmesi gereken birkag yer

de ekledim:

17
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Sonsuz Gergek Sayilar Hayvanat Bahcesi

Anabtar:
N Dogal Sayilar
7 Tamsayilar

Q Rasyonel Sayilar
R Reel Sayilar

Hayvanat bah¢emin Alman matematik¢i David Hil-
bert’e (1862-1943) ¢ok sey borglu oldugu gercegini kabul et-
mem gerekir. Matematige ¢ok biiytik katkis: olmustur ancak
en ¢ok da bu konunun lideri ve savunucusu olmastyla bilinir.
1900 yilinda Uluslararas: Matematik Kongresi i¢in -giinii-
miuzde Hilbert problemleri olarak bilinen- yirmi t¢ ¢6ziilme-
mis problemden olugan bir liste ¢ikarmigtir ve bu problemler-
den gt hala ¢oziilememistir. Hayvanat bah¢emin kaynagini
olusturan Hilbert Oteli distince deneyi, Hilbert'in sonsuz
sayida misafirin doldurdugu sonsuz sayida odas: bulunan bir
otel hakkindaki derin dustinceleriyle ilgilidir. Hilberte gore
otelin ilk misterilerini oda numaralarini ikiyle ¢arpip elde et-
tigimiz yeni numaray: tagtyan odaya yerlesmeye ikna edersek,
otele sonsuz sayida miisteriyi yerlestirebiliriz. Mevcut miiste-
riler artik cift sayili odalarda kalacaktir ve tek sayili odalar da
(bunlarin sayist da sonsuz olacaktir) yeni gelenlere kalacaktir.

18



2. Bolum

CANTORILE
SAYMAK

Galileo Galilei (1564-1642), gezegenimizin Glines'in etra-
finda dondiigiine dair kafir inancindan dolayr Italya’da ev
hapsindeyken Galileo paradoksu olarak bilinen hos bir bul-
maca ortaya atmigtir.

Bulmacaya gore bazi dogal sayilar mikemmel kareyken
(bkz. Sayfa 15) ¢ogu degildir ve bu yiizden de kare olmayan-
larin sayisi karelerden daha fazla olmalidir. Ancak her dogal
sayinin mikemmel bir kare olugturmak tizere karesi alinabi-
lir. Dolayisiyla karelerin sayisi, dogal sayilarin sayisina esit ol-
malidir. Bu da bir paradokstur; yani ayn1 anda ikisinin birden
dogru olamayacag iki mantikli 6nerme s6zkonusudur.

Daha 6nce de belirttigim gibi say1 kuramcilari sonsuz-
lugun dogast ve onun tuhaf aritmetigini ele alirlar. Sonsuz
Matematik Hayvanat Bahgesi'ni gézden gegirirken kullan-
digimiz sey olan kiimeler kurami Alman matematik¢i Georg
Cantor (1845-1918) tarafindan icat edilmigtir. Aslinda farkls
tirlerde sonsuzluk oldugunu bulmustur. Kiimelerin nice/igi
tzerinde ¢aligmigtir. Bu da kiimenin kag tane tyesi oldugu
anlamina gelir. Ornegin, A kiimesini Giines sisteminin ge-
zegenleri olarak tanimlarsam A kiimesinin niceligi sekiz olur
(Pliton'un neden artik bir gezegen olmadigina dair daha faz-
la bilgi i¢in bkz. sayfa 132).

Cantor, sonsuz kiimeleri de incelemigtir. Dogal sayilar
sonsuzdur ancak Cantor bunlarin sayilabilir sonsuz oldugu-
nu sdyler; ¢linkii birden yukar: dogru saydik¢a sonsuza dogru

19



Bir Nefeste Matematik

hareket eder ve ilerleme kaydederiz. Asla sonsuzluga varama-
y1z ancak ona yaklasabiliriz. Cantor dogal sayilar kiimesinin
bir alef sifir ya da X (alef, Ibrani alfabesinin ilk harfidir)
niceligine sahip oldugunu belirtmistir. Ilerleme kaydettiginiz
diger her say1 kiimesinin niceligi de X, olur. Bu sebeple dogal
sayilara negatif tam sayilar1 eklersem, onlar: da sayarak iler-
leme kaydedecegimden tam sayilar kiimesi de X, niceligine
sahip olur.

Sayet kiimem sifirdan bire kadar tiim rasyonel sayilar ol-
saydi sifirdan baglayabilir ve bire kadar giden butiin kesirleri
ele almaya caligabilirdim. Bu kesirler i¢in tim olasi paydalar:
ele alirsam yine dogal sayilar1 elde ederim. Kesirlerin paylar:
da ayrica dogal sayilarin ¢esitli kisimlari olacakt: ve sifirdan
bire kadar olan rasyonel sayilar bile X niceligine sahip olurdu.
Bu durum biitiin rasyonel sayilar kiimesinin de X niceligine
sahip oldugunu gosterecek bigcimde genisletilebilir.

Galileo'nun paradoksuna geri donecek olursak dogal sa-
yilar kiimesi ile mitkemmel kare sayilar kiimesinin her ikisi-
nin de X niceligine sahip oldugunu ve bu yiizden de aslinda
ayni buyiklikte olduklarini anlayabiliriz. Artitk durum bir
paradoks degildir. Tesekkiirler Cantor!

Gergekte X niceligine sahip kiimeler, her ne kadar bu
liste sonsuz derecede uzun olsa da, diizenli bicimde listelene-
bilir. Cantor, irrasyonel sayilari incelediginde diizenli olarak
listelenemeyen kiimelerin oldugunu akil edebildi. Onun £dgse-
gen argiiman: sayet tim irrasyonel sayilar1 ondalik say: olarak
yazarsaniz, yazdiginiz sayilardan yeni bir irrasyonel say1 ya-
ratabileceginizi gostermektedir. Bunu kiimeye eklediginizde
yeni kiimeden yeni bir irrasyonel yaratabilirsiniz. Bu déngi
asla tiim irrasyonel sayilari diizenli bigimde listeleyemeye-
ceginiz anlamina gelir ¢linkd siirekli hari¢ birakilanlar oldu-
gunu kesfedersiniz. Cantor bu gibi kiimelerin sayilamayacak
derecede sonsuz olduklarin: ve niceliklerinin de X, oldugunu

20



Say1 Kavrami

belirtmistir.

Cantor ve onu takip eden gogu matematikgi X ile X ara-
sindaki bagintiy1 anlamak i¢in ¢ok vakit harcamiglardir. Can-
tor, X ile X arasinda bir nicelige sahip hi¢bir kiimenin var
olmadigini belirten sireklilik hipotezini ileri sirmistir; yani
sayilabilen ve sayilamayan kiimeler arasinda hi¢bir sey yoktur.
Bu durum o zamandan beri siireklilik hipotezinin kiimeler
teorisi ile kanitlanamadigini ya da ciirttilemedigini goster-
mektedir.

Burada ispatlanabilen sey ise Cantor’'un o zamana dek
sadece dustniirler ve tanribilimciler tarafindan ciddiye alinan
bir kavrami (sonsuzluk) béylesi bir noktaya tasidig: ve mate-
matigin yegane temeli hakkinda yeni bir distinceyi harekete
gecirmis olmasidir. Ne var ki distincelerinin yol agtig1 anlag-
mazliklar ve tartisgmalar Cantor’a biiyiik sikintilar vermis ve
hayatinin ikinci yarisinda bagina bela olan bunalim krizleri-
ne neden olmustur. Siireklilik hipotezinin Hilbert problem-
lerinin arasina dahil edilmesi (bkz. sayfa 16), umuyoruz ki
ne kadar buyiik bir bagar1 elde ettigini gérmesini saglamig-
tir. Sonsuzluklarin farkli olabilecekleri diigiincesi bile hayret
uyandirict bir seydir dogrusu.
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3. Bolum

ARITMETIK

Saymay: bildiginizi distinerek devam edecegim. Hayatim
boyunca say1 saymay1 bilmeyen bir yetigkinle hi¢ kargilas-
madim. Matematigin ilk kismini ¢ogunlukla daha okula git-
meden once 6greniriz. Kugiik yagtaki pek ¢ok ¢ocuk, daha
sayilarin ne anlama geldigini 6grenmeden 6nce papagan gibi
birden ona kadar saymay1 6grenir.

Matematigi inceleme yollarindan birinin hedeflenen so-
nuglara ulagsmak icin kullanilabilecek belli bagli ilkeleri an-
lamaya dayandigi séylenebilir. Once anlamak sonra da 6g-
renme streci gelir. Buna ragmen ¢ogumuz anlama kismina
neredeyse hi¢ ulagamaz (ya da boyle bir firsatimiz olmaz) ve
sadece 6grenme streciyle bas baga kaliriz. Bu durumda ortaya
¢tkan asil sorun, herhangi bir beceride oldugu gibi, ihmal et-
tike bilgilerin unutulmasidir. Thmalle birlikte anlama siireci
de zayiflar. Matematik hakkinda sevdigim sey, kuzey yarim-
kirede kiictik bir adada yagayan siradan bir insan olarak be-
nim, kokeni binlerce yil, halk ve kiiltlir 6ncesine dayanan bir
akil piramidinin tepesinde bulunuyor olmamdir. Matematik
piramidinin benden ¢ok daha yiikseklerinde bulunan bir¢ok
insan var; ancak ben kariyerimi diger insanlarin kendi pira-
mitlerini kurmasina yardim etmekle gecirmeyi se¢tim. Dene-
yimlerimden hareketle gercekleri, algoritmalari ve islemleri
ezberlemede ne kadar iyi oldugunuzun 6nemli olmadigini
biliyorum. Ger¢ek manada anlamadiginiz siirece, bir noktada
piramidiniz yikilmaya mahkdmdur.

Aritmetigin akademik yontemlerine girmeden once +
ve — sembollerinin iki yonld dogasina kisaca bir géz atmak
istiyorum. Bu semboller Bat1 diinyasina ilk kez Almanya’da,
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Say1 Kavrami

1400’lerin sonlarindan itibaren takdim edilmistir. Johannes
Widmann (yaklagik 1460-98) 1489 yilinda bu sembollerin
kullaldig1 en eski Ingilizce yazili kaynak olan Neat and
Nimble Calculation in All Trades (Tam Ticaret Islerindeki
Zekice ve Hinerli Hesaplamalar) baglikls kitab: yazdi.

En bagindan itibaren sembollerin her birinin insanlarin
birbirinden ayirmakta zorlandig: iki anlami vardi. Sembol-
lerin ikisi de toplamak ya da ¢ikarmak tzere bir islemi be-
lirtebilir veyahut pozitif ile negatifi gostermek adina bir zsa-
ret olabilir. Semboller bir yandan komut ve tanimlama islevi
goriirken bir yandan da bir eylemi ve ismi belirtir. Ornegin
+3, hem “3 ekleyin,” hem de “pozitif 3” anlamina gelebilir. O
halde hangi anlamda kullanildigini nereden bilecegiz?

Matematik egitiminde zihin aritmetigi yapmaya ya da
“buytktir” ve “kigiiktir” kavramlarini anlamaya yardimc
olmak tizere say1 dogrusu kavramini kullanmak oldukga yay-
gindir. Sik sik 6grencilerime say1 dogrularini yatay mi yoksa
dikey mi gordiiklerini ve sayilarin hangi dogrultuda siralan-
diklarini sorarim. Eminim bu konu tzerine de ¢ok ilging
aragtirmalar yapilabilir. Yaptigim benzetme adina burada

kullanacagimiz say1 dogrusu tipki bir termomet-
re gibi dikey olacaktir.
Burada + ve — isaretlerinin bize yanindaki

+4 sayinin pozitif mi yoksa negatif mi oldugunu
3 gosterecek bicimde tanimlayici olarak kullanil-
2 diklarini gorebiliriz. Genellikle pozitif sayilarin
. baginda tanimlayict olarak + isaretini kullanma-
0 y1z ancak burada say1 dogrusunun pozitif kismini
! vurgulamak tizere kullandim. Sifir ise gorebile-
2 cegimiz iizere dogrunun tam ortasindadir ve ne
_j pozitif ne de negatiftir.

Simdi matematiksel bir sicak hava balonu-
nun pilotu oldugunuzu hayal edin. Balonun ir-
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Bir Nefeste Matematik

tifasini degistirmenin iki yolu vardir: balondaki 1sinin mik-
tarini degistirmek ve balondaki kum torbalarinin miktarin
degistirmek. Balonun yukariya dogru ¢ikmasini sagladig icin
1s1y1 pozitif olarak ele alacagiz. Balondaki 1s1 miktarini da iki
bicimde degistirebilirsiniz. Brilori kullanarak daha fazla 1s1
ekleyebilir ya da balonun tepesine bir delik agip sicak hava-
nin digar1 gikmasina izin vererek 1siy1 azaltabilirsiniz. Balo-
nun agag1 dogru inmesine neden oldugu i¢in kum torbalarin
da negatif olarak ele alacagiz. Kum torbalarinin miktarini da
birazini balonun kenarindan asag: atarak ya da arkadaginizin
bir drone ile sepetinize biraz daha eklemesiyle degistirebi-
lirsiniz. Bu dort 6nerinin her birini matematiksel bir islemle

ifade edebiliriz:

Eylem Etki Balonun hareket yonu
Briilorii Eklemek Isi
kullanmak + + 0
; Cikarmak s
Delik agmak ' K 0
Kum torbasi Eklemek Kum
eklemek torbasi N
+ -
Kum torbasi Gikarmak Kum
atmak torbasi N
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Say1 Kavrami

K Hint-Arap Rakamlar: N

Sayilari yazma bicimimiz  Hint-Arap sistemi olarak
adlandirilir ¢inky bu iki kultdrden de birkag onemli bulusu

birlestirmektedir. Her bir basamagin bir oncekine gore
on kati degerde oldugu ondalik bir sisteme dayanan
sayma sistemini MS 500 vyilinda ilk kez kullananlar
arasinda Aryabhata (475-550) isimli Hintli bir gokbilimci
bulunuyordu. Bir bagka Hintli gokbilimci Brahmagupta ise
sayilar igin dokuz sembol ve bog basamagi temsil etmek igin
de bir nokta kullanarak (ki daha sonra bu sembol sifir icin
kullandigimiz O’a dontgmustir) bu sistemi guizellegtirmistir.

Yeni sistemin hesaplamada sagladigi verimlilik, sistemi
populer kilmig ve dunyanin her yerine yayllmasina neden
olmustur. Dokuzuncu yuzyila varmadan sistem, “algoritma”
sozcugunu borglu oldugumuz ve bu konu Uzerine ilmi bir
eser yazan Muhammed el Harizmi (yaklagk 780-850)
isimli bir Arap matematikgiye ulasti. Calisma daha sonra
Latinceye gevrildi ve bu da Bati dunyasinin ilk kez bu sayilara
erismesine imkan sagladi.

Ne yazik ki sistem Avrupa'da ¢ok fazla ilgi gormedi.
Arap dinyasinda egitim goren ve ayrica Fibonacci olarak
da bilinen Pisali Leonardo (yaklagik 1175-1240) bu
konuyu 1202 yilinda kitabi Liber abaci'de kullandi. Kitap,
esnaf ve matematikgileri abakus kullanmayi birakip Hint-
Arap sisteminin potansiyel gucinu kabul etmeye ikna
etme konusunda etkili oldu. Ancak o da Latince yazilmig
oldugundan bircok kisi anlamiyordu. 1522 yilinda, Adam
Ries (1492-1559) bu rakamlarin nasil kullanilacagini izah
ettigi bir kitabi anadilinde (Almanca) kaleme aldi. Bu da

sonunda okuryazar olan ancak klasik egitim almamis halkin

Qstemden yararlanmasini mumkun kildi. j
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Bir Nefeste Matematik

Tablonun son sirasi ¢ogu insanin kabul ettigi (ya da ezbe-
re 6grendigi) ancak nedenini ger¢ekten anlamadig: kisimdur.
Neyse ki balon benzetmesinin biraz yardimi dokunacaktir.

Artik balonumuzun yukar: ve asagi nasil hareket etti-
rildigini, yani matematik¢ilerin iglem dedigi seyi aydinliga
kavusturmus oluyoruz. Sayet irtifamizi, yani say1 dogrusunda
konumumuzu, hesaplamak istiyorsak bir hesaplama yapma-
muz gerekir. Hesaplamadaki ilk say1 mevcut irtifamizi ve he-
saplamanin geri kalani ise hangi eylemin yerine getirilecegini
gostermektedir. Ornegin, - 4 +3’ su sekilde yorumlayabiliriz:

+3

Mevcut  +ekle 3 (+3ani = -1
irtifa — 1s1 patlamast
4tir ekleyin)

Burada balon say1 dogrusunda tig sira yiikselip — 4’ten — 1’
¢cikacaktir'. Bu yizden — 4 + 3 = — 1 olur.

I¢inde bir siirii negatifin bulundugu birazcik daha hileli
bir 6rnek — 1 — — 6 olacaktir ve su sekilde yorumlayabiliriz:

1 Gergek bir sicak hava balonunun yikselmeye devam edeceginin tamamuyla
farkindayim. Bu ylizden de bu balonun fiziksel degil matematiksel bir balon

oldugunu belirttim.
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Say1 Kavrami

+6

T

Meveut - gikar 6 (6 kum = 5
irtifa— 1 torbast
¢ikarin)

Alt1 kum torbasinin sepetin kenarindan atilmas: balonun
alt1 basamak yiikselmesine neden olur, boylece — 1 ——6 = 5.

Mademki balonumuzun ne zaman yiikselip ne zaman al-
calacagini biliyoruz artik daha karmagik aritmetik hesaplara
ve dort islemin geri kalanina bakabiliriz.
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4. Bolum

TOPLAMA VE
CARPMA

Konu daha biyiik sayilari kagit tstinde toplama iglemi
oldugunda kullandigimiz yoéntemlerin hepsi basamak degeri
ile sayiya kodlanan bilgiye dayanmaktadir. Bildigimiz tzere
1234 rakamlar: ile bin iki yiz otuz dort sayisi temsil edil-
mektedir. Bunun nedeni ise sayidaki her bir basamagin buna
kargilik gelen bir degeri olmasidir. Bunlar sagdan baslayarak
birler (genellikle bu sekilde isimlendirilir), onlar, yiizler, bin-
ler, on binler vs. bi¢cimindedir ve sola dogru ilerledikge her
basamakta on kat biytirler. Bu sebeple 1234 sayis1 dort tane
bir (4), t¢ tane on (30), iki tane yiiz (200) ve bir tane bin
(1000) igerir. Yani 1234t su sekilde yazabilirim;

1234 =4 + 30 + 200 + 1000

Buna matematik 6gretmenleri tarafindan “uzatilmis bi-
¢im” ad1 verilmektedir ve toplamalarin nasil igledigini anla-
makta gergekten ise yaramaktadir. Ornegin 1234 + 5678’
diistintin. Sayet her bir say1y1 uzatilmig bicimde yazarsam:

1234 =4 + 30 + 200 + 1000
5678 =8 + 70 + 600 + 5000
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Say1 Kavrami

Her bir eslesen basamak degerini kolayca birlikte topla-
yabilirim:

1234 + 5678 : 4 + 8 =12 (birler)
30 + 70 = 100 (onlar)
200 + 600 =800 (ytizler)
1000 + 5000 = 6000 (binler)

Buradan 1234 + 5678 = 12 + 100 + 800 + 6000 = 6912
oldugunu anlayabilirim.

Okulda bize 6gretilen yontem ise bu siirecin kisaltilmig
bi¢imiydi. Birbirine karsilik gelen basamaklar: alt alta yazip
sagdan sola dogru topluyoruz:

1 2 3 4
+ 5 6 7 8

Ilk toplama islemi 4 + 8 = 12 olur. Tek basamakli yanit
kutusuna 12 yazamayiz ancak 12 = 10 + 2dir bu yiizden 2’yi
bu kutuda birakip 10’u bir sonraki hesaplamaya tasiriz.

o)X N}

N
N po

Teknik olarak bir sonraki basamagin toplami 10 + 30 +
70 = 110’ dur, ancak burada onlar basamaginda iglem yapti-
gimiz i¢in kag tane onumuz olduguna bakmaliyiz; toplamda
1+ 3+ 7 =11 tane onumuz vardir. Bu ylizden yine bu basa-
maga sigamayacak kadar rakamimiz bulunmaktadir. 11 = 10
+ 1, yani onlar basamagina bir tane 1 yazip diger 1'i yiizler
basamagina tagiriz:
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Bir Nefeste Matematik

100 + 200 + 600 = 900:

Ve son olarak da 1000 + 5000 = 6000:

+
N o b

9

Carpma iglemi ise tekrarlayarak toplama islemi yapma-
nin hizl bir yoludur. 12 x 17 sorusu aslinda “On iki ¢arp1 on
yedi kag eder?” diye sormaktadir. Yanit1 on iki tane on yedi-
yi ya da on yedi tane on ikiyi toplayarak bulabilirim; ancak
carpim tablosunu 6nceden 6grenmigseniz ¢arpma islemi ¢ok
daha hizlidir.

Elimde bir¢ok marka oldugunu disiiniin. 12 x 17 prob-
lemini her biri on yedi tane marka iceren on iki sira olustura-
rak ve sonra da bunlari toplayarak ¢6zebilirim:
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Say1 Kavrami

Bununla birlikte sayet 12’yi 10 + 2 ve 17’yi de 10 + 7 olarak
distiniirsem, o halde markalari su sekilde gruplandirabilirim:

Carpim tablosunu bildigim i¢in her bir alt boliimde kag
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Bir Nefeste Matematik

tane markanin olmas: gerektigini biliyorum:

10 7
10x7 =

10 10 x 10 = 100 70
2 2x10=20 2x7=14

Dolayisiyla 12 x 17 = 100 + 70 + 20 + 14 = 204 oldugunu
artik biliyorum. Bu yonteme (204 markay: ¢ikarma) “izgara
yontemi” ad1 verilir. Simdi ise 293 x 157 problemini ¢6zmek
i¢in biraz daha gelismis bir modeli gérelim:

200 90 3
100 100 =x 200 = 20000 | 100 x 90 = 9000 100 x 3 =300
50 50 x 200 = 10000 | 50 x 90 = 4500 50 x 3 =150
7 7 x 200 = 1400 7 x 90 =630 7x3=21
31400 14130 471

Muhtemelen biitiin bu ¢arpma islemlerini, 6zellikle ¢ar-
pim tablomuzdaki sayilardan ¢ok biyiik olan bu sayilar i¢in
nasil kafamdan yaptigimi merak ediyorsunuzdur. Aslinda ¢ok
havali bir hilesi var. Herhangi bir tam sayiy1 on ile carptigim
zaman sayinin sonuna bir sifir ekliyorum. Yani 100 x 200 i¢in
100tn 1 x 10 x 10 ve 200’tn de 2 x 10 x 10 olmas: gerektigi-
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Say1 Kavrami

K Ondalik Sistem N

Basamak degerinin tasariminin her iki yonde de genisletile-
bilecegine dikkat etmek gerekir. Birler basamagindan saga

dogru ilerledikge her adimda basamak degeri on kat duser ve
onlar, yuzler, binler vs. basamag) elde ederim. Artik en sag-
daki basamagin birler olmadigini gostermek adina bir ondalik
virgulu kullaniyorum. Bu da ondalik sayilari veriyor. Burada,
ornegin 45,3 + 27,15’ toplamak igin yukaridakiyle ayni ku-

rallar kullanabilirim:

1

4 5 . 3 0
+ 2 7 1 5

7 2 4 5

45,3’Un sonuna basamaklar eslestirip toplamayi daha belir-
gin bir sekilde yapmak uzere bir sifir ekledigime dikkat edi-
niz (bu durum, ozellikle cikarma islemi icin onemlidir). Bunu
45,3 ile 45,30 ayni oldugu igin yapabiliyorum: ug tane ona,
sifir tane yuz ekledigimizde sonug hala ug tane ondur. Bu
yuzden matematikgiler 45,30 igin kirk bes virgul otuz yerine

Qrk bes virgul Ug sifir ifadesini kullanirlar. J

ni biliyorum. Bunlarin hepsini bir araya getirirsem:

100 x 200 =1x10x10x2x10x 10
=1x2x10x10x10x10
=2x10x10x10x 10
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Bir Nefeste Matematik

Her bir x 10’un, 2'den sonra bir sifir anlamina geldigini
hatirlayacak olursam 100 x 200 = 20000 sonucunu elde ede-
rim. Ne zaman bir 1zgara ¢arpimi1 yapsam bu siirecin tamami-
n1 gergeklestirmiyorum. Sadece ilk basamaklar: ¢arpip daha
sonra hesaplamada ne kadar ¢ok sifir varsa bunun sagina ek-
liyorum. Bu ytizden 50 x 200 i¢in digtince ydntemime gore 5
x 2 = 10 ve daha sonra g tane sifir eklemeliyim. Béylece 50
x 200 = 10000. Tam isabet!

Izgarama geri donecek olursam, her bir basamag: top-
ladigimi gorebilirsiniz. Nihai yanitim 31400 + 14130 + 471
olacaktir ki bunu da toplayacak olursak:

+
o B - b
O N W O
— B O O

4 6

Son olarak cevap: 293 x 157 = 46001 olur.

Uzun ¢arpim y6ntemi dahil olmak tizere bagka yontemleri
de vardir ancak ige yarar bir yonteminiz varsa birakmayin sa-
kin. Simdi toplama ve ¢arpmanin ¢ok yakin dostlari ¢ikarma
ve bolmeye gecelim.
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K Napier’in Kemikleri \

John Napier (1550-1617), carpma islemi icin Napier'in ke-
mikleri olarak bilinen bir dizi cubuk icat eden Iskogyall bir
matematikgi, gokblllma ve simyacrydi. Bu sistem her bir
garpim tablosu igin bir gubuk igeriyordu. Ornegln 3 igin

garpim tablosu gubugu su sekilde olacaktir:

Orneéin, sayet 9 x 3711 hesaplamak istiyorsaniz g,
3 edi ve bir icin carpim tablosu cubuklarini yan yana
Y gIn garp G yany

0 koyup dokuzuncu siraya kadar okuyorsunuz ki bu da
3 su sekilde gorinur:

9 6

2 2 /T6 /To
9 703/ 9

1

2| Daha sonra sagdan baglayarak her bir ¢apraz ¢izgi-

1 deki sayilari topluyorsunuz. Sayet toplam dokuzdan

1 2 buyukse bir sonraki ¢izgiye devam ediyorum:
8
2
1
2
] A
2/ 3
3 3 3 9
0

Boylece 9 x 371 = 3339 eder.

Napier'in sihirbazliga merak saldigi uzerine soylentiler
vardi. Belirli araliklarla hizmetcilerine, icinde bir kug bulunan
bir odaya yalniz basina girmelerini ve kusu oksamalarini em-
redermis. Kusun onlarin sadakatini hissettigini de soylermis.
Aslinda Napier kusun tiylerine is surermis. Vicdanen sug-
luluk hissedenler kusu oksamazlar ve ellerine is bulasmadan
disari gikarlarmis. Boylece de kurnaz Napier tarafindan sug-

Km bulunurlarms. j

35




5. Bolum

CIKARMA VE
BOLME

Cikarma iglemi toplama ile ¢ok benzer bi¢imde gergek-
lestirilir. Ornegin 6543 — 5678 soyle hesaplanir:

6543 — 5678 : 3-8=-5
40-70=- 30
500 - 600 = - 100
6000 - 5000 = 1000

Buradan ise — 5 + — 30 + — 100 + 1000 = — 135 + 1000
= 865 sonucuna ulagirim. Yine basamak yontemimizi kul-
lanabilirsiniz ancak toplamada bir basamakta ¢ok fazla say1
olmasini 6nlemek i¢in kullandigimiz diger basamaga tagima
sisteminin tersine ihtiyacimiz var. Daha 6nce yaptigim gibi
devam edecek olursam:

|
U
|
o]

1 -1 -3 =5

Pek de mantikli gdriinmiiyor, degil mi? Burada ddiing
almaya ihtiyag duyuyorum. Ashinda 6grencilerimden birinin
isaret ettigi tizere 6diing alinan miktar asla geri donmedigi
icin bu islem i¢in ¢a/mak ¢ok daha dogru bir kelime olacaktir.

3 — 8'in bir negatif say1 verdigini fark ettigimde bir son-
raki basamaktan 6diing alarak 3’4 artirtyorum. Soldaki basa-

36



Say1 Kavrami

maktaki 4n Ustind ¢izip onun degerini bir digtirtiyorum.
Odiing almis oldugum “bir” aslinda on degerinde oldugu i¢in
birler basamagindaki 3 aslinda 13% yiikselir. Boylece 13 — 8
=5 olur:

Bir sonraki basamak da 3 — 7 = -4 seklinde negatif bir
sonug verecektir. Yine kap: komgusu yiizler basamagindan bir
6diing alirim. Yiiziin degeri on tane on oldugu i¢in elimdeki
3 tane onu 13 tane ona yukseltir béylece su sekilde devam
edebilirim:

4 13
6 5 4 13
- 5 6 7 8
6 5

Ancak devam etmeden 6nce yiizler basamagi i¢in de bir
bagka 6diing alma islemine ihtiyacim var ve gérintgse bakilir-
sa binler basamagimin degeri sifira disecektir:

5 4 13

6 5 4 13
- 5 6 7 8

0 8 6 5

Boylece 6543 — 5678 = 865 oldugunu anlayabiliriz.
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Onceki bsliimde toplama ile garpmanin birbiriyle yakin-
dan bagintili oldugunu gérmiistiik. Benzeri, ¢ikarma ve bol-
me i¢in de gecerlidir. 3780 + 15 islemi bize aslinda “3780de
kag tane on besin oldugunu”yani “3780’den kag kez on besin
cikarilabilecegini” sormaktadir. Aslinda bu distince bi¢imi
yigma ad1 verilen bir bélme y6énteminin anahtaridir. Bu yon-
temde sifira ulagana dek bolenin katlarini ¢ikarmayi stirdi-
ruyorum.

2 x 15 = 30 oldugunu buradan da 200 x 15’in de 3000
olmasi gerektigini biliyorum. Bunu 3780'den ¢ikararak bag-
liyorum:

— 3 0 0 0 200

Buradan elimde 780 kalir. 4 x 15 = 60 yani 40 x 15 = 600

eder. Daha sonra bunu da ¢ikaririm:

3

— 3 200

40

RN O 3
IO 0| ©
oS|I OO O
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Son olarak on iki tane daha on besi iki islemle ¢ikaririm:

3 7 8 0

— 3 0 0 0 200
7 8 0

- 6 0 0 40
1 8 0

— 1 5 0 10
3 0

- 3 0 2
0

Artik 200 + 40 + 10 + 2 = 252 tane 15 ¢ikardigimi biliyo-
rum. Yani 3780 + 15 = 252 olur. Carpmada ne kadar iyiyseniz
burada o kadar az sayida yi1gin alma basamagindan gegebile-
ceginizi anlayabilirsiniz.

Cok korkulan uzun bélme (kalanli bélme) yontemi de
cok benzer ilkelerle ¢alismaktadir. Burada problemi ozobiis
duragr ismini verdigim bir diizende kurguluyorum:

1513 7 8 0

Soldan bagliyorum. 15 sayis: iki haneli oldugu i¢in 3 ve
7'ye bakiyorum — 37 sayisinda kag tane 15 vardir? Iki kez.
Bu da bize 30’u verir ve sonra geriye kalani ¢ikarma islemini
kullanarak hesapliyorum:

2
15|13 7 8 0
- 3 0

7
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Bir Nefeste Matematik

Dikkatimi simdi elde ettigim 7’ye ve bu 7’nin yanina ya-
zacagim 8e ¢eviriyorum. 78de kag tane on bes var? Bildigim
kadariyla bes tane on bes 75 eder:

15|

(e RS

3
3

ANEEN
w|Ul 0 «— ©

Son olarak sifir1 elde ettigim sayinin yanina indiriyorum
ve 30 sayisinda kag tane on besin bulunduguna dikkat edi-
yorum:

o

oo O

Kisa bélme islemi de tipk: uzun bélme gibidir ancak tek
farki kalanlar1 kafamizdan hesaplayip bunlari elde sayilar:
olarak yazariz. Kisa bolme iglemi kesirleri ondalik sayilara
cevirmekte kullanighdir. Sayet 3'in bir ondalik say1 olarak ne
oldugunu 6grenmek istiyorsam 5 + 8’1 hesaplayabilirim:

8 [s
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Say1 Kavrami

Sekiz sayis1 5'in i¢inde sifir kez vardir ve geriye 5 kalir.
Bu geriye kalan: bir ondalik virgiilii ve bir bagka sifir yazana
dek koyabilecegim herhangi bir yer yoktur. Bunu yapabili-
yorum ¢iinkii 5 = 5,0 ve buna kargilik gelen bir sifir1 yukari
yaziyorum:

OI

8 |5 °0

50 iginde 8 ise 6 kez vardir ve kalan da 2'dir (ondalik
virgtilden sonra gerektigi kadar sifir ekleyebilirim):

6

5 2
85,00

20 i¢inde 8 ise iki kez vardir ve geriye 4 kalur:

0, 6 2
8 |5, 50 20 “0

Ve 40 sayisinda ise tam olarak bes tane sekiz vardur:

0, 6 2 5
8 |5, 50 20 “0

Yani artlkg =5+ 8 = 0,625 oldugunu biliyoruz. Her ne
kadar daha zor olanlar1 i¢in uzun boélmeyi kullanmay: tercih
edebilirseniz de bu yéntem her bayag: kesir i¢in ise yaraya-
caktir. Bir sonraki b6liimde bu kadar kolay hesaplanamayan
bazi bayag: kesirleri inceleyecegiz.
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6. Bolum

BAYAGI! KESIRLER
VE ASAL SAYILAR

Bir bayag: kesrin nasil ondalik say1 olarak ifade edildigini
az once 6grendik. Simdi %’e bir bakalim ¢linkii burada ilging
bir seyler oluyor:

0, 3 3 3
3|1, 0 0 10

Hemen bir déngiiniin gergeklestigini fark ediyoruz; on
sayisinda g, U¢ kere vardir ve geriye bir kalir ve bu durum
sonsuza dek tekrarlanir. Bu durumun gorildagi ondalik sa-
yilara tekrarlanan denir ve tekrar eden hanenin tstiine bir de-
vir ¢izgisi ekleriz:

Durum yedide bir i¢in ¢ok daha ilging bir hal alir:

o 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 ..

7|1, ‘0 0 0 °0 *0 0 0 0 0 0 ‘0 0 0 0 0 ‘0 ‘O °0 ..

Burada elimde tekrarlanan bir haneler dizisi bulunmak-
tadir. Bunu tiim dizinin Ustiine bir devir ¢izgisi ekleyerek
gosterebilirim:

% = 0,142857
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Say1 Kavrami

Dahas: paydasi 7 olan diger kesirler de benzer diziyi kul-

lanir, yalnizea farkli baslangic ve bitis noktalarina sahiptir.

2=0,285714
2=0,428571
4=0,571428
2=0,714285
§=0,857142

Caniniz biraz daha zorlu bir sey ¢ektiyse dokuzlar: bir
deneyin!

Bir bayag: kesrin paydasina bakarak tekrarlayip tekrar-
lanmayacagini soyleyebilirim. Payday1 alip onun katlarini (10,
100, 100 vs.) elde etmek tizere herhangi bir seyle carpabili-
rim. Sayet yapabiliyorsam dontstiirdigimde ondalik situn-
larda sorunsuzca yerlesmesini saglayabilirim.

Bunu yapmadan 6nce denk kesirler adi verilen ¢ok 6nemli
bir matematiksel kavrama g6z atmamiz iyi olur. Buna gére
aynt degere sahip farkli bayag: kesirler elde edebiliriz. Bunu
anlamanin bir yolu konuyu pizza tizerinden somutlagtirmak-
tan gecer. Bir pizzay: iki kisi arasinda yariya bolerek paylaga-
bilir ve her birimiz de kendi yarimizi farkli sayida dilimlere
bolebilir ve yine de ayni miktarda pizzay: yiyebiliriz. Benzer
bi¢cimde hepimiz daha okul hayatimizin erken donemlerinde
bir yarimin iki ¢eyrek ve ayrica ti¢ boli alt1 vesaire gibi kesir-
lerden olustugu distincesini kavramigizdir:

1_2

274

[eY[5]

Bir matematik 6gretmeni size, “Kesir ¢izgisinin tizerinde
ne yapiyorsan altinda da aynisini yap,” demistir muhtemelen.
Ancak yiiksek ihtimalle s6ylemedikleri sey, bunun denkligi
korudugudur.

Bu, bana bayag: kesirleri ondaliklara ¢evirmek igin bir
baska yontem sunar. Ornegin 2%0 gibi bir kesir, pek de bolmek
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Bir Nefeste Matematik
icin can atacagim bir sey degildir. Ancak pay ile payday: dort-
le ¢arparsam, soyle bir sey elde ederim:

51 _ 51x4 _ 204 _
550 = 25054 = 1000 = 0,204

Islem tamam. Kafa yoracagim bir sonraki sey ise payday,
onun kuvvetini elde edebilecek sekilde ¢arpip ¢arpamayaca-
gimi nereden anlayacagimdir.

Bunu sinamak i¢in asa/ sayilar kavramini anlamaniz ge-
rekir. Bu sayilar ¢ok uzun bir zamandir matematikgileri bii-
yilemistir. Kisa ve 6z bir sekilde ifade etmek gerekirse bir asal
sayl tam olarak iki carpani olan bir dogal sayidir. Ornegin
sekiz sayisi sirastyla bir, iki, dort ve sekizin kendisine boli-
nebilir ve dolayisiyla dért ¢arpani oldugundan asal bir say:
degildir. Bes ise iki ¢arpana sahiptir, bir ve bes; bu ytuzden
de bir asal sayidir. Bir ise tek bir ¢arpana sahiptir, o da birin
kendisidir; bu sebeple de asal say1 degildir. Bu ylizden de “sa-
dece kendisine ve bire béliinen say1” diye agiklanan sagmalig:
unutun gitsin. En bastan baglayarak asal sayilarin birkacini
soyle siralayabiliriz; 2, 3,5,7,11,13,17,19,23...

Asal sayilarin bu denli miithis olmasinin nedenlerinden
biri aritmetigin asal ¢arpanlara ayirma olarak adlandirilan
kuramidir. Bu kurama gére her bir dogal say1 asal sayilarin
¢arpimu olarak yazilabilir, ancak sadece bir sekilde. Ornegin:

30=2x3x5

Asal sayilarin 30’u elde etmek tizere ¢arpiminin bundan
bagka higbir birlesimi yoktur. ki, ii¢c ve bes sayilar1 otuzun
asal ¢arpanlaridir. Bana gére bu durum asal sayilar: matema-
tiksel DNA yapar; her say: essizdir ve sayilar arasinda endi-
selenmemizi gerektiren ikizler ya da klonlar bulunmaz! Hatta
223.092.870 gibi ¢ok biiytik bir say1 bile asal sayilar ile sadece
bir sekilde yazilabilir (bu da aslinda 2 x 3 x 5 x 7 x 11 x 13 x
17 x 19 x 23’ esittir).
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Say1 Kavrami

Peki, bu durumun bayag: kesirlerde bana nasil bir faydas:
olur? Aslinda daha 6nce bir bayag: kesrin sonlandirilmast i¢in
paydasini on sayisinin bir katina dénisgtirebilmem gerekti-
ginden bahsetmistim. On sayisinin asal carpanlar: 6yledir:

10=2x5
Yiiz sayisinin asal ¢arpanlarini elde etmek i¢in ise sunu
hatirlamak yeterlidir:
100 =10 x 10
=2x5%x2x5

Boylece on sayisinin asal ¢arpanlari iki ile bes olur ve
ayni sey ylz sayist i¢in de gegerlidir (sadece biraz fazla sayida
iki ve bes gerekir). Buradan on sayisinin herhangi bir katinin
asal carpanlarinin sadece iki ve bes oldugunu anlayabiliriz. Bu
ylizden sayet paydamin asal ¢arpanlari herhangi bir sekilde
ikiler ya da beslerin birlesiminden oluguyorsa o halde bunu
on saysinin katini elde edebilecek sekilde ¢arpmanin da bir
yolu vardir demektir. Yukarida verdigim bayag: kesir 250 gibi
bir paydaya sahipti ve bu da su sekilde yazilabilir:

250=2x5x5x5

Bu birlesim sadece ikiler ve beglerden olugmaktadir. Yu-
karida bu sayiyr 1000’1 elde edecek sekilde 2 x 2 olan dort ile
carpmistim. Sayet payda 240 olsaydi:

240=2x2x2x2x3x5

olurdu. Bu sefer ¢arpim birlesiminde bir tane ti¢ var. Yani
en basit haliyle paydas:t 240 olan herhangi bir bayag: kesir

tekrarlanacaktir. Ornegin:

o )
73 -0,30416

)

240 © 240120 ~ 2
Bu bayag: kesir en basit haliyle artik iki ya da besten bagka

bir paydaya sahip olamaz ve bu ytizden de sonlanir.
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Bir Nefeste Matematik

Bayagl Kesirleri Toplama ve Cikarma

Hazir bayag: kesirler konusundayken aritmetik hesaplamala-
rin1 yeniden 6zetlemek yerinde olacaktir. Toplama ya da ¢1-
karma yapmak i¢in bayag: kesirleri ayni paydaya sahip olacak
sekilde doniistirmek gerekir. Bunu en etkili bi¢cimde yapmak
icin de her iki paydanin da ¢arpan: oldugu en digiik sayiy:
aramamuz gerekir: en kiigiik ortak carpan. Ornegin sekizde bes
ile on ikide yediyi toplamak istersem, sekiz ile on ikinin her
ikisinin birden ¢arpan: oldugu en kiiciik sayiyr belirlemem
gerekir. Carpim tablosundan hemen hem sekiz hem de on
ikinin i¢inde bulundugu yirmi dordi belirleriz:
5,7

st 12

_5x3 , 7x2
T3 T 12x2

15, 14
ﬂ+
_ 29

T 24
Buna pay1 paydasindan biytik oldugu i¢in en agir ya da
bilesik kesir denir. Bu, matematikte lise seviyesine ya da es-
degerine ulagana dek kabul edilmez bir durumdur nedense.
Bence bunun nedeni her ne kadar bilesik kesirlerle hesapla-
malar yapmak daha kolay olsa da ilk bakista tam sayil1 kesir-
leri anlamanin daha kolay olmasidir. Bilesik bir kesri karma

kesre ¢evirmek i 1g1n = 1 oldugunu fark etmem gerekir. Bu
da su anlama gelir:
29 24 1 5
2%
Cikarma iglemi de benzer blg:lrnde gergekle§tiri1ir:
5 1
9 4 En kiigtik ortak ¢arpan 36’dir. Denkligi, pay-
= Sﬁi iig dasi 36 olan kesirlere donustirmek Uzere
_20_ 9
=% — 3 kullanin.
-1
=36
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Say1 Kavrami

Bayaél Kesirleri Carpma ve Bolme

Carpma iglemi ¢ok kolaydir; paylar1 ve paydalar: birbirleriyle
garparim. Ornegin:

$X3=35=1
Bir bayag: kesir ile ¢arpim yaptiginizda toplam dege-
rin kiguldigini belirtmekte yarar vardir. Ayrica burada bir
yarim degeri (1/2) bayag: kesirleri bélmede bize yardimet
olacak bir seyi vurgulamak tizere 6zellikle sectim. Yukarida
bir yarim deger ile ¢arpimin aslinda ikiye bélmeye esdeger
oldugunu gérebiliyoruz. Ve benzer bigimde tgte bir degerle
carpim da aslinda tice bélmeye es olacaktir. Bu iligkiye bir
sayinin fersi denir. Iki ile yarim (1/2) birbirlerinin tersidir ve
sayet iki sayisini bayag: bir kesir olarak yazacak olursam bu
durumun nasil isledigi acikliga kavugsur:

% tam olarak %’in tersidir.

Herhangi bir sayitya bélmek, onun tersi ile ¢carpmanin ay-
ns1 olmasindan dolay: aslinda bu oldukg¢a kullanighdir.

5+3=5x%
Bu bilgiyi bayag kesirleri bolmek i¢in kullanabilirim:

On besin asal ¢arpanlari tg ile bestir ve bu yiizden 11—15 bir
ondalik say1 olarak devirli say1 olacaktur.
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Bir Nefeste Matematik

Asal Sayilarin Bulunmasi

Asal sayilarin matematikgiler tarafindan bu denli ilgi odag:
olmasinin nedenlerinden biri de simdiye dek hi¢ kimsenin
asal sayilar icin belirli bir model ya da formiilii kesfetmemis
olmasidir. Birgok kisi denemis ancak bagariya hentz ulaga-
mamugtir. Ornegin Fransiz rahip Marin Mersenne (1588-
1648) su formiilii kullanarak bir dizi sayiy: hesaplamugtir:

M =20-1

[1k say1y1 belirlemek i¢in nyi bir olarak alirsiniz, ikinci say1
icin de n'yi iki olarak alirsiniz ve bu sekilde devam eder. Bura-
dan hareketle oyle bir dizi olugur:

1,3,7,15,31,63,127,255,511,1023, 2047 ...

Mersenne bu formiille elde edilen sayilarin bazilarinin 3,
7,31 ve 127 gibi asal sayilar olduklarin: fark etmistir. Bu sa-
yilar da dizideki ikinci, ti¢linci, besinci ve yedinci sayilardur.
Iki, i, bes ve yedinin kendisi de ayrica asal sayilardir. Do-
layisiyla goriintise gore n yerine bir asal say1 koydugumuzda
formilden bir asal say1 elde edersiniz. Ancak yediden sonraki
asal say1 on birdir ve formiile gére M., = 2047 eder. Ne var ki
2047 bir asal say1 degildir ¢iinkii 2047 = 23 x 89 eder.

Biiyiik asal sayilar1 makine yardimi olmaksizin belirlemek
zordur. Ornegin, M, ,, ile 33 haneli bir say1 elde edilir ve her-
hangi bir sayinin bunun béleni olup olmadigin: ve bu sebeple
de bu sayinin bir ¢arpan olup olmadigini kontrol etmek ol-
duke¢a zaman alici bir ugras olur.

Kusursuzca ve hi¢ usanmadan hesaplamalar yapabilen
bilgisayarlarin bulundugu dijital ¢aga buyurun. 1950’li yil-
lardaki ilk bilgisayarlar ytzlerce haneleri olan ve bilindikleri
ismiyle Mersenne asal sayilarini bulabiliyorlardi. 1999 yilina
gelindiginde ise ilk milyon haneli Mersenne asal sayis: kes-
tedildi. Ginimizdeki rekor ise M i¢in belirlenen 22

74,207,281
milyondan fazla basamag1 olan bir sayidur.
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K Uzuuun Garpim N

Amerikali matematikgi Frank Nelson Cole (1861-1926),

1903 yilinda, bir dersi esnasinda asal sayi oldugu dustnulen

/\/\67 hakkinda asagidaki arpimi yazmisti:
147.573.952.589.676.412.927 = 193.707.721x761.838.257.287

Daha sonra sonucun dogrulugunu ispatlamak igin bu garpim
islemini elle yapmaya koyulmustu. Bunu yapmasi bir saatini
almis ve garpim iglemini tam bir sessizlik iginde gergeklestir-
misti. Cole, “dersinin” sonunda yerine tek kelime etmeden
gecmis ve bu sirada meslektaslari tarafindan ayakta alkis-

= y

Ne gerek vardi? Aslinda matematikgiler oldum olasi

mesleklerine duyduklari katiksiz sevgiden dolay:r hemen her
seyi arastirirlar. Ote yandan asal sayilar modern zamanin sif-
releme yontemlerinin omurgasini olugtururlar. Ornegin kredi
kartimin detaylar: gibi bir sayiy1 internet araciligy ile iletmek
istersem ne yaptiklarini bilen insanlar i¢in bu sayiy1 yakalayip
parami harcamak ¢ok kolaydir.

Buna engel olmak adina internet, iletilmekte olan say1-
y1 degistirmek i¢in bir ortak anahtann kullanildig: sifreleme
yonteminden yararlanir. Bu anahtar ise aslinda ¢ok biyiik
asal sayilardan yaratilmis olan ¢ok buyiik ve agik¢asi rasgele
bir araya getirilmis sayilarin birlesimidir. Sadece dze/ anahtara
sahip olan planlanan alict bu sireci belirli bir zaman dilimi
icerisinde geriye cevirebilir.

Ag adresinin bagindaki “https”, bu ag sitesinin bilgisaya-
riniza gelen ve ondan giden bilgiyi sifrelemek tizere Hyper-
text Transfer Protocol with Transport Layer Security (Gii-
venli Baglantili Metin Aktarim Protokolii) kullandig: anla-
muna gelir. Béylece bazi ¢ok akilli matematikgiler sayesinde
cevrimici olarak istediklerinizi glivenle siparis edebilirsiniz.
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7. Bolim

IKILI SISTEM

[1k bsliimde bilgisayarlardan ve kolayca gerceklestirdikleri
aritmetik iglemlerden nasil faydalanabilecegimizden bahset-
mistim. Bununla nirlikte bilgisayarlar cogunlukla insan zeka-
sinin Urinidir. En nihayetinde elektronik bilimden yarar-
lanip ikili sistemle hesaplama yapabilen makineler meydana
getiren, yani bilgisayarlar1 dijitallestiren de insan zekasidir.
Bu, her basamak degerinin on sayisinin kati oldugu (1, 10,
100, 1000 vs.) bizim kullandigimiz ondalik sistemin aksine
basamak degerlerinin iki sayisinin katlar: oldugu (1, 2, 4, 8,
16 vs.) bir say1 sistemidir.

Ondalik Tkili

Basamak Degeri: 8 4 2 1
1 1
2 10
3 11
4 100
5 101
6 110
7 111
8 1000

Bunun nedeni ise, elektronik bakis acisiyla, elektrik ge-
rilimlerini ya sifir ya da sifir-degil (sifir-degiller bir olarak
sayilir) olarak gormenin daha kolay olmasidir. Sayet sifir volt
degerindeki gerilimler i¢in sifir, bir volt i¢in bir ve benzeri
bigiminde bir analog ondalik sistem kurmaya ¢aligsaydik bil-
gisayar icindeki bilesenler arasindaki kablonun uzunluguna
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Say1 Kavrami

bagli olarak gerilim degerlerinin diismesinin yan: sira bilgisa-
yar 1sindikea icindeki bilesenlerin de direnci degiseceginden
bazi sorunlarla kargilagirdik.

Modern bilgisayarlarin hesaplama sisteminden dolay ikili
sistemin olduk¢a modern bir icat oldugunu distnebilirsiniz.
Ancak 6yle degil. Diinyanin ¢esitli yerlerindeki farkls kiltiir-
ler, hemen hemen her tiirden farkl: durumda ikili sistemi kul-
lanmuglardir. Cin’de MO sekizinci yiizyildan beri kehanetleri
gormek icin kullanilan I Ching (Degisimler Kitab), ikili yin
yang sembollerine dayanan zrigram ve heksagram ve sembol-
leri kullanmaktadir. Buyik Alman matematik¢i Gottfried
Leibniz (1646-1716), I Ching'e hayran kalmis ve ve 1600’le-
rin sonlarinda modern ikili sistemi tasarlamigtir.

Buradan sonra ise Ingiliz mantik¢i George Boole (1815-
64), The Laws of Thought (Dustunce Yasalar1) isimli kitabinda
ikili sayilar1 kullanan bir mantik sistemi dizenlemigtir. Ame-
rikali matematik¢i Claude Shannon (1916-2001) giinimiiz-
de Boolean mantig1 olarak bilinen bu sistemi ilk kez 1937
yilinda elektronik bir devrede kullanan ilk kisi olmus ve sis-
temin aritmetik ve mantik islemlerinde kullanilabilecegini de
gostermistir. Shannon ikili bilgiyi temsil etmek Gzere anah-
tarlar kullanmigtir. Anahtar kapali iken sifir1, agik konumday-
kense biri temsil etmektedir.

Shannon, Ikinci Diinya Savasi sirasinda Nazi sifrelerini
kirmada bilgisayarlarin kullanimi tizerine tartismak icin In-
giliz matematik kahramani Alan Turing (1912-1954) ile bu-
lusmugtur. Caligmalarinin aslinda birbirlerinin ¢aligmalarini
tamamladigini kesfetmislerdir. Shannon'un 1948 tarihli, “Ile-
tisimin Matematiksel Kurami” baglikli makalesi onu bilfiil
tim modern dijital bilgisayarlarin babas: kilmigtir.

Sayet bir bilgisayar gibi aritmetik islem gerceklestirmek
isterseniz ikili sistemde 1 + 1 = 10 oldugunu unutmadiginiz
takdirde kurallarin ayni kaldigini gérmekten memnun ola-
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Bir Nefeste Matematik

caksiniz. Ornegin 101 + 110 iglemi su sekilde gériinecektir:

Sayet 10 - 1 = 1 oldugunu hatirlayacak olursak
1010 - 111 ise goyle gortinecektir:

1 0
1 0 0 '0
- 1 1 1

0 0 1 1

101 x110 ise soyle gortinecektir (aslinda ondalik ¢carpim
tablosuna dair butiin o bilgiye ihtiya¢ duymadiginizi dikkate
alin!):

X 100 10 0
100 | 100x 100=10000| 100x10=1000| 100x0=0
0 0x100= 0 0x10= O 0x0=0
1 1x100= 100 1x10= 10 1x0=0
10100 1010 0

Buradan da 10100 + 1010 = 11110 olur.

Bélme iglemi i¢in ise 1010 + 100 su sekilde hesaplanir:

100 1 0
- 1 o0

R RO Rk

O O & OO
o0 O & ok
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Ikili sistemde de bayag: kesirlerimiz olabildigine ve on-
dalik virgiliin sagindaki basamaklarin yarim, ¢eyrek, sekizde
birler vs. seklinde olacagina dikkat ediniz. Bu ytizden burada
0,1 yarim degeri temsil etmektedir.

Buradaki tim hesaplamalari kontrol etmek tizere onda-
lik say1ya ¢evirmeyi okuyucular i¢in bir aligtirma olarak bira-
kiyorum!

Bir bilgisayarin hesaplamalari ne kadar hizli gergekles-
tirecegi konusundaki sinirlayict faktor, bir mikrogipin igine
sigdirilabilecek anahtarlarin (ya da fransistorierin) sayis1 ve
ayrica bunlarin Grettikleri 1sinin Ustesinden gelebilmesidir.
Simdilik yedi milyar transistorii piyasada satilan kiciik bo-
yutlardaki bir bilgisayar yongasina sigdirmak mumkiindir.
Intel sirketinin kurucularindan Amerikali girisimei Gordon
Moore, 1965 yilinda mikrogiplerin teknolojik olarak gelisi-
minin Gzerlerindeki transistor sayisinin her iki yilda bir iki
katina ¢ikmasina izin verecegini belirtmistir. Bu stire¢ Moore
yasast olarak bilinir.

Moore yasasi, yapabileceklerimizin fiziksel sinirina yak-
lasirken son bes yilda hiz kesmigtir. Giinlimiizde iretilen
transistorlerin boyutu sadece nanometrelerle ol¢tlir. Bu da
milyonlarcasini bu cimlenin sonundaki noktaya sigdirabile-
ceginiz anlamina gelir. Pekala, buradan nereye gidiyoruz?

Olasiliklardan birisi, teorik olarak geleneksel dijital bilgi-
sayarlardan ¢ok daha hizli ¢aligmalarini saglayacak kuantum
mekaniginin tuhaf etkilerine dayanan 4uantum bilgisayarlar:
gelistirmektir.

Bilgisayarlarin sadece onlar1 yaratan insanlar kadar etki-
li olduklarini ve bazen ikili ile ondalik say: sistemi arasindaki
farkin yagam ile 6lim anlamina geldigini belirtmek gerekir. 2
Agustos 1990 tarihinde Irak daha sonra Koérfez Savas: olarak
adlandinlacak olan ¢atigmay: baglatarak Kuveyt’i isgal etti.
Saddam Hiiseyin yonetimindeki Irak, Israil “isgal edilmis” ge-

53



Bir Nefeste Matematik

sitli bolgeleri teslim edene dek Kuveyt'ten ayrilmay: reddetti
ve bunun tzerine Birlesik Devletler ile Birlesik Krallik'in dahil
oldugu otuz dort tiyeden olusan bir koalisyon birligi Kuveyt’i
ozgtr kilmak tizere Col Firtinasi Harekati'n1 baglatti.

Irak'in elindeki cephanenin bir kismini Soguk Savag d6-
neminde Sovyetler Birligi tarafindan gelistirilen Scud balistik
tuzeleri olusturuyordu. Balistik fizeler yakitlarini, yerytizii-
nin atmosferinin digina ¢ikmak i¢in kullandiktan sonra he-
deflerinin tizerine yercekimiyle digen roketlerdir. Birkag ytiz
kilometrelik menzile sahiptirler ve Irak bunlar Israil, Suudi
Arabistan ve diger hedeflere saldirmak tizere kullanmigtur.

Birlegik Devletler ordusu da ¢esitli mevkilere birkag tane
Patriot fiize bataryas: gonderdi. Patriot fuzeleri ¢ok hizli ve
ceviktirler ayrica yiiksek hassasiyetli radariyla birlestirildigin-
de teorik olarak Scud’lar1 havadayken yok edebilirlerdi.

Hareket etmekte olan bir Scud’u vurmak i¢in Patriot
sistemi Scud’un hizini ve istikametini tahmin etmek Uzere
radar bilgisini kullanir ve béylece ugus glizergahini hesap-
layip Patriot fiizesini nereye gonderecegine karar verebilir.
Bunu gergeklestirmek aslinda Patriot sistemi Scud’un yerini
belirleyene dek Scud fiizesi yer¢ekiminin etkisiyle dugsmekte
oldugundan o kadar da zor degildir.

Bunun diizglin bir sekilde ¢alismast i¢in hassas bir zaman
tutma igleminin gerceklestirilmesi kritik derecede 6nemlidir.

Patriot yazilimimin kullandi: saat, saniyenin onda biri-
ne denk gelen bir sisteme gére boliinmisti. Bu ise yazilimin
radar bilgisini Scud’un gitmekte oldugu yeri takip etmek ve
tahmini ugus giizergahini glincellemek tizere saniyede on kez
kullandig: anlamina gelmekteydi.

Daha 6nce bilgisayarlarin ikili say1 sistemini kullandigini
gormistiik. Tkili sistemde onda biri hesaplamak i¢in 1 + 1010
bélme islemini yapmam gerekir. Ikili sitemde kalanli bélme
islemini size birakip bu sistemde onda birin devirli bir onda-
lik say1 oldugunu belirteyim:
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Onda bir = 0,000110011001100110011001100110011...

Bu say1y1 daha 6nce gordiglimiiz devir ¢izgisini kullana-
rak 0,00011 olarak yazabilirim.

Patriot sisteminin kullandig: bilgisayar yirmi d6rt haneli
sayilari igleyebiliyordu. Bu size oldukea hassas gelebilir ancak
ikili sistemdeki onda bir sayist sonsuza dek devam ettigi i¢in
saymnin son kismini kesmek zorundaydilar. Ondalik sisteme
geri donecek olursak bu durum bir saniyenin onda birini (ya
da 0,1’ini) 6l¢medigi, aslinda gegen zamanin 0,00000009’1uk
bir hata ile saniyenin 0,0999999711 kadar oldugu anlamina
geliyordu. Bu olduk¢a 6nemsiz gorinebilir, ancak her saniye
bu fark tekrarlandig: icin gecen zaman iginde hata giderek
biytyordu.

25 Subat 1991 tarihinde Suudi Arabistan’daki Patriot
sistemini ¢aligtiran bilgisayar toplamda yaklagik yliz saattir
calismaktaydi. Yuz saat i¢inde 3,6 milyon saniyenin onda biri
bulunur ve bu da toplamda saniyenin yaklasik ticte biri bu-
yukligiinde bir hata anlamina gelir.

Yine de bu durum hala ¢ok biiyiik bir hata gibi gérinme-
mektedir. Ancak uzaydan disen bir Scud fizesi saniyede yak-
lagik 1,5 kilometre hiza ulagir ve bu da hata siiresi boyunca bir
Scud’un 500 metre yol katedebilecegi anlamina gelir.

Bu durumsa radarin Scud’un nerede olmasi gerektigini
bulamayacagi ve yanlis bir tespitin gergeklestigini farz edece-
gi icin bir Patriot fiizesinin yanlis bir yere yerlestirilebilecegi
ya da daha kotusi hig yerlestirilemeyecegi anlamina gelmek-
teydi.

25 Subat’ta Suudi Arabistan’da bunlardan ikincisi ger-
ceklesti. Scud fuzelerinden biri Birlesik Devletlere ait bir
kiglayr vurdu. Yirmi sekiz asker 6ldi ve ¢ok daha fazlas: da
yaralandi. Bunlarin hepsi bir yuvarlama hatas: yliziindendi.

Bu yiizden bir sonraki bélimde inceleyecegimiz yuvarla-
may1 iyice kavramak oldukg¢a 6nemlidir.

55



8. Bolum

DOGRULUK

Seytan ayrintida gizlidir ve icinde bulundugumuz ¢agda
elimizin altinda ¢ok fazla ayrint1 bulunmaktadir. Matematik-
¢iler ile bilim insanlar1 cogunlukla yiiksek derecede Aassasiye-
te sahip veri ve 6l¢timlerle ugrasirlar.

Ornegin matematikteki rt sabit sayisinin, Alman atom fi-
zikgisi Peter Trueb sayesinde (simdilik) 22 trilyonun tstiinde
hanesi oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte daire bigimin-
de bir ¢icek tarhi i¢in ne kadar giibreye ihtiya¢ duydugunuzu
6grenmeye ¢alistyor olsaydiniz bdylesi bir hassasiyet derecesi
tamamen gereksiz olacaktir. Akilli telefonumdaki hesap ma-
kinesindeki nt sayisinin bile on iki tane ondalik basamag var-
dir. Béylesi bir hassasiyet derecesi bana pratik anlamda kulla-
nabilecegimden ¢ok daha fazla ondalik basamagina sahip bir
alan saglamaktadur.

Oncelikle her ne kadar giindelik konusmada her iki séz-
cigii birbirinin yerine kullanma egiliminde olsak da hassas
olmanin dogru olmakla ayn: sey olmadigini unutmayin. Sayet
diin gece 2,7345 birim alkol i¢tigimi soylersem bu oldukg¢a
kesin bir ifade olur ancak gercekte 3,2 birim alkol i¢tiysem o
halde bu ifade pek de dogru olmaz.

Matematikte hassasiyet derecesini diigiirmek ancak yine
de olabildigince dogru olmak istiyorsak yuvarlama ismini
verdigimiz bir islem kullaniriz. Yuvarlamanin birka¢ yéntemi
bulunmaktadir.

Okulda 6grendigimiz ilk yénteme goére en yakin olana
yuvarlariz. Once neyin en yakin oldugunu belirleriz. Ornegin,
43 sayist onlar basamaginda en yakin olan 40’a yuvarlanir.
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2893 sayist ise en yakin yiizler basamagi olan 2900% ya da en
yakin binler basamag1 olan 3000° yuvarlanir. Say1 biiytudiikee
daha ¢ok yuvarlama egilimi gésteririz. Ev fiyatlar: genellikle
en yakin binlere ya da beg bin ile on binlere yuvarlanir. “Tri-
dent nikleer denizaltilar1 31 milyar £a mal olacak,” ifadesi
“Trident niikleer denizaltilar1 31.264.358.769,73 £’a mal ola-
cak,” ifadesine gore ¢ok daha etkili olur.

Yuvarlamanin ardinda yatan disgiince miimkin olabildi-
gince dogru olmaya caligirken daha disgtik bir hassasiyet de-
recesi sunmaktir. Sayet 57 sayisint en yakin onlar basamagina
yuvarlayacaksam cevabimi 50 ile 60 olarak vermek arasinda
bir se¢cim yapmak zorundayimdir. 57’ye 50'den daha yakin ol-
dugu i¢in 60’1 segeriz. Daha yakin olan 60 sayis1 bu yuvarlama
icin daha dogru bir se¢im olur.

Ancak 250 sayisini en yakin ylizler basamagina yuvar-
liyorsam kugiik bir sorunla kars: karsiyayim demektir. Sege-
neklerim 200 ile 300dir. Ancak 250 sayist bu iki segenek icin
tam olarak orta yolda durmaktadir. Oyleyse hangisini sece-
yim? Geleneklere gore bu gibi durumlarda daima yukar: dog-
ru yuvarlariz. Bu yiizden de burada 300 dogru yanit olacaktur.

Peki, neden gelenek boyle? Bir iddiaya gore yukar: yu-
varladigimda daha az kontrol etmek zorunda kalirim. Sayet
250 saysini en yakin yiize yuvarliyorsam, 5 sayisinin bulun-
dugu haneyi kontrol ettigimde yukar: dogru yuvarlayacagimi
bilirim. Sayet agag1 dogru yuvarlasaydim bir sonraki hanenin
sifir olup olmadigini anlamak i¢in bir daha kontrol etmek zo-
runda kalacaktim. Oyleyse islem bu bigimde birazcik daha
etkilidir.

En yakin olana yuvarlama isini ¢6zdikten sonra genel-
de sira belirli bir sayidaki ondalik basamakl sayiyr nasil yu-
varlayabilecegini 6grenmeye gelir. Bunun da daha dncekine
benzer bir disince stireci vardir. Eger 1,234’4 iki ondalik
basamakli bir sayiya yuvarlamak istiyorsam en dogru cevab:
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sectigimden emin olmak isterim. 1,234 sayis1 1,23 ile 1,24
arasindadir (bazilarina 1,234’tn 1,230 ile 1,240 arasinda ol-
dugunu distinmek daha kolay gelir). Ve 1,23% daha yakindur.

Buradaki kisa yol tgiincii ondalik basamaga bakmaktir.
Sayet bu basamak degeri 0, 1, 2, 3 ya da 4 ise asag1 dogru
yuvarlariz ve bu da ikinci ondalik basamag degistirmeden bi-
rakmak anlamina gelir. Eger ti¢tincti ondalik basamak degeri
5,6,7,8 yada9 ise yukar: dogru yuvarlariz ve ikinci ondalik
basamagin degerini bir artirmig oluruz.

Eger bir basamaktaki 9u yuvarliyorsaniz bir 6nceki ba-
samag1 da degistirmek zorunda kalirsiniz. Ornegin 1,96 sa-
yisint bir ondalik basamak degeri yuvarlarsam 6 sayist Yu
yukar1 dogru 10’a yuvarlamam gerektigini sdyler ve bu da bir
sifir yazip biri tasitmam gerektigi anlamina gelir. Bu da 2,01
elde etmemi saglar. Kontrol edecek olursam 1,96'nin 1,9 ile
2,0 arasinda oldugunu ve 2,0’a daha yakin oldugunu fark edi-
yorum.

Simdiye kadar en yakin olana ve belirli bir ondalik ba-
samak sayisina yuvarliyorduk. Ancak, farkli bayikliklerdeki
sayilar1 iceren bir hesaplama gerceklestirmem gerektiginde
kullanmakta oldugum biitin sayilar i¢in ayn: hassasiyet de-
recesinde olan bir yuvarlama kurali hentiz bulunmamaktadir.
Ornegin 5234 x 0,726 gibi bir islemi gerceklestiriyorsam her
iki say1y1 da en yakin ytizler basamagina yuvarlayamam ¢iin-
ki 0,726 bu durumda sifir olurdu ve diger yandan 5234 de
herhangi bir ondalik basamak sayisina yuvarlayamam ¢tinki
elimde bu say1 i¢in béyle bir ondalik basamak degeri yok.

Dolayisiyla bu yuvarlama islemini gergeklestirmemizi
saglayan ve anlamli sayilar olarak isimlendirilen son bir ku-
ralimiz mevcut.

Ondalik sayilarda karsimiza ¢ikabilecek olan 6ndeki si-
firlarin hepsini géz ard: ederek bir say1 i¢indeki anlamli say1-
lar1 soldan baglayarak sayiyoruz. Boylece 5234 sayisindaki ilk
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anlaml say1 5 ve 0,726daki ilk anlamli say1 da 7 olur.

Eger bu sayilar1 “anlamli tek bir sayiya” yuvarlarsam, ya-
nitimin i¢inde bir tane sifirsiz basamaga (bagta gelen sifirlar
dikkate almayarak) sahip olmasini istiyorum demektir.

Bu ise 5234 sayisinin durumunda 5 sayisini binler basa-
maginda dikkate aldigim anlamina gelir. Bu ytizden de 5234
saywsini anlamli tek bir sayiya yuvarlarken en yakin anlamh
sayinin bulundugu yer oldugundan bu sayiy1 en yakin bine
yuvarliyorum. Béylece de 5234, anlamli tek bir say1 olan 5000’
e yuvarlanir.

Benzer bigimde 0,726'nin ilk anlaml sayis1 onlar basa-
magindaki 7'dir ve bu da sayiy1 en yakin onlar hanesine yu-
varlayacagimi bildirir. Bu sebeple 0,726 anlamli bir say1 olan
0,7ye yuvarlanmis olur. O halde hesaplamam ise su sekilde
gerceklesir:

5234 x 0,726 ~ 5000 x 0,7 = 3500

Anlaml bir sayiya yuvarlama isleminin ayrica hesapla-
may1 ¢ok daha basit kildigini gérebilirsiniz. Bu ytizden bu is-
lem ayrica tahmin sirecinde kullanilmaktadir. Tahmin iglemi,
hesaplamalarin kontroliinde 6zellikle kullaniglidir. Ornegin,
eger 5234 x 0,726 islemini elle yapmis ve 379,9884 sonucunu
elde etmis olsaydim, tahminim bu sonucun yanlis oldugunu
¢tinki aslinda sonucun 3500 civarinda olmasini bekledigimi
bildirirdi. Kontrol edecek olursam aslinda 5234 x 0,726 is-
leminin sonucunun 3799,884 oldugunu géririm ve bu da
ondalik virgiiliint yanlis yere koyma hatasina dustigiim anla-
mina gelir. Hesaplamadan 6nce tahminde bulunmak aslinda
hesap yapmanin bir tir otomatik diizeltmesidir!

59



9. Bolum

KUVVETLER VE
INDISLER

Kuvvetler (diger bir deyisle indisler) glindelik hayatta nadiren
gorliniirler ancak sayilarin biyiikliikleri ve anlamlar: Gzerin-
de ¢ok kuvvetli bir etkileri (zaten bu yiizden bu isimle anilir-
lar) vardir. Kuvvetler, cok buyiik (mesela sabit siiriciintiziin
ne kadar alana sahip oldugu) ya da ¢ok kii¢tik (mesela bir vi-
tamin tabletinin i¢inde aktif bir icerigin ne kadar bulundugu)
sayilar1 yazmamiza yardimei olmasi i¢in kullanilirlar.

Sayet 5° yazarsam, Ust simge olan t¢ aslinda besi ti¢ kez
kendisiyle ¢arpmak istedigimi yazmanin kisa yoludur. S6yle
ki:

5%-5x5x5=125

Aslinda 50 “besin tgtinct kuvveti” ya da “besin kipt”
olarak okuruz. Bu durumda yapilan en yaygin hata, ifadenin
5 x 3 anlamina geldigini diisinmektir ¢linkii sonucu on bes
olan bu islem ¢ok daha kiiciik bir sayidir. On sayisinin kuv-
vetleri, Hint-Arap say1 sisteminde (bkz. Sayfa 23) kullan-
digimiz basamak degerleri ile ayni oldugundan aslinda bize

tanidik gelmektedir.
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10°=10x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 1.000.000 (bir milyon)
10° =10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 100.000 (yiiz bin)

10* =10 x 10 x 10 x 10 = 10.000 (on bin)

10° = 10 x 10 x 10 = 1.000 (bin)

10% = 10 x 10 = 100 (yiiz)

Sayet bu sablonu siirdiirecek olursak, su sekilde devam
eder:

10' = 10 (on)

Bu durum kuvvetlerle ilgili genel bir kurali gésterir; her-
hangi bir seyin birinci kuvveti kendisine esittir:

=a

On sayisinin kuvvetleri o kadar ¢ok kullanilir hale gelmis-
tir ki belirli bir kuvveti ifade ederken kolaylik olmas: adina
bazi 6nekler kullanmaya baslamigiz. Bunlara 6rnek 103 ya
da 1.000 anlamina gelen “kilo”dur. Boylece bir kilometre bin
metre, bir kilogram bin gram ve bir kilovat ise bin vat anla-
muna gelir. Daha buyiik sayilar i¢in kullanilan 6neklerin on
sayisinin her ¢ kuvvetinde bir degisme egiliminde olduklar:
gorilmektedir:

10%: binler — kilo (k)

10° milyonlar — mega (M)
10%: milyarlar — giga (G)
10" trilyonlar — tera (T)

Simdilik bunlardan son birkagini bilgisayarlarimizin gii-
clini tanimlamak tizere kullanmaktayiz ancak ¢ok da uzak
olmayan bir gelecekte peta (P, 10%) ve exa (E, 10%) gibi onek-
lerin de genel kullanima girmesini bekliyorum.
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K Gergekten Buyuk Sayilar N

1920 yilinda 10" sayisina, alisilmadik dl¢lde buyuk bir sa-

yiya bir isim vermek isteyen Amerikali matematikgi Edward
Kasner’in dokuz yasindaki yegeni tarafindan gugol ismi veril-
di. Bu sayi gergekten tuhaf derecede buyuktir; evrenimizin
icinde “yalnizca” 1029 tane atom bulunmaktadir ve bir gugol
bu sayidan 100.000.000.000.000.000.000 kat daha
buyuktur. Sayet bu sizin igin yeterince buyik bir sayi degilse
ayrica gugole*¢' degerindeki gugolpleks olarak isimlendirilen
bir bagka sayr daha mevcuttur. Bir gugol toplamda yuz tane

Ksnﬂra sahipken bir gugolpleks ise gugol tane sifira sahiptir. J

Matematikgiler, kuvveti olan sayilari ¢arpmaya ya da bol-

meye calisirken yardimer olabilecek birkag kisa yolun daha
bulundugu fark etmislerdir. Suna bir bakalim:

$¥x5%=5x5x5)x(5x5x5x5)

Kullanilan parantezler sadece 5° ile 5¥ni olusturan begleri
gostermek i¢in kullanilmigtir. Yanitin toplamda yedi tane bes
sayisinin bir arada ¢arpildigi ya da 57 oldugunu gérebiliyoruz.
Bu kadar fazla sayida bes yazmadan yedinin aslinda kuvvetle-
rin toplamindan geldigini hemen fark edebiliriz:

5’ X 54 53+4 57
Bir genelleme yapacak olursak, sayet ayni saymnin kuvvet-
lerini ¢arpiyorsaniz, kural sudur:
a"xa"=a
Bélme islemi yaparken de ¢ok benzer bir sistem gegerlidir.
Ornegin:

5.Q2_ 8x8x8x8x8
8+ 8= 8x38
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Simdi eger sekizleri dengelemeye baglarsam:

8x8x8x8x8 _8x8x8x3x8 _ 8x8x8 283
8x8 8x8 1

Sonugta kuvvetlerin farkini aldigimizi gériyoruz:
g5-Q2_852_g
Ya da genel bir kural ¢ikaracak olursak:
aﬂ - am = aﬂ'm

Bu kural bir sayinin sifir kuvvetinin ne anlama geldigini
anlamamiza yardimci olur. Sayet 3* + 34 gibi bir bélme islemi
yaparsam, kuvvetlerin farki bize sunu gosterir:

342 34 344 2 30
Ancak ayrica bir sayinin kendisine bolinmesinin bir sa-
yisina esit oldugunu bildigimiz i¢in 3”nin bir sayisina esit
olmas: gerekir. Bu da bize bagka bir kural verir; herhangi bir
sayinun sifir kuvveti bir sayisina esittir:
a’=1

Negatif Kuvvetler

ayet bu kurali kuvveti daha kucik bir sayiy1, kuvveti daha

yet bu kurali k daha kigik bir sayiys, k dah

biiytik olan bir sayiya bélmek i¢in kullanirsam sonugta nega-
tif bir kuvvet elde ederim:

74 5 79749175

Eger bu sayiy1 bir bayag: kesir olarak ele alirsam (bayag:
kesirlerin sadelestirilmesi hakkinda daha fazla bilgi i¢in bkz.
sayfa 41):

747 74 ~ TxTx7x7
L IxTxTxTxTIxTIxTxTxT
N XK 1 1

T X TxTxTxTRIREEIK . TxTxTxTxT T
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Buda 75 = 5 ya da 1'in 7° parcaya bolinmesi demektir.
Yani ¢ok kii¢iik bir say: degeri anlamina gelir. Genel kurali
verecek olursam:

1
a*n = ——
an
Eger on sayisinin kuvvetlerine geri donecek olursak:

10° = 1 (bir)
10! = 75 (onda bir)
102 = ﬁw(yﬁzde bir)
10 = 1o55 (binde bir)

Yine benzer bi¢cimde on sayisinin daha yaygin bi¢imde
kullanilan negatif kuvvetlerinin kendileriyle iligkilendirilmig
onekleri bulunmaktadir:

1072: Yuzde bir — santi (c)
1073: Binde bir — mili (m)
10°: Milyonda bir — mikro (p)
107: Trilyonda bir — nano (n)

Eger bir vitamin sisesinin dibine bakacak olursaniz belli
baglh minerallerin mikrogram miktarinda olduklarini goriir-
stintiz. Bir nanometre ise bir molekiilin boyutundadir ve “na-
noteknoloji” kelimesi de buradan gelmektedir. Burada negatif
kuvvetlerin negatif sayilar verdigini disinmemek gerekir. As-
linda bize sifirdan daha kii¢tik pozitif sayilar sunmaktadirlar.

Kesirli Kuvvetler

Sayet negatif kuvvetlerin olabildigince hileli oldugunu dist-
niiyorsaniz, bir kez daha distiniin derim. Sirada kesirli kuv-
vetler var! Suna bir bakalim:
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K Asam (Rasyonel olmayan) Sayilar N

V6 nin tam say1 olarak bir kargiligi bulunmaz (aslinda kargilig,
yaklagik olarak 2,44948974°tur). Tam sayi olmayan kare-
kokler hig sonu gelmeyen, devirli olmayan ondalik basamak

dizileri olustururlar ve bunlara asam ya da rasyonel olmayan
(Lat. surd) sayr ismi verilir. Ismi Latince sagir ve dilsiz an-
lamina gelen sozcukten gelmektedir ve muhtemelen de bu
sayilarin tam olarak okunamayacaklari dustncesini yansit-
maktadir. Celiskili bir matematiksel ya da mantiksal distn-

&eye de bu ylzden absurt denmektedir. j

a" x a™ = a"*™ oldugunu hatirlayacak olursak:
6*x6*=6"1=6'=6
Ancak burada durup bir distinelim. Alt1 sayisinin bir boli

iki kuvveti kendisiyle ¢arpildiginda alt1 sayisina esit oluyor.
Bu bize sayilarin karesiyle kokleri hakkindaki bolimi hatir-
latiyor (bkz. sayfa 15). Madem 6*nin kendisiyle ¢arpimi alt:
sayisina esit, o halde bu say1 altinin karekoki olmalidir.

6" =V6

Buradan genel bir kural ¢ikaracak olursak:

af = sV
Yukaridaki + semboli ustaca bir ayrim yapmak tizere ko-
nulmustur. Karekok isareti tek bagina yazildiginda (yani +
olmadan) sadece pozitif karekoke isaret etmektedir. Ancak
sayilarin negatif karekokleri de olabilir ¢linkii negatif bir sa-
yiy1 yine negatif bir say1 ile carptigimizda pozitif bir say: elde

edersiniz.
4x4=16
-4 x-4=16
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Bu ytizden hem 4 hem de -4 sayilar1 on altinin karekokii-
diir ve “art1 ya da eksi” sembolii + bu islemin negatif bir ya-
nitinin oldugunu da belirtmek tizere burada bulunmaktadur.

Buradan su sonug ¢ikmaktadir: diger kesirli kuvvetler de
baska kok tirlerini vermektedir. Sayet bir saymin tgte bir
kuvvetini alarak biyiittigiimizi disinirseniz o halde bun-
lardan t¢liniin birlikte carpilmasi asil sayiy1 verecektir. Bu da
tcte bir kuvvetinin kiip kéke esit oldugunu gosterir.

4=\

Burada + semboliiniin bulunmadigina dikkat ediniz. Dért
sayisinin yalnizca pozitif bir kiip koki vardir. Ciinkd ti¢ nega-
tif sayinin birbirleriyle carpimi yine negatif bir sonug ortaya
gikaracaktir. Ornegin sekiz sayisinin kiip kokiiniin iki oldu-
gunu biliyoruz (¢tinkii 2 x 2 x 2 = 8),ancak -2 x -2 x -2 = -8
isleminin sonucu 8 degil de -8 eder.

Genel formiil de sudur:

=1

a

Kuvvetler ve Bulunduklar Yerler

Sayilarin kuvvetleri ¢ogunlukla kendi baglarina tek bir birim-
leri olmayan miktarlar anlamina gelen bilesik birimli mik-
tarlar1 tanimlamak icin kullanilir. Ornegin, uzunlugu metre
birimleri ile tanimlariz (¢ogu zaman on sayisinin kuvvetlerine
ait onekleri kullanarak km, cm, mm vs. bi¢imlerde), ancak
bir alan1 metre kare cinsinden (m?) tanimlariz. Metre kareler
bilesik bir birimdir ¢linkii her ne kadar bir say: kuvveti kul-
lanmaktan kaginmak i¢in déniim ya da hektar gibi ifadeler
kullansak da onlar i¢in isimlendirilmis bagka hi¢bir birim bu-
lunmamaktadir.
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Say1 Kavrami

K Arlar ve Sureler N

Bir hektar bazen bir alan birimi olarak kullanilir ancak cok az
kisi aslinda bir hektarin gergekte ne oldugunu bilir. Ar, her

bir kenari on metre uzunlukta olan kare bicimindeki alan

icin kullanilan eski (ancak yine de metrik) bir ol¢u birimi-
dir. On sekizinci yluzyilin sonundaki devrimden sonra diger
tum metrik sistemle birlikte Fransizlar tarafindan kullanil-
maya baslanmistir. Hekta ise 10? ya da 100 anlamina gelen
ve neredeyse hig kullanilmayan, on sayisinin kuvveti igin bir
onektir. Bunlari birlestirdiginizde hektar birimini elde etmig
olursunuz. Yuz tane on garpr on metre kare demektir ve bu

da 100 x 10 x 10 = 10.000 m? eder. ki buguk donim ya

wa bir futbol sahasindan biraz daha buyuk bir alan demektiy

Bazen per” (“ile bolimii” anlamina gelen) sézcugtintn kul-

lanilacagy yerlerde negatif indisleri gorebilirsiniz. Hiz birimi
bilesik bir birimdir ve baz: arabalarin gésterge panelinde bir
saatte katedilen kilometre i¢in kullanilan kph yerine kmh™
yazildif1 gorilmektedir. Bunlardan ilki (kph) matematiksel
olarak anlamsizdir; kullanilan harfler sadece “kilometres per
hour” (saatteki kilometre cinsinden hiz1) ifadesini temsil et-
menin basit bir yoludur. Ancak diger yandan kmh ise ki-
lometrenin saatin eksi bir kuvveti ile ¢arpimi anlamina gel-
mektedir:

kmh! = krnlx ht
—kmx T
=km +h
Bir sayiy1 tizerinde bir olan bir say: ile ¢arpmak aslinda
o saytya bolmeye esittir (bkz. sayfa 45'teki Bayag: Kesirleri
Carpma ve Bolme baglikli bolim). Bu yiizden yukaridaki ifa-
de matematiksel anlamda arabanin hiz birimini géstermenin
en kestirme yoludur.

2 Per (Ing.): Bilesik birimlerde “-de/-da” anlamina gelir. per minute =
dakikada gibi (¢.n.)
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Bir Nefeste Matematik

Bildigimiz pek ¢ok 6nemli denklemde birimlerin kuvveti
kullanilir. Einstein'in E = mc”si niikleer enerjinin 6niind ag-
mistir ve Newton'in F = Gm, m 1 denklemi ise gezegenlerin
devinimini agiklamasina izin vermigtir. Fermat'in son teo-
remi ise Diophantus isimli Yunan-Misirli matematik¢inin
denklemini igeriyordu: a” + b" = ¢ (daha fazla bilgi i¢in bkz.
sayfa 150).

Bu béliimiin basinda sayilarin kuvvetlerinin ya da indis-
lerinin bize ¢ok haneli sayilari gosterirken olduk¢a yardim-
ct oldugundan bahsetmistim ve teknikle ilgilenen insanlar
cogunlukla bu gibi sayilar1 géstermek icin standart form de-
dikleri bir seyi kullanirlar. Standart form sayilar1 bir ile on
arasindaki bir sayinin, on sayisinin herhangi bir kuvvetiyle
garpimi biciminde gosterilir. Ornegin bir hava boslugunda
151810 hizi (Einstein'in denklemindeki ¢) 299.792.458 ms™
(ya da saniyede bu kadar metredir). Anlaml bir sayiya yuvar-
landiginda (bkz. sayfa 56) bu say1 300.000.000 olur. Bunu da
standart formda bir sayiya donistiirmek tizere on sayisinin
kuvvetlerini kullaniriz:

300,000,000 = 3 x 100,000,000
=3 x 108

Bu sayinin hesaplamalarda kullanimi ¢ok daha kolaydir ve
ayrica orijinal sayiy1 yazarken hata yapmamizi engeller. As-
linda modern bilimsel hesap makinelerinin de tam olarak bu
ylizden bir 10 butonu vardur.

Tam tersi yonde hareket edecek olursak Newton'in denk-
lemindeki G’nin karsiign 0,0000000000667408 m’kg's™
olarak yazilir ve bu da 6.7 x 10ne egittir.

Uzun lafin kisasy, ister astronomik ya da mikroskobik bo-
yutlarda hesaplamalar yapin isterseniz de mega 6nekleriniz
ile giga 6neklerinizi birbirinden ayirmaya ¢alisin, ihtiya¢ du-
yacaginiz sey sadece indisler ya da sayilarin kuvvetleri ola-
caktir.
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Say1 Kavrami

K Viicut Kiitle indeksi N

Vicut kutle indeksi (Body Mass Index - BMI) igin kullanilan

formul soyledir:

BMI = =5

boy

Bu formulde agirlik kilogram, boy ise metre cinsinden alinir.
Saglikli bir birey icin tipik degerler 18,5 ile 25 kgm™ olarak
belirlenmistir. Ornegin 1,7 m boyunda ve 70 kg agirliginda
olan bir bireyin 24’tn biraz usttunde bir BMI degeri olacaktir.
Aslinda bir kisinin boyuna gore ne kadar agir oldugu uzerine
kabaca bir fikir vererek daha saglikli olabilmesi igin kilo alma-
st miyoksa vermesi mi gerektigini gosterir. Cogu insan kendi
BMI degerlerini bir dergide okuduktan ya da internetteki bir
sayfada gordikten sonra hesaplar. Ancak boy degerlerinin
karesini almak yerine kafalari karisip bunu ikiyle ¢arpabilirler.
Eger boyunuz iki metre ya da daha fazla degjlse bunlardan
ikinci yontem BMI degerinizin dusuk ¢ikmasina neden olur
ki boyunuz kisaldikga bu durum daha da kotiye gider. Yanlis

hesap, havug yemeniz gerekirken onun yerine pasta yeme-

nize neden olabilir.
. Y,
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10. Bolum

YUZDELIKLER

Giinimiizde yuzdelikler olmadan hareket bile edemiyo-
ruz.Ozel indirimler, faiz oranlari, yillik bilesik faizler, enflas-
yon, secimsel salincak analizi, viicut yag oran, vergi ve alkolli
icecekler modern yasamimizda yiizdeliklerin anlagilmasinm
gerektiren alanlardan sadece birkagi olarak siralanabilir.

Bir yiizdelik ifadesi, paydasinda Latince per centum'dan
gelen ve “ylizde” anlaminda kullanilan yiiz sayis: bulunan bir
bayag: kesirdir. Yiizdelik sembolii % ise Italyan ticcarlarin
per cento ifadesi i¢in yazdiklar1 kisaltmadan ortaya ¢ikmugtur.
Yiizdelikler iki temel nedenden dolay: popiiler olmuslardur.
Birincisi ¢ogu para biriminin ondalik sisteme doniistiirtilmesi
ve boylece finansal hesaplamalarin da yiizdeliklerin kullanil-
mastyla daha anlagilir olmasidur. Tkincisi ise yiizdelikleri bir-
birleriyle kargilagtirmanin kolay olmasidur.

Yiizdeliklerin olmadigi bir diinya hayal edin. Iki tasar-
ruf hesab: arasinda se¢im yapmaniz gerekiyor diyelim; birisi
597 oraninda bir faiz oran: veriyor ve digeri de S00 oranin-
da. Hangisini segerdiniz? Bayag: kesirlerin en kolayini bile
kargilagtirmak zordur. Bununla birlikte oranlarin %11,74 ve
%11,8 oldugunu séylesem kolayca kargilagtirabilirsiniz.

Yizdelikler temelde ondalik kesirler olduklarindan arit-
metik iglemleri de ayni kurallar: izler. Ancak yiizdeliklerle
caligirken bilhassa bélme islemini kullaniriz.
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Bir Nefeste Matematik

Bir N\eb|ag|n Yizdelik Degerlerini Bulmak

Maas gliniimiin gelmesinin ve maas bordromu almamin ver-
digi keyif maagimin bir kisminin vergi olarak gidecegini fark
ettigimde ¢ogunlukla kaybolup gidiyor. Eger yilda 25.000 £
kazaniyorsam ve bunun %23’tini vergi olarak vermek zorun-
daysam vergi memuru ne kadar alacaktir? Aslinda maagimin
her 100 £luk béliimiinden 23 £ aliyorlar. Bu yiizden maagimi
100’e bolup kag tane 100 £luk kazandigim: bulup sonra da
bunu 23’le ¢arpabilirim:

25000 + 100 x 23 = 5750 £

Once 100 sayisina m1 boldiigiim yoksa 6nce 23’le mi garp-
tigim aslinda fark etmez. Boylece bu durumu su sekilde de
belirtebilirim:

25000 x 23 + 100 = 5750 £
Ayrica su sekilde de olabilir:

25000 x 5 = 5750 £

Gordigliniz tzere bir meblagin ylizdesini bulmak i¢in
sadece bu yiizdelik oraniyla ¢carpiyorum. Elbette ytizdeligi bir
ondalik say1 olarak da ifade edebilirsiniz:

25000 x 0.23 =5750 £

Yuzdelik Artis ve Dusus

Yasasin, maagima %5 zam aldim! Yeni yillik maagimi hesap-
lamak i¢in 6nceki maagimin %5’ini belirleyip maagima ekle-
yebilirim. Ancak yeni maagimin eski maagimin %1051 oldu-
gunu gorebiliyorum. Yani yeni maagimi hesaplamak i¢in su
islemi gergeklestiriyorum:

25000 x 18 _ 26 250 £
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Oran, Orant1 ve Degisim Yiizdeleri

Bu islem eski maagimin %5’ini hesaplayip kendisine ek-
lemenin aksine tek adimda gergeklestirilir. Ayn1 sonug, sayet
ondalik sayilar1 bayag kesirlere tercih ediyorsaniz 2500x1,05
islemiyle de elde edilebilir.

Maagimin disisiinden bir 6rnek vermemeyi tercih etti-
gimden bunun yerine bir indirim 6rnegi verelim. Diyelim
ki en ¢ok sevdiginiz kiyafet magazas: bir ginligiine “isaretli
trtnlerin hepsinde %15 indirim” yapryor, 23 £1uk bir tigor-
tiin yeni fiyatini nasil hesaplayabilirsiniz? Yine benzer bigim-
de meblagin %15’ini hesaplayip eski fiyattan ¢ikarabilirsiniz.
Ancak bu iglem iki adimda gerceklesecektir. Sayet %15’lik
digiisiin bana eski fiyatin %85’ini biraktigini fark edecek
olursam, islemi su sekilde yapabilirim:

23 x 0.85=19.55 £
Bir Yuzdelik Deéi§imi Tersine Cevirme

Gegenlerde bir siipermarkette satilan yiyeceklerdeki fiyat ar-
tiginin %35’ buldugu hakkindaki yazilar ilgimi ¢ekti. Yapmuig
oldugum 57,24 £luk aligverisin bu fiyat artigindan 6nceki
ederini nasil hesaplayabilirim?

Bunu yapabilmek i¢in aligverisim i¢in 6dedigim fiyatin as-
linda eski fiyatin %1351 oldugunu fark etmem gerekir. Yani
bu meblag: 135% bolip %1’ini bulmak ve bunu 100 ile ¢arp-
mak bana 6nceki ederini vermelidir:

57,24 + 135 x 100 = 42,40 £
Yine bu islemi ustalikla su sekilde de yapabilirim:
57,24 x 100 + 135 = 42,40 £
Dolayistyla:

5724 x 392 _ 4240 £
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Bir Nefeste Matematik

Yiizdelik simdi tersyiiz olmus durumda, ancak bir bayag:
kesirle ¢carpma isleminin, onun tersine bélmekle ayn: oldugu-
nu unutmayin (bkz. sayfa 45):

5724+ 33 _ 40404

Bu yiizden bir yizdelik degisiminden 6nceki orijinal de-

geri bulmak i¢in onu yizdelige boliyorum.

Kredi Geri Odemeleri

Cogumuz miilk ve araba gibi biiyiik ve pahali seyleri satin
almak icin krediye ihtiya¢ duyariz. Banka bu igten para
kazanmak ic¢in genellikle bize yillik bilesik faiz olarak
adlandirilan bir faiz uygular.

Eger bankadan %5 sabit oranla bir kredi ¢ektiyseniz, borg-
landig1niz miktarin kredinin vadesi siiresince esit miktarlarda
azalacagini umabilirsiniz. Ama dyle olmaz. Clinki yaptiginiz
her bir 6deme iki parcaya boliinmektedir. Bir kismi o ay bi-
rikmis olan faizi geri 6demektedir ve geri kalani ise 6denme-
mis miktar1 azaltmak icin kullanilir.

Ornegin, yillik %12 faiz oraniyla 20.000 £luk bir kredi
¢ektigimi digtnelim. Ik ayin sonunda asil borcum olan 20
bin poundun ustiine art1 %1 faiz oraninda borcum olur (¢iin-
ki yillik %12 oranindaki faiz ayda %1 olur). Bu da yukarida
bahsedilen ylizdelik artis: tasarisini kullanarak:

20,000 £ x 1.01 = 20,200 £

Eger ayda 500 £ 6deseydim, bu meblagin 200 £'u faizi
odiyor ve geri kalan 300 £'u ise borcum olan meblag: 6diyor

olurdu. Bu yiizden birinci ayin sonunda borcum 20.200 £ -
500 £ = 19.700 £dur.
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Oran, Orant1 ve Degisim Yiizdeleri

Ikinci ayin sonunda ise faiz soyle hesaplanirdi:

19,700 £x 1.01 = 19,897 £

Ikinci aydaki 500 £'luk 6dememin 197 £u faiz olur ve
303 £'u da kalan borcumdan diser. Béylece geriye kalan top-
lam borcum artik 19.397 £dur. Bor¢lanmig oldugum miktar:
ikinci ayda daha ¢ok azalttim ve bu egilim toplam borcumu
odeyene dek artarak devam edecek.

Bu etki 6zellikle uzun vadeli bir ev kredisi ¢ektiginizde
fark edilir. Ik birkag yillik hesap 6zetleri asil borgtan ne ka-
dar disik meblaglarin 6denmis oldugunu gordikge ¢ok can
stkict olabilir ancak zaman gegtik¢e durum iyilesir.

Bankalarin, vadenin sonunda borcunuzu tamamen 6demis
olabilesiniz diye kredi geri 6demelerini hesaplamak i¢in kul-
landiklar: formiil oldukga korkutucudur:

Aylik geri 6deme = aylik faiz orani x borg alinan miktar

1 - (1 + aylik faiz orany) s

Sayet yirmi bes yillik vade (25 x 12 = 300 ay) ve %5 sabit
faiz oran1 (%5 + 12 = %0.42 aylik faiz) ile 150.000 £ ev kredisi
¢ekmis olsaydim, aylik 6demelerim séyle olurdu:

22 | 150000

0,42 ) 300
100

Ayhk geri 6deme =
1-(1+

Eger “*lin ne oldugundan emin degilseniz sayfa 61 bir
g6z atin. Bu verileri giivenilir bir hesap makinesine girdigim-
de su yanit1 alirim,

630

07155965~ o80-384

Aylik geri 6deme =

Toplamda geri 6deyecegim meblag da 880,38 £ x 300 =
264,114 £ olur. Yani kredi ¢ekmis oldugum meblagdan 100
bin pounddan daha fazla bir miktar1 geri 6derim.
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Bir Nefeste Matematik

K Bernoulli, Euler ve e N

Yillar boyunca pek ok matematikgi faiz konusuyla ilgilen-
mistir. Geri odemeleri ve sonunda odeyeceginiz toplam

meblagi etkileyen seyin sadece faiz orani olmadigini, ayri-
cane l_<adar siklikta hesaplandiginin da bunu etkiledigini fark
eden Isvicreli matematik¢i Jacob Bernoulli (1654-1705)

oldu.

Bunu gostermek icin onceki sayfadaki ornekte bahsedi-
len bankanin, faizi glnluk uyguladigini distnelim. Gunlik
faiz oranim %5 + 365 = 0,0137 olurdu. Bu da gunluk geri
odememi 28,80 £ yapar ve aylik odemem de 876 £’a denk
gelirdi. Yani aylik faize gore birazcik daha iyidir. Ama daha
kotUsu de olabilirdi! Eger banka yillik faiz uygulasaydi, o za-
man aylik geri cdemem 886,91 £ olacakt.

Gordugunuz gibi faizin sik hesaplanmasi sizin yarariniza olur.
Bu durum yatinim yaparken de gegerlidir. Bernoulli sayet
faiz surekli olarak hesaplansaydi su problemi gergekten
gozebileceginizi ortaya koydu:
o (15

Bu size oldukga caydirici gorinebilir ancak birkag onemli
matematiksel kavrami sunmaktadir. “Lim”, limitin kisalt-
masidir ve “n—>" ise “n sonsuza giderken” anlamina gelir.
Unutmayin ki sonsuz, bir sayi degildir ve hesaplamalarla for-
mullerde onu kullanamayiz. Bu yuzden matematikgilerin asil
merak ettikleri sey sudur: n gercekten gok ama gok buyuk
bir sayr oldugunda (1‘*‘?)” degerine ne olur? n buyldukge
kesir kismi bize sundugu artigi da azaltarak gittikge kigulur
ancak parantez digindaki kuvvetin buyumesi degeri ken-
disiyle daha gok garpmamiz anlamina gelir. Iste faizli geri
odemelerde gordugumuz sey de tam olarak dengelemedir;
daha kiguk meblaglar daha sik odemek toplam odememizi
azaltir.

Bernoulli bir banka hesabinda isletilen faizi inceliyordu ve bir
&lda alabileceginiz en fazla faizin, faiz oraninin 2,7 kuvveti iy
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K@arpdan baslangic yatinminiz oldugunu kesfetti. Sayet ylllm
%5 faiz oraniyla yatirim yapsaydim ve yil boyunca surekli faiz
alsaydim, o halde su meblagi alirdim:
100 x 2.7°% = 105.094
Bu miktar sayet faiz tek bir taksitte sene sonunda odenmis
olsaydr elde edecegim 105 £ ile kiyaslandiginda devasa bir

artis degildir ancak ne kadar az olursa olsun yine de ise yarar.
Zaman ilerleyip insanlar daha hassas hesaplamalar yapabilir

duruma geldiklerinde 2,7 daha fazla ondalik basamakla ge-
listirildi. 1978 yilinda, Apple sirketinin kurucu ortaklarindan
olan Steve Wozniak ilk Apple bilgisayarlarindan birini bu
saylyr 100.000’den daha ok basamakla hesaplamak igin
kullandi. Bu sayinin da 1t gibi sonsuza dek devretmeden sur-

dugunu biliyoruz:
2.71828182845904523536028747135266249 . ..

Bu deger matematigin baslangicta ilgisiz gorunen her tir-
den alaninda ortaya ¢ikmaktadir. Oldukga taninmig bir isvi(;—
reli matematik¢i olan Leonhard Euler (1707-83), mekanik
bilimi (makinelerin nasil tamir edildiginden ok nasil isledigi)
uzerine galismasinda bu sayiyi temsil etmek igin uzun za-
mandir e harfini kullanmaktaydi ve bu yuzden bu sayi Euler
sayisi olarak da bilinir. Ayrica meshur Euler denkleminde de

bu sayiyr kullanmistir:

er+1=0

Hesaplamanin ve tum diger sayilarin temeli oldugu igin si-
fir ve bir sayisindan bahsetmeye gerek yok. 1 semboli bir
dairenin varligini tanimlayan say: olarak geometriyi temsil
eder. i ise eksi birin karekoku olup her tirden gozilemeyen
denklemleri gozmemize izin veren ve var olmayan hayali bir
sayidir. Bu kisa ve oz ifade en onemli bes sayiyr igermek-
tedir ve birgok kisi tarafindan tum matematik dinyasindaki

ak

en mukemmel -bazilarina gore de en glzel- denklem olar
&abul edilmektedir. j
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BILESIK OLCULER

Bilim insanlarinin, mithendislerin ve matematikg¢ilerin en
son formillerini kullanilan birimler bakimindan kontrol
ettikleri ve boyutsal analiz olarak adlandirilan bir teknik
vardir. Bir karenin alan formild su sekildedir:

karenin alani = kenar uzunlugu x kenar uzunlugu

Alan, bildigimiz gibi, metre kare birimleri (m?) ile 61-
ctilir. Denklemin “kenar uzunlugu x kenar uzunlugu” kis-
mindaki ol¢ilere bakacak olursam her ikisinin de metre
oldugunu ve metre ¢arp: metrenin ayrica metre kareye esit
oldugunu goriiriim. Boylece formiiliin iki tarafindaki 6l¢i-
ler birbirine uymaktadir. Formilin boyutlarini incelemis
olduk. Bu durum formilin dogru oldugunu garanti etmez
ancak yine de ige yarar bir aragtir.

Bir dairenin alanini diistinelim:
dairenin alani = yarigap x yarigap

[fade boyutsal anlamda tam olarak bir 6nceki 6rnekte-
kinden dolay: dogrudur. Ancak burada dogru cevabi ver-

mek tizere eski arkadagimiz pi sayisina ihtiyacimiz vardir:

dairenin alani = mr?
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Pi sayisinin boyutsal analizimizi bozmamast i¢in kendi-
sinin hi¢bir boyutunun olmamas: gerekir. Pi, hi¢bir birimi
olmayan bir sabit sayidir; pi'yi metre, kilogram ya da bagka
higbir geyle 6lgmeyiz. Bu ylizden pi boyutsuz bir sabittir
ve yillar boyunca bu gibi seylerin degerlerini hesaplamak
adina ¢ok ¢aba sarf edilmistir.

1700’lerin sonlarina dogru Fransiz Devrimi'nden ¢ikan
en iyi seylerden biri metrik sistem olmustur. Devrimciler
yeni ve tutarli bir agirlik ve 6l¢l sistemi ile ondalik say1
sisteminin kullanim rahathigini birlestirdiler. Rénesans do-
neminden beri doga felsefecileri (modern bilim insanlari
ve matematikgilerin atalar1) siirekli iletisim halindeydiler
ve miktarlar1 iletmenin daha evrensel bir yoluna ihtiya¢

duyuyorlard:.

Sistem, yillar icinde gelistirildi ancak temel diisiince
diger tiim olgilerin tiireyebilecegi az sayidaki en 6nemli
temel 6l¢ti birimlerini elde etmekti. Baglangicta temel 6l¢ii
birimleri uzunluk i¢in metre, agirlik icin kilogram ve za-
man i¢in de saniyeydi. Fransiz devrimciler bir metreyi ku-
zey kutbundan baglayan ve Paris'ten gecip ekvatora kadar
uzanan mesafenin on milyonda biri olarak tanimlamglar-
di. Kilogram ise ilk bagta donma noktasinin hemen tze-
rindeki bin santimetre kiip suyun kiitlesiydi. 1899 yilinda
ise ¢ok dikkatli bir sekilde tretilmis inanilmaz derecede
saglam ve paslanmaya dayanikli platinyum-iridyum alasi-
minin kiitlesi olan Uluslararas: Prototip Kilogram olarak
yeniden tanimlandi. Bu tanimin da éniimizdeki birkag yil
icinde temel fizik sabit sayilarini iceren ¢ok daha kavram-
sal bir seyle giincellenmesi bekleniyor. Saniye ise ¢ok uzun
zamandir kullanimda olan bir zaman birimiydi. Saatin alt-
mugta biri oranina dayanan yapisi ise zamanu ilk 6l¢en antik
kiltiirlerin say1 sistemlerinin kalintistydi. Gliniimizde bir
saniyenin tanimi sezyum olarak adlandirilan bir metalin
atomunun agir1 derecede tutarli titresim frekansiyla iligki-
lendirilmektedir. Tam olarak ifade etmek gerekirse, sezyum
atomunun 9.192.631.770 kez titresimi i¢in gecen stredir.
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Diger temel 6l¢ti birimleri de evrenimiz Uzerine anla-
yisimiz gelisip daha fazla seyi 6l¢me ihtiyaci duydukea lis-
teye eklendi. Ornegin, 1s1 6l¢ii birimi kelvin, elektrik akim
birimi amper, belirli bir kitle i¢indeki madde miktar1 bi-
rimi mol (ne yazik ki toprak altinda tiinel kazan sirin kos-
tebeklerle bir ilgisi yok®) ve 151k yogunlugu ya da parlaklig:
birimi mum (kandela da denir) gibi. Artik SI* birimleri
(Uluslararas: Birimler Sistemi) olarak bilinen yedi temel
birim, fiziksel diinyada ihtiya¢ duydugumuz her seyi 6l¢-

memize izin vermektedir.

Kullanmakta oldugumuz tiiretilmis ya da bilesik birim-
lerin ¢oguna da yeni isimler verilmistir. Ornegin litre, bir
hacim 6l¢t birimidir ve bir metre kiipiin binde birine esit-
tir ancak pazartesi sabahi mahmur gézlerle ise gitmekte
olanlar i¢in bir metre kiipiin binde biri benzini kafadan
hesaplamak yerine bir litre demek ¢ok daha kolaydir. Tu-
retilmis 6l¢t birimlerinin ¢ogu o alanda 6nemli olan bilim
insanlarinin adini tagitmaktadir.

Isaac Newton (1642-1726), bir kuvvet olan yer¢ekimi
kavramini gelistirmesiyle taninan Ingiliz bir dehayd.

Newton'in ikinci yasasi: kuvvet = kiitle x ivme

Temel bir ST birimi olan kiitle, kilogramla 6lgiiliir. Ilvme
ise bir saniye karedeki metreyle ol¢tlir. Béylece kuvvetin
birimleri de “kilogram carp: saniye karedeki metre” olur.
Bununla birlikte bu bilesik dl¢iiye artik nevton (newton)
ismini veriyoruz.

Blaise Pascal (1623-62) ise digerlerinin yani sira sivilar
tzerine bir¢ok ¢alisma yapmis ve su cenderesi ile siringayi
icat etmistir. Caligmalarinin ¢ogu basing tizerine odaklan-
mugtir:

3 Ingilizce “mole” sézciigiiniin karsiligidir. Ingilizcede “mole” hem kitle
agirlik birimi hem de kostebek anlamina gelir. (¢.n.)
4 SI: Systéme international (Fra.): Uluslararas: Birimler Sistemi (¢.n.)
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kuvvet

basing = .

Simdiye dek gordigiimiiz kadariyla kuvvetin kilogram
ve saniye karedeki metre birimleri ve alanin da metre kare
birimleri bulunmaktadir. Bu yiizden basincin birimlerinin
de “metre kare bagina kilogram saniye kare basina metre”
olmas: gerekir. Bunu da “saniye kare metre bagina kilog-
ram” olarak sadelestirebiliriz. Ancak eminim basing birimi

olan paskallarin ¢ok daha kolay telaffuz edilecegi konusun-
da hemfikirsinizdir.

Yukaridaki tanimlarin her ikisi de nihayetinde i¢inde
bir yerlerde “saniye bagina” (ya da saniyede) ifadesini iger-
mektedir. Bir geyi belirli bir zaman birimine boldigumiiz-
de aslinda o zaman birimi i¢inde onun nasil degistigine
bakiyoruz demektir. Bu durum bilim ve matematikte o ka-
dar yaygindir ki bu distinceye “degisim orani” ismini veri-
yoruz. Gordigimiz en yaygin degisim orani hizdir. Bunu
okulda 6grendiginizi hatirlarsiniz, muhtemelen agagidaki

tiggenin de biraz yardimi olabilir:

mesafe
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Bir Nefeste Matematik

Bir matematik 6gretmeni olarak burada belirtmek iste-
digim ilk 6nemli nokta bu formilin orfalama hizi hesapla-

digidir. Ornegin trenle York'tan Londra’ya olan 200 millik
mesafeyi iki saatte aliyorsam bu formiil bana hizimin 200 +

2 = saatte 100 mil olmas: gerektigini soylemektedir. Ancak
trenin beni almasi i¢in durmug olmasi, hizlanip diger is-
tasyonlara yaklasirken yavaglayip yine durmasi ve sonunda
Londra’ya varmasi gerektiginden bu sadece benim ortala-
ma hizim olur.

Hiz bir degisim oranidir. Bu durumda her bir saat igin-
de ortalama olarak 100 millik bir mesafe kadar yol aldigimi
anlatmaktadir. Baglangic noktama gére bulundugum ko-
num 100 mil oraninda degismistir.

Ivme de hizin degisim oramidur, belirli bir siire i¢inde
hizinizin ne kadar degistigini gosterir. Nesneleri digtir-
digiimuzde yercekiminden dolay:r ivme kazanirlar; yer-
yiziinde bu, saniye kare bagina 9,81 metredir. Saniye kare
bagina 9,81 metre ise her bir saniyede disen nesnenin hi-
zinin saniye bagina 9,81 metre kadar artti1 anlamina gelir.
Bu oldukga ytiksek bir hizdir ve kediler disinda, yeterince
yiiksek bir yerden distiklerinde neden hemen her seyin
kirildigini agiklar. Ay'da ise ivme saniye kare bagina yalniz-
ca 1,66 metredir ve bu ytizden de kendilerinden daha agir
uzay kiyafetleri giyen astronotlar uzay zipziplari olmadan
etrafta sigrayabiliyorlar.

Hayatlarimiz boyunca saniye kare basina 9,81 metrelik
ivmeyi tecriibe ettigimiz i¢in diger ivmeleri bununla kiyas-
lama egilimine gireriz ve bunlara “G-kuvvetler” adin: ve-
ririz. Hizimizin yani sira hareket yonimuzi degistirdigi-
mizde de ivme kazaniriz. Dolayisiyla bir araba i¢inde viraji
doénerken de bu kuvveti hissederiz. Lunaparklardaki hiz
trenlerinde yeryiiziinin ¢ekim kuvvetinin alti kat: kadar
biytklikte, yani 6 g’lik bir ivmeye maruz kaliriz. Elbette
bu sadece ¢ok kisa bir siireligine gerceklesir. Bu basinca
¢ok daha uzun siire maruz kalan astronotlar ve savas ucagi
pilotlar: ¢ogunlukla viicutlarini sikarak kanlarini beyinle-
rinde tutmaya yardimci olan G-kuyafetleri giyerler.
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K Yanhs Anlagilmalar: Mars iklim Kasifi N

Metrik sistemin icadindan birkag yuzyl sonra bile tim

dunyada hala bazi eski sistemlerin kullanildigina taniklik et-
mekteyiz. Birlesik Krallik'ta hala bira ve sutumuizu pint ile
olclyoruz (568 mililitre o kadar etkileyici gelmiyor) ve yol
isaretlerinde de hala mil kullaniyoruz. Birlesik Devletler de
ayni olmasa da benzer bir sistem kullanmaktadir.

Bu durum utang verici birkag sorunun yasanmasina neden
olmustur. 1983 yilinda, Kanada havayollarina ait bir Ame-
rikan Boeing 767 ugagiyla gergeklestirilen ugusta yakit yari
yolda bitti gunku yer ekibi ugaga yakiti kilogram yerine libre
birimiyle doldurmustu. Bir kilogram iki libreden daha fazla
oldugu icin, olmasi gerekenin yarisindan daha az yakit veril-
digi anlagiliyordu. Bunun Ustlne arizali bir yakit gostergesi de
eklenince ucak, eskiden askeri bir havaalani olarak kullanilan
yaris pistine mecburi inis yapmak zorunda kaldi. Neyse ki hig
kimse yaralanmadi. Pilotlar ise yakiti dogru durust kontrol
etmedikleri icin rUtbeleri dusurulerek cezalandirldilar, ama
ayni zamanda gabuk dusinuUp karar vermeleri ile siradisi pi-
lotaj becerilerinden dolayi odullendirildiler.

1999 yilinda ise Mars Iklim Kasifinin yerylzinden dokuz
ay surecek bir yolculuk sonrasinda iklimini incelemek uzere
Mars’in yoringesine gitmesi bekleniyordu. Araci yorlingeye
sokacak olan motorlar kullanildiktan hemen sonra irtibat ke-
sildi. Ardindan gerceklestirilen inceleme sonucunda alt yuk-
lenici firmalardan birinin, motor tarafindan uretilecek itme
glcunu hesaplamak uzere Sl turevli nevton birimi yerine
libre kullandigi ortaya gikti.

Bu elbette birkag nedenden dolay: bilhassa kotu bir hataydi.
Oncelikle boyutsal analiz, libre ile nevtonun ayni seyi dlg-
mek igin bile kullanilmadigini gosteriyor. Nevton, kuvvet
olgim birimiyken libre kitle ol¢im birimidir. Ikinci olarak
motorlarin garip performansi daha en bastan dile getirilmis
ancak sikayetler goz ardi edilmisti.

Her neyse, sonugta Kasif, Mars'in atmosferine gok hizl gir-

mig ve planlanan amaci icin kullanilamadan pargalanmisti.
&rojenin maliyeti 600 milyon dolarin Ustindeydi. /
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Bir Nefeste Matematik

Ivmenin aksine hiz diismeleri de G-kuvveti yaratir ve oto-
mobiller de kasitli olarak burkulma bolgeleri® olacak gekil-
de tasarlanirlar. Bu bolgeler hizdaki degisimin daha uzun
bir zamana yayilmasina, toplam hiz diismesinin etkisinin
azaltilmasina ve boylece de maruz kaldigimiz kuvvetin
azalmasina olanak saglar. Hava yastiklar1 da hava yastik-

siz araglara kiyasla hiz diigmesi i¢in viicudumuza daha ¢ok
zaman tanir.

5 Bir otomobilin trafik kazasi esnasinda sikigip ¢arpismanin etkisini
azaltacak bi¢imde tasarlanan yapisal 6zelligi (¢.n.)
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12. Bolum

ORANTI

Orant1 kavrami ¢ok acik gibi goriinmektedir ancak bu
her zaman boyle olmamuigtir. Diyelim ki dort kisilik bir ye-
mek tarifiniz var ancak aksam yemege sekiz misafirinizin
gelecegini 6grendiniz. Hi¢ diginmeden misafir sayist iki
katina ¢iktigindan malzemelerin hepsinin miktarini iki
katina ¢ikarmaniz gerektigine karar verirsiniz. Bunun ne-
deni misafirlerin sayis1 ile tarifteki malzemelerin miktari-
nin orantili olmasidir. Ancak misafirlerden biri yaninda bir
arkadagini getirip toplam misafir sayisin1 dokuza ¢ikarsay-
di ne olurdu? Birdenbire isler 6ncekine gore epey zor hale
gelirdi.

Bir matematikgiye gore oranti, misafir sayis1 ile drnegin
pisirecegimiz makarna miktar1 arasindaki bagintiyr ifade
eder. Sayet asil tarifte 300 g makarna gerektigi séyleniyorsa
o halde misafirlerim i¢in “eger - ise, 0 zaman, bu yizden”ya
da birimsel yontemden yararlanabilirim:

Eger 4 misafir i¢in 300 g makarna gerekli se,
O zaman 1 misafir i¢in 300 + 4 = 75 g makarna gerek-
lidir.
Bu yiizden de 9 misafir i¢in 75 x 9 = 675 g makarna
gereklidir.

Bu yonteme birimsel yontem denir ¢iinkii yaniti bul-
mada tek bir birey ya da birim i¢in gerekeni anlamaya ¢ali-
striz. Buna bakmanin bir bagka yolu ise ne kadar makarna
gerektigine dair bir formil ¢ikarmak olurdu. O zaman kag
tane misafiriniz olacagina bakilmaksizin rahatlikla miktari
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belirleyebilirdiniz. Misafir sayisina 7 ve buna kargilik gelen
makarna kitlesine de 7 diyelim. Matematikgiler formiili
bulmaya sunu belirterek baslarlar:

mn

Bu sembol basit¢e “orantilidir” anlamina gelir. Hentiz
ise yarar bir formiliimiiz yok ancak en azindan varsayi-
mimiz: belirtmis olduk. Simdi biraz sayisal bilgi ekleme-
miz gerekiyor. Birimsel yontemde her bir misafir i¢in 75 g
makarna gerektigini gdrmustiik. Daha sonra ihtiya¢ duy-
dugumuz miktar: bulmak tzere bu sayiy1 toplam misafir
saysiyla carptik. Simdi misafir sayisi olarak elimizde 7 var,
yani formiliim artik séyledir:

m=75xn

Bu durumda 75 sayisina orant: sabiti denir; bu say1 m
ve n degiskenleri arasinda bag kurmamizi saglayan sayidur.

Makarna 6rnegimizde misafir sayisi ile makarna kiitlesi
dogrusal oranti i¢indedir. Bunun nedeni aradaki bagintinin
baslangi¢ noktasindan (grafigin hem m hem de n'nin sifir
oldugu sol alt késesinden) gegerek diiz bir ¢izgi olustura-
cak bicimde grafiginin ¢izilebilmesidir:

m 900

825

750

675

600

525

450

375

300

225

150

75
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KYanl@ Anlagilmalar: Tarih Degistirme Hatti N

Uzerindeki F-22’ler

Birlesik Devletler ordusuna ait olan F-22, savas ucakla-
r arasinda zirvede yer almaktadir. Radarda tespit edilmesi
neredeyse imkansiz olan bu ugak aerodinamik, muhendislik
ve havaciliktaki en son gelismelerle bir savas ugaginin nere-
deyse her seyini yonetebilecek glgteki yuksek performansli
bilgisayarlarin birlesiminden dogmustur.

Bu durum bilgisayarlarin bozulmasi halinde buytuk bir sorun
yarater

2007 Subat ayinda tam da bu oldu. Toplam on iki F-22
Hawai'deki bir Usten Japonya'daki bir baska Usse dogru ugu-
yordu. Bu yolculukta Uluslararasi Tarih Degistirme Cizgisi’ni
gegtiler. Bu hat Alaska ile Dogu Rusya arasinda, glineyde
Pasifik Okyanusu'ndaki bir dizi ada grubunun uzerinden
saparak Yeni Zelanda ve digerlerini asan hayali ve biraz da
istikrarsiz bir gizgidir. Ugaklarin yaptigi gibi dogudan batiya
dogru giderken yirmi dort saat kayip yasarsiniz.

Birlesik Devletler ordusu sorunun gergek nedeni hakkinda
herhangi bir agiklama yapmadi ancak ugaklarin aniden ga-
lismalari igin gereken higbir degisim oranini hesaplayama-
diklarindan supheleniyorum. Sistemlerin ¢ogu normal para-
metrelerinin diginda degerler verdigi i¢in ugaklar navigasyon
ve iletisim sistemlerini tamamen kaybettiler. Neyse ki o
sirada ugaklar Hawaii'deki Uslerine kadar gozle takip edebi-
lecekleri nakit ikmal tankerlerinin yakinindaydilar. Bir ugak

icin 148 milyon Amerikan dolari harcayacaksin ve dinyanin
&traﬂnda bile dolagamayacak! j
Ancak orantili olan her sey grafikte béylesine diiz bir ¢izgi
olusturmaz. Diyelim ki sahibi oldugum sirket kare fayans-
lar tretip satiyor. Bir fayansin uzunlugu elbette alanini et-

kiler ancak dogrusal olacak bi¢cimde degil. Sayet bir fayan-

sin uzunlugunu iki katina ¢ikarirsam alanini doért katina

¢tkarmig olurum:
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asil fayans yeni fayans

Aslinda fayansin alani kenar uzunlugunun karesi oldu-

gundan aradaki bagint: da séyle olur:

alan o kenar uzunlugu?

Hem makarna hem de fayanslar dogru orantiya or-
nektirler; yani bir deger artarken diger deger de orantisal
olarak artar. Dolayl ya da ters orantida ise bir deger yik-
selirken diger deger orantili olarak diiser. Ornegin miizik
festivalinde ¢aligan bir ¢6p toplama ekibim olsa ¢opleri
toplama stiresi ¢op toplayicilarimin sayist arttika diser.
Bu durumda:

1
¢op toplayict sayist

¢op toplama siiresi OX

Diyelim ki 10 ¢6p toplayicisi igin ¢opii toplamak 50
saat siiriiyorsa bu bagintiy1 bir oranti sabiti kullanarak ¢6z-
mek gereken bir formiile doniistirebilirim. Sayet buna £
dersem:

50=kx 5
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Buradan % = 500 oldugunu gorebiliyorum (¢tinki 500
carpt bir boli on 50’ye esittir), boylece formilim soyle
olur:

Z=500x%

Burada # ¢6p toplamak i¢in gecen zaman, 7 ise ¢Op top-
layicilarin sayisidir. Elbette eskiden sevilen hileli bilmece-
lere dikkat etmek gerekir: “Eger sekiz kazicinin sekiz ¢u-
kuru kazmas: sekiz saat siiriiyorsa bir kazicinin bir ¢ukuru
kazmas: kag saat siirer?” Sanirim beynimizin siirsel ritme
meyilli tarafi bu soruya “bir” yanitini vermeyi o kadar ¢ok
arzular ki beynimizin matematiksel tarafini bastirmaktadir.
Dogru yanit elbette sekiz saattir. Birimsel yontem burada
bize kisi-saat kavramini sunmaktadir, yani bir kiginin bir
saatte ne kadar is tamamladigini 6greniyoruz. Sekiz kazict,
sekiz saat ve sekiz ¢ukur acik¢a bize her bir kazicinin bir
cukuru sekiz saatte agtigini gostermektedir. Dolayisiyla bir
cukur agmak sekiz kigi-saatlik istir.

Giinlik dilde orant: ¢ogunlukla bir nesnenin boyu ile
genigliginin kiyaslanmasi anlamina gelir. Belli bagh seyle-
rin bagil orantis1 hakkinda goze tabiati geregi hos gortinen
bir sey vardir. Yizyillar boyunca ¢ogu matematikgi, bilim
insani, diigtiniir, mimar, tasarimct ve sanatct bu olgu kargi-
sinda biytlenmigtir.

Geometrinin babast olarak kabul edilen Oklid (yakla-
sik olarak MO 300 ylllarlnda yasamisg), nesneleri orantisal
olarak hos gostermek tzere kullanilabilen ve giintimizde
altin oran olarak tanimlanan orantiy1 ilk tanimlayan kisi
olmugstur. Kendisi ¢izgileri géz 6ntinde bulundurmustur
ancak bence dikdortgenlere bakacak olursak bu orantiy:
kavramamiz daha kolay olur.
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Yukaridaki dikdortgenin yiiksekligi ve genigligi altin
orana uymaktadir. Cogu kisiye gére bu, géze en hos gelen
dikdortgendir ve bu orantidaki dikddrtgenler ortagagdaki
camilerden modern binalara kadar hemen her seyin tasa-
riminda kullan11m1§t1r Daha ¢ok Le Corbusier olarak ta-
ninan Isvigreli mimar Charles-Edouard Jeanneret (1887-
1965), bu orani ¢alismasinda kapsamli olarak kullanmistur.

Bu dikdoértgenin en 6nemli 6zelligi ise sayet bu dik-
dortgeni olasi en biiyiik kare ve dikdortgene bélecek se-
kilde kesersem kii¢tik dikd6rtgenin kenarlarinin birbirine
orantisinin orijinal dikdértgeninki ile ayni olmasidir.

90



Oran, Orant1 ve Degisim Yiizdeleri

Bu durumu anlamak muhtemelen kigtik dikdértgen
tzerinde ayni iglemi gergeklestirdigimde daha kolay olur:

Gri dikdértgen ile orijinal dikdértgenin kenarlari da
ayni orantiya sahiptir. Sayet bu diyagram geometrik sekil-
lerle dolu soyut resimleriyle tinlii Hollandal: sanat¢i Piet
Mondrian'in (1872-1944) ¢aligmalarini animsatiyorsa bu-
nun oldukea gegerli bir nedeni var: En ¢ok hosa giden re-
simleri yapmak istiyordu ve bu sebeple de ¢aligmalar: altin
orana uyuyordu.

Neden bu dikdértgen insanlarin hosuna gidiyor? Hig
kimse bu konudan tam olarak emin degil ancak Ameri-
kali miihendis Adrian Bejan gozlerimizin bir bakista bu
orantilar1 en kolay kavrayacak bicimde gelistigine béyle-
ce beyinlerimizin bilgiyi kolayca islemesine izin verdigine
inaniyor. Muhtemelen, goriintige gore de bilingsizce, altin
orana uyan bi¢imleri, resimleri, binalar1 ve hatta ytzleri de
en ¢ekici bulmamizin nedeni budur.

Altin oran matematikte o kadar 6nemlidir ki 7 ve e gibi

kendine has bir harf sembolii vardir: ¢ (Ingilizce okunusu
“phi” (fay) klasik Yunan mimarisinin kurucusu sayilan Yu-

nan mimar ve heykeltirag Phidas’in (yaklagik MO 480-430
yillar1 arasinda yagamig) isminin ilk harflerinden geliyor. =
ve e gibi ¢ da bir irrasyonel sayidir:
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1+V5
Q - +2 - 1.61803398 ...

(Neden ¢'in bu degeri aldigini gézden gegirmek istiyor-
saniz bkz. sayfa 127.)

Giizel dikdortgenlerimizin uzun kenari kisa kenarinin
bir buguk katindan biraz fazladir. Insanlar genel olarak
yikseklik ve genisligi altin orana uyan yuzleri daha ¢ekici
bulmaktadir. Hatta sizin ya da arkadaglarinizin ne kadar
“giizel” oldugunu belirlemek tizere yiiz teshis teknolojisi ile
fotograflar: analiz eden uygulamalar: indirebilirsiniz!
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13. Bolum

ORAN

Genellikle bolme igareti ya da obe/us'u (<), oran isareti olan
“” ve bir bayag kesir ¢izmek i¢in kullandigimiz kesir ¢iz-
gisinin birlesimi olarak diigtinmiisiimdiir. Bu isareti ilk kez
kullanan Isvigreli matematik¢i Johan Rahn'in (1622-76)
bunu disinip disinmedigi hakkinda hicbir fikrim yok
ancak yine de bu sembol bolme, oran ve bayag: kesirler
arasindaki bagintiyr vurgulamaktadir. B6lme ile bayag: ke-

sirler arasindaki baglant: oldukga agiktir:

5+7=7%

Bununla birlikte 5:7 orani tamamen bdlme ve bayag:
kesirle ayn1 anlami tagimaz. Sayet iki nicelik 5:7 oraninda
ise bu niceliklerden birinin her besi i¢in digerinden yedi
tanesine sahipsiniz demektir.

Kuskus paketimin tizerindeki talimatlara gére her 100
gramlik kuru kuskus i¢in 160 mililitre su kullanmam gere-
kiyor. Pratikte 160 mililitre suyun 160 gramlik bir kiitlesi

vardir. Yani bu oran: su sekilde yazabilirim:

su: kuskus

160:100

Sayet bu miktarda leziz Akdeniz karbonhidrat depo-
sunu pisirmis olsaydim, su ile kuru kuskusun bayag: kesri
ne olurdu? Iste burasi oranlarin bayag: kesirlerden saptift
noktadir. Bu orant: bir biitlinden daha biyiik oldugu i¢in

160 . . o .
suyun orantisinin oo olmast mimkin degildir.
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Ayni derecede kuru kuskus da bitmis iiriine g kadar
katkida bulunamaz.

Bunun yerine kasemdeki pismis kuskusun 160 + 100 =
260 g icermesi gerekir. Bu orantilarin su iginge ve kuru
kuskus icin iseg olmasi gerektigi anlamina gelir. Baya-
g1 kesrin paydasini bize veren sey oranlardaki iki sayinin
toplamidir (bazen buna her iki kismin toplam sayist denir).

Bayag: kesirlerde oldugu gibi ihtiya¢ halinde oranlar:
azaltmak i¢in esdegerligi kullanabiliriz. Orandaki her iki
saytyt 20'ye bolerek kuskus oranini en dugik ifadeye du-

surirsem:
160:100 = 8:5

Diyelim ki bir pigirmelik kuskus hazirliyorum ve elim-
deki kuskusu tarttigimda 250 g oldugunu fark ettim; bu-
nun i¢in ne kadar suya ihtiya¢ duyarim? Sayet ilk oran olan
160:100 ile baglarsam ve kuskus miktarinin da 2,5 katina
ctktigini fark edecek olursam o halde suyun da 2,5 kati
kadarina ihtiyacim olacaktir. 2,5 x 160 = 400 g su gerekir.

I¢inde oran barindiran birgok okul problemi paranin
paylastirilmasiyla ilgilidir: Eger Anna Teyze yegenleri
Billy, Clara ve Daisy’ye 100 £luk parasini 2:3:5 oraninda

dagitirsa her biri ne kadar para alir?

Burada dikkatimizi ¢eken ilk sey oranlarin bayag: kesir-
lerde mimkiin olmayan ikiden fazla nicelige sahip olma-
laridir. Bu problemi ¢6zmenin yolu Anna Teyze’nin 6niin-
de 100 £ degerinde bir bozuk para yi1gininin oldugunu ve
bunlar: yegenlerine dagittigini hayal etmektir. Billy’ye iki,
Clara’ya ti¢ ve Daisy’ye bes tane bozukluk. Dagitimin her
turunda elinden 10 £ ¢ikmaktadir. A¢ikea goruldigi tzere
100 £ i¢in toplamda on tur dagitim yapacaktir. Béylece her
bir yegeni her turda kendilerine diigen oranin on kati ka-

94
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dar, yani sirastyla 20 £, 30 £ ve 50 £ alir:

B :C: D Toplam Bélim Sayist
2 3 5 10
20 30 50 100

Oranin kullanildigini gérdiigiimiiz diger alanlardan biri
de harita 6lgekleridir. Basit haritalarin “1 cm 100 km'yi
temsil eder” ya da benzeri bir 6lgegi vardir. Ancak diger
haritalar ya da atlaslar 1:50.000 g1b1 bir oran kullanirlar.
Iste bu haritadaki herhangi bir seyin, gercek hayattaki bo-

yutuna oranidur.

Ornegin, haritada evimle bahis salonu arasindaki mesa-
fe 5 santimetre ise gergekte bu uzaklik ne kadardir?

Oranin bana séyledigine gore gercek mesafe 50.000 kat
daha buytiktir. 5 cm x 50.000 = 250.000 cm. Peki bu ne
kadar uzaktir? Sayiyr 100 bolmek santimetreyi metreye
¢evirir. Bu da 2500 m ya da 2,5 km anlamina gelir. O kadar

da uzak degilmis.

Bahis salonuna vardigimda ise bahisler ad: altinda daha
tazla oranla kargi kargiya kalirnm. Her ne kadar bahisler
oran olsalar da geleneksel olarak “-e ya da -a” ekiyle ya da
“~” igareti ile ifade edilirler. Her ne bicimde yazilirsa ya-
zilsin bahisler bize ortaya koydugumuz paranin kazanci-
miza oranini gosterir. Ornegin, ikiye zarsz bes (2-5 ya da
2/5) bahis orani her iki poundluk bahse kargilik bes pound
kazanacaginiz anlamina gelir. Ortaya koydugunuz para da
geri donecektir. Yani 2 £luk bagarili bir bahisten sonra 7 £
para alirsiniz. Bes zstiine iki bahis orani ise 5 £'luk bir ba-
his istline 2 £ kazanacaginiz yani yine elinizde 7 £ olacag:
anlamina gelir.

Bu babhisler bir dl¢liye kadar olasiliklar: temsil etse de
tam olarak olasilik olmadiklarini belirtmekte yarar var.
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Olasiliklar Gzerine daha fazla bilgi i¢in sayfa 177’ye baki-

niz.

CEBIR



14. Bolum

TEMELLER

Cebir konusunun ardinda yatan kavram aslinda son derece
basittir: Ya bilmedigimiz (bilinmeyenler) ya da degistire-
bilmek isteyecegimiz (degiskenler) sayilarin yerine ge¢mek
tzere harfler kullaniriz.

Iste bu kadar basit. Insanlar uzun zamandir cebirle ug-

ragmaktadr. Ilkokul ¢ocuklar1 bile yapabiliyor:

Aklhmda bir sayr var. Sayimin iki katr ondur. Peki,
akhmdaki say: kactir?

Bu, diinyadaki herhangi bir matematik dersi icin bir
baslangi¢ sorusu olarak kabul edilebilir. Cézmek i¢in han-
gi yolu kullanirsaniz kullanin bilinmeyen bir say1 yani bir
soyut terimle ugrasiyorsunuz demektir. Cebir, normal arit-
metikle tam olarak ayni kurallar: izler. Cebir aracihigiyla
insanoglu 6nceki dinsel ve felsefi yorumlamalarla kiyaslan-
diginda evreni hi¢ goriilmemis bir detayla kuramlastirabil-
migtir. Cebir kendi alani iginde oldugu kadar matematigin
diger tim alanlarinda da kullanighdr.

Yukaridaki problemi nasil ¢6zdiintiz? Tahminde bulun-
madiysaniz eger sanirim kendi kendinize soyle diigiinmiis-
stuntizdir: eger sayinun iki katt on ise o halde bu say1 onun
yarist olmalidir. Onun yarisi da bes eder!

Boylece iki misline ¢ikarma ya da ikiyle ¢carpma islemini
anladiginizi, ayrica ikiye bélmenin de bu islemin zidd: ya

da tersi oldugunu fark ettiginizi gostermis oldunuz. Bravo!

Harflerin cebirde kullanimina dair modern sistemi ilk
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kez kullanan Fransiz filozof ve matematik¢i René (“Diu-
suntiyorum, oyleyse varim,” diyen) Descartes (1596-1650)
olmugtur. Muhtemelen bu probleme su sekilde bakmuistir:

2n =10

Bu kisa belirtke bize bilinmeyen say1 olan “n”yi verir. 2n
ise “iki kere n” demektir. Burada 2 x n de yazabilirdik ancak
carpi igareti sik¢a kullanilan x ile karigtirilabileceginden
gelenek geregi bu sembolii ¢ikaririz, sadece harfleri sayilarla
degistirdigimizde yerine geri koyariz. Son olarak da sadece
“ = 10" kastettigi anlamdadur.

Dogrusal (Lineer) Denklemler (Birinci Derece
Denklemler)

Yukaridaki gibi bir probleme denklem denir. Cogun-
lukla (ancak her zaman degil) denklemleri ¢6zebiliriz. Bu-
nun bir yolu bir tart1 ya da tahterevalliyi hayal etmektir.
Esittir isareti dayanak noktasi ya da ekseni temsil eder.
Problemimiz i¢in hazirladigimiz tahterevalli soyledir:

A

Problemdeki n’ler ile on sayisini eslestirmek i¢in on
saywsini iki esit kutuya bolmemiz (yani ikiye bolmemiz)

gerekir:

A

Boylece n'in bege esit olmasi gerekir.
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Tahterevalli benzetmesi ige yarar ¢linki deneyimleri-
mize dayanarak tahterevalliyi dengede tutmak i¢in her iki
tarafta da ayni agirligin olmasi gerektigini biliyoruz. Sayet
bir tarafi degistirirsem sistemi dengede ya da esit tutmak
icin diger tarafi da ayni bicimde degistirmeliyim.

Aklhimda bir sayr var. Sayiman ti¢ kati arty sekiz yirmi

ediyor. O halde akhmdaki say: kac?

Bu biraz daha zor ancak yine n'yi kullanirsak denklemi-
miz g6yle olur; 3n + 8 = 20. Tahterevalli simdi s6yle gori-

necektir:
[n][n]n]
y-N

Burada 20 sayisin1 12 + 8 olarak distinebilirim:
(2]
[n][n][n] [&]12]

Artik dengeyi etkilemeden her iki taraftan da 8’1 ¢ika-

rabilirim:
[n]{n][n]
A

Burada n’leri eslestirmek i¢in 12’yi tige bolmek zorun-

dayim:
[n][n][n][a][2][4]

Bu sebeple de n'in 4%e esit olmas: gerekir. Eger her bir
adimu sirayla atip tahterevalli yerine denkleme uygulayacak
olursam, s6yle olur:
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Bir Nefeste Matematik

3n+8=20
(her iki taraf i¢in — 8 uygularsam)
3n=12
(her iki tarafi 3’e bolersem)
n=4

Boyle bir denklemi ¢6zmek aslinda bir oyun oynamak
gibidir. Sonunda bir tarafta bilinmeyen diger tarafta da
bir say1 kalana dek tahterevalliden ya da denklemden bir
seyleri saf dis1 birakiriz. Saf dig1 birakmak icin ise tersi ig-
lemleri kullamiriz. I¢inde ¢ikarma ve bolme olan bir 6rnek

sOyledir:

(sonra x 5)
n = 30

Denklemin her iki tarafina da bilinmeyen koyarsaniz
oyun biraz daha zorlagir. Ancak sadece birazcik:

Sn+7 = 3+n
(-n)
dn+7 = 3
(-7)
4n = -4
(+4)
n = -1

Denklemlerin ¢oziimlerini buldugumuz sayiy1 asil
denkleme geri koyarak kontrol edebilecegimizi her zaman

100



Cebir

hatirlamak gerekir. Buna yerine koyma yontemi denir:

S5x-1+7 = 3+-1
-5+7 = 2
2 = 2

Her sey yerine oturuyor. O halde cevabimiz dogru.

Ikinci Dereceden Denklemler

Yukaridaki denklemlere lineer denklemler denir ¢inki
hepsi de kendilerine herhangi bir kuvvetin bagl olmadig:
bilinmeyenler icermektedir. Karesi alinmig herhangi bir bi-
linmeyen igeren her denkleme ikinci derece denklem ismi
verilir ve bunlar1 ¢6zmek i¢in farkli stratejiler kullaniriz.

Bir dikdértgen distinin ve bunun 15 m”lik bir alan:
var diyelim. Ancak kenarlarinin uzunluklarinin ne oldu-
gundan emin degiliz. Bu bilgiden yararlanarak bu proble-
mi ¢6zebilir miyim?

y+2

y

Dikdértgenin alanini uzunlugu ile genigligini carpa-
rak bulabilirsiniz. Béylece ¢arpma isaretini hari¢ tutmayi
unutmadan soyle bir denklem kurabilirim:

y(y+ 2)=15

Oyleyse biri digerinden iki fazla ve ¢arpimlari da 15

eden iki say1ya ihtiyacim var.

Ug ile bes sayist buraya tam da uyacak gibi goriiniiyor.
Islem tamam! Ancak daima bu sekilde kafamdan yiriite-
bilecegimden emin olamam. Bu yiizden de bu ikinci dere-
ceden denklemi ¢6zmenin biraz daha cebirsel yollarina bir
g6z atalim.
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Burada tahterevalli yontemini kullanamam ¢linki bi-
linmeyen say1 iki yerde bulunuyor ve onlar: birlestirmenin
bir yolunu da bulamam. Dikdértgeni bana yardimi olacak
bigimde bir kare ve daha kigiik bir dikdortgene bolebili-
rim. Karenin alani y x y = y2 Kii¢ik dikdortgenin alani da
asagida gosterildigi gibi 2 x y = 2y olur:

y 2

2

y v |2y

Artik y(y + 2) = y* + 2y oldugunu ve ayrica kare ile kii-
clik dikddrtgenin alaninin biiytik dikdértgenin alanina esit
oldugunu bildigim i¢in bunun da 15% esit olmas: gerekir:

y*+2y=15

Yani parantez i¢indekileri carpabildim ve muhbir y*
terimini goérebiliyorum. Iste bu terim béyle bir denklemi
ikinci derece yapan seydir. Ikinci derece denklemleri cebir
kullanarak ¢ézmenin t¢ yolu vardir: kareye tamamlama,
carpanlara ayirma ve ikinci derece formiili.

Kareye Tamamlama

Bu yontem parantezdekileri ¢arparak ¢ikardiginda ya da
parantezdekileri agik olarak yazdiginda neler oldugunu
bilmeyi gerektirir:

(x+1)?

Yine geometriden yararlanabilirim ¢linki (x + 1)? ifade-
si (x + 1) x (x + 1) anlamina gelir: bir sayinin kendisi kadar
kat1 yani karenin alani. Sayet taraflari uzunluk x ve uzunluk
1 kisimlarina ayirirsam sunu elde ederim:
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X

1

Her bir kismin alanini hesaplarsam:

X 1

x| ¥ |1x

11 1x 1

Dolayisiyla (x + 1)? = x* + 1x + 1x +1 olur. 1x terimlerini
toplarsam da gu ¢ikar:

x+1P=x>+2x+1

Peki, ne oldu simdi? Bu denklemin sag tarafi ile ¢6zme-
ye ¢alistigim ikinci derece denklemin sol tarafini kargilagti-
ralim. x? + 2x + 1 denklemi ile y* + 2y denklemi ¢ok benzer
terimler iceriyor. + 1 disinda bir farklar1 yok. O halde bu
gercekligi sunu ifade etmek i¢in kullanabilirim:

v+ 2y=(y+1)-

Neden bu kadar ¢aba sarf ediyoruz? Cinkd artik ikinci
derece denklemi, y’yi tek bir yerde olacak sekilde yazmig
oldum. Béylece linéer denklemlerle benzer bi¢imde ¢6ze-
bilmem gerekir. Once tiim denklemi yazalim ve ne gibi
degisiklikler yaptigimizi gosterelim:

y*+2y=15
(y+12-1=15
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Her iki tarafa da bir ekledigimizde:
(y+1) =16

Simdi ise bir seyi kare kuvvetinden nasil kurtaracagimi
hatirlamak i¢in bir ara vermem gerekir. Sayfa 15’te yazilan-
lar her iki tarafin karekokiini almam gerektigini s6yliyor:

y+1=2+V16

Burada + isaretini karesi on alt1 olan iki sayinin oldugu-
nu (dort ve eksi dort sayilart) hatirlatmasi icin kullandim:

y+1=zx4
Her iki taraftan 1 ¢ikarirsam:
y=+4-1

Bu da y'nin ya +4 - 1 = 3 yada -4 - 1 = -5 oldugu
anlamina gelir. Her iki sonug da ikinci derece denklem
icin gecerli ¢6ztimlerdir ancak sadece y = 3 dikdortgenler
baglaminda bir anlam ifade eder. Artik y’nin 3 oldugunu
bildigimize gore y + 2 kismini da ¢6zebilirim. Béylece daha
once kontrolle yaptigimiz gibi dikdértgenin kenarlarinin 3
m ve 5 m olmasi gerektigini anlayabiliriz.
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Garpanlara Ayirma

Carpanlara ayirma yontemi, ¢arpildiklarinda sonug sifir
olan iki sayimiz oldugunda bunlardan birinin ya da digeri-
nin sifir olmas: gerektigi olgusuna dayanmaktadir:

Egermxn=0ise

O halde yam = 0 yadan =0dur.

Denklemimy? + 2y = 15, dolayistyla bundan yararlanmak
icin ilk yapmam gereken sey her iki taraftan 15 ¢ikararak
iki tarafi da sifira esitlemektir:

y?+2y-15=0
Ikinci dereceden bir denklemin carpanlarina ayirma
denklemi, birbiriyle ¢arpilan iki paranteze alarak yazmayi

gerektirir. Tipki sunun gibi: (y + n)(y + m); burada n ve m
sayidir. Yine dikdortgenlerin yardimi olacaktr:

y n

y| ¥y |ny

m my [nm

Burada (y + n)(y + m) = y* + my + ny + nm oldugunu go-
rebiliyorum. Sayet bunu denklemimle kargilagtirirsam, my
+ ny’nin 2y yapmast ve nm’nin de -15 olmas: gerektigini
de gorebilirim:

¥ +2y - 15
2

y

+rny+ny + nm

Yani toplamu iki eden ve ¢arpimi da -15 eden iki sayiya
ihtiyacim var. Iki sayinin (;arplldlgmda negatif ve toplan-
diginda ise pozitif bir say1 vermesinin tek yolu biyiginin
bir pozitif say1 (toplami pozitif yapmak i¢in) ve kiigtigtintin
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de negatif (¢arpimi negatif yapmak i¢in) olmasindan geger.
Bu durumda m = -3 ve n = 5 olursa ige yarar. O halde m + n
=-3+5=2vemn=-3x5=-15.

Artik sunu biliyorum:
y+2y-15=(y-3)y+5) =0

Durum béyle oluncayay -3 =0yaday+5 =0 olur.
Bunlar da kafamdan ¢6zebilecegim olduk¢a kolay lineer
denklemlerin iki 6rnegidir: tipki kareye tamamlamada elde
ettigimiz gibi y’'nin ya 3 ya da -5 olmas: gerekir. Yine her
ikisi de gecerli ¢oziimlerdir ancak sadece y = 3 secenegi bir
dikdoértgen i¢in mantikli olacaktir.

Genel olarak ikinci derece bir denklemi ¢arpanlara ay1-
rarak ¢dzmek i¢in toplami y teriminin Oniindeki sayiya,
carpimi da sabit terime (y olmayan say1) esit olan iki say1y1
ariyoruz. Bunlar: parantezlerinizin i¢inde kullanin, her bi-
rini sifir olarak disiiniin ve iste bu kadar.

Ikinci Derece Formulu

Kareye tamamlamak her zaman kolay degildir ve bir
ikinci derece denklemi carpanlarina nasil ayiracaginiz
da her zaman bu kadar belli olmaz. Neyse ki insanlar
kareye tamamlamayr genel anlamda ikinci derece
denklemleri ¢6zmeye yarayan bir formiil verecek bigimde
kullanmiglardir. Brahmagupta (597 - 668), ilk formiillerden
birini bulan Hintli bir matematikg¢iydi ancak Descartes ve
formiiliine daha bin yil uzakta oldugundan, onun formiilii
harflerden ¢ok sézctkleri igeriyordu. Her neyse, ay® + by +
¢ = 0 bigimindeki ikinci dereceden bir denklem i¢in:

b+ VB -~ 4ac
2a

y:
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Bu biraz korkutucu goriiniiyor ancak gercekte
kullanilmas: oldukea basit. Denklemimiz y* + 2y = 15 idi.
Yania=1,b =2 ve c = -15 oldugunu gorebiliyoruz. Bunlar
tormiilde yerine koyarsak:

B -2+V22-4x-15
Y 2x1
_ 2xV4--60 @ -2xV64
J 2 2
~ -2+8
T
-2+8 -2-8
y= 2+ =3yaday= > =-5

Burada bahsedilmesi gereken bir iki sey var. Oncelikle
bu formil karesi alinan terimin bir say1 ile bagladig:
ikinci derece denklemleri ¢6zmemizi saglar. Bunu kareye
tamamlama ya da ¢arpanlara ayirma ile de yapmak
mimkiindir ancak durumu biraz daha karmagik bir hale
sokar. Ikinci olarak ise sayet b? - 4ac kismi negatif ise bunun
karekokiinii alamazsiniz ve bu da ikinci derece denklemin
hi¢cbir ¢6ziiminin olmadigi anlamina gelir. Yani reel
¢6ziimleri bulunmaz. Matematikgiler -1’in karekoktntin
hayali bir say1 olan 7 oldugu fikrini ortaya atmiglardir. Bunu
kullanmak elektronik ve kuantum fizigi gibi alanlarda
oldukga sasirtict sayida, hayali olmayan uygulamalari olan
her tiirden ilging sonuglar dogurmustur.
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Kisa Sozlik

Bir Nefeste Matematik

Cebir konusunda biraz daha ilerlemeden 6nce su anah-
tar sozctkleri agiklamak yerinde olacak. Bazilar: yukarida
zaten gegmisti ancak 6zetleyecek olursak:

Ar}ahfar Tanim Ornek
Sézciik
katsay1 Bir bilinmeyenin 3x% 3 sayist x”nin
ontindeki say1 katsayisidur.
ifade = igermeyen cebir 3x*+2x -5
islemi
terim Bir ifadenin herhangi 2x, yukaridaki
bir kismi ifadenin bir
terimidir.
denklem = igeren cebir 3x2 +2x—-15=0,
islemi. Cozim ikinci derece bir
bulabilecegimiz bir denklemdir.
islemdir.
Genelde bir fizik | E = mc2, enerji (E),
formiil kanununu temsil eden | kitle (m) ve 151k
ve degerler yerlestire- | hizi (c) arasinda bag
bilecegimiz denklem- |kuran bir formuldiir.
dir.
birim Icindeki degiskenlerin | a(b + c) = ab + ac.
her degeri i¢in dogru | Bu durum a, b ve
olan bir denklemdir. | ¢’nin her degeri i¢in
Bir birimi gostermek dogrudur.
tizere Ug ¢izgili esittir
(2) isareti kullanilir.
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K Descartes’in Harfleri N

Bilinmeyenleri temsil etmek tzere harfleriilk kullanan Des-

cartes degildi ancak 1637 basimli La Géométri baglikli ese-
rinde cebir hesabi yapmanin modern yolunu ilk kullanan o
oldu. Bu ¢alismasinda ayrica matematigin iki farkli alani olan
geometri ile cebir arasinda (ilk kez) bag kurmayi basarmustir.
Bu durum geometrik sekiller ve gizgilerin cebirsel denklem-
ler olarak ifade edilmesini mimkun kilmistir. Efsaneye gore
Descartes ilk kez x -y koordinatlar sistemini (ayrica ismin-
den dolay Kartezyen koordinatlari olarak da bilinir) yata-
ginda yatmis tavandaki bir sinegin hareketlerini izlerken ileri
surmustur. Sinegin konumunu dogru bir sekilde belirlemek
istemis ve bu yuzden de tavanin bir kosesini baslangic nok-
tasi (ya da orijin) olarak segmis ve sinegin yerini belirlemek

icin koordinatlar olarak da iki sayiyi kullanmistir. Tipki Amiral

watu oyunu gibi. j

109



15. Bolum

OPTIMIZASYON

Gergek hayatta karsilagilan problemlerin ¢ogu optimizas-
yonla ilgilidir. Baz1 seyleri olabildigince biiytik kilmaya ¢a-
lisirken (¢ogunlukla kazang, satislar, gorisler ve hit sarkilar
gibi) digerlerini olabildigince azaltmaya ¢alisiriz (maliyet-
ler, zaman gibi). Sayet problem cebir kullanarak matema-
tiksel olarak ifade edilebiliyorsa o halde cebirsel teknikleri
kullanarak ideal bir ¢6ziim bulma sans: yiiksektir.

Eski bir efsaneye gore bir strd oglu olan bir govalye,
ogullarina diigiin hediyesi olarak 100 metrelik bir halatla
kusatabilecekleri en biyiik toprak par¢asini vermeyi vaat
etmis. Arazinin mevcut citlerinden birini sinir ¢izgisi ola-
rak kullanmay1 ve alanin da dikdértgen olmasini sart kos-
mus.

Ogullarindan matematikte daha yetenekli olani nasil en

biiytk parcay: alabilirdi? Durumu su sekilde modelleyebi-

liriz:
Mevcut duvar

Genislik Genislik

Uzunluk
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Halatin 100 metre uzunlugunda oldugunu biliyoruz.
Yani genislik + uzunluk + genislik = 100 metre. Sayet
genislik i¢in g ve uzunluk i¢in de # kullanirsam 2g + u =
100%i elde ederim. Ayrica uzunlugun 100 - 2g oldugunu
da soyleyebilirim. Bu da birazdan isime yarayacak.

Ayrica alant maksimuma ¢ikarmak istedigimi de bili-
yorum. Alan formiili genislik ¢arp1 uzunluktur. Eger alan
icin A kullanirsam:

A = g/'dir ancak /=100 - 2¢ yani
A = g(100 - 2g) olur.

Belirledigim genislige bagli olan bir alan formilimiiz
var. Bu noktada en biiyiik alani saglayacak olan ¢'nin de-
gerlerini denemeye baglayabilirim ancak her olasilif1 dene-
meden maksimum degeri elde ettigimden emin olamam.
Seceneklerden biri bir grafik ¢izmektir:

1400

1200

1000 A N
2 800
©
c
o9
< 2 600
£
400 / N
200 / \
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Geniglik (metre)

Grafikte alan i¢in kesinlikle bir maksimum deger bu-
lunmaktadir: g'nin 25 oldugu durumda 1250 metrekare.
Buna grafik ¢6ziimi denir. Ancak acaba yanmiti analitik
olarak bulmanin bir yolu var mi?
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Yeniden Kareye Tamamlama

Eger alan formilindeki A = g(100 - 2g)de parantezi

acacak olursam:
A=100g - 2¢*

Bu bir ikinci derece denklemdir. Dolayisiyla bunu ka-
reye tamamlayabilirim ancak 6nce denklemi birazcik yeni-
den diizenlemek istiyorum:

A =-2¢+100g
A =-2(¢*-509)

Boylece parantez i¢indekiler 6nceki bélimde gegen 6r-
neklere daha ¢ok benziyor:

&£-50g=(g-257+c

Buraya bir “+ ¢” yazdim ¢linki denklemi dogru kilacak
sekilde hesaplamak i¢in herhangi bir sayiya ihtiyacim ol-

dugunu biliyorum.

(g-25) = (¢- 25)(g + 25) = & - 50g + 625

Parantezin karesini almak denklemin sag tarafinda iste-
medigim bir 625 sonucunu verdi ancak ¢ = -625 yaparsam
bu durumu telafi edecektir:

& -50g=(g-25)- 625

Eger bunu alan denklemimize geri koyup (daha agik
kilmak adina kogeli parantezleri kullanarak) birazcik yeni-
den diizenlersem:

A =-2[g* - 50¢]
A =-2[(g-25)?-625]
A=-2(g-25)%+1250
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Simdi sihir gerceklegebilir. Tkinci derece bir denklemi
tam kareye aldiginizda size maksimum ve minimum nok-
tasin1 soyleyebilir. Alan formild bir negatif kisimdan yani
-2(g - 25)? ve bir porzitif kisim yani 1250’den olusur. Bu
sebeple alani maksimum degere tagimak i¢in negatif kismi
olabildigince minimum hale getirmem gerekir ¢iinki po-
zitif kism1 artirmanin hi¢bir yolu yoktur. Parantezin karesi
alindig1 ve tiim karesi alinan sayilar pozitif sonu¢ verdigi
icin karesi alindiginda parantez i¢ini en kii¢iik yapabilece-
gim deger sifirdir ve bu da g = 25 oldugunda gergeklesir. Bu
durumda miimkiin olan en biiyik alan g = 25 oldugunda
elde ettigimiz 1250 m”dir. Yani gs6valyenin oglu en biiyik
araziyi genigligi 25 metre ve uzunlugu 50 metre olan bir

dikdortgen ile elde edebilir.

Bu iglem biraz hilelidir ancak umarim sonugtaki manti-
g1 anliyorsunuzdur. Kareye tamamlama sadece ikinci dere-
ce denklemlerde ise yarar. Peki, ya optimize etmek istedi-
gim formil ikiden biiytik kuvvetler iceriyorsa?

Kalkulus

Matematigin kalkiliis ad1 verilen bir alani degerlerin na-
sil degistigini gormemizi saglar. Tiirev alma islemi ise bir
degerin degisim oranini hesaplamamizi saglayip grafik
¢izmeden maksimum ve minimum noktalar: gésterebilir.
Tirev almanin anahtar noktasi ise egim® kavrami ile mak-
simum ve minimum noktalarda egiminin ne oldugudur.
Butiin tepelerin purtzsiz egriler oldugu matematiksel
daglik arazide yiirtytse ¢iktiginizi disiinin. Zamaninizin
cogu yokus yukar: dogru ya da pozitif bir egime dogru yu-
riiyerek gececektir. Ayrica seyahat dogrultunuza gore egi-
min negatif oldugu yokus asag1 dogru yiiriiyerek de zaman
gecireceksiniz. Daglarin zirvesinde ve vadilerin zemininde
-yani yolculugunuzun maksimum ve minimum irtifalarin-
da- ¢ikistan inige ya da tam tersine dogru degisen bir yer
seviyesinde olacaksiniz. Tiirev alma iste bu sifir egim nok-
talarini bulmamizi saglar.

6 Gradient (Ing.): Egim ya da gradyan (Tr.) (¢.n.)
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TEMATIKSEL
DAGILIK ARAZI PATIKASI

° w Yokus asag! yurtyls

Negatif egim

O

Vadi zemini ~

Sifir egim /

Tirev almanin neden ve nasil ¢aligtig1 bu kitabin ko-
nusu degildir; bu yiizden daha fazla detay istiyorsaniz en
yakindaki kitap¢idan bir lise son sinif matematik kitabi
edinebilirsiniz.

Diyelim ki bugiin tg¢linci derece (kibik) daglardan
gegen 10 knv'lik bir yuruyu§ planladiniz. Ugiincii derece
denklemler, i¢inde x* terimi barindiran denklemler olup
bu 6zel daglar1m1z agagidaki formille tanimlanmaktadir.
Formiildeki x, baslangi¢ noktasina yatay olarak uzakliginiz
ve y ise dikey olarak uzakliginizdir:

y=2x> - 15x% + 24x + 10

Dagin zirvesinin nerede oldugunu ve ayrica vadinin ze-
mininin de neresi oldugunu hesaplamak tizere tiirev alma-
y1 kullanacagz.

Tirev alma, en basit haliyle, bir denklemi bir egim
denklemine dénistiirir. Bunu yapabilmek i¢in asagidaki
kurali kullanarak x terimlerini yeniden diizenlerim:

x" terimi nx" Ve donigtr

Bu kalib1 kullanarak artik x* terimimiz 3x*ye ve x* teri-
mimiz ise 2x’e donigiir. Burada x teriminin ayrica x"e esit
oldugunu ve tiirevini aldigimizda ise 1x”a doénistigini
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unutmayin. Denklemde herhangi bir x terimi icermeyen
10 sayzst ise sifir olur. Bunlari tim denkleme uygularsam
(sayfa 61de soz ettigimiz tizere x° = 1 oldugunu da unut-
madan):

egim =2x3x* - 15x2x' + 24xx°+ 0
egim = 6x* - 30x + 24

Simdi de zirve noktast ile vadi zemininin, egimin sifir
oldugu yerler olacagini hatirlarsak:

6x>-30x+24=0

Bu bizim eski dostlardan biri: birden fazla ¢6ziimi olan
ikinci derece denklemler. Hangi yoldan ¢dzerseniz ¢6ziin
denklemin x = 1 ve 4 iken dogru oldugunu bulmaniz gere-
kir. Bunlardan hangisinin zirve ve hangisinin vadi zemini
oldugunu nereden bilecegim? Bu degerleri asil denklemde
yerine koyarsam hangisinin en yiiksek oldugunu gérmek
icin kargilagtirabilirim:

y = 23 -15x>  +24x  +10

eger x=1, y-= 2x13 -15x12 +24x1 +10
y= 2 -15 +24 +10

y= 21

eger x=4, y= 2x4 -15x4 +24x4 +10
y = 128 - 240 +96 +10

y= -6

Boylece ilk sifir-egim yerinin zirve ve ikincisinin de
vadi zemini oldugunu anlayabiliriz.
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K Newton — Leibniz” Kapismasi N

Kalkullsun yiriyus tatilleri planlamanin disinda bir¢ok kul-

lanim alani bulunmaktadir ve 1600’lerde icadindan bu yana
gogu problemin gozulmesini saglayarak matematigin en
onemli alanlarindan biri olmustur. Bununla birlikte zamanin-
da dinyanin iki dev matematikgisi once hangisinin bunu icat
ettigi Uzerine tartismislar ve bu da ingiliz ile Avrupali mate-
matikgiler arasinda uzun sureli bir ayriliga neden olmustur.

ingi“zlerin kosesinde -aslinda tanitima gerek bile duymayan
bir beyefendi- Sor Isaac Newton bulunmaktadir. Disen
elma gozlemcisi, simyaci, Cambridge profesoru, Parla-
mento uyesi, Kraliyet darphanesinin patronu ve Royal So-
ciety’nin bagkani.

Almanlarin kosesinde ise Gottfried Leibniz bulunmaktadir.
Gocuk deha, filozof, diplomat, mekanik hesap makinesinin
mucidi, ikili sistem destekgisi ve ebedi iyimser.

Bu iki beyefendi de yaklagik ayni donemde birbirlerinden
bagimsiz olarak kalkulusu icat ettiler. Fikirlerini ilk yayinlayan
Leibniz oldu ancak Newton, Leibniz'in bu dustnceyi Gyesi
oldugu Royal Society’de Newton'in etrafa dagittigi makale-
lerinden galdigini iddia etti. iyi taninan iki akademisyen ara-
sinda gerceklestigi icin bu gekisme gogunlukla sert uslupta
yazilmig mektuplar ve karsi tarafi yeren brosurlerin yayilma-
sina neden oldu.

Leibniz, ¢ekisme sona ermeden once oldu. Gunimuzde
agikga goruluyor ki her iki beyefendi de kalklusu icat edebi-
lecek derecede matematiksel hunere sahipti ve yine her ikisi
de diger matematikgilerin galigmalarini ilham kaynagi olarak
okumuslardi. Ancak sunu soylemeliyim ki, ginumuze kadar

Qayatta kalan Leibniz'in formdlU olmustur. j

7 Aslinda incirli Newton'lar ve ¢ikolatali Leibniz’ler en sevdigim iki biskiivi
markasidir. Cikolatali Leibniz, ismini tinlii matematik¢iden alir ve onun
yagaylp caligmalarini yurittigti Hanoverde yapilmaktadir. Diger yandan
incirli Newton’lar ise ismini Birlesik Devletlerdeki bir kasabadan almaktadir.
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ALGORITMALAR

Algoritmalar bilgisayar bilimi ile siki sikiya bagintilidir
ancak kokenleri bilgisayarlardan ¢ok daha eskidir.
Algoritma aslinda bir komutlar kimesidir. Bir girdi
alirsiniz -genellikle sectiginiz bir say1 ya da sayilardan
olusur- ve belirli bir ¢ikt1 elde etmek tizere bir dizi islemi
takip edersiniz. Her ne kadar algoritmalar cebir alaninin
mutlak bir parcast olmasa da ¢ogu algoritma girdi olarak
degiskenler dustincesini kullandigi i¢in algoritmalar: da

buraya ekledim.

Rus Ciftgiler

Her ne kadar ciftcileri olan bir Rusya daha var olmadan
¢ok o6nceleri kullanildigina dair bazi ipuglar: bulunsa da bu
ornege, bazen “Rus cift¢i” ismi verilmektedir. Eger 35 ile
47 sayisin1 ¢arpmak istiyorsam algoritma bana 6nce kii¢ik
say1y1 alip geriye kalanlari g6z ard1 ederek siirekli ikiye bél-
memi soyler:

35
17
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Bir sonraki adim ise biiyiik olan sayiy1 kullanip her sefe-
rinde ikiye katlayarak baska bir stitun yapmaktir:

35 47
17 94
8 188
4 376
2 752
1 1504

Daha sonra sol taraftaki stitunda ¢ift bir say1 iceren tim
stralart silin:

35 47
17 94
5 188
4+ 3%
2 72
1 1504

Yanit1 bulmak i¢in sag stitunda geriye kalan sayilarin
timiini toplayin:

47 + 94 + 1504 = 1645
Dolayisiyla 35 x 47 = 1645
Iste bu! Bu algoritma sayilarin sadece iki katin1 alabilme,
ikiye bolebilme ve toplayabilme becerisine sahip olmasina

kargin iki farkli say1y1 carpmanin bir yoludur. Muhtemelen
carpim tablosunu bilmeyen bir Rus ¢iftci i¢in ideal bir yol.
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Karmagik bir gérevi basit bir dizi isleme bélen algoritmalar
ayrica bilgisayarlar: programlama gérevi i¢in de idealdirler.
Aslinda ¢ogu bilgisayar programcisi zamaninin ¢ogunu, is-
ter sayilar1 garpmak olsun isterse bir liste siparisi ya da sizi
daha geng gostermek tizere fotografinizi filtrelemek olsun,
belli bash ¢iktilar: elde etmek tizere bilgisayarlara algorit-
malar1 6gretmekle gegirir.

Bilgisayar Programlari
Gergek anlamda ilk bilgisayar programi aslinda elle he-

saplanmasi ¢ok zor olan ve Bernoulli sayilari olarak bilinen
(Jacob Bernoulli'nin adindan geliyor, bkz. sayfa 74) say:
dizisini hesaplayan bir algoritmaydi. Isin ilginci program
onu kullanacak bilgisayar yapilmadan ¢ok 6nce yaratil-
mugti. Ada Lovelace (1815-52), yurttagt mithendis Char-
les Babbage (1791-1871) ile birlikte yap11mas1 mumkiin
olmarmg buharli bilgisayar Analitik Makine’nin tasarimi
tzerine c¢alisirken bu fikri ortaya atan 31rad1§1 Ingiliz ha-
mimefendiydi. Lovelace ayrica Makine’nin salt hesaplama
yapan bir makineden &te bir sey oldugunu goriip miizik,
resimler ve harfler de dahil olmak tzere sayisal olarak kod-
lanabilen her seyin ondan etkilenebilecegini de fark etmis-
ti. Bir anlamda giiniimiizde bilgisayarimizla keyfini stirdi-
gumuz seyleri ¢cok 6nceden goérmiigtd.

Elektronik bilgisayarlarin icat edilip tretilmesiyle in-
sanlar icin ¢ok uzun zaman stiren problemlerin géziilme—
sinde kullanilabilir hale geldiler. Bunun gtizel bir 6rnegi
Alan Turing’in Bomba'siydi (Bletchley Park'taki ekibin
Ikinci Diinya Savasi’nda Enigma cihazi tzerinden kod-
lanmig Nazi mesajlarini ¢6zmek i¢in kullandig: bilgisayar).

Isin temelinde yatan ilkeler aslinda nispeten basitti.
Enigma stper sarjli bir kod ¢arki gibiydi. Mesajinizdan
bir harfi klavye vasitasiyla yaziyordunuz ve makine harfi-
nizi G¢ kod carkindan (d6éner miller deniyordu) gegirerek
harfinizin sifrelenmis bicimini yakiyordu. Isin hileli kismi
ise doner milin her harften sonra dénebilmesiydi. Boyle-
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ce mesajinizin, her harfi etkin bir gekilde farkl: bir sifre
kullanilarak kodlanmasi miimkin oluyordu. Her bir déner
milin baglangi¢ konumunu bilmedik¢e mesaji okumanizin

en ufak bir ihtimali dahi yoktu.

Bomba ise bu sistemdeki tek hatadan yararlandi. O da
bir harfin asla kendisine sifrelenememesiydi. Bomba, dé-
ner millerin baglangi¢c konumlarini her bir kombinasyonu
kendisi ile sifrelenen bir harf verip vermedigini deneyerek
hesapliyordu. Sayet boyle bir sonug veriyorsa o belirli ayari
eliyordu. Cok dogrudan bir algoritma, ancak olas: baglan-
gi¢c konumunun saysi, farkli déner millerin kullanimi ve
Enigma cihazi Gzerindeki baz: diger hilelerden dolay: ma-
kinede 159 kentilyon ayar bulunuyordu. Bir insandan ¢ok
daha hizli ve miikemmel bir sekilde ¢alisabilen bir bilgisa-

yar i¢in mitkemmel bir is.

Giinimiizde algoritmalar kaniksadigimiz bir¢ok alanda
sahne arkasinda ¢aligmaktadir. Bulundugunuz yerden git-
mek istediginiz yere yol tarifi alirken bilgisayar, sonuglar1
sizin i¢in en uygun hale getirmek tizere bir¢ok hesaplama
yaparak sizi oraya gotirecek en kisa rotay: (ya mesafe ya
da zaman olarak) bulmaya ¢aligan bir algoritma kullanir.
Boyle bir kisa yol algoritmasi Dijkstra olarak taninir ve
ismini Hollandali bilgisayar bilimci Edsger Dijkstradan
(1930-2002) almaktadir. Internet tizerinden ne zaman bir
bilgi génderseniz onu korumak tzere bir algoritma kulla-
nilir. Ne zaman telefonda ya da internet tizerinde birisiyle
konugsaniz, heniiz sera etkisinin bilinmedigi zamanlarda
titresimlerin matematigi tizerine ¢ok sayida ¢alisma yapan
Fransiz Joseph Fourier'nin (1768-1830) ismiyle anilan bir
Fourier déniigiim algoritmasi sesleri ve goriintiileri sayisal-
lagtirir. Baglanti analizi veriler arasinda baglantilar kurmak
tzere cesitli algoritmalar: kullanan bir tekniktir. Bu tek-
nik sizin i¢in en uygun sonuglari se¢en arama motorlarin-
dan hangi reklamlar: size gosterecegine karar veren sosyal
medya uygulamalarina, pazarlama ve tibbi arastirmalara
ve hatta kanitlar1 kargilagtirip ¢apraz bagvurularini ¢ikaran
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guvenlik kuvvetlerine kadar bir¢ok alani etkiler.

Bilgisayar bilimcileri ile matematikgilerin isi heniiz bit-
medi ¢linki hala ¢oziilebilmesi i¢in etkili bir algoritmanin
bulunmadig: birkag problem mevcut.

Bidon Paketleme ve Gezgin Satici

Her gegen giin daha fazla seyi internetten satin alip
kapimiza kadar teslim edilmesini talep ettigimizden do-
lay1 bir esyay1 bir yerden bir bagka yere etkin ve ucuz bir
sekilde gondermek modern perakendeciligin temel tagidir.
Bu yiizden perakendeciler i¢in dagitim kamyonunu dol-
durmanin en iyi yolunu séyleyebilen ya da sofére en kisa
rotay1 verebilen isleri hizlandiracak bir algoritmanin bu-
lunmamast oldukga sinir bozucudur.

Bidon paketleme problemi, bilinen hacmi olan belirli
sayidaki paketi belirli bir yere sigdirmanin, 6rnegin kolileri
teslimat kamyonunun kasasina yiiklemenin en iyi yolunu
bulmakla ilgilidir. Buradaki sorun hangi yaklagimin uygun
olacagina karar vermenin basit bir yolunun olmamasidir.
En biytik koli mi yoksa en kii¢iik koli mi ilk yiiklenecek?
Yoksa bagka olgiitler de var mi? Olast her kombinasyonu
analiz edip en iyisini bulmak miimkin ancak ¢ogu zaman
bu hesaplama ¢ok zaman alur.

Diyelim ki kamyonetinizi mantikli bir sekilde ytikle-
yebildiniz, bitin kolileri gétiireceginiz en iyi rotayr nasil
belirlersiniz?

[lk olarak ele alindigi dénemde bu probleme Irlandali
matematik¢i William Rowan Hamllton (1805-65) ve In-
giliz rahip Thomas Kirkman (1806-95) tarafindan gezgin
satict problemi adi verildi. Hamilton ve Kirkman, belli bash
kasabalar1 gezip daha sonra higbirine tekrar ugramadan en
kisa yol Uzerinden fabrikasina ulagmasi gereken bir satici-
y1 g6z 6niinde bulundurdular. Hatta Hamilton 1857'de bu

problemi gésteren Icosian oyunu isimli bir masa oyunu da
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yaratti. Oyunu giiniimiizde bir uygulama olarak edinmek
mimkin.

Kisa siire i¢cinde mevcut algoritmalarin bu problem i¢in
dogru rotay: veremeyebilecegi anlasildi. Ornegin, ismin-
den de anlagilacag: tzere en yakin komsu algoritma sizi
ziyaret edilmemis en yakin kasabaya gétirebilir ancak bu
durumda daha sonra gitmeniz gereken ¢ok uzun bir yol
cikar.

Fabrika

Yukaridaki 6rnekte en yakin komgu algoritma sizi fab-
rikadan Alya, sonra B'ye gotiirtr ve sonrasinda ise Clye
gitmek tizere dolambagl yoldan bagka bir seceneginiz kal-
maz. “Fabrika — C — A — B — fabrika” rotas1 ise ¢ok daha

kisa olacaktr.
Oyleyse en kisa rotay bulmanin tek yolu biitiin rotalari

listelemek olacaktir. Ornegimizde ziyaret edilecek tg¢ kasa-
ba oldugu i¢in bu ¢ok zor degil:
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fabrika — A — B — C — fabrika
fabrika — A — C — B — fabrika
fabrika — B — A — C — fabrika
fabrika — B — C — A — fabrika
fabrika — C — A — B — fabrika
tabrika — C — B — A — fabrika

Bunu bir digtindiginizde rotalarin bazilarinin birbiri-
nin tam tersi oldugunu (6rnegin listede ilk ve son rota gibi)
gorebilirsiniz. Bu yiizden bunlari ayri birer rota olarak say-
may1z. Bu durum listeyi her iki yénde de kullanabilecegim
U¢ olas1 rotaya diigirir.

Rota sayisin1 daha dogrudan hesaplamak i¢in fabrika-
dan ¢ kasaba segenegim oldugunu, sonra oradan iki ziya-
ret edilmemis kasaba, sonra oradan da bir ziyaret edilme-
mis kasaba ve son olarak da fabrikaya geri doniis se¢enegim
oldugunu distinebilirim. Bu da 3 x 2 x 1 = 6 rota secenegi
demektir sonra da ileriye dogru ya da geriye dogru gidis
hesabindan dolay: ikiye bolintr.

Boyle bir durumda 3 x 2 x 1'in matematiksel olarak kisa
yaziligi 3V'dir ve “U¢ faktoriyel” olarak okunur. Yukaridaki

ornekte 3! + 2 rotam oldugunu gorebilirsiniz. Sayet ziyaret
edecegim 20 kasaba olsaydi, o zaman kontrol edecegim 20!
+ 2 rota olurdu:

& 20x 19 x18... x3 x2 x1
i 2

~ 1,216,451,000,000,000,000
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Bu rakam Enigma cihazindaki ayar sayisiyla benzer
ozelliklere sahiptir. Goérduglniz gibi faktoriyel degerleri
cok hizli bir §ek11de artmaktadir. Matematikgiler bu gibi
bir probleme NP ismini verirler. NP, Ingilizcede nonde-
terministic polynomial time'1n (belirleyici olmayan polinom
zaman) kisaltmasi olup matematik dilinde hesaba kattig:-
niz seylerin sayisi arttikca kombinasyonlarin sayisinin da
bunun kuvveti olarak artti31, hesaba katilacak kombinas-
yon sayist arttik¢a da en iyi yaniti hesaplamaniz i¢in gere-
kecek siirenin korkung derecede arttigi anlamina gelir.

Makul bir siire i¢inde en yakin sonuca yakin bir sey-
ler verebilecek birkag algoritma bulunmaktadir. Bu sezgise/
algoritmalar bir haritaya bakip kendi kendimize rota be-
lirledigimizde yaptiklarimiza benzerdir. Mikemmel rotay:
bulup bulmadigimiz: bilemeyiz ancak yine de ise yarar ve
hesaplamasi ¢ok uzun siirmemistir.

Sayet kendi baginiza etkili bir algoritma bulup gelseydi-
niz (elbette olast her kombinasyona bakmadan en iyi ¢6zi-
mu bulan bir algoritmadan bahsediyorum) bunu kullanma
hakki i¢in size tonlarca para verebilecek oldukea fazla sir-
ket ismi verebilirim.
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FORMULLER

Bu kitabin hemen her yerinde formil bulunuyor. For-
miller, matematigin dylesine temel bir parcasidir ki on-
lardan kagmak neredeyse olanaksizdir. Bu bélimde birkag
tanesine daha yakindan bakmak ve nasil isledikleri izerine
distinmek istiyorum.

Formulleri Yeniden Duzenlemek

Santigrat (Celsius) cinsinden verilen bir 1s1 derecesini (C
ile gosterilir) Fahrenhayt (Fahrenheit) cinsinden 1s1 dere-
cesine (F ile gosterilir) donistirmenin formili su sekil-

dedir:

F =£+32

Simdi burada F, C i¢in herhangi bir deger girildigin-
de elde edeceginiz ¢ikti oldugundan formilde dzne konu-
mundadir. Peki ya 1s1 derecesini tam tersine yani Fahren-
hayttan Santigrat derecesine doénistirmek isteseydim ne
olurdu? Sayet elinizde eski bir yemek tarifi kitab1 varsa bu
islem oldukga yararli olacaktir.

Bir formiiliin 6znesini degistirmek bir denklemi ¢6z-
meye ¢ok benzer. Ayni siireci izlerim ancak bu sefer ¢6zdu-
gim denklemlerde oldugu gibi islemin sonunda bir deger
elde etmek yerine yeniden diizenlenmis bir formiil elde
ederim:
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9C
F = s +32

(-32)

9C

F-32 = T
(x5)

5(F-32) = 9C
(+9)

5(F -32) . C

9

Yeni formilimiiz ilkinin zersidir ¢linkii birbirlerine gore
tam tersi seyi yapmaktadirlar. Yani eger C = 25° Santigrat
derece dersem:

9 x 25
5

Boylece 25° C derecesi 77° F derecesine esittir. Eger
bunu da yeni formulimle gergeklestirirsem:
5(77-32)
9

F:

+32 =77 olur.

C = =25 olur.

77° F derecesi de 25° C derecesine esittir; bagladigimiz
yere geri geldik.

K Geg Olsun da Gli¢ Olmasin N

Amerikali  matematikgi George Dantzig (1914-2005)
universitede ogrenciyken derslerinden birine geg kalmus.
Tahtaya iki problemin yazildigini gormus ve bunu hocasinin

verdigi odev zannetmis. Kendisinden beklendigi uzere
gorevi tamamlamis ve sonra hocasi tarafindan sorularin
odev degil de aslinda matematikte ¢ozulemeyen iki problem
oldugu soylendiginde ok sagirmis. Daha sonra problemler
igin sundugu ¢ozimlerin kendisine doktora tezi igin yeterli

wmcag' bildirilmis. j
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Diziler

Matematikgilerin yapmaya calistigi seylerden biri 6zel
bir durumdan genele ulagmaktir. Yukaridaki 6rnekte 25°
Cnin 77° F derecesine esdeger olmasi 6zel bir 6rnektir,
oysaki formiiller istedigim herhangi bir genel degeri he-

saplamama izin verir.

Matematikgiler cogunlukla say: 6riintileriyle ilgilenir-
ler. Iste gercekten basit bir tanesi:

2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20...

Bunlar cift sayilardir ya da ikinin katlaridir demeyi de
tercih edebilirsiniz. Herhangi bir sorun yasamadan bu di-
ziye dilediginiz siirece devam edebilirsiniz ¢linkii fark et-
tiginiz tizere bir sonraki sayiya ge¢menin yolu tzerine iki
eklemektir. Dizideki her sayiya ferim denir. Dizideki ilk
terim iki olup bir matematik¢i bunu t, = 2 olarak yazar.
Terim i¢in t’yi se¢tim ancak ba§ka herhangi bir sembol de
segebilirdim. Ikinci terim 4 yani t, = 4 olur. Buradan hare-
ketlet, = 6 ve t, = 8 olur.

Simdi 6zelden genele ulasma zamani. Daha 6nce dizide
bir sonraki terimi bulmak i¢in mevcut terime iki eklemem
gerektiginden bahsetmistim. Sayet mevcut terimim dizide
n siradaki terim yani t_ise bir sonraki terimi asagidaki for-
mil ile bulabilirim:

bir sonraki terim = mevcut terim + 2
tn+1 = tn + 2

Buna dizinin #imevarim tanimlamas: denir. Ancak bize
sundugu dizi ilk terim olarak neyi belirledigimize baglhidir.
Sayet t, = 2 ise gordiigiimiiz gibi cift sayilar elde ederiz
ancak eger t = 1 olarak belirlersem bunun yerine 1, 3, 5,7
vs. yani tek sayilari elde ederim.
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Cok meghur dizilerden biri Fibonacci sayilaridir:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34...

Dizinin ismi matematik¢i Fibonacci’ den (bkz. sayfa 23)
gelmektedir ve kural bir sonraki terime ulagmak i¢in 6nce-
ki iki terimin toplanmasini gerektirmektedir. Timevarim
yontemi ile yazacak olursak:

t =t ,+t formiliilet =1vet, =1olur.

Bu sayilar dogada oldukga fazla goriiliirler. Ozellikle de
bitkilerde. Cigeklerin tohum baglarindaki ve ananaslar ile
¢am kozalaklarinin tzerindeki spiral 6riintiilerin yani sira
bitki saplar: ile kokleri tizerindeki filizlerin sayilari ¢ogu

zaman Fibonacci sayilarini olugturur.

Bu tiimevarim formiilleri, dizileri genel terimlerle ta-
nmimlamak i¢in faydali olsa da aradaki biitiin terimleri belir-
lemeden daha ilerideki terimleri hesaplayamayiz. Ornegm
1000. terimi bilmek istersem ne yapacagim? Bunun i¢in n
siradaki bir terimin formiline ihtiyacim olur.

Cift sayilara geri donecek olursak terim sayist ile teri-
min kendisi arasinda bir ériintintin oldugunu gorebiliriz:
t, =2,t,=4,t,=6,t, = 8; terim daima terim sayisinin iki

katidir:

t =2n
Bu formil de dogrudan 1000. terimi hesaplamami sag-
lar: ¢, = 2 x 1000 = 2000. Fibonacci sayilar1 sézkonusu
oldugunda n sirasindaki terim i¢in bir formiil bulabilir mi-

yiz?

Aslinda bir tane var ancak biraz daha karmagik. Cift
sayilardan olusan dizimizin ¢6zimi gorece kolaydir ¢inku
dizi, her terim i¢in ayni miktarda artmaktadir. Fibonacci
sayilari ise her seferinde farkli miktarlarda artmaktadur.
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?’a (Altin Oran) Geri Déniig
Daha 6nce sayfa 90’da ¢ = 1,61803398... oldugunu

gormustiik. Bunun Fibonacci sayilar: ile alakasi nedir? Sa-
yet Fibonacci dizisinin ardigik terimlerini birbirine blecek
olursak kargimiza soyle bir sey cikar:

1+1=1
2+:1=2
3:2=1,5
5+3=1,66666...
8+5=1,6
13 :8=1,625

21+13=1,61538...
34 +21=1,61905...
55+:34=1.61764...

Elde edilen degerler ¢ civarinda gezinmektedir. Fibo-
nacci sayilarinda biraz ileri dogru atlayip on dokuzuncu ve
yirminci degerlere gidersem:

6765 + 4181 = 1,61803398...

Bu say1 yedinci ondalik basamaga kadar ¢ ile aynidir.
Béylece Fibonacci sayilari ile altin oran arasinda bir bagin-
t1 oldugu agike¢a gortilmektedir.

¢ saywsinin degerini agiklamak icin tekrar giizel goriinen
dikddrtgenimize bakabiliriz. Eger dikdértgenin uzun ke-
narini ¢ uzunlugunda ve kisa kenarini da bir uzunlugunda
belirlersem o halde dikdértgenin sinirlarini agagidaki gibi
cizebilirim:




Bir Nefeste Matematik

Altin oranin kurallarindan biri kigiik dikdértgenin bu-
yugu ile ayni orantilara sahip olmasidir. Biytik dikdortge-
nin ¢ ve 1 uzunlugunda kenarlar1 bulunmaktadir. Kiicik
dikdortgenin ise 1 ve ¢ - 1 uzunlugunda kenarlar: vardir.
O halde her iki dikd6rtgenin uzun kenarini kisa kenarina
bolersem esdeger iki kesir elde etmem gerekir:

¢ 1

1 -1
Bir sayisina boliinen her sey kendisine esittir. O halde:

b
» = 0 -1
Bu ise ¢ozebilecegim bir denklemdir. Biitin ¢’lar1 bir
araya toplamam gerekir bu ytizden her iki tarafi da kesrin
paydasi ile ¢arparim:

plp-1)=1
Parantez i¢indekileri ¢arparak digar: alirsam:
p’-¢=1

Alin size ikinci derece bir denklem (bkz. sayfa 99). Bunu
¢6zmek i¢in sifira esitlemem gerekir. Bu ytizden de her iki taraf-
tan bir ¢ikaririm

p-9p—-1=0

Bu ikinci derece denklem kolayca ¢arpanlarina ayrilmaz bu
yiizden elimde, kareye tamamlama ya da ikinci derece formiilii-
nii kullanmak segenekleri kaliyor. Kitapta Formiiller bélimitinde
oldugumuz i¢in de ikinciyi sececegim:

~ —(-1)xV(=1) —-4x1x-1
7= 2x1
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Bu da bana ¢ = 1.6180339887... ve -0.6180339887...
degerlerini verir. Negatif sonucu kabul etmiyorum ¢iinki
negatif uzunlukta kenara sahip bir dikdértgenim olamaz.

Oyleyse n siradaki Fibonacci sayist i¢in formiilimiize
geri donelim. Abraham de Moivre (1667-1754) iskence-
den kagmak i¢in Londra’ya taginan bir Fransiz Protestandi.
Londra’ dayken Isaac Newton ile tanist: ve bu ikili arkadas
oldu; hatta Abraham, Isaac’in matematikle ilgili bazi ko-
nularda ¢ikmaza girdiginde bagvuracag: bir kisi oldu. Her
neyse, Moivre 6nce Fibonacci sayilari i¢in bu formiili ya-

yinlad:

_v-0-9r
=

Formilin sagirtici kismi bir Fibonacci tam sayisi elde
etmek icin iki irrasyonel say1 (¢ ve \5) kullanmasidur.

K De Moivre'in Kehaneti N

De Moivre o zamanlar ¢ok buyuk sayilan, torun torba sahibi
olacagi seksen yedi yasina dek yasadi. Ancak soylentiye gore
her gece daha uzun slre uyumakta oldugunu fark etmis ve

bir glinuin saatlerinden daha fazla uykuya ihtiyaci oldugunda
olecegi kehanetinde bulunmus. Bunun gerceklesecegi tarihi

&hesaph‘;\m@ ve tam o gun de olmus. J
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Ug Cisim Problemi

Matematikgilerin asirlar boyunca inceledigi gokbiliminde
bagarili olmak istiyorsaniz formiilleri anlamak ¢ok 6nem-
lidir. Problem her ne kadar daha once ele alinmis olsa da
li¢ cisim problemini Matematiksel Ilkeler adli bagyapitinda
resmen agiklayan Isaac Newton oldu. Problem tg¢ nesneyi
ya da cismi, uzaydaki devinimlerini ve kitle ¢ekimlerinin
birbirini nasil etkiledigini icermektedir. Tim bunlarin te-
melini olugturan formili kuvvetler hakkindaki tartigma-
mizda (sayfa 66) gérmiustiik ancak yine de tekrarlayalim:

Gm m,

72

Bilindigi tizere Newton'in evrensel kiitle ¢cekim yasas: (ya
da yergekimi yasasi) iki cisim arasindaki kiitle cekim kuvve-
tinin, cisimlerin kiitlelerinin ¢arpiminin (m, x m, ) aralarin-

daki mesafenin karesine bolinmesi (1?) ve yergekimi sabiti
(G) ile garpimina esit oldugunu soylemektedir. Anlagilan
tipki Giineg'in etrafinda dénen Diinya gibi iki cismin de-
vinimini hesaplamak hayli kolay gértiniiyor. Eger tGgtincii
bir cisim eklerseniz, mesela Diinya’nin y6riingesinde gezi-
nen Ay gibi, matematik cok ama ¢ok alengirli bir hal aliyor.
Sayet sisteme cisim eklemeyi stirdiiriirseniz gecerli denk-
lemler Sylesine karmagiklagir ki analitik olarak ¢ziimleri
imkansiz olabilir. Bu durum denklemleri cebir kullanarak
¢6zemeyeceginiz anlamina gelir ancak denklemlere uyan
sayilar bulacak teknikler kullanarak denklemleri sayisal
olarak ¢6zmeniz mimkiin olabilir. Bu genelde ¢ok zaman
alir ve bu da glinimiizde bilgisayarlara yiikledigimiz isler-

den biridir.

Neticede ister gezegenler, aylar, asteroidler ister uydular
olsun Gunes sistemimizdeki cisimler, nesneler birbirlerine
yaklasip uzaklagirken Giines sistemimizdeki diger cisimle-
rin kiitle ¢ekim kuvvetlerinden dolay: biraz yalpalar.
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Gokbilimciler gezegenlerin yoriingelerindeki bu yalpa-
lanmayi inceleyip bundan Giines sisteminde diger cisim-
lerin var oldugu sonucuna varmistir. 1846 yilinda Paris Ra-
sathanesi'nde ¢aligan Fransiz Urbain Le Verrier (1811-77)
aylarca strdiirdiigi hesaplamalarin ardindan Uranis’in
mevcut Giines sistemi modelinde tahmin edilen gergek
yoriingesindeki sapmadan, Neptiintin var oldugu sonucu-
na vardi. Hesaplamalar: daha sonra gezegenin gozlemlen-
mesinde kullanildi. Neptiinlin matematiksel olarak kegfi
on dokuzuncu yiizyilin en biytk bilimsel bagarilarindan

biri olarak kabul edildi.

Isin ilging yan1 Le Verrier gozlemlerine devam edip
Merkiir'iin yortiingesindeki yalpalanmay: fark etti ve bu da
bir bagka gezegenin varligini 6ngériyordu. Bu gezegene de
Vulkan ismi verildi ancak hi¢ kimse bu gezegeni bulama-
di. Aslinda 1916 yilinda Albert Einstein, Merkir'in y6-
riingesindeki yalpalanmanin yakinlarda bulunan Giines’in
genel izafiyetinin etkilerinden kaynaklandigini 6ne siirdd.

Her neyse, gokbilimciler Neptin'i izlemeyi stirdiirdiler,
hesaplamalari yaptilar ve onun da heniiz kegfedilmemis bir
cisimden etkilendigini ortaya ¢ikardilar. Amerikal: Clyde
Tombaugh (1906-97) 1930 yilinda Pliton’u iki hafta aray-
la gece ¢ekilmis gokyuzii fotograflarini kargilagtirarak kes-
tedene dek bu gezegen de tanimlanamadi. Cok kigtikti ve
boyutlar: ise Neptiin'in kutlesinin fazla hesaplanmasinin
bir sonucu olarak ortaya ¢ikarilan Neptin ve Uranisin
yoriingelerindeki titresimlerin sorumlusu olamazdi.

Pliton'un kesfinden itibaren kiitle bakimindan Giines
sisteminde on yedinci siraya itildi; 6yle ki diinyanin uydusu
Ay bile ondan daha agirdi. 2006 yilinda Uluslararas: Ast-
ronomi Birligi, kriterlerini Pliton’'un karsilayamadig: res-
mi bir gezegen tanimi hazirladi. Bundan dolay: da Eris ve
Sedna gibi birkag rakibi ile birlikte ciice gezegen statlstine
dugtralda.
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Bu durum Clyde Tombaugh’un killerinin bir kisminin
2015 yilinda Pliiton’a varan New Horizons uzay aracinda
taginmasina engel olamadi.

Sedna ¢ok tuhaf bir yoriingeye sahiptir. Bu ve diger
birkag uzak clice gezegenin matematiksel analizi bazi bi-
lim insanlarinin Gezegen Dokuz’un varligina inanmasina
neden olmugtur. Bu farazi gezegen yeryiiziinin dort kat:
biytklikte olup yoriingesi Giines sistemindeki diger ge-
zegenlere dik a¢idadir. Sayilar islerini yapiyor; bizim yap-
mamiz gereken tek seyse bulmak.
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K Noether ve Mirzakhani N

Matematik, tarih boyunca erkek egemenliginde bir alan ol-

mustur. Bunun cinsiyetler arasindaki birtakim sinirsel fark-
lilktan ziyade slphesiz egitim ve firsatlardaki esitsizlikten
kaynaklandigina inaniyorum. Neyse ki bu durum yavas yavas
degisiyor. Yine de bu sartlar altinda matematik alaninda isim
yapabilmek, sozkonusu kadinlarin olaganustu oldugunu gos-
teriyor.

Alman Emmy Noether (1882-1935) ¢ogu kisi tarafindan
(Einstein da dahil) gelmis gegmis, erkek ya da kadin fark
etmez, en lyi matematikgilerden biri olarak dustnultyordu.
Yeteneklerine ve referanslarina ragmen Universitelerde ver-
digi dersler karsiliginda maas almiyordu ve erkek meslektag-
larinin adi altinda, bir asistan olarak ders vermek zorundayd..
Ogretmenﬁk yaparken gunimuzde Noether teoremi olarak
bilinen ve fizik alaninda kapsamli sonuglari olan kurami ge-
listirdi.

Meryem Mirzakhani (1977-2017) ise iranli bir matema-
tikgiydi ve matematik alaninda en yuksek odul olan Fields
madalyasini (matematik alaninda herhangi bir Nobel Oduli
olmadigiigin) kazanan ilk kadindi. Lisans egitimini Iran’da ta-
mamladiktan sonra geometri alanindaki galismalarinin ken-
disine buyUk sohret kazandirdigi Birlesik Devletler’e tagind.
Kirk yasinda kanserden 6ldii ve fotograflari Iran basininda

Qa@rtijsuz olarak yayimlanan az sayidaki kadindan biri oldy
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18. Bolum

ALAN VE CEVRE
UZUNLUGU

Antik Yunancada “yer 6l¢timi” anlamina gelen geomet-
ri ¢ok uzun bir zamandir matematigin en yararli alanlarin-
dan biri olmustur. Cogu zaman antik kiltiirleri, geride bi-
raktiklari anitlarla iligkilendiririz. Iste geometri de onlarin
bu eserleri tasarlamak i¢in kullandiklar: seydir.

Iste hafizamizi hizlica tazeleyecek kisa bir basit geo-
metri turu.

Aci Gergekleri

Genellikle bir diyagram tzerindeki dogrular: uglarin-
daki noktalarla adlandiririz. Ornegin, eger AB ve CD dog-
rular1 bir E noktasinda kesisirse, bu durumu goyle goste-
rebilirim:

C B

A D

Bu ise E noktasinda dort tane agi yaratir. Bir aciyr
nitelemek icin onu olusturan iki dogruyu kullanirsiniz.
Bu ytizden asagida isaretlenmis olan agiy1 nitelemek icin
Adan E’ye ve sonra da Eden C’ye dogru gittigimde olusan
bir ag1 oldugunu goriiyorum. Bu ytizden buna AEC agist

ya da ZAEC denir. ZCEA ile ayn: seydir.
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ZAEC

A D

Antik Mezopotamyalilarin temeli altmig olan sayz siste-
mi sayesinde bir noktanin etrafinda 360 derecemiz bulun-
maktadir. Diiz bir ¢izgi herhangi bir noktay: ya da késeyi
ya da tepeyi (6rnegin E gibi) her iki tarafta 180° birakacak
sekilde tam olarak ikiye boler. Boyle bir kosenin kargilikls
her iki tarafinda birbirine esit agilar bulunur. Bu gibi ¢ift
acilara dikine ters a¢1 denir. Burada “dikine” olarak ifade
edilen “dikey” sozctigiinden ziyade “tepe”, “kose” anlamin-
daki sozctikle ilintilidir®.

C B

ZAEC L ZBED

A D

Diyagramimdaki agilarin degerlerini bilmiyoruz ancak
/AEC ile ZBED’nin 90%den kiictik olduklari i¢in dar agz,
diger yandan ZCEB ve ZAED’nin ise 90° ile 180° ara-

sinda olduklari i¢in de genis a¢z olduklarini syleyebilirim.
180%den biyik acilara ise yansik agr denir.

8 “Dikine” tabiriyle Ingilizce “vertex” sézciigiiniin zarf hali olan “vertically”
sozcligiinden bahsediliyor. Dikey anlamina gelen “vertical”la bir alakasinin
olmadig: kastediliyor (¢.n.)
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Paralel Dogru Gergekleri

Paralel dogrular her zaman birbirlerine esit mesafede
olup asla kesismezler. Sayet paralel dogrular: (agik oklarla
gosterilmis) kesen bir dogru ¢izersem birkag baginti daha
gorebiliriz:

H

[

E

v
Vv

A—> /B c

G

GH dogrusu DF ve AC paralel dogrularini ayni agiyla
kesmekte olup B ve E'de birbirinin aynisi iki kesigim olug-
turmaktadir. Her bir kesisimde ayni aciy1 kaplayan agilar

esittir ve yondes agilar olarak bilinirler. Ornegin #HEF ve
/HBC agilari gibi:

H

A

E

)
A\

G

Ayrica ZHEF ve ZBED agilar: da dikine terstirler ve
bu ylizden de esit olmalari gerekir. O halde bu da ZBED

ve ZHBC agilarinin esit olmasi gerektigi anlamina gelir ve
bunlara da zers es agilar denir.
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Buna Aklim Ermiyor!

Onceleri uygulamali ve mithendislik temelli bir inceleme
alan1 olarak baglayan sey kisa siire i¢inde, 6zellikle de fel-
sefi konulara kafas: yatan Yunanlarin eli degdikten sonra

kendi basina teorik bir alana déniistii. Thales (yaklagik MO
624-526), Pisagor (yaklasgtk MO 570-495) ve Evdoksus
(yaklagik MO 390-337), matematige biiyiik katkilar sagla-
mustir ancak geometrinin babasi olarak nitelendirilen kisi
isgal altindaki Misir'da yasayan bir Yunan olan Oklid (yak-
lagik MO 300 civarinda yagamis) olmustu.

Neden digerleri degil de o? Yaniti, kendisinin bu konu-
da ¢ok okunan bir eser yazmis olmasidir.

Elemanlar baghikli eseri, yazilan en buytk ders kitab:
olarak kabul edildi ve yirminci yiizyila degin, entelektiiel
olarak kabul edilmek isteyen herkes i¢in olmazsa olmaz bir
kitapti. Glinimiizde bu kitabin i¢eriginin biytik bir kismi
okulda 6grendigimiz matematik araciligiyla yayilmaktadir.
Matematikgiler bu esere epeydir her sey i¢in kistas belirle-
yen kesin ve esasli kanitlarin ilk 6rneklerinden biri olarak

saygt duymaktadir.

Oklid 6nce agik¢a dogru olan, kanit gerektirmeyen sey-
lerle basladi. Bunlara asiyom (belit) ismini verdi. Ornegin
herhangi iki noktay: diz bir dogru ile birlestirebileceginiz
ya da dilerseniz herhangi diiz bir dogruyu uzatabileceginiz
gibi. Daha sonra bu aksiyomlar: ilerledik¢e ispatlayarak
geometrik teoremler ve say1 teoremlerini ispatlamak tizere

kulland:.

Ornek olarak Oklid, sadece yondes ve ters es agilar1 kul-
lanarak bir G¢gen i¢indeki agilarin toplamda 180° olmas:
gerektigini gostermistir. Paralel dogrular arasina bir ABC
Uggenini ¢izdigimizi disinelim:
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<=

D

Oklide gore:

ZABC ve ZBCE agilar: ters e agilardir ve bu yizden
de egsittirler.

/BAC ve ZECD agilar1 da yondes agilardir ve dolay:-

styla onlar da esittir.

Boylece ZABC + «BAC = ZBCE + ZECD:

i

D

Eger tiggenin tglinc agist olan ZACB'yi bu denklemin
her iki tarafina eklersem sunu elde ederim:
A B

c\<
D
/ABC + «.BAC + ZACB = «/BCE + ZECD + ZACB

olur.

Bir tiggendeki agilar = diiz bir dogru tizerindeki agilar
Bu sebeple de bir ti¢gen igindeki agilarin toplami 180°
olur.
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Cevre Uzunlugu

Cevre uzunlugu iki anlamda kullanilabilir: iki boyutlu
bir seklin digin1 ¢evreleyen mesafe ya da §ekhn kendi dig
kismi. Ornegin bir kara pargasinn gevresinin 210 metre
uzunlukta oldugunu ya da ¢evresinin dikdértgen bicimin-
de oldugunu sdyleyebilirim. Ilk aver toplayici topluluklarin
ciftcilige aligmasindan bu yana insanlar sekillerle ilgilenir
olmugstur. Elimizde baz1 antik kiltirlerin tarlalarin boyut-
lar1 ve bigimleri hakkinda matematik problemleri ¢6zdiik-
lerine dair kanitlar bulunmaktadir; elbette bu problemler
cogunlukla ¢iftcilerin vergilendirilebilmesi i¢indi.

Kenarlar1 diiz herhangi bir bi¢imin ya da poligonun
(cokgen) cevresini hesaplamak basittir. Sekle kivrim ya da
egriler eklerseniz hesaplamak glclesir. Halat ya da ip g1b1
esnek bir seyi kivrimin tizerine koyup daha sonra da egri-
nin uzunlugunu 6l¢mek icin diz hale getirmek mimkiin-
dir. Ancak matematikgiler formilleri severler ve bu ytiz-
den de ¢emberin ¢evresi i¢in gereken formiil arayigi antik
matematikgilerin epey zamanini almistir.

Cemberler

Cemberin ¢evresi olarak
adlandirilan  bir ¢emberin
¢evre uzunlugunu hesap-
lamak i¢in antik matema-
tikciler yaricap: bir karenin
kenarina esit olan ¢emberin
cevre uzunlugu ile karenin
kenar uzunlugu arasinda bir
iligki oldugunu fark etmisler-
dir:

I | Yarigap
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yarigap, r

Cemberin ¢evre uzunlugu karenin kenar uzunlugunun

alt1 ve bir iz (pi sayisinin yaklagik iki kati) katidur:
cemberin ¢evresi = alt1 ve bir bit x yaricap

Bazi matematikgiler bu “alt1 ve bir bit” sayis1 i¢in bir

sembol 6nerdiler: 7 yani tau, Yunancadaki t harfi. Sayet ya-
rigap yerine ¢ap ile hesaplarsaniz:

¢emberin ¢evresi = ti¢ ve bir bit x ¢cap

Antik Babilliler ve Misirlilar bu say1y1 icinde cember ve
kemer olan seyleri insa edebilecek hassasiyetle saptayabil-
diler ancak bu sayinin degerlerini artan bir hassasiyetle be-
lirlemenin ilk sistematik yolunu bulan Yunan matematik

sihirbazi Arsimet (yaklagik olarak MO 287 — 212 arasinda
yagamugtir) oldu.
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Bir Nefeste Matematik

Kullandig1 yontem ¢emberi asagidaki gibi iki altigene
yaklagtirmakti:

Kenarlar1 diiz oldugu i¢in altigenin ¢evresini hesapla-
mak kolaydir. Argimet ¢emberin ¢evre uzunlugunu icteki,
igine ¢izilmis altigenin gevresi ile distaki, disina ¢izilmis al-
tigenin ¢evresi arasinda bir yerlerde olmas: gerektigini di-
suntyordu. Arsimet daha sonra ¢emberin ¢evre uzunlugu
tahminini giderek daha dogru kilmak adina ¢okgenlerin
kenar sayisini iki katina ¢ikardi. Kenar sayist 96’ya ulag-
tiginda elde ettii sonuglar ¢emberin ¢evresinin yaklagik

olarak ¢apinin % kat: oldugunu gosteriyordu.

Bu deger uzun bir stre “Argimet sabiti” olarak bilindi
ancak daha sonra Yunanca gevre (periferi) sozctiglnin ilk
harfi olan 7 semboli kullamima girdi. Arsimet’in degeri
gercek degere oldukga yakindir ve giintimiizde hesap ma-

kinesi kullanilmayan iglemlerde tahmini bir deger olarak

hala kullanilmaktadir.

Boylece yarigap: r ya da ¢ap1 R olan bir ¢cemberin ¢evre
uzunlugu i¢in formilimuz:
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cemberin ¢evresi = 7R = 27t

Daha sonra yuritilen ¢aligmalar 7'nin irrasyonel bir
say1 oldugunu (bkz. sayfa 14) ve bu ytizden de yapabile-
cegimiz en iyi seyin yaklagik degerini almak olabilecegi-
ni gostermistir. Ayrica 7 sayisinin bir agin say1 oldugu da
gosterilmistir. Ancak bunun maneviyatla bir alakas: olma-

yip sadece 7'nin “terimlerinin katsayilari ve kuvvetleri tam
say1 olan bir denklemin ¢6ziimi olan bir say1 olmadig1” an-
lamina gelir. Bir sayinin agkin bir say1 oldugunu gostermek

oldukga zordur ve 7 sayst i¢in bu, ilk kez Alman matema-
tik¢i Ferdinand von Lindemann (1852-1939) tarafindan

gosterilmistir.

Alan

Alan, bir geklin kapladigi diiz bosluk (uzay) miktari-
dir. Von Lindemann’in ¢aligmasi bir gemberi kareye almanin
yani sadece bir pergel ve mastar kullanarak bir cemberle
ayni alana sahip kare ¢izmenin miimkiin olmadigini gés-
termistir. Geometriciler antik ¢aglardan beri bunu yapma-

ya ¢aligtyor.

Cogu zaman duvarlarimiz ya da ofis mekinimiz i¢in
boya alirken alanla orantili bir sekilde para éderiz. Cok-
genlerin alanini hesaplamanin piif noktas: bir dikdortge-

nin (uzunluk x geniglik) ve bir ti¢genin (7 taban kenari
x yukseklik) alanini hesaplayabilmektir. Bundan sonra ise
herhangi bir ¢okgeni, alanini bulmak tizere dikdértgenlere
ve li¢genlere ayirabilirsiniz. Ornegin:

A [\

145




Bir Nefeste Matematik

Buradaki dorzgen (dort kenarli cokgen) ti¢ tiggen ve bir
dikdortgene bolunebilir. Ancak kavisli bir alani hesapla-
mak isteseydik, durum biraz daha zor bir hal alir. Daha
once sayfa 76-77'de bir dairenin alan formilini gérmiis-
tik. Ancak sifirdan bu formili nasil ¢ikaririm? Peki ya
dairemi tiggen par¢alara boliip yeniden diizenlemeyi dene-
sem ne olur acaba?

Burada daireyi esit pizza dilimlerine bolip bir
dikdodrtgene yakin goriinecek bi¢cimde yeniden dizenledim.
Dilim sayis1 ne kadar artarsa, yeniden diizenledigim
sekil o kadar dikddrtgene benzeyecektir. Sonunda ise
dilimlerimin kendileri ¢ok ince dikdértgenler olana dek
bu strecektir. Dikdortgenin alaninin genislik x uzunluk
oldugunu biliyoruz. Diizenledigim dikdértgenin genisligi
dairenin merkezinden ucuna kadar olan mesafe, yani
yarigaptir. Dikdortgenin uzunlugu ise gemberin ¢evresinin
yarist kadardir, ¢inkt dikdortgenin her iki tarafinda “pizza
kenarlarinin” yarisi var. O halde dikdortgenin alani yarigap

x (¢emberin ¢evresi + 2). Yani:
dairenin alani = yarigap x (cemberin ¢evresi + 2)
=rx 2nr+2)
=rxnr

= r
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Mahallemdeki pizza lokantas: ¢ap uzunluguna gore
sattigi farkli boyutlarda pizzalar pisiriyor. Kigtk bir
pizzanin ¢apt 24 cm ve fiyati da 13,99 £. Tek kisilik
pizzanin ise yaklagik 18 cm ¢ap1 var ve fiyat1 da 6,99 £.
Acaba 6dedigim para karsiliginda en fazla pizzay: hangi

secenekte yerim?

Sayet pizzalarin alanlarini tek ondalik basamakta kar-
stlagtirirsam:

9.5 \2
Alan kigiik pizza . TF % ( 2 ) =70.9 santimetre kare

7 \2
Alan s = 7 (7) = 38.5 santimetre kare

Gorebildigim kadariyla 13,99 £a alacagim iki tane tek
kisilik pizzanin toplamda 248,2 x 2 = 496,4 santimetre ka-
relik alani olacaktir. Yani bir tane ki¢tik pizza almaktan
daha ucuza geliyor. Pizzacilarinizin mentilerinden bu bil-
giyi teyit unutmayin!

Kalkulus, Yeniden

Dairelerin alanlarini hesaplayabilmek kii¢tik daireler-
den olugan gekillerin alanini hesaplamamiza yardime: olur.
Diger egrilerle yapilmig sekiller ise tiirev almanin (sayfa
111) tersi olan integral alma ile bulunabilir. Sayet egriyi
bir denklem kullanarak tanimlayabilirsek egrinin altindaki
alan1 bize veren bir bagka denklem elde etmek tizere integ-
ralini alabiliriz.

Kalkilis ayrica kire gibi kavisli bir geklin hacmini
hesaplamak tzere ¢ boyutta da kullamilabilir. Ancak
oncelikle hicbir geometri bolumi Pisagor’a deginmeden
tamamlanmig sayilmaz.
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K Fraktallar — Sonlu Alan, Sonsuz Cevre N

i§te bir sekli olusturmak igin kullanilabilen algoritma. Once

bir kareyle baglayin:

Daha sonra

her bir kenarir

ortasina baska

bir kare ekleyin:

Bikana kadar devam edin:

Birbirini tekrarlayan bu desenler fraktallar olarak bilinir ve

bazi ilging ozellikleri vardir,

Sayet bir seklin kenarlarinin uzunluklarini iki katina gikarirsam
buna olgek katsayisi 2 ile blyume deriz. Normal olarak alan,
olgek katsayisinin karesi kadar artacaktir. Yani bu durumda
2? = 4 kati artacaktir (bunu gézinlziin oninde daha iyi
canlandirabilmek igin sayfa 86'daki fayanslara bakiniz).
Acaba bu durum yukaridaki fraktal igin de gecerli midir?

. /
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/ilk kez daha fazla kare ekledigimde (bunasyineleme denir),
her bir kenarin uzunlugu olgek katsayisi 5 kadar artar. Bu
durumu asil kenarin Gg birim uzunlugunda oldugunu ve bu-
nun beg birim uzunluktaki bir sekille yer degistirdigini hayal

ederseniz anlayabilirsiniz:

1 1 1

Asagidaki sekil ile yer degistirir.
1

Alan ise 9’dan (3 x 3) 13’e ylkselir. Simdi, eger genel blyu-

me kurallar gegerli olursa su sonuca varmamiz gerekir:

9x(%)2=13

Demek ki alan, olgek katsayisinin karesi kadar artmaktadir.
Bu hesaplamanin sol tarafi aslinda bize 25 gibi bir yanit ve-
rir. Gergeklestirdigimiz her bir yineleme seklin kenarlarinin
uzunlugunu seklin alaninda olmasini bekledigimiz artigtan
daha fazla artirmaktadir.

Bunun neticesinde, yinelemeleri sonsuza dek surdurirsem
ortaya gikan seklin gevre uzunlugu sonsuzluga dogru gitme
egilimindeyken seklin alani sonlu olarak kalir. Benzer bir du-
rum ug boyutta calisirsak gergeklesir. Sonlu bir hacmi, an-
cak sonsuz yuzey alani olan kati cisimler meveuttur. Cogu
bitki ve hayvan ylzey alani en onemli gereksinim oldugunda
(ornegin akcigerler ve yapraklar gibi) bundan yararlanir.

. /
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19. Bolum

PISAGOR TEOREMI

Pisagor’un (yaklagik MO 570-495 arasinda yagamugtir)
adiyla anilan teorem aslinda kendisi tarafindan icat edil-
memigtir. Diinyanin gegsitli yerlerindeki kiltiirlerden elde
edilen kayitlar teoremin Pisagordan oénce kullanildigini
gostermektedir. Ancak Pisagor bu teoremi ilk ispatlayan-

lardan biriydi.

Pisagor teoremi dik agili Gggenlerle ilgilidir:

=

Birbirlerine dik agida bulunan iki kenara a ve b ismi-
ni verdim. Ugiincii kenar ise dik agili bir tiggenin uzun
kenari olan, daima dik aginin karsisindaki kenara verilen
isim olan }.Jipotenz'isten dolay1 h olarak isimlendirdim. Pi-
sagor’un ispat1 6zellikle zekicedir ¢linkd sadece tiggenlerin
yeniden diizenlenmesiyle gerceklestirilir.

Bu ti¢genlerden dort tanesini alip esit alan 6lgiistine sa-
hip iki kare olusturacak bicimde diizenleyebilirim:
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Pisagor soldaki i¢ karenin h x h = h? degerinde bir alana
sahip olmas: gerektigini belirtmektedir. Sagdaki iki kare-
nin alanlar1 da a? ve b*> olmalidir. Her iki biiyik karenin
alanlar1 ayn1 oldugundan ve t¢genlerin de ebatlar1 degis-
mediginden sunun da dogru olmas: gerekir:

h? = a? + b?
Pisagor teoremi, asagidaki drneklerde goruldigi gibi

dik agili bir ti¢genin bilinmeyen bir kenarinin uzunlugunu
bulmamizi saglar:

h
3cm b=
h

4cm
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Bir Nefeste Matematik

a P=a+V
h=VNa*+ b
Scm h= 32+ 4
13em h=V9+16
h=\25
h=5cm

Her iki 6rnekte, tiggenlerin ti¢ kenar uzunluklar: da tam
sayidir. Pisagor teoreminde bu sekilde isleyen tam sayilara
Pisagor diclileri denir. 7, 24 ve 25 ile 8, 15 ve 17 gibi ti¢li
setler de diger 6rnekler arasindadir.

K Fermat’in Son Teoremi N

Diophantus (yaklagik 210-290), Misir’da yasayan bir Yunan
matematikgiydi. Arithmetika isimli kitap serisinde tipki
Pisagor'un teoremine benzeyen denklemleri ele almistir.

Vakit oldurmek igin matematikle ilgilenen Fransiz bir
avukat olan Pierre de Fermat (1607-65) elinde bulunan bir
Arithmetika kopyasinin igine sadece n'nin iki oldugu durumda
xn + yn = zn bigimindeki denklemlerin (Yani Pisagor
uglulerinin)  dogru  olduguna dair elinde “gergekten
mukemmel bir kanit” bulundugunu belirten bir not yazmisti.
Bu kanit bulunamadi ve Ingiliz matematikgi Andrew Wiles'in
(d. 1953) kesin olarak kanitlamasina dek 400 yila yakin
bir zaman gecmesi gerekecekti. Bunu gerceklestirirken
ayrica ispati Guiness Rekorlar Kitabi'na “en ok basarisizlikla
sonuglanmig girisim” olarak gegen modiulerlik teoreminin
ispatinin da yolunu agmig oldu.

Qermat’m kendi ispatinin ne oldugunu ise hig kimse bilmiyoy
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Peki, bu Pisagor teoremi neden bu kadar 6nemli? As-
linda hipoteniisiin uzunlugunun hesaplanmasi, koordinat
geometrisinde iki nokta arasindaki mesafenin hesaplan-
masinda ¢ok ige yarar.

A Noktasindan B Noktasina

Descartes’in (bkz. sayfa 107) x-y koordinatlar sistemi
konumlari, dogrular: ve sekilleri betimlememize yardimei
olur. Diyelim ki iki noktam var: Asagida gosterildigi gibi A
(1,2), B ise (5,5) konumunda bulunsun:

6

5

4

0 1 2 3 4 5 6

Bu iki nokta arasindaki mesafeyi tam olarak nasil bulu-
rum? Bir dik a¢ili tiggen olugturursam:

6

5
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Bir Nefeste Matematik

Gordiugimiz gibi tiggenin alt kenar: 4 birim ve ytksek-
ligi ise 3 birimdir. Bu ise daha 6nce sayfa 149’ daki 6rnekte
bulunan tg¢genin aynisidir ve bdylece AB’nin 5 birim oldu-

gunu biliyoruz.

Pisagor teoremi ayrica li¢ boyutlularda da ise yarar. Di-
yelim ki genisligi x, uzunlugu y ve yiksekligi z olan bir
kutumuz var ve kutunun késegeninin uzunlugunu hesap-
lamak istiyoruz:

Bunu bulmak i¢in Plsagor teoremini iki kez kullanabi-
lirim. Once dik agili bir tiggen yapryorum:

i
i
i
A N
N
I z
I N
I
I
I

Uzunlugunu bulmak istedigim késegen bu ti¢genin hi-
poteniisiidiir. U¢genin yiiksekliginin z oldugunu biliyorum
ancak heniiz tabandaki kenari bilmiyorum. Sayet kutunun
alt yluzeyini olusturan dikdértgene bakacak olursam, ger-
cekten bu mesafeyi de Pisagor teoremini kullanarak bul-
manin bir yolunu gérebilirim:
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y
Simdi buradaki tiggenin alt kenarini ve yiiksekligini bil-

digim i¢in artik & olarak nitelendirecegim késegenin uzun-
lugunu hesaplayabilirim:

d* = (WY + 22

Kare almanin ve karekok almanin aslinda birbirlerinin
tersi oldugunu hatirlayana kadar bu durum ¢ok korkung
gibi goriinebilir. Béylece bunlar birbirlerini yok eder ve
bize de su sonug kalir:

d*=x?+y* + 22

Burada genel terimler kullandigimiz i¢in ti¢ boyutlular-
da Pisagor teoremi i¢in formiild tiretmis olduk. Cogu ma-
tematikgi ve bilim insani ¢aligmalarinda ti¢ten fazla boyutu
ele alir ve Pisagor teoremi istendigi kadar ¢ok boyuta kadar
genisletilebilir. Kuantum teorisi aslinda on bir boyutlu bir
evrende yagadigimiz: ileri stirmektedir ancak ben simdilik
bu bolim i¢in ti¢ boyutta kalacagim.
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Bir Nefeste Matematik

K Pisagor — Siradan Bir insan ve Bir Efsane N

Pisagor ¢ok olaganustu bir matematikgi ve dustnur olabilir
ancak dusuncelerinden ok azini yaziya dokmustur. Hayati
hakkindaki bildiklerimiz Pisagor’u stper glclerle donatan ve
gok mistik bir havaya burinmus daha ileriki donemlere ait

kaynaklardan gelmektedir.

Daha makbul detaylari elde etmek adina bu bilgileri elden
gegirirken Pisagor'un o zamanlar Yunan imparatorluéu’nun
parcasi olan Guney italya’ya yerlesmis bir Yunan oldugunu
goruyoruz. Matematik, bilim, din ve siyaset alanlarini bir-
biriyle harmanlayan ve kendi adini tagiyan bir felsefe okulu
kurdu. Okul iki gruba bolinmustl: mathematikoi olarak bili-
nen ogretmenler ve akoustikoi olarak bilinen dinleyiciler. O
donem icin birtakim radikal fikirleri vard: kadinlarin erkek-
lerle esit statude olmasi, kati bir diyetin hem akil hem de
vicut sagligina iyi geldigi ve sayilarla sekillerin kutsal oldu-
gu gibi. Ayrica rakamlarin gizli glictinin bilimi olarak bilinen
numerolojiye inaniyordu. Bu inanca gore bir kisinin dogum
yeriya da dogum tarihi veyahut ismiyle ilgili sayilarin o kisinin
hayati Uzerinde etkisi vardh.

Pisagorcularin bagnaz yasam tarzlari ve siyasi duruslari ¢o-
gunlukla pek sevilmedikleri ve ayrica gizemli kalmalari ge-
rektigi anlamina geliyordu. Pisagor ve onun muritleri birkag
kez kasabadan kovulmug ve baska yerlere taginmak Gzere
kagmislard:.

Pisagor’un olimu de hayati hakkindaki detaylar kadar sip-
heli; bazi tarihgilere gore iginde bulundugu tapinagin etrafi
barikatlarla gevrilip yakilmis ve yanarak burada olmustdr.
Digerlerine goreyse yangindan sonra kagmis ancak acliktan
olmustur ve tguncu bir grup tarihgi yakalandiktan sonra bir
fasulye tarlasindan gegerek kagmayi reddettigi igin oldurul-
duglnden bahsetmektedir.

Asil dogru olan ise Pisagor ve okulunun Bat: felsefesinin ku-

leasw derinden etkiledigidir. j
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20. Bolum

HACIM

Bir nesnenin hacmi ti¢ boyutta ne kadar alan kapladig:
ya da ¢evreledigidir. Dtz kenarlar: olan herhangi bir kati
cisme ¢okyziz/ii sekil denir. Kiiboid, hacmi en kolay bulu-
nan ¢okyuzlilerden biridir ¢linkii basit¢e uzunluk, genis-
lik ve yiiksekligini ¢arpariz. Bunu akilda canlandirmanin
bir bagka yolu da kiiboidin bir yiiziintin alanini uzunlukla
carptigimizi disinmektir.

Prizmalar ve Kureler

Bu prensibi sabit bir dik kesiti olan her tiirli sekil i¢in
genisletebiliriz. Bu tir sekillere prizma ad1 verilir:

prizmanin hacmi = bir yiiziin alani x uzunluk

Kiboid
(dikdortgen prizma)
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Bir Nefeste Matematik

N

Besgen Prizma
Yukaridaki iki sekil de prizma oldugundan hacimleri-
ni gri ytzlerinin alanini bulup prizmalarin uzunluklariyla
carparak hesaplayabiliriz. Bir 6nceki bolimden alani he-
saplamakla ilgili her seyi biliyoruz, bu yiizden prizmalarin
hacmi genellikle cok zorlanmadan hesaplanabilir.

So6zkonusu egrili nesneler oldugunda ise yine Argimete
bagvurmak durumundayiz (bkz. sayfa 141). Arsimet, bir
kiirenin hacminin mitkemmel bir gekilde etrafini ¢evrele-
yen silindirin hacminin Ggte ikisi oldugunu hesaplamugti:

Resimdeki silindiri  bir
r prizma olarak gorebiliriz. Gri
dairesel yizin alani 71’ ve
bunu prizmanin uzunlugu,
yani bu durumda 2r ile ¢arp-
mamiz gerekiyor:

A
A

o > silindirin hacmi = 7rr? x 2r
= 2nr?

O halde kiirenin hacmini bulmak i¢in bunu tgte ikiyle
carpmam gerekir:

. . . 2
kiirenin hacmi = 5§ x 27r’

=%xnr3
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Piramitler

Piramit, tim kogeleri tek bir
noktayla birlestirilmis iki boyutlu
bir sekilden meydana gelir. Ornegin
burada altigenle baglayip alt:1 koseli
temele dayanan bir piramit olugtur-
dum.

Sayet eskenar bir tggenle
baglamis olsaydim ayrica dorz
tiggen yiizhi olarak da bilinen
lggen temelli bir pirami-
dim olurdu:

Tipki kiiredeki gibi bir piramidin hacmiyle onun ke-
narlarini ¢evreleyen prizmanin hacmi arasinda benzer bir
iliski mevcuttur:
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Bir Nefeste Matematik

/\

Piramidin hacminin prizmanin hacminin tgte biri ol-

dugunu ilk bulanlardan biri Aryabhata’yd: (bkz. sayfa 23).

. . 1. . 1 .
piramidin hacmi = 5 x yiizey alan1 x uzunluk

Burada prizmanin yilizeyi piramidimizin tabami ve
uzunlugu da aslinda ytiksekligidir. Bu sebeple formiilii ye-
niden su sekilde yazabiliriz:

piramidin hacmi = 3 x tabanin alan1 x yiikseklik

Giza piramitleri kare tabanlidir ve Biiyiik Piramit (Ke-
ops) olarak bilinen en biiyligi gercekten devasa boyutlar-
dadir. Kare tabaninin her bir kenar1 230 metre uzunlukta
olup ilk insa edildiginde ylksekligi 147 metreydi. Formu-

limiizt kullanarak hacmini hesaplarsak:

Buyik Piramit’in hacmi = % x taban alani x yiikseklik
= 3 x 2302 x 147
= 2,592,100 m*
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Piramidin hacminin biytikligini anlamak icin g6yle
bir kiyaslama gerekebilir: Diinyanin en yiiksek gokdele-
ni olan Burj Khalifa yaklasik olarak 1,6 milyon m*¥lik bir
hacme sahiptir. Biytik Piramit’in Burjdan 4500 yil daha
eski oldugunu ve hi¢bir makine kullanmadan inga edildigi-
ni distinecek olursak boyutlarina hayran kalmamak mim-

kin degil.
Eureka! (Buldum!)

Daha diizensiz kati cisimlere gelince birkag farkli se-
¢enegimiz bulunmaktadir. Ya hakkinda bilgi sahibi oldu-
gumuz bir dizi sekil kullanarak kati cismin hacmini he-
saplariz ya da Arsimet prensibini kullaniriz. Efsaneye gore
Arsimet’ten Sirakiiza Krali i¢in yapilan altin tacin yapimi
icin verilen altinin tamamini igerip icermedigini bulmas:
istenmis. Kral, altinin bir kisminin kursun ya da gimiisle
degistirilmesinden béylece de kuyumcunun tacin kiitlesini
distirmeden kendisine ekstra kazang saglamasindan stip-
heleniyormus.

Bunun en basit yolu tacin eritilmesi, hacminin de daha
once verilen altinin hacmi ile kargilagtirilmasi olurdu. An-
cak Arsimet’in taca herhangi bir sekilde zarar vermesine
izin verilmemis.

Arsimet, bu problem tzerine ¢ok ¢aligtigi yorucu bir
ginln ardindan yikanmak tzere kivete girdiginde viicu-
dunun kivetin igindeki suyun bir kismini digar: tagirdigini
fark etmis. Oyleyse taci suya batirip ne kadar su tasirdigina
bakarak hacmini hesaplayabilecegini fark etmis. Bu duru-
ma o kadar sevinmis ki “Fureka’” (Yunancada ‘Buldum!
anlaminda) diye bagirarak sokaga firlamis. Yalniz heyecan-
dan kiyafetlerini giymeyi unutmus.

Deneyi ertesi gin gergeklestirmis ve kuyumcu suglu
¢tkmis.
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21. Bolum

ORTALAMALAR

Istatistikgiler aslinda veriler toplayip analiz eden ve
bunlar: 6zetleyen istatistikler ¢ikaran ve sonra da istatistik-
lerin kendilerine ifade ettikleri hakkinda sonuglar ¢ikaran
matematikgilerdir. Hayatlarimizin her yan: istatistige bag-
lidir; kiyafetlerimizin beden 6l¢iistinden arabamizin kasko
bedeline ya da hastalandigimizda aldigimiz ilaglara kadar.

Istatistikleri hesaplarken ya da analiz ederken verilerin
bir ana kitleden mi yoksa bir drnekten mi geldigini bilmek

gerekir.

Ana kitle, belirli bir grubun tim tyeleridir. Ornegin,
eger yetiskin Arktik deniz kirlangi¢larinin kanat agiklik-
lariyla ilgileniyor olsaydim ana kitle tim Arktik deniz kir-
langiglart olurdu. Sayet tim Arktik deniz kirlangiglarinin
kanat agikliklarini hesaplasaydim ana kitlenin dogru ista-
tistigini hesaplayabilirdim.

Gergek hayatta her bir yetiskin Arktik deniz kirlangici-
n1 6l¢gmem miimkiin olamazdi. Bu yizden bunun yerine bir
ornek alir ve 6rnek istatistigin ana kitle istatistigine benzer
olmasini umut ederdim. Asil 6nemli olan nasil 6rnek al-
digim, ¢linkd 6nyargilardan kaginmak istiyorum. Mesela,
ornegimi belirli bir adada yakalayabildigim tiim deniz kar-
langi¢larindan alirsam 6rnegimdeki tim deniz kirlangic-
lariin birbirleriyle bir sekilde akraba olmalari mimkin.
Bu da kanat agikliklarin: etkileyebilir. Diger adalarda daha
uzun ya da daha kisa kanatl diger gruplar da olabilir.

Ne kadar zaman, ¢aba ve para harcamaya hazirlikli ol-
dugunuzu yansitan ¢esitli drnekleme yontemleri bulun-
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maktadir. Ornekleme yontemleri elimize giinliik ulasan
istatistiklerle birlikte nadiren sunulur. Sisirme 6rnekleme
yontemleri kasithi olarak tarafli istatistikler vermesi i¢in
kullanilabilir. Bunu 6zetleyen meshur alinti Ingiliz Ba§—
bakani Benjamin Disraeli’ ye (1804-81) atfedilmistir: Ug:

¢esit yalan vardir: yalanlar, igreng yalanlar ve istatistikler.”

En yaygin kullanilan istatistiklerin bir kismi aritmetik
ortalamadir. Ortalamalar genellikle sayisal verinin istatis-
tik¢ilerin merkezi egilim olarak adlandirdiklart merkezi bir
alanda yigilmasi varsayimi tizerine caligir. Ornegin Ingiliz
kiz arkadaglarinizin ¢ogunun boyu, agag yukar: 164 cm,
yani genel aritmetik orfalama kadar olacaktir.

Ortalama, biitiin verileri toplayip veri sayisina boldii-
gimiizde elde ettigimiz aritmetik ortalamadir; Ortaya ¢1-
kan ortalama veri, 6rnek veriye ait her bir Giye arasinda esit
olarak paylasilir. Ornegin bir futbol takimimin ortalama
boyunu 6grenmek istiyorum. Once boylarini santimetre
olarak 6l¢tiyorum:

167,168,175, 184, 191

Bunlari toplayacak olursak 167 + 168 + 175 + 184 + 191

= 885 elde ederiz. Bunu da veri sayisina (5) boleriz: 885 + 5
=177 cm. Takimdaki hi¢ kimsenin boyunun bu uzunlukta
olmadigina dikkat ediniz. Iste bu yiizden ortalama deger,
kullanilabilecek uygun bir deger olmayabilir. Bir keresinde
Birlesik Krallik'ta hane basina diigen ortalama ¢ocuk sayi-
sinin 2,4 oldugu bildirildi ve tam sayidan farkli bir ¢cocuk
sayisina sahip olmanin imkansizhigindan dolay: bu konuy-
la epey dalga gecildi. Sayisal veriler iki tiire bélinebilir: be-
lirli bir dagilimda herhangi bir degeri alabilen sirek/i veri
(boy ve agirlik gibi) ve dagilim i¢inde sadece belirli deger-
leri alabilen (6rnegin ¢ocuk sayisi ya da ayakkabi numaras:
gibi) &esikli veri.
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Ortanca (medyan) ise sayisal bir siraya dizildiginde orta
veri olur, tipki 6rneginizi boy ya da kilo (ya da her ne ise)
sirasina sokup ortadakini segmeniz gibi. Futbol takimim
o e . 9 ) .
icin ise ortanca deger 175 cm’ dir. Sayet yedek oyuncumuzu
ornegimize dahil etseydik, o zaman veri sayis1 altiya ¢ika-
cakti, ortanca olarak t¢iinct ve dordiinct verinin ortala-
masini alacaktik.

Eger veriniz sayisal degilse, o zaman da tepe degeri kul-
lanabilirsiniz. Bu da merkezi egilimin 6l¢iilmesi olmayip
basitce en yaygin ya da popiiler veriyi gosterir.

Aslinda ortalamalar bash basina ¢ok agiklayici olabilir
ancak ¢ogu zaman verilerin nasil dagildig: hakkinda da
fikir sahibi olmak isteriz. Acaba verilerin hepsi ortalama
civarinda m1 yoksa ortalama en uzak uglarda bulunan iki
verinin ortasinda m1? Bir sonraki boliimde bunu analiz et-
menin yollarini inceleyecegiz.

K Yanlis Anlasiimalar: Ortalamanin Altinda \

2012 yilinda, Birlesik Krallik'ta okullardan sorumlu bagmu-

fettig beg ilkokul gocugundan birinin ingilizcede ulusal stan-
darda ulagamadigini ve bu yuzden standartlarin yukseltiimesi
gerektigini bildirdi.

Birlesik Devletler vatandaglarinin yarisinin ortalama 1Q’nun

altinda olduguna sasirdigini bildiren Dwight Eisenhower
(1890-1969) hakkinda da benzer bir hikaye anlatilmaktadir.

Ortalamalar konusunu daha iyi anlamak, bu iki beyefendinin

vandartlar|nl yukseltmelerine yararl olurdu. j
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22. Bolum

DAGILIM
OLCUTLERI

Bir dizi matematik sinav kdgidina not verdigimde ge-
nellikle ortalama notu da hesaplarim. Bu bana sinifin orta-
lama olarak ne kadar bagarili oldugunu soyler ve 6grenciler
de ¢ogu kez bu ortalamaya kiyasla nasil bir performans
sergilediklerini 6grenmek isterler. Sayet ortalama not 100
tzerinden 75 ise, bu durum ¢ogu 6grencinin ya 75’in biraz
altinda, ya tam bu degerde veyahut da bunun biraz Gstiin-
de not aldig1 anlamina gelebilir; yani 6grencilerin notlari
75 civarinda kiimelenmistir. Bu da 6grencilerimin benzer
becerilere sahip olduklar: ve 6grettiklerime benzer tepki-
ler vermis olduklarini ifade etmektedir. Buna kargilik, si-
nav notlar1 bundan daha ¢ok dagilmis olabilir. Yani ¢ok
daha digiik not almis 6grencilerim ¢ok yiiksek not almig
ogrencilerimle dengelenmis olabilir. Okul midirtinin bu-
tiin sinav notlarini didiklemeden bunu 6grenmesini nasil
saglayabilirim?

Bunun yamiti bir dagilim 6lgtiti gostermektir. Zorluk
dereceleri giderek artan birka¢ dagilim 6l¢iiti mevcuttur.

Dagilim Aralig:

En basiti verilerin dagilim araligini hesaplamaktir; yani
en ytksek skor eksi en dusik skor. Eger 6grencilerin si-
nav notlarinin dagilim aralig1 20 olsaydi, sinav notlarinin
yaklasik olarak 65’ten baglayip 85’e kadar ¢iktig1 anlagilird.
Aralik ne kadar yiiksek ¢ikarsa veriler o kadar ¢ok dagilmas

demektir.
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Dagilim aralig1 sadece en yiiksek ve en dugtk veriyi kul-
landig: icin gercekte ne olup bittiginde dair yanlis bir fikir
verebilir. Eger tek bir 6grenci 20 puan almig ve geri kalan
ortalamanin %10’u dahilinde kimelenmisse, bu durum,
verileri diizglin bir sekilde temsil etmektedir. Yiiz tizerin-
den alinan 20 puan bir u¢ deger olacaktir (asagida daha de-
tayl olarak agiklanacaktir).

Ceyrekler Aralig

Bu sorunu agmak igin verilerin %50%sinin orta dagili-
min1 veren geyrekler araligini kullanabiliriz. Bunu yapmak
icinse “dortte birlikleri” hesaplamam gerekir. Orta deger
sinavdaki orta not olan verilerin ¢eyrekleri yiiz izerinden
%50 degeri yani ortasindaki veridir. Eger verilerin bunun
altindaki kismina bakip onun orta degerini hesaplarsam
toplam veriler icin %25 karsilik gelen veriye ulagirim.
Buna alt ceyrek denir. Verilerin Ustteki yarist i¢in benzer
islemi gerceklestirirsem st ¢eyrege ulagirim. O da biitin
veriler i¢in %75’ karsilik gelecektir. Buna bagli olarak cey-
rekler aralif ise Ust ceyrek eksi alt ¢eyrek olacaktir.

Agagidaki kutu-biyik grafikleri ortaokul diizeyinde bir

matematik sinavina giren iki grup i¢in hazirlanmistir:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Bir Nefeste Matematik

Her bir kutu-biyik grafigi alti dikey ¢izgi icermekte-
dir. Her iki ugtaki ¢izgiler maksimum ve minimum veriler
olup grafigin biyik kismini olugturmaktadir. Ortadaki g
¢izgi ise alt ceyrek, medyan (ortanca deger) ve ist ¢eyrektir.
Bunlar da kutuyu olustururlar.

Kutu bize alinan notlarin %50 orta degeri hakkinda
bilgi verirken biyiklar ise geri kalanlarin dagilimini gos-
termektedir. Bu grafiklerden her iki grup i¢in dagilim
araliginin 100 - 20 = 80 oldugunu gorebiliyorum. Ustteki
grafigin 82 - 62 = 20’lik bir ara ¢eyrek dagilimi vardir. Yani
6grencilerin yarisi birbirlerine gére %20 civarinda puanlar
almugtur.

Alttaki gruptaki 6grencilerse (biyitktan da anlagilacag:
tuzere) benzer dagilim aralifina ve medyana sahiptir ancak
kutudan orta ¢eyreklerinin ¢ok daha genis oldugunu (91 -
45 = 46) gorebiliyoruz. Buradan hareketle ikinci gruptaki
6grencilerin performansinin ortalama olarak ayni basariy
gostermelerine kargin ilk gruba oranla daha ¢ok ¢esitlilik
gosterdigi sonucuna varabiliriz.

Standart Sapma

Standart sapma, verilerin ortalamadan ne kadar uzakta ol-
duklarinin 6lgiitidiir. Ortalama degerden aritmetik ortala-
ma uzaklig1 anlamina gelmez ancak birazdan deginecegi-
miz birtakim ¢ok yararl 6zellikleri vardr.

Standart sapmay1 hesaplamak i¢in her veriden ortala-
may1 ¢ikaririz. Bu durum verilerin ortalamadan daha dasik
oldugu durumlarda bize negatif degerler verecektir. Ancak
burada negatif ya da pozitif olmasiyla degil sadece ortala-
maya olan mesafeyle ilgileniyoruz. Bunu halletmek i¢in de
biitiin verilerin karesini aliyoruz ¢linkd negatif degerlerin
karesi alindiginda sonug pozitif olacaktir (bkz. sayfa 63).
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Karesi alinan tiim degerleri toplayip veri sayisina boli-
yoruz ve sonra da daha 6nce gergeklestirdigimiz karesini
alma iglemini telafi etmek tizere sonucun karekokiind ali-
yoruz. Bu da bize standart sapmayi verir. Ornek verecek
olursak:

Cebir sinavi notlar: Ortalama not = 57,45

Ogrenci sayis1 = 11

Not | Oneloma ogﬁ;a)z

74 16.55 273.9025

44 -13.45 180.9025 Standart sapma =

45 -12.45 155.0025

) -15.45 238.7025 \/W

45 -12.45 155.0025 11

76 18.55 344.1025

79 2155 464.4025 =171 52 ondalik
basamaga kadar)

40 -17.45 304.5025

38 -19.45 378.3025

83 25.55 652.8025

66 8.55 73.1025

Toplam: 3220,7275

Bu durum 6grencilerimin notlarinin olduk¢a dagilmis
ve ¢ok tutarl olmadigini gostermektedir. Farkli bir grup,
daha diigiik bir standart sapmayla ayni ortalamaya ve dagi-
lim araligina sahip olabilir. Bu durum da sinav notlarinin
aritmetik ortalama Uzerinden ortalama degere daha yakin
oldugu anlamina gelecektir.
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K Ug Degerler N

Bir ug deger ¢ok yuksek ya da ¢ok dustk olmasindan dolay
verilerin geri kalanina uymayan veridir. Ug degerler igin bir-
kag varsayimsal kistas bulunmaktadir. Bir degerin ug deger
olabilmesiigin:

Ortalamadan standart sapmanin iki kati kadar daha buyuk
olmasi

Ortalamadan standart sapmanin iki kati kadar daha dusuk
olmasi

Ust geyregin 1,5 ara geyrek kadar mesafeden daha yUksekte
olmasi

Alt geyregin 1,5 ara geyrek kadar mesafeden daha dustk
olmasi beklenir.

Ornegin, 2001 yilinda Avusturyali bir kadinin ortalama boyu
5,6 santimlik bir standart sapma ile 167,6 cm olarak belir-
lenmis. Buna gore Ust ug deger 167,6 + (2x5,6) =178,8 cm
olur. Yani boyu bu degerin Ustinde olan herhangi bir Avus-
turyal kadin agin derecede uzun boylu olacaktir. Alt limit ise
167,6 - (2x5,6) =156,4 cm'dir. O halde boyu bu degerin
altinda olan herhangi bir Avusturyali kadin da asiri derecede
kisa olarak kabul edilir.

Bilim insanlarinin gozlem ve kimesinde tutulmasi gereken
gercek bir deger midir yoksa silinmesi gereken bir hata mi?
Bilim insanlari Grettikleri istatistikler Uzerinde herhangi bir
ug degerin etkisini dUstirmek adina gogu kez deneyleri tek-
rar ederler.

1970’lerde NASA’ya bagli ugaklar Ust atmosferdeki ozon
miktarini dizenli olarak olgmekteydi. Antarktika Uzerindeki
uguslar gogunlukla analiz yazilimlarinin ug deger olarak be-
lirledigi ok dUsuk degerler elde ediyordu. On yil gegmeden
Antarktika'da calisan bilim insanlari ozon tabakasindaki deli-
gi kesfettiler. Ozon tabakasi glines tarafindan salinan zararli
ultraviyole radyasyonun buyuk bir kisminin dinya ylzeyine
ulagmasini engeller ve bu yizden de yerytizi igin gok onem-
lidir. Neyse ki, ozon tabakasina zararli CFC (kloroflorokar-
bon) gazlarinin yasaklanmasi sayesinde ozon tabakasinin
durumu iyilesmekte. Ancak yine de deligin tamamen kapa-
tilmasi icin yillar gegmesi gerekiyor.

Bir ug deger gergek ya da bir hata olabilir. Her iki durumda
&a ok dikkatlice incelenmesi gerekiyor. j
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23. Bolum

NORMAL DAGILIM

Veri toplarken gogunlukla sonuglarin bir tertip icinde
derlenmesiyle ¢an egrisi elde edersiniz. Ornegin elma aga-
cumdaki elmalarin kiitlelerini 6lgersem agagidaki gibi bir
sey elde edebilirim:

Elma Sayist

\4

Elmanin Kiitlesi.

Bu durum aslinda gerceklesmesini bekledigimiz gibi-
dir; elmalarin ¢ogu merkezi bir degere (ortalama) yakin-
dir ve ortalamadan uzaklastik¢a elma sayisinin dustigiini
gozlemleriz.
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Bu egri o kadar sik¢a gorilir ki, normal dagilim olarak
adlandirilmasinin giderek bundan kaynaklandigr dugi-
nilmektedir. Oysa adlandirmanin gergek nedeni, istatis-
tikcilerin verileri hakkinda istatistikleri hesaplamak tizere
“ortalama degeri sifir ve standart sapmast bir” anlamina
gelen normallestirilmis bir versiyonu kullanmalaridir. Bu
da daha sonra bir ana kitlenin hangi yiizdesinin belirli
miktardan biyiik oldugunu hesaplamak i¢in kullanilabilir.
Standart sapmanin bu denli yaygin bir dagilim él¢iti ol-
masinin nedeni de budur.

Normal dagilimda verilerin %681 ortalamanin bir stan-
dart sapma, %95’1 iki ve %99,7’si ise li¢ standart sapma da-
hilindedir. Biiytik Hadron Carpigtiricisi'nda’ gorevli bilim
insanlar1 2013 yilinda Higgs bozonunu' kegfettiklerini
ilan ettiklerinde “bes sigma’dan bahsediyorlardi. Sigma,
standart sapmay1 temsil etmek tGzere kullanilan Yunanca
harftir. Bes sigma, verilerinin bagka herhangi yeni parcacik
karigmadan tesadiifi olarak gerg¢eklesme sansinin ortala-
madan bes standart sapma uzaklikta oldugu anlamina ge-

liyordu. Bu da yaklagik 0,0000003’lik bir olasilik demekti.

Normal dagilimin hemen her tiirlii bicimde bize yarar:
vardir. Antropometri insan viicudunu 6l¢me bilimidir ve
kiyafet, mobilya ve teknolojiden tutun da tren, ugak ve bi-
nalara kadar her seyi tireten tasarimcilar, rtinlerinin hangi
buyuklukte olmasi gerektigine karar vermek tizere bu ve-
riyi kullanirlar. Insanlarin bu élgiileri normal olarak dagi-
lim gosterdiginden ana kitlenin ytizde kaginin M beden
bir tigorte sigacagini ya da giris kapisindan girebilecegini

hesaplayabilirler.

9 LHC (Large Hadron Collider) Isvi¢renin Cern kentinde yer altinda
bulunan diinyanin en biiyiik pargacik ¢arpigtiricisidir. (¢.n.)

10 Boson (ing.) - Bozon (Tt.): Bose-Einstein istatistik kurallarina uygun
temel pargaciklara verilen isim. (¢.n.)
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K IQ - Matematikgilerin Duzeyi Nasil N

Belirlenir?

IQ (intelligence quotinent) ya da zeka katsayisi nedense tar-
tismali bir zeka ol¢utidur. 1Q’nun internetten yapilabilen on
dakikalik bir testle dogru ve kesin bir bigimde olgulmesi gok
zordur. Belirli bir ana kitle icin 1Q, ortalamasi 100 (“ortalama
zekd”) ve 15lik bir standart sapma ile normal bigimde da-
gilmistir. Yuksek |Q’lu kisilerden olugan Mensa topluluguysa
kurumun, asagi yukari 135%e karsilik gelen yizde ikilik en ust
zekaliinsanlardan olustugunu ilan etmektedir.

1926 yilinda Amerikali psikolog Catharine Morris Cox
(1890-1984) ¢ok ilging bir ¢alisma yayimladi. Calismasinin
bir kismi, cesitli onemli tarihsel dehalarin 1Q’sunun olcul-
mesine ayrilmistr.

Listesinin baginda tahminen 188 1Q derecesi ile felsefe, si-
yaset, bilim ve edebiyat alanlarina muthis katkilarda bulun-
mus ¢ok yonlu dusunur Johann von Goethe (1749-1832)
bulunuyordu. 183 skoru ile Leibniz (bkz. sayfa 114) glimus
madalyanin sahibiydi ve Fransiz Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) ile Newton (bkz. sayfa 78) ise 168’lik skorla-
riyla bronz madalyay: paylasiyorlardi.

Gunumuzdeyse Fields madalyasi sahibi Avustralyali ma-
tematikei Terence Tao'nun (d. 1975) 200’Gn Uzerinde bir
|Q’ya sahip oldugu soyleniyor.

Sayet bir sekilde kendinizi siradan hissediyorsaniz gortinise
gore 1Q’nun zaman gegtikge yukari dogru ¢iktigini bilmek

&biraz rahatlatici olabilir. j
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Agirlik (kg)

24. Bolum

KORELASYON

[statistigi verileri 6zetlemeye ¢aligmanin yani sira ayrica
veriler arasindaki bagintilar: aramak i¢in de kullanabiliriz.
Sayet bir 6rnegin ya da ana kitlenin her bir tyesinden iki
tip veri toplarsam, bunlar: bir dagilim grafigi tizerinde bir-
birleriyle kargilastirarak ¢izebilirim. Asagida bir spor salo-
nundaki insanlarin boy ve agirlik i¢in hazirlanmig dagilim
grafigi bulunmaktadir:

120

100

100 xx xx X

XX xxxx x

x XX § xX Xx§ XX
X X X
80 Hiox K X Xx

X xx X X
xxxx %¥x X

X

60 Xx

40

20

0

145 155 165 175 185 195
Boy (cm)

Grafikte kisinin boyu arttik¢a agirliginin da arttigina
dair genel bir egilimin oldugunu gérebilirsiniz. Bu bek-
ledigimiz tirden bir seydir. Clinki kisa boylu insanlardan
¢ok, uzun boylu insan bulunmaktadir. Ger¢i insanlarin
farkli yapilar: ve viicut bigimleri olmasiyla bu durum telafi
edilmektedir. Istatistikgiler bunu gii¢lii pozitif korelasyon
olarak adlandirirlar. Giglidiir ¢iinkii grafikteki noktalar
diiz bir dogruya yakindir ve pozitiftir ¢iinki iki degisken
de birbiriyle birlikte artmaktadur.
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Termal T¢ Camagir Satislar (Birim)

Istatistik

Agagidaki grafikse negatif korelasyona bir 6rnektir:
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Bu korelasyon negatiftir ¢iinkii grafigin gosterdigine
gore termal i¢ camagirlarin satigt sicaklik ytikseldikee diig-
mektedir. Negatiftir ¢iinki her ne kadar bir egilim gés-
terse de noktalar grafikteki gériinen dogruya yakin dur-
mamaktadir. Bu dogruya en iyi uyum dogrusu ismi verilir
ve miimkiin olabildigince ¢ok sayida noktaya olabildigince
yakindan gecen dogrudur.

Ingiliz Francis Galton (1822-1911) standart sapmay:
bulmakla kalmad: ayrica korelasyon tizerinde ilk kez
distinip o6l¢me girisiminde bulunanlardan biri oldu.
Nesneleri 61gme ve veri toplama takintist vardi ve
ozellikle de insan irkini gelistirmeye hevesli biri oldugu
icin de antropometriyle ilgileniyordu. Insanlarin; saghk
ve zekalarini gelistirecek, ayrica sakathiklar ve diger
“Istenmeyen”  Ozelliklerin  kokiini  kurutacak —gekilde
biytk bir dikkatle ¢ogaltilmasi gerektigine inaniyordu.
Caligmasi  korelasyonun 6l¢tilmesi (PMCC - Pearson
carpim momenti korelasyon katsayisi olarak bilinir) ile en
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Bir Nefeste Matematik

iyi uyum dogrusunu ¢izmenin matematiksel bir yontemini
bulan vatandagi Karl Pearson (1857-1936) tarafindan sans
eseri bulundu. PMCC, mikemmel bir negatif korelasyon
olan -I'den baglayip O'dan gecerek (hi¢bir korelasyonun
bulunmamas: anlamina gelir) mikemmel bir pozitif
korelasyon olan 1’e kadar degisiklik gostermektedir.

Pearson katsayist sadece dogrusal, diz bir dogru iligkisi
treten dagilim grafiklerinde ise yarar. Charles Spearman
(1863-1945) bu sorunun istesinden korelasyonu aragtir-
mak icin verileri siraya koyup gercek sayinin kendisi ye-
rine verinin sirasini kullanarak gelmistir. Dolayisiyla da
Spearman sira korelasyon katsayis: da dogmus oldu ve o za-
mandan beri hicbir ortaokul cografya 6devi de artik aym
degildir. Asagidaki diyagramlarda agik¢a bir iligkisi olan
ancak dogrusal olmayan bazi veriler i¢in bir dagilim grafigi
gorilmektedir.

8
”‘H+H+|-|-H-I-l+-|-|-l+l-l-l-l
6 ,)(’("“\)‘\J
y verileri 4 f‘g
2 *M
0
0 2 4 6 8
|
30 x verileri
50
y
10 0
verilerinin M”
sirasi 20 ?
0
0 20 40 60 80

x verilerinin sirasi
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Istatistik

% Korelasyon, Nedensellik Degildir N

Iki ayri seyin birbiriyle korelasyon iginde (baglantili) olmasi
birbirleri arasinda nedensellik olmasini gerektirmez. Boyu

uzun insanlarin daha kilolu olmasi kilo alinca boyunuzun uza-
yacagi anlamina gelmez. Dondurma satislari ile suda bogul -
ma vakalari arasinda bir korelasyon vardir ancak dondurma
insanlarin bogulmasina neden olmaz; havanin isinmasi daha
fazla insanin dondurma yemek istemesine ve ayrica ylzme-
ye gitmesine neden olur ve bu da ne yazik ki bogulma vaka-
larinin sayisini artirir,

Amerikal Tyler Vigen tarafindan kurulmus, kendi tabiriyle,
her turden yapay korelasyonun kargilagtirildigi mukemmel
bir internet sitesi var. Favorilerim arasinda su korelasyon
bulunuyor:

Matematik alanindaki verilen doktora unvani sayzst ile

Birlesik Devletlerdeki niikleer santrallerde bulunan
Uranyum miktar1 arasinda bir korelasyon bulunmaktadir.

1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

2000 diploma 100 milyon libre
1600 diploma /7‘.:1 80 milyon libre
—&
! [ on an N ¥ ond
1200 diploma T?*a: t 60 milyon libre
° th
800 diploma 40 milyon libre
@ ABD Nikleer @ Matematik Doktora
Santrallerindeki Derecesi.

Uranyum miktari

Bu grafik, korelasyonu gostermek igin ok harika bir ornek
gibi gorunmektedir ancak agikgasi ABD nukleer santralleri-
ne daha fazla uranyum stoklamak matematik alaninda PhD

vrecelerinin ortaya ¢ikivermesine neden olmaz. /
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25. Bolum

SANS

Ister bilerek isterse de bilmeden daima sansimiz olup
olmadigini 6l¢iip biceriz. Hemen her tiirden faaliyet belirli
bir dereceye kadar riske yol acar ve risk de sans demenin
birazcik daha tekinsiz bir yoludur. Sans oyunlar: hayret
verici derecede popiilerdir. Gerek misterek bahis bayisi
olsun gerekse loto oynamak olsun ya da internette poker
oynamak veyahut da kumar makinesine para atmak olsun
Ingiliz halkinin yiizde ellisi kumar oynamaktadur.

Olasilik

Matematikgiler gerceklesmekte olan bir seylerin netice-
si olan sonuglardan bahsederler. Ornegin normal bir zari
atarsam gelebilecek alt1 sonug vardir. Sayet iki zar1 atip sa-
yilarini toplarsam o zaman on bir olast sonug ¢ikar (iki ile
on iki arasi).

Her bir sonucun kesin bir olasilig1 vardir. Olasilig sifir
(olanaksiz) ile bir (kesin) arasinda bir miktar olarak olgeriz.
Bu durum olasiliklarin bayag: kesirler, ondalik sayilar ya
da yiizdelikler (bkz. sayfa 69) olarak gosterilebilecegi an-
lamina gelir. Yarim degerin tizerinde olasilig1 olan her seyi
muhtemel ya da olas1 olarak niteleyebiliriz. Yarimin altinda
ise muhtemel olmayan ya da olasiliksiz olarak nitelendiri-
riz. Tam yarim degerde ise yar1 yariya ya da esit sanstur.

Sonug (ya da sonuglar kiimesi) i¢in hesaplamak istedi-
giniz olasiliga olay denir. Ornegin ayni zar1 atarsam, alti
¢tkmast bir olay olarak adlandirilir. Bazi olaylar dirbiriyle
ayriktir yani ayn1 zamanda asla ger¢eklesemezler. Ornegin
bir deste iskambil kagid: arasindan bir kart secersem ayni
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Bir Nefeste Matematik

anda bir karo ve kupa secemem. Bunlara birbiriyle ayrik
olaylar denir. Bununla birlikte hem bir karo hem de bir
papaz segebilirim. Bunlar birbiriyle ayrik degildir ¢tinki
deste igerisinde bir karo papazi bulunmaktadir.

Olasilik hesaplarken ¢ogunlukla varsayimda bulunu-
ruz. Ornegin attigimiz zarin genellikle adi/ ya da tarafsiz
oldugunu varsayariz. Bu da her bir sonucun gerceklesme
sansinin esit oldugu anlamina gelir. Ayrica bir olaylar dizi-
sinin bagimsiz oldugu varsayiminda da bulunuruz. Bir zar
attigimda alt1 gelmesi bir sonraki zar atiggmda herhangi bir
sonucun gelme olasiligini degistirmez.

Olasilik i¢in sihirli formil séyledir:

basarili sonuglarin sayis:

P (olayin gereklesmesi) =
toplam sonug sayisi

P(), 1ngi1izce “probability of” (Tirkge “olasilzgi” anla-
minda) ifadesinin kisaltmasidir. Normal bir zar1 salladigi-
nizda tam kare say1 gelme olasiligini bulmak istediginizde,
alt1 olast sonucun (1,2, 3,4, 5, 6) i¢cinde iki tam kare sayinin
(1 ve 4) yani bagarili iki sonucun oldugunu anlayabilirsi-
niz. Bunu su sekilde yazabilirim:

P(zam kare sayr atma olasihg) = -7

Bayagi kesri islemin sonunda en basit haline sadelestir-
dim. Artik tam kare say1 gelme olasiligini bildigim i¢in iki
olasiligin toplaminin bir etmesi gerektigi gercegini kulla-
narak bir tam kare say1 gelmeme olasiligini hesaplayabili-
rim.

P (zam kare say: gelmeme olasiligr) = 1 — P (tam kare say: gelme olasiligr)
1
S1-4

2
3
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Olasilik

1650'li yillarda, iki matematikgi Pierre de Fermat (bkz.
sayfa 150) ile Blaise Pascal (bkz. sayfa 79) sans1 matema-
tiksel bir bakis acisiyla incelemeye bagsladilar. Fermat’a
profesyonel bir kumarbaz asagidakilerden hangisinin ka-
zanma sansinin daha yiiksek oldugunu sormus:

Tek zarin dort kez atilmasinda en az bir kez alti-alt1
gelmesi

Cift zarin yirmi dort kez atilmasinda en az bir kez al-
ti-alti gelmesi

I¢gidiisel olarak ilk bahse gore cok daha fazla kez zar
atildig icin ikinci alternatifin en olasi oldugu dustnilebi-
lir. Sirayla bu iki bahsin her birine bir géz atalim.

Tek zarin dort kez atilmasinda en az bir kez alti gelmesi

Bir olay: tekrarladigimda her bir olayin olas: sonuglari-
nin saysi, tekrar sayisi kadar kendisiyle carpilarak (kuvveti
olarak) cogalir. Yazi tura atmamin iki sonucu vardir an-
cak bunu iki kez gerceklestirirsem dort sonug ortaya ¢ikar:
yazi-yazi, yazi-tura, tura-yazi, tura-tura. Sayet ug kez yazi
tura atarsam o halde 2 x 2 x 2 = 8 olas1 sonug olacaktir. Bu
durumda bir zar1 dort kez atmamin 6 x 6 x 6 x 6 = 1296
olast sonucu olacaktir. Ancak bunlarin ka¢ tanesi bagarili
sayilir? Bir, iki, ti¢ ya da dort tane alt1 ile basarili olabilirim
ancak hesaplanacak ¢ok fazla sayida farkli kombinasyon
bulunmaktadir.

Bunu belirlemek i¢in gergekten ige yarayacak olan seyse
“en az bir kez” yani bu baglamda “sifir olmayan” ile ayni
anlama gelen ifadedir. Yukarida bir seyin gerceklesmeme
olasiliginin bir eksi gergeklesme olasiligi oldugunu gor-
miustik. Yani:

P(dort atigta en az bir kez = P (dort atista sifir kez alts gelmeme olasihign)
altr gelme olasihig) _ 1 _ P(dért atista sifir kez alt gelme olasiligr)

Bir zar1 atip alt1 elde etmemenin bes yolu vardir bu ytiz-
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Bir Nefeste Matematik

den zar1 dort kez attigimda alt1 gelmemesi i¢in 5 x 5 x 5 x
5 = 625 bagarili sonug olmalidir’

625

1 - P (dort atista sifir kez alt1 gelme olasiligt =1 - 3552

_ e
~ 1296
Bu da dort kez zar atildiginda en az bir kez alt1 gelme
olasiiginin %51,8 oldugunu gosterir.

Cift zarin yirmi dort kez atilmasinda en az bir kez alti-alt:
gelmesi

Iki zarin atilmas: ve skorlarinin toplanmasi ¢ogu kumar
oyunun baslica dayanagidir. Belirli bir toplam elde edecek
sekilde zarin atilmas: olasiliginin ne oldugu hemen anlagi-
lir bir sey degildir. Bu yiizden elde edilecek bitiin toplam
sonuglarin bir tablosunu ¢ikarmak yararli olacaktir:

+ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 1
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Bu tablo olasilik uzay diyagram: olarak bilinir. Gorebil-
digimiz kadariyla toplamda 36 esit derecede olasi sonug
bulunmaktadir. Yedi toplami en ¢ok kendisine ulastiran
kombinasyona sahip oldugu i¢in en olas: sonugtur. Alti-al-
t1 ya da on iki toplami ise sadece bir olasiliga sahiptir ve bu

yizden de gerceklesmesi olasiligi 36’ da birdir.

Tipki bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi “en az bir kez” ifa-
desi “sifir degil” anlamina gelir. Bu yizden 24 zar atisinda
hig alti-alt1 gelmeme olasiligina bakabilirim. Sayet bir kez

alti-alt gelmesi olasilif1 3¢ ise o halde hic alti-alti gelme-
me olasiliginin 2 olmast gerekir ¢tinkii 3 + 2 -1 eder.
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Olasilik

P (24 zar atisinda en az = 1 — P (24 zar atisinda hi¢ alti-alt gelmemesi
bir kez alti-alt1 gelme olasz/zgz)

ola:zllgz) -1- (3_5)24
36
=0.491 (¢ ondalik basamaga kadar)

Bu sebeple de 24 zar atiginda en az bir kez alti-alti
gelmesi olasiligi %49,1 olur. Kumarbaz ilk bahse girerek
cok fazla olmasa da daha kazangli olacaktir. Genel kaninin
aksine ger¢eklesen bu sonug en azindan kumarbazin neden
barbut masasinda sansinin olmadigini anlamasina yardimei
olmustur.

o Bu Ne Tesadiif! N\

Dogum gunu problemi ilk olarak Ukraynali muhendis Ric-
hard von Mises (1883-1953) tarafindan ortaya atilmistir.
Olasilik problemleri cogu zaman genel kaninin aksine so-

nuglar dogurur ve bu problemin de pek istisna oldugu soy-
lenemez. Bir kafeye gittiginizde yilda 365 glin oldugu igin
iceride yuzlerce kisi olmadig strece herhangi iki kisinin ayni
dogum guntne sahip olmasi pek muhtemel gorinmemek-
tedir. Ancak gok sayida farkli olasi insan ciftine baktigimiz
igin herhangi ikisinin igeride sadece 23 kisi varken ayni do-

gum glnunu paylasmasi olasilig aslinda %50’ye kadar ulagir.

vyet iceride 70 kisi varsa bu olasilik %99,9°a yukselir. J
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26. Bolum

KOMBINASYON VE
PERMUTASYON

Esit derecede zeki yirmi dort matematik 6grencisinden
olusan bir sinifim var. Bir matematik yarigmas: i¢in dort
tanesini segmem gerekiyor ve aralarinda se¢cim yapmak ¢ok
zor oldugu i¢in rasgele bir se¢cim yapmaya karar verdim.
Kag tane olas1 takim sézkonusu acaba?

Bu durum se¢im sirasinin 6nem tagiyip tagimadigina
baglidur. Ornegm ilk kisi kaptan, ikincisi hesap makinesi
kullanacak, ti¢iinci kisi not alacak ve dordiinciisii ise cay
yapacaksa siralama dnemlidir

Eger isimleri bir sapkadan ¢ekersem, takimin ilk tyesi
icin 24 olasilik, ikincisi 23 ve digerleri i¢in de benzer bi-
¢imde olasilik olacaktir; boylece toplamda:

24x23x22x21 =255024

Yani takimim i¢in 255.024 permiitasyonum var demek-
tir. Bu durum aslinda sununla aynidir:

24x23x22x21=

24x23x22x21x20x19x18x17x16x15x14x13x12x11x10x9Ix8x7x6x5x4x3x2x 1

20x19x18x17x16x15x14x13x12x11x10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
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Olasilik

Neden bu sekilde yaziyoruze? Pekild, eger faktoriyel
formilint kullanirsam (s. 121) hesap makineme daha
kolay bir sekilde girebilecegim bir seye sadelestirebilirim:

24 x23x22x21 =5

Genel kural olarak eger toplamda 7 tane sey iginden
k tane sey seciyorsaniz:

n!
(n—£)!

Boylece dort yerine alt1 kisilik bir takim segiyor olsay-
dim, k = 6 ve n = 24 olurdu:

permiutasyon sayisi =

241 24
(24-6)! 18!

Sapkadan ¢ekecegim dort kisilik takimlarin ¢ogu ayni
kisilerden olusurdu, sadece farkli bir se¢im sirasinda olacak
sekilde. Sayet sira 6nemli olmasayd: (bu durum etkin bir
sekilde ayn1 takimi olugtururdu) Amy, Billy, Cara ve Dan’i
bu sirada segmek Dan, Cara, Billy ve sonra da Amy’yi se-
cerek olusturacagim takimla ayni olurdu. Dort kisiyi 4 x 3
x 2 x 1 = 4! kadar farkh bi¢imde diizenleyebilirim. Boylece
olas1 kombinasyon sayisini elde etmek iizere permiitasyon
sayisint buna bélmem gerekir:

= 96909120

olasi takim sayis1 =

24!
kombi = ———=10626
ombinasyon sayis1 o1l

Yine genel kural olarak sayet 7 tane sey i¢inden siranin
6nemli olmadig1 bir durumda 4 tane sey segiyorsaniz:

!
(n—k)!A!

Eger siranin 6nemli olmadig: alt: kisilik bir takim seci-
yor olsaydim, o zaman sdyle olurdu:

kombinasyon sayis1 =

24! 24!
olasi takim sayis1 = 46n6 - 1816 = 134596
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Bir Nefeste Matematik

Sayet yukarida olup biteni dikkatlice izlediyseniz, kom-
binasyon kilitlerinin yanlis adlandirildigini fark edeceksiniz.
Siralama 6nemli oldugu i¢in aslinda teknik olarak permitas-
yon kilitleri biciminde isimlendirilmesi gerekirdi.

Permiitasyonlar ile kombinasyonlar olasilik problemlerini
¢6zmemize yardimer olurlar. Birlesik Krallik milli piyangosu
birden kirk ikiye kadar sayilar i¢cinden alt1 sayiyr se¢menizi
talep ediyor. Biiytik ikramiyeyi kazanmak i¢in rasgele ¢ekilen
alt1 sayiy1 tutturmaniz gerekiyor. Siralama piyangoda 6nemli
degildir bu yiizden anahtar kombinasyonlardur:

Olast alt1 say1 49! 49!
kombinasyonun = - - ;

say1si (49-6)!16!  43l6!

= 13983816

Yani ortada 14 milyonun hemen altinda olasi kombinas-
yon bulunmaktadir. Bu da biyik ikramiyeyi kazanma sansi-
nizin 14 milyonda bir oldugu anlamina gelir. Pek o kadar da

biytik degil yani!
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27. Bolum

NISPI FREKANS

Onceki 6rneklerde olasi sonuglarin toplam sayisini ve
béylece de olasiliklarimizi sadece teori kullanarak hesapla-
yabiliyorduk. Bununla birlikte bircok kosulda bunu yapmak
miimkiin degildir. Sayet bana bugiin bir fincan kahve igme
olasiligimin ne oldugunu sorsaydiniz, bunun oldukgea yiiksek
oldugunu soyler hatta size bir rakam bile verebilirdim. Ancak
once biraz veri toplamadan matematiksel olarak bunu hesap-
layamazdim.

Haftalik bir kahve giinligi tutabilir ve bunu da bir ola-
silik hesaplamak tzere kullanabilirim. Diyelim ki ilk hafta
boyunca yedi giiniin besinde kahve i¢tim. O halde bu kanita
dayanarak herhangi bir giinde kahve igme olasthigimin < ol-
dugunu soyleyebilirdim. Teorik olarak elde edilmis bir ola-
stlik olmadig: i¢in matematikgiler buna nispi frekans ismini
vermektedir. Herhangi bir giinde kahve i¢memin bagimsiz
oldugunu, yani eger bir giin 6nce kahve igmigsem o giin kah-
ve icmemin neredeyse olast olmadigini varsaymam gerekir.

Ertesi hafta her giin kahve iciyorum. Ve nispi frekansim
artik:
5+7 12

6
ispi frek _ _ o
nispi1 frekans 77 14 7

Daha fazla zaman gectikce nispi frekans daha dogru bir
sekilde herhangi bir giinde kahve icecegime dair olasilig1
temsil etmektedir.
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Bir Nefeste Matematik

Peki bu ne ige yarayacak? Aslinda bahisciler bahis oranla-
rin1 belirleyip bahis oynayanlar da bahislerini oynadiklarinda
genellikle kararlari icin yakin gegmisteki performanslarini
gozden gegirecektir. Sigorta sirketleri de musterilerini sigor-
talama riskini ortaya ¢ikarip buna uygun sigorta primlerini
belirlemek adina onlar1 siniflandirmak i¢in benzer bir iglemi
kullanirlar. Hasarsizlik indiriminin ardinda yatan digtince ise
ne kadar uzun siire tazminat talebinde bulunmazsaniz taz-
minat talebinde bulunmaniza dair nispi frekansin bir o kadar
diismesidir. Béylece sigortact tizerine daha az risk yiklemis
olursunuz ve size sunacaklar: prim miktar: da diger.

Olasilik Yanilgilari

Sayet yaz1 tura atmig olsam ve arka arkaya sekiz kez tura
gelseydi muhtemelen ¢ogu kisi evrenin dengesinin bir sekilde
bozulmus oldugunu distintrdi ve sonug olarak da tura gelme
olasihiginin daha yiiksek olduguna inanmaya baglardi. Ancak
aslinda tura gelme sans: hala %50'dir. Her ne kadar arka arka-
ya sekiz kez tura gelmesi ihtimal dig1 olsa da (yaklasik olarak
%0,4) sekiz kez yazi tura atmanin diger herhangi bir kombi-
nasyonu ile ayni olasiliga sahiptir.

Bu hata kumarbaz yanilgis: olarak bilinir. Monte Carlo
kumarhanesinde 1913 yilinda ¢ok meshur bir olay gercek-
lesti. Rulet tekerleklerinden biri tamamen sans eseri yirmi ti¢
kez arka arkaya siyah tizerinde durdu. Bu olay gerceklesirken
haber ¢abucak yayild: ve insanlar ¢ok biyiik meblaglarda pa-
ray1 bunun gergeklesme sansinin daha yitksek olduguna ina-
narak bir sonraki turda kirmiziya yatirdilar.

Bazi insanlar ¢ocuk sahibi olurken ayni hatay: yaparlar;
birkag tane ogullar: varsa bu sefer kiz olacagini ya da tam tersi
disiinerek yeniden ¢ocuk sahibi olurlar.
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Olasilik

Sawvcr yanilgist ise bir davada iddia edilen olayin gercekles-
me olasiliginin samgin uygun gorildagi sekilde suglu ya da
sugsuz olma olasilig ile ayni olduguna dair yanhs inamstir.
Sally Clark (1964-2007), iki ¢ocugunu 6ldirmekten dolay:
hiikiim giymis bir Ingiliz kadindi. Aslinda ¢ocuklarin ikisi
de ani bebek 6limi sendromundan (SIDS sendromu) 61-
mustii. SIDS 6limlerinin birbirinden bagimsiz olduklar: farz
edilerek bu olayin gergeklesme ihtimali yanhs bir sekilde 73
milyonda bir olarak hesaplanmisti. Aslinda bu kardegler i¢in
distintlemezdi ¢iinkii bu durumun altinda yatan genetik bir
durum da olabilirdi. Beraat edene dek cezasinin ¢ yilini ge-
¢irmigti ve benzer bircok dava yeniden gbzden geg¢irildi.

Aslinda istatistikleri yanls hesaplamak ¢ok ciddi sonugla-
ra neden olabilir.
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SON SOZ

Sayet buraya kadar bu kitabi okuduysaniz alti gesitten
olusan muazzam bir ziyafet ¢cekmigsiniz demektir. Umarim
bu ziyafet matematigin aslinda her seviyeden insanlar i¢in
kolaylikla anlagilir bir sey oldugunu fark etmenizi saglamistur.

Eger ok istekliyseniz daha ileri diizeyde incelemek
icin kullanabileceginiz ¢ok fazla sayida ders kitabi mevcut.
Ayrica internet bir¢ok harika tcretsiz kaynakla dolu. Eger
matematigin arka plam1 hakkinda bilgi edinmek adina
matematik bilginizi daha fazla zorlamak istemiyorsaniz
kiitiphaneniz, kitap¢iniz ya da arama motorunuz sizi dogru
yola yonlendirecektir.

Bu ufak lokmalar halindeki yemek hogunuza gittiyse litfen
matematigi dizenli diyetinize ekleyin. Matematik gercekten
diinyanin dénmesini saglar ve matematik konusunda ne
kadar kiltirli olursak diinyamizi da o kadar iyi bir hale
getirebiliriz.

Kitabin baglarinda matematiksel kayginin bulagica
oldugundan bahsetmistim. Ayni sey matematiksel anlamda
given icin de gecerlidir. Eger bu konuda giiveniniz biraz
olsun yerine geldiyse, bunu etrafinizdakilerle paylagin ve
matematifi anlama yetilerinin okuyup O6grenmeye vakit
ayirdiklarinda gelisebilecegini 6grenmelerini saglayin.

Bu kitapla sinirli kalmayip yolculugunuza devam edin ve
orada bir yerde sizi bekleyen leziz matematik tatlisini kesfedin.
Hatta bir matematik gurmesi olun. Bir yemegi pisirenlerin
becerisini takdir etmek ve tabaginiza konulan seyin hazzina
varmak icin tam olarak nasil pisirildigini anlamaniza gerek

yok.

Afiyet olsun!
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