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ASK VE MATEMATIK iCIN OVGULER

“[Frenkel’in] anilarini igeren bu kitap ... ii¢ seydir: Matematige platonik
bir agk mektubu; meslekten olmayanlara matematigin ilerlemekte olan en
muhtegem oyunu hakkinda bir fikir verme girisimi; yazarin kendisinin bu
oyunda nasil bag aktor oldugunun ilham verici ve eglenceli bir otobiyografisi.
Matematigin insan aklini agan bir gergeklige sahip oldugu goriisiine,
uygulayicilan, 6zellikle de Frenkel, Langlands, Sir Roger Penrose ve Kurt
Gaodel gibi bityiik uygulayicilar arasinda yaygin olarak rastlanir. A5k ve
Matematik tuhaf oriintiilerin ve eglemelerin beklenmedik sekilde ortaya

cikis seklinden kaynaklanarak gizli ve gizemli bir seyin ipucunu verir.”
Jim Holt, The New York Review of Books

“Her sayfada, tipki Pasternak’in iinlii romanindan uyarlanan ve David
Lean’in yonettigi filmde Omer Serif’in canlandirdigi Doktor Jivago gibi, ak-
limin g6ziinii kitabin yazarinin Sibirya kiginin derinliklerinde, mum isiginda
yazarkenki kurgusal imgesini canlandirirken buldum. As% ve Matematik,
Edward Frenkel'in Lara siirleri... Biitiin biiyiik Rus romanlar igin gegerli
oldugu gibi, Frenkel'in hikdyesinde de bir kisinin sahsi ask ve giigliigiin
tistesinden gelme hikayesi ile hem toplumun derinliklerini gérmeye yardim
eden mercekler hem de insan aklini ag1a vuran bir ayna bulacaksiniz.”

Keith Devlin, Huffington Post

“Frenkel matematigin ‘evrenin akigini y6nettigini’ yaziyor. Miizik kadar
hos ve edebiyat kadar da entelektiiel mirasimizin pargasi. Bizi ¢ok azimi-
zin okulda kargilagtig1 ‘gizli’ diinyay: agiga ¢ikaran aragtirmasinda gezdi-
rerek merakimizi uyandirmaya ¢alistyor... Frenkel o diinyay: anlagilabilir
ve hatta giizel kilmay1 amaghyor.”

The New York Times Book Review

“Ask ve matematik kelimeleri genellikle bir solukta séylenmez. Ancak

matematik¢i Edward Frenkel bunu degistirme gérevini istleniyor...
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Berkeley’deki California Universitesi'nde kadrolu 6gretim gorevlisi olan
yazar, Ask ve Matematik isimli kitabinda okullarda matematigi 6gretmek
i¢in kullanilan geleneksel y6ntemin yaygin bir bilgisizlige yol agtigim
ve ekonomik durgunluktan bunun sorumlu olabilecegini ileri siiriiyor:..
Kitap onun kigisel hikdyesini anlatiyor ve Langlands Programi’ndaki
aragtirmasini ve siniflarda diizenli olarak 6gretilmeyen yeni matematik-
sel kesifleri tanimliyor.”

The Wall Street Journal

“[Frenkel'in] agr esitsizlikler kargisinda kazandig1 mesleki zaferin hikéyesi
oldukga tatmin edici... Ancak gengliginde karsilagtig1 darkafaliliga verdigi
gergek yanit, onun matematik tutkusunda, yani kitabin baghgindaki ‘agk’ta
yatiyor... Matematigin insanligin ortaklaga sahip oldugu bir sey oldugu-
na inanan Frenkel, her bir kavrami teorik olmayan terimlerle agiklarken
giindelik hayattan benzerlikleri gokga kullaniyor... Meslekten olmayan
okurlar, modern matematigin ne iizerine olduguna, onun ihtirasina, gii-
zelligine ve biiyiileme giiciine dair bir anlayig kazanacaklar.”

The New York Times

“Ask ve Matematik’te biri matematiksel ve digeri sahsi olmak tizere iki
biiyiileyici hikdye birbirinin igine ge¢mis... Frenkel okuru ... biiyiik bir
ustalikla mevcut anlayigimizin ok 6tesine gotiiriiyor. Matematigin gii-
zelligini herkes igin qinlgiplak gozler 6niine sermeye ¢alisiyor. ‘Bu diinya-
da bu kadar derin ve iistiin ve yine de herkesin erigebilecegi baska hi¢bir
sey yok, diyor.”

Nature

“Frenkel agk ve matematik i¢in kendi durumunu ortaya koyarken miithis
bir is ¢ikariyor. Tipk: Stephen Hawking’in Zamanin Kisa Tariki isimli
kitabinin kitlelere iistiin kozmoloji bilgisi kazandirdig: gibi, bu kitap sa-
yesinde matematikgi olmayan birgok insanin da matematige ilgi duyaca-

gim diigliniiyorum. Burada s6z konusu olan sadece diisiincenin netligi ya
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da yazma becerisi degil; her iki 6rnekte de, diinyadaki en iyi uygulayicilardan
biri derin fikirleri aktarmak igin kendisini kisisel olarak agiyor.”

‘ Wilmott
“Kismen 6vgii, kismen otobiyografi olan Ask ve Matematik, sayilarin giizel-
ligini herkesin gormesi i¢in ¢irilgiplak ortaya koymak igin gosterilen takdire
sayan bir ¢aligma.”

Scientific America

“Edward Frenkel, matematigin sir dolu ve sikici bir alan oldugu seklindeki
tiniine karg1 tutkulu bir 6rnek anlatiyor [ve] matematigin giizelligini ve an-
lamliligin1 savunuyor.”

N

Page-Turner blog, The New Yorker

“Frenkel, matematiksel kavramlarin platonik agkinlig1 izerine derin digtince-
lere dalarken teknik ayrintilari minimuma indiriyor ve onlarin fiziksel olgulan
agiklamadaki gizemli faydasini 6viiyor. Frenkel'in kutladig: matematik, ders
kitaplarindaki kuru formiillerden ibaret olmayip 6zgiirliigii besliyor ve hatta
agkin 6ziinii damitiyor. Nefes kesen bir entelektiiel ve kisisel yolculuk.”

Booklist

“Biiyiileyici... [Frenkel] benzerlikleri kullanarak, simetri, boyut ve Riemann
yizeyleri gibi kavramlar: matematik¢i olmayanlarin da anlayacag: sekilde
tanimliyor. Okurlar matematige agik olsa da olmasa da, Frenkel’in konuya
duydugu ask: yakalayacaklar. Matematik canavarlarn olsun olmasin, konuyla
ilgilenmeye meyli olan biitiin okurlara tavsiye edilir.”

Library Journal

“Frenkel kararlilik, tutku ve Langlands Programu ile ilgili otobiyografik
hikéyesinde saf entelektiiel kesfin verdigi hazzi ortaya koyuyor... Frenkel'in gus-
tosu, sanki ‘nihai resmin neye benzeyecegini kimsenin bilmedigi dev yapboz'mus
gibi matematigin en derin gergekliklerinin pesinde olan okurlan gekecek.”
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“Yazarin hayatina ve ¢aligmasina atilan biiyiileyici bir bakis.”

Kirkus Review

“Edward Frenkel’in siiriikleyici yeni kitab, eski bir matematik korkag1 olan ben-
denizin nefret ettigimi sandigim konuya bayilmama neden oldu. Matematige duy-
dugu tutku ve taparcasina sevgi o kadar bulagict ki, hem konu hem de Frenkel’in
dikkat gekici yolculugu sizi siiriikleyecek. SSCB, Yahudi soyadindan dolay:
ona iiniversitelerin kapisini kapamaya ¢aligtiginda, siniflara gizlice girmek igin
6 metrelik gitleri kelimenin tam anlamiyla tirmanarak ¢ikt1. Daha 21 yagina
gelmeden, Harvard’dan aldig: 6gretmenlik daveti mektubu Yukio Mishima'ya
saygisini gostermek igin Rizes of Love and Math adini verdigi erotik bir film yazip
oynadig: bir kariyerin baglangici oldu. Frenkel’in karizmasi inkar edilemez. G.
H. Hardy'nin Mathematicians’s Apology (Bir Matematik¢inin Savunmast) isimli
kitabindan beri, alanin en ince zekalarindan biri bu yanlis anlagilan sorgulama
alaninin metafizik giizelligini acik bir sekilde anlatmamugti. Bu kitap sadece
bir konu tizerine yazilmus bir agk sarkis1 ve egitim reformu igin bir savas q1ighig:
olmakla kalmiyor, ayn1 zamanda en tazesinden bir edebi haz da veriyor.”

Mary Karr, The Liars’ Club, Cherry ve Lit kitaplarinin yazar:.

“Ask ve Matematik = hizli bir macera hikéyesi + samimi biyografi + modern
matematigin merkezindeki Resit Tagi’'nin sifresini ¢6zme arayiginin igeriden
aktarimu. Biitiin bunlar birlegerek heyecan verici entelektiiel bir gezinti ve sa-
strtict bir tutkunun hikayesini ortaya koyuyor.”

Steven Strogatz, The Joy of x’in yazar1 ve Uygulamali Matematik Profesérii,

Cornell Universitesi

“Daha 6nce hig agk ve matematik kelimelerini bir arada kullandim mi, bilmi-
yorum ama bu kitap bu durumu degistirdi. Edward Frenkel, sayilarin nesnel
giizelligi hakkinda yaziyor. Tipki miizik notalar1 gibi, aklimizdan bagimsiz
olarak varlar ve bizi derinliklerini 6l¢meye ve onlar1 bizim hikayemizi aktaran
stir dolu anlatilarda bir araya toplamaya cesaretlendiriyorlar. Bu kitab: okur-
ken, insan her seyi birakip matematige bir ans daha vermeye, gizemin doruk

noktasina katilmaya zorlaniyor.”
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“Modern matematigin en heyecan verici fikirlerinden bazilarinin tutkuyla ya-
z1lmig ve okumaya deger anlatisini, giizelligin merakli sevdalilar olan herkese
siddetle tavsiye ediyorum.”

David Gross, Fizik dalinda Nobel Odiilii sahibi

“Bir matematik¢inin miicadelelerinin, hazlarinin ve tutkularinin miithig ve
dikkat gekici bir anlatimi. Frenkel’in matematik alaninda biiyiik amaglara
katkida bulunmak i¢in Moskova’daki ilk okul yillarinda kétii anti-Semitizmin
iistesinden nasil geldigine iligkin bu heyecan verici anlatida, yazar annesinin
borg gorbast tarifi (kuantum dualitesinin lezzetini agiklamak i¢in) ve hayali
senaryolar (Langlands Programr’na dair ipuglan vermek i¢in) gibi gesitli sey-
leri gagrigtirarak matematik fikirlerinin renklerini bizim i¢in parlak yapiyor.”

Barry Mazur, Imagining Numbers isimli kitabin yazari ve

Universite Profesorii, Harvard Universitesi

“Edward Frenkel i¢in matematik hakkinda o erotik filmi yapan o matematik-
¢i diye diiglinebilirsiniz ama aslinda onu endigelerinizin igyiiziini gormenize
ve diinyay1 daha derinden algilamaniza yardim edecek adam olarak bilmeniz
gerek. Ask ve Matematik, bir otobiyografi, 6nceden korku duyulan matematigi
anlamaniz igin bir kap1 ve bu dénemde insanligin belli bagli yaratic1 projelerin-
den biri olan Langlands Programr’nin ilk popiiler anlatisi. Bu kitap, gergekligi
her seviyede miimkiin oldugunca temel olarak bilmek hakkinda.”

Jaro Lanier, YouAre Not a Gadget ve Who Owns the Future?

kitaplarinin yazari

“Matematik¢i Edward Frenkel, bu biiyiileyici otobiyografi araciligiyla bityiik
Langlands Programr’na bir pencere agiyor; bu matematigin ve fizigin birgok
brangini birbirine baglayan gok kapsamli bir ag. Modern matematigin nefes
kesici bir gériintiisi.”

Mario Livio, astrofizik¢i ve The Golden Ratio ve Brilliant Blunders

kitaplarini yazan
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Edward Frenkel

Edward Frenkel, matematik profesoriidiir. Harvard Universitesi'nde 6gretim
gorevlisi olarak ¢alisuktan sonra 1997 yilinda Berkeley'deki California
Oniversitesi'ne gegti ve halen orada gorev yapmaktadir. American Academy
of Arts and Science iiyesi, Council of American Mathematical Society’'nin iiyesi
ve matematik fizik dalinda Hermann Weyl Odiilii sahibi. Frenkel iig kitap ve
akademik dergilerde yayinlanmig seksen akademik makale yazdi. Diinyanin
¢esitli yerlerinde aligmalan tizerine konugmalar yapu. YouTube'da yayinlanan
videolan ii¢ milyondan fazla goriintiilendi.

Frenkel’in son kitabi Ask ve Matematik New York Timesta ¢ok satanlar
listesinde yer ald1, 2013 yilinda hem Amazon hem de iBooks tarafindan En
lyi Kitaplardan biri olarak segildi ve Mathematical Association of America
trafindan Euler Book Prize ddiiliine layik goriildii. Frenkel ayni zamanda
vapimci ve ydnetmenlerinden biri oldugu Rites of Love and Math (2010) isimli

filmde bagrolde yer alds.
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Onsoz

Etrafimizda bir yerlerde sakli duran bir diinya var. Bizim diinyamiz-
la kanigik bigimde ig ige gegmis, giizellik ve zarafetin gizli paralel
evreni. Iste bu, matematigin diinyasidir ve gofumuz onu géremez.
Elinizdeki kitap, bu diinyay: kesfetmek igin bir ¢agridur.

Bir paradoksa deginmek istiyorum: Bir agidan baktigimizda,
matematik giindelik hayatimizin igine iglemistir. Her ¢evrim igi
satin alma iglemi yaptigimizda, bir metin mesaj: yolladigimizda,
internette arama yaptigimizda veya bir GPS cihazi kullandigimiz-
da, matematiksel formiiller ve algoritmalar devreye girer. Ote yan-
dan, ¢ogu insanin matematikten goézii korkar. Sair Hans Magnus
Enzensberger’in kelimeleriyle, “kiiltiiriimiizde bir kor nokta; sa-
dece elit, segilmis dar bir kesimin i¢inde kendilerini emniyete al-
may1 becerdigi yabanci bir alan” olmugtur. $aire gore, “bir roman
okumanin, bir resme bakmanin veya bir film izlemenin kendisi
i¢in dayanilmaz bir eziyet oldugunu siddetle savunan bir insanla
kargilagma” olasihigimiz epey diigiiktlir ama “duyarli ve egitimli
insanlar karg1 koyma ve gururu ilging bir bigimde harmanlayarak”
matematigin “kendilerini biktiran, tam bir igkence” ya da “kabus”
oldugunu siklikla ifade eder.

Boyle bir anormallik nasi1l miimkiin olabilir? Ben iki ana sebep
goriiyorum. Birincisi, matematik diger alanlardan daha soyut ve
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16 ASK VE MATEMATIK

dolayisiyla digerleri kadar erisilebilir degil. Ikincisi, okulda 6gren-
diklerimizin ¢ogu, bin yildan fazla bir siire 6nce bulunmus olup,
matematigin sadece ¢ok kiigiik bir kismini olugturuyor. O giinden
bu giine matematik oldukga ilerledi ama modern matematigin ha-
zineleri gogumuzdan saklaniyor.

Okulda, sadece ¢it boyamanin 6gretildigi bir “sanat dersi” almig
olsaydiniz ne olurdu? Leonardo da Vinci ya da Picasso’nun resimleri
size hig gosterilmeseydi? Bu gekilde, sanatin kiymetini bilebilir miy-
diniz? Daha fazlasin1 6grenmek ister miydiniz? Pek zannetmiyorum.
Muhtemelen goyle derdiniz: “Okulda sanat 6grenmek benim igin
tam bir zaman israfiydi. Eger ¢it boyamaya ihtiyacim olursa bunu
yapacak birilerini tutardim.” Pek tabii ki bu biraz komik goriiniiyor
ama matematik boyle 6gretiliyor ve ¢ogumuzun géziinde boyanin
kurumasini izlemekle ayni sey oluyor. Biiyiik ustalarin resimlerine
ulagmak kolay ama biiyiik ustalarin matematigi hala kilit altinda.

Bununla birlikte, biiyiileyici olan sadece matematigin estetik gii-
zelligi degil. Galileo’nun tnli s6zinde belirttigi dzere, “Doganin
kanunlar1 matematigin dilinde yazilmigtir.” Matematik, gercekligi
tanimlamanin ve diinyanin nasil igledigini anlamanin bir yoludur
ve gergegin altin standard: haline gelmis evrensel bir dildir. Bilim
ve teknolojinin giderek daha fazla y6n verdigi diinyamizda mate-
matik; giiclin, zenginligin ve ilerlemenin her zamankinden daha
biiyiik bir kaynag: héline geliyor. Dolayistyla bu yeni dili akici bi-
¢imde konugabilenler ilerlemenin zirvesine erigecekler.

Matematige dair en biiyiik yanls anlamalardan biri, onun sadece
bir “alet takimi” olarak kullanilabilecegidir: S6z gelimi biyologlar,
bir alan ¢aligmasi yaparak veri toplarlar ve bu veriye uygun bir ma-
tematiksel model kurmaya galigirlar (bazen de bir matematikgiden
yardim alirlar). Bu, 6nemli bir ¢aligma gekli olmakla birlikte, ma-
tematik bize (o daha fazlasini sunar: Bagka tiirlii yapamayacagimiz,
¢igir agan, ezber bozan atilimlar yapmamizi saglar. Ornegin, Albert

Einstein yer¢ekiminin iginde bulundugumuz uzaymn biikilmesine
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ONSOZ 17

yol agtigini anladiginda, herhangi bir veriyi denklemlere oturt-
maya ¢aligmiyordu. Aslina bakarsaniz boyle bir veri de yoktu. O
dénemde, uzayin bitkiilmis oldugunu kimse hayal dahi edemezdi;
herkes diinyamizin diiz oldugunu “biliyordu”! Fakat Einstein, ge-
ligtirdigi 6zel gorelilik teorisini yer¢ekimi ve ivmenin ayni etkiye
sahip oldugu y6niindeki i¢goriisi ile birlikte, eylemli (non-inertial)
sistemlere genelleyebilmenin tek yolunun bu oldugunu fark etmigti.
Bu, matematik dleminde yapilan ist diizey bir entelektiiel egzersiz-
di ve Einstein burada, matematik¢i Bernhard Riemann’in kendi-
sinden elli y1l 6nce yapmig oldugu bir ¢aligmaya dayanarak hareket
etmisti. Insan beyni, ikiden fazla boyuta sahip biikiimlii uzaylar:
aklinda canlandirmasi miimkiin olmayacak bi¢cimde donatilmigtur;
onlara erigmenin tek yolu matematiktir. Ve bilin bakalim ne oldu?
Einstein hakli ¢ikti: Evrenimiz bikimlidiir ve dahas: genisliyor.
Iste matematigin bahsettigim giicii budur!

Sadece fizikte degil, diger alanlarda da bunun gibi bir¢ok 6rnek
bulunabilir (bunlarin bir kismina ileride deginecegiz). Tarih, bi-
lim ve teknolojinin matematiksel fikirler tarafindan, gittikge artan
bir tempo ile donistirildigini gosteriyor; baglangigta soyut ve
ezoterik goriinen matematiksel teoriler bile, zamanla uygulama-
lar i¢in olmazsa olmaz hile geliyor. Baglangigta yaptig1 ¢aligmalar
matematige dayanmayan Charles Darwin, daha sonra otobiyog-
rafisinde gunlar1 yazmugt: “Matematigin en azindan biyiik 6ncii
ilkelerini anlayacak kadar lizerine diigmedigim igin oldukga pig-
manim ¢linkd bu donanima sahip olanlar, fazladan bir duyuya sa-
hip goriiniiyorlar.” Bu s6zleri, matematigin devasa potansiyelinden
faydalanmak isteyen gelecek nesillere 6ngoriisi yiksek bir tavsiye
olarak sunabilirim.

Cocuklugumda, matematigin sakli diinyasinin ayirdinda degil-
dim. Cogu kisi gibi matematigin modas: gegmis ve sikici bir konu
oldugunu digiiniyordum. Ancak sansliydim: Lise son siniftayken,
matematigin biiyilii diinyasini bana gésteren profesyonel bir ma-
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18 ASKVE MATEMATIK

tematikgi ile tanigtim. Matematigin tipki siir, sanat ve miizik gibi,
zarafet ve giizelligin yan: sira sonsuz olasiliklar barindirdigini da
ogrendim.

Sevgili okur, 6gretmenlerimin ve akil hocalarimin benim' igin
yaptiklarini bu kitap araciligiyla ben de sizin i¢in yapmak istiyorum:
“Matematik” ve “agk” sozciiklerini ayn1 ciimle iginde hi¢ kullan-
mamug olsaniz dahi matematigin gliciini ve giizelligini giin ytiziine
¢ikarmak ve o biyild diinyaya benim girdigim yoldan girmenizi
saglamak. Matematik, tipki bana oldugu gibi sizin de teninize ig-

leyecek ve diinyaya bir daha asla eskisi gibi bakmayacaksiniz.

* %k k

Matematiksel bilgi birikimi, diger tiim bilgi birikimlerinden fark-
lidir. Fiziksel diinya algimiz her zaman bozulabilir ama matema-
tiksel dogrulara iligkin algimiz bozulmaz. Bunlar, nesnel, kalic1 ve
gerekli dogrulardir. Bir matematiksel formiil ya da teorem, herkes
i¢in her yerde ayn1 anlami tagir —cinsiyet, din veya ten renginden
bagimsizdir; bugiinden binlerce yil sonra da herkes i¢in ayni1 anla-
mi tagiyacak. Isin giizel yans, hepsinin de sahibi biziz. Kimse bir
matematiksel formiliin patentini alamaz; onlar, paylagmak tizere
hepimizindir. Bu diinyada bu kadar derinlikli ve mitkemmel olup,
yine de hepimizin ulagabildigi bagka bir sey yok. Béyle bir birikimin
var olduguna inanmak ¢ok giic. “Seckin bir azinlia” verilemeyecek
kadar degerli. O, hepimize ait.

Matematigin temel iglevlerinden biri, bilginin diizenlenmesidir.
Van Gogh’un fir¢a darbelerini 6nemsiz lekeler olmaktan ayiran da
budur. 3-boyutlu baskinin gelmesiyle, aligageldigimiz gergeklik ra-
dikal bir doniigiim yagiyor: Her ey, fiziksel nesnelerin diinyasindan
bilgi ve veri diinyasina taginiyor. Yakinda 3-boyutlu yazicilar: kul-
lanarak, tipki bir PDF dosyasini kitaba ya da MP3 dosyasini miizik
pargasina donigtirebildigimiz gibi, bilgiyi de maddeye donistiire-

bilecegiz. Buyeni cesur diinyada, matematik daha da merkezi bir rol
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oynayacak: Bilgiyi diizenleyip siralamanin yolu ve bilginin fiziksel
gerceklige dontigiimiind kolaylagtirma araci olacak.

Bu kitapta sizlere son elli yil igerisinde matematik alaninda or-
taya ¢ikmig en biyik fikirlerden birini anlatacagim: Cogu kisi
tarafindan matematigin Biyik Birlesik Teorisi (Grand Unified
Theory-GUT) olarak goriilen Langlands Programi. Bu harikulade
teori, ilk bakigta birbirlerine 151k y1l1 kadar uzakta duran cebir, geo-
metri, sayilar teorisi, analiz ve kuantum fizigi gibi farkli matematik
alanlar1 arasinda cezbedici baglantilardan olugan bir ag kurar. Bu
alanlar1 matematigin gizli diinyasindaki kitalar olarak digtiniirsek
Langlands Programi, bunlarin birinden digerine anlik gegisler ya-
pip geri donmemizi saglayan nihai iginlama cihazidur.

1960’larin sonuna dogru Robert Langlands (kendisi bugiin
Princeton Ileri Aragtirmalar Enstitiisi’nde Albert Einstein’in ofi-
sinde oturan matematik¢idir) tarafindan ortaya atilan Langlands
Programi, ¢1gir agan bir matamatiksel simetri teorisi tizerine ku-
ruludur. Programin temelleri iki ytizyil 6nce, bir Fransiz dihi ta-
rafindan, heniiz yirmi yaginda bir dielloda 6ldiiriilmeden hemen
once atilmigti. Daha sonra, sadece Fermat'nin Son Teoremi'ni is-
patlamasina yol agmakla kalmayip, sayilar ve denklemler hakkin-
daki digiince seklimizde de devrim yaratan bir diger miithis bulug
tarafindan zenginlestirildi. Bir diger etkili i¢cgéri de, matemati-
gin kendi Resid Tasi'na sahip oldugu ve birgok gizemli benzetim
ve metaforu da binyesinde barindirdig: seklindedir. Langlands
Programr’nin ortaya koydugu fikirler, bu benzetimleri matemati-
gin biytli diyarindaki dereler gibi takip edip, goriintgteki kaos-
tan diizen ve uyum yaratarak geometrinin ve kuantum fiziginin
alanlarina tagt1.

Size tlim bunlar1 matematigin ¢ok nadiren gordiigiimiiz yonlerini
gostermek icin anlatmak istiyorum: ilham, derin fikirler, sagirtica
agimlamalar. Matematik, gelenekselin bariyerlerini kirmanin bir

yolu, dogruyu ararken sinirsiz hayalin bir ifadesidir. Sonsuzluk teo-
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risinin yaraticilarindan Georg Cantor goyle yazmigti: “Matematigin
0z, onun 6zgirliginde gizlidir.” Matematik bize gercekligi titiz-
likle analiz etmeyi, olgular: incelemeyi ve her nereye goriitiiriir-
lerse gotiirsiinler onlar: takip etmeyi 6gretir. Bizi dogmalardan ve
onyargilardan kurtarip, inovasyon kapasitesini besler. Dolayisiyla
konunun kendisini agan araglar sunar.

Bu araglarin iyilik ve kétiiliik i¢in kullanilabilir olmasi, bizi ma-
tematigin gercek diinyaya etkilerini hesaba katmaya zorlar. Ornegin,
global ekonomik krizin 6nemli nedenlerinden biri, yetersiz matema-
tiksel modellerin finansal piyasalarda yaygin olarak kullanilmastyd.
Karar vericilerin gogu, matematik alanindaki cahillikleri ytiziinden
bu modelleri tam manasiyla anlayamamig olmalarina ragmen, s6z
konusu uygulamalar: tiim sistemi yikana kadar agg6zli bir bigim-
de kullandular. Bilgiye erisimin asimetrik olmasinin avantajlarini
adil olmayan bir bi¢imde kullaniyor ve kimsenin yaptiklar: blofi
anlamamasini umuyorlards, ¢linki diger insanlar bu modellerin ige
yarayip yaramadigini sorgulamiyordu. Eger daha ¢ok sayida insan
bu modellerin nasil igledigini ve sistemin gergekte nasil ¢caligtigin
anlamig olsayd: belki de bu kadar uzun siire kandirilmazdik.

Bir 6rnek daha verebilirim: 1996 yilinda, ABD hiikiimeti tara-
findan gérevlendirilen bir komisyon gizlice topland: ve vergi ara-
liklarini, Sosyal Givenligi, saglik sigortasini ve diger endekslenmis
6demeleri belirleyen enflasyon 6lgiitii olan Tiiketici Fiyat Indeksi
formilini degistirdi. On milyonlarca Amerikali bundan etkilendi
ama yeni formiil ve doguracag sonuglar kamuoyunda ¢ok az tarti-
stld1. Son dénemlerde de bu gizemli formiilden ABD ekonomisinin
arka kapist olarak faydalanmak igin bir girisimde daha bulunuldu.!

Matematik bilgisi yliksek olan bir toplumda bu tiir karanlik oda
tezgahlari ¢ok daha az olacaktir. Matematik, titizlik ve entelektii-
el diristligiin toplaminin olgular: esas alma ile ¢arpimina esittir.
Matematigin gittikce daha fazla yon verdigi bir diinyada, hepimizin

glicli azinligin rastgele kararlarindan bizi koruyacak matematiksel
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bilgi birikimine ve araglara erigebilir olmas: gerekir. Matematigin
olmadig1 yerde 6zgiirlik yoktur.

* %k %k

Matematik de tipk: sanat, edebiyat ve miizik gibi kiiltiirel mira-
simizin bir pargasidir. Insan olarak yeni bir seyler kesfetmek, yeni
anlamlara ulagmak, evreni ve bizlerin i¢indeki yerini daha iyi an-
lamak i¢in aglik duyuyoruz ama ne yazik ki Columbus gibi yeni bir
kita kegfetme ya da Ay’a ilk adim atan kigi olma sansimiz yok. Peki,
ya size diinyanin harikalarini kegfetmek i¢in okyanus gegmenize
ya da uzaya ugmaniza gerek olmadigini séylesem? Iste buradalar,
mevcut gergekligimiz ile ig ige gegmis haldeler. Bir anlamda i¢imiz-
deler. Matematik, evrenin akigina yon veriyor, egriler ve sekillerin
ardina gizleniyor, minik atomlardan en biiyiik y1ldizlara kadar her
seyin dizginlerini elinde tutuyor.

Elinizdeki kitap bu zengin ve biiyiileyici diinyaya bir davet-
tir. Kitabs, herhangi bir matematik altyapisi bulunmayan okurlar
i¢in yazdim. Matematigin zor oldugunu ve onu anlamayacagi-
miz1 digiiniiyorsaniz, ondan korkuyor fakat 6te yandan bilmeye
deger bir sey igerip icermedigini de merak ediyorsaniz bu kitap
tam size gore.

Matematigin 6nemini anlamak igin yillarca ¢aligilmas: gereki-
vormus gibi yaygin bir yanlig anlama s6z konusu. Hatta bazilari, s6z
konusu matematik olunca gogu insanin dogugtan gelen bir 6grenme
zorlugu yagadigini digiiniyor. Buna katilmiyorum: Birgogumuz
giines sistemi, atomlar ve temel pargaciklar, DNAn1n ikili sarmali
gibi kavramlari ve ¢ok daha fazlasini fizik ya da biyoloji dersi al-
madan duymus ve bu konular hakkinda en azindan temel bir fikir
cdinmi§izair. Bu karmagik fikirlerin, kiiltlirimiiziin ve ortak bi-
lincimizin bir pargas: haline gelmis olmasina da kimse gagirmaz.
Benzer sekilde, eger dogru bigimde agiklanirsa, matematigin temel

kavramlarini ve fikirlerini de herkes kavrayabilir. Bunun igin yil-

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



22 ASK VE MATEMATIK

larca matematik ¢aligmaya gerek yok; ¢cogu durumda, istedigimiz
noktaya dogrudan gidip ara adimlar: atlayabiliriz.

Karg1 kargtya oldugumuz problem gu: Diinya genellikle gezegen-
ler, atomlar ve DNA hakkinda konugurken, ise bakin ki kims%, 2ile
2’nin her zaman 4 etmedigi yeni sayisal sistemler ve Riemann yi-
zeyleri gibi glizel geometrik gekiller ile simetri gruplar1 gibi modern
matematigin cezbedici fikirlerinden bahsetmiyor. Bu, size siirekli
kiigiik bir kedi gosterip, kaplanin da buna benzer bir sey oldugunu
soylemek gibi. Oysa aslinda kaplan, tamamen farkl: bir hayvandr.
Size onu tiim ihtigamiyla gosterecegim ve William Blake’in muh-
tesem bigimde ifade ettigi gibi, onun o “korkung simetrisi’nin kry-
metini ¢ok iyi anlayabileceksiniz.

Beni yanlig anlamayin, bu kitabi okumak tek bagina sizi bir ma-
tematik¢i yapmayacak. Herkesin matematik¢i olmas: gerektigini de
savunmuyorum. Bunu gu gekilde digiinebilirsiniz: Az sayida akor
ogrenmek, birkag tane sarkiy: gitar ile gayet giizel calmanizi sagla-
yacaktir. Bu sizi diinyanin en iyi gitaristi yapmayacak ama hayati-
miz1 zenginlestirecektir. Bu kitapta modern matematigin daha 6nce
sizden gizlenen akorlarini gésterecegim ve size s6z veriyorum, bu
hayatiniz1 zenginlestirecek.

Ogretmenlerimden biri olan biiyiik insan Israel Gelfand soyle
derdi: “Insanlar matematigi anlamadiklarini diigiiniirler ama bu ta-
mamen matematigi onlara nasil anlattiginizla alakal bir durumdur.
Eger ayyagin birine 2/3 mii yoksa 3/5 mi biiyiik, diye sorarsaniz size
cevap veremeyecektir ama soruyu ‘3 kisiye 2 sige votka m1 yoksa 5
kisiye 3 sige vodka mi1?’ diye sorarsaniz dogru cevab soyleyecektir:
‘3 kisiye 2 sige votka, tabii ki.”

Amacim, bunu size anlayabileceginiz gekilde agiklamak.

Size ayrica, baskici bir rejim kargisinda matematigin 6zgurli-
gun ileri karakolu hiline geldigi, eski Sovyetler Birligi'nde yetisme
deneyimimden de bahsedecegim. Moskova Devlet Universitesine

girmeme, Sovyetler Birligi’'nin ayrimcilik politikalar: engel oldu.
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Kapilar ytiziime kapandi. Diglandim ama pes etmedim. Derslere
ve seminerlere katilmak igin, o iiniversiteye kagak gogek girecek-
tim. Matematik kitaplarini bazen gece yarilarina kadar bir bagima
okuyacaktim. Ancak sonunda sistemi hack’leyebildim. Benim 6n
kapidan girmeme izin vermediler; ugarak pencereden girdim. Eger
asiksaniz sizi kim durdurabilir?

Iki zeki matematikgi beni kanatlar: altina aldilar ve akil hocam
oldular. Onlarin rehberliginde, matematiksel aragtirma yapmaya
bagladim. Heniiz bir lisans 6grencisiydim ama bilinmeyenin si1-
nirlarini zorlamaya baglamigtim bile. Hayatimin en heyecan verici
dénemiydi ve tstelik ayrimci politikalarin Sovyetler Birligi'nde ma-
tematikgi olarak bir ige girmeme asla izin vermeyeceginden emin
olmama ragmen bunu yaptim.

Ama beni bekleyen bir siirpriz vardi: Matematik alanindaki ilk
makalelerim gizlice yurt digina ¢ikip, bilinir hale geldi ve yirmi bir
yaginda Harvard Universitesine misafir 6gretim gorevlisi olarak davet
edildim. Mucize eseri, tam o sirada Sovyetler Birligindeki perestroyka
demir perdeleri kaldird: ve vatandaglarin yurt digina ¢ikigina izin ve-
rildi. B6ylece ben, doktorasiz bir Harvard profesorii olarak, sistemi bir
kere daha hack’lemis oldum. Langlands Programs’nin sinirlar: iizerinde
aragtirma yapmama neden olan ve bu alanda son yirmi yilda kayde-
dilen en 6nemli ilerlemelere katkida bulunmamu saglayan akademik
yoluma devam ettim. Ilerleyen sayfalarda, zeki bilim adamlarinin elde

ettigi bulgulardan ve arka planda olup bitenlerden de bahsedecegim.

Bu kitap ayn1 zamanda agk hakkinda. Bir zamanlar “agkin formi-
lini” kesfeden matematikgi olma hayaline kapilmigtim ve bu hayal,
kitabin ilerleyen kisimlarinda anlatacagim Rites of Love and Math
filmi igin ilham kaynag: oldu. Filmi izler izlemez insanlar sunu
soruyor: “Askin formild gergekten var m1?”

Benim cevabim ise belli: “Kesfettigimiz her formiil, bir agk for-

miiliidiir”. Matematik, tim maddelerin kalbine giden; kiltiirler, ki-
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talar ve ylizyillar arasinda bizi birlestiren; zamandan bagimsiz derin
bilgi birikimi kaynagidir. Bu fikirlerin, formiillerin ve denklemle-
rin biyili giizelligini ve nefes kesen uyumunu hepimizin gorebil-
mesini, degerini anlamasini ve bunlar kargisinda gagirmasini hayal
ediyorum ¢iinkii bu sayede bu diinyaya ve birbirimize duydugumuz

agka ¢ok daha fazla anlam yiikleyecegiz.
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Okuma Kilavuzu

Bu kitapta, matematiksel kavramlari en temel ve sezgisel bigim-
de anlatmak i¢in elimden geleni yaptim. Yine de kitabin bazi bo-
limleri matematik agisindan biraz agir oldu (6zellikle Bolim 8, 14,
15 ve 17’nin bazi kisimlari). Ik okuyugta, kafa karistirict ve sikici
goriinen bu kisimlar1 atlamak gayet yerinde olabilir. Elde ettiginiz
yeni bilgi birikimiyle bu kisimlara sonradan geri dondiigiiniizde, bu
konulari takip etmek daha kolay olabilir. Bununla birlikte, bir son-
raki konuyu takip edebilmek igin bu genelde gerekli olmayacaktr.

Belki daha da onemlisi, eger bir sey net degilse kesinlikle sorun yok.
Matematikle ugragtigim siirenin ylizde 90inda ben bdyle hisse-
derim; diinyama hoggeldiniz! Bu karmaga hissi (hatta bazen hayal
kiriklig1), matematik¢i olmanin temel pargasidir. Bardagin dolu
tarafina bakalim: Eger igindeki her sey kiigiik bir ¢abayla anlag1la-
bilir olsayd1 hayat ne kadar da sikict olurdu! Matematigi bu kadar
heyecan verici kilan sey; bu karmaganin tstesinden gelmek, an-
lamak, bilinmeyeni gizleyen 6rtiiyl kaldirmak igin duydugumuz
arzudur. Bir seyi anladigimizda duydugumuz o gahsi zafer hissi,
her seye deger.

Bu kitapta, teknik ayrintilara degil, biiyiik resme ve matema-
tigin farkli kavramlari ile alanlari arasindaki mantikli baglantila-
ra odaklandim. Ayrintili degerlendirmeleri genellikle sonnotlara
sakladim,; referanslar1 ve okuma tavsiyelerini de bu kisma koydum.
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Ancak, sonnotlar kavrayiginizi gelistirebilecek olmakla beraber, en
azindan ilk okumada pek endige etmeden atlanabilirler.

Formiil kullanimin: en az diizeyde tutmaya ¢aligtim; miimkiin
olan her noktada s6zel ifadeleri tercih ettim. Karginiza ¢ikacak az
sayidaki formiili goniil rahatligiyla atlayabilirsiniz.

Matematiksel terminolojiye dair bir uyarida bulunmak istiyorum:
Bu kitab1 yazarken, matematikgilerin belirli bir gsekilde kullandig:
kimi terimlerin matematikg¢i olmayanlar i¢in tamamen farkl an-
lamlar tagiyabildigini sagirarak fark ettim. Bunlar, “esleme” (cor-
respondence), “gdsterim” (representation), “bilesim” (composition),
“ilmik” (loop), “manifold” (manifold) ve “teori” gibi terimler. Bu tiir
bir durum sezdigimde agiklamalara yer verdim. Ayrica, miimkiin
olan yerlerde, anlagilmas: gii¢ matematiksel terimlerin yerine daha
saydam anlam tagiyan terimler kullandim (6rnegin, “Langlands
eslemesi” yerine “Langlands bagintisi” ifadesini kullandim). Tam
olarak anlayamadiginiz kelimelerle kargilagtiginizda, Sézlik ve
Dizin kisimlarindan faydalanabilirsiniz.

Giincellemeler ve destekleyici materyallerin yani sira kitap hak-
kindaki gorigslerinizi benimle paylagmak amaciyla bana e-posta
gondermek igin, web sitemi ziyaret edebilirsiniz:
http://edwardfrenkel.com. (e-posta adresimi web sitesinde bulabi-

lirsiniz.) Gérugleriniz benim i¢in oldukg¢a degerli.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



1. Boluim:

Gizemli Yaratik

Matematikgi nasil olunur? Bunu bagarmanin birgok yolu var. Benim
nasil oldugumu size anlatayim.

Sasirabilirsiniz ama 6grenciyken matematikten nefret ediyor-
dum. “Nefret” ¢ok sert bir ifade olabilir, sevmiyordum diyelim.
Bana sikici geliyordu. Odevlerimi yapabiliyordum tabii ama neden
yaptigima bir tiirlii anlam veremiyordum. Sinifta ele alinan konular
bana faydasiz, alakasiz goriiniiyordu. Ilgimi geken alan ise fizikti;
ozellikle de kuantum fizigi. Bu konuda elime gegen tiim popiiler
fizik kitaplarini bir solukta bitiriyordum. Bu tiir kitaplarin kolay-
likla bulunabildigi Rusya’da biiyiidim ben.

Kuantum diinyas: beni biyiliiyordu. Antik ¢aglardan beri bi-
lim insanlar1 ve filozoflar evrenin temel yapisini tanimlamay1 hayal
etmigti; hatta bunlarin bir kismi, tiim maddelerin atom ismi ve-
rilen minik pargaciklardan olustugu hipotezini kurdu. Atomlarin
var oldugu yirminci ylizyilin baglarinda ispatlandi ama ayn1 dé-
nemlerde bilim insanlari, her bir atomun daha kiigiik pargaciklara
bolinebildigini de kesfetti. Her atomun ortasinda bir gekirdek ve
onun etrafinda dénen elektronlardan olustugu anlagildi. Cekirdegin
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kendisi ise agagidaki diyagramda gosterildigi iizere, proton ve not-
ronlardan olugur.}

6 proton
+6 notron

° elektron

° proton
° notron

Karbon atomu

Peki ama proton ve nétronlar neyin nesiydi? Okudugum popii-
ler bilim kitaplari, bunlarin “kuarklar” denen temel pargaciklardan
olustugunu soyliiyordu.

“Kuarklar” ismine ve 6zellikle de bu ismin ortaya ¢ikis sekline
bayiliyordum. Bu pargaciklar: kesfeden fizik¢i Murray Gell-Mann,
bu ismi James Joyce’un Finnegan’s Wake isimli kitabinda yer alan su

hiciv siirinden 6ding ald::

Kral Mark’in ii¢ kuark:!

Elbette yoktu pek gemisi

Ve sahip olduklarinin elbette yok konumuzla bir
ilgisi.

Bir fizikginin, bir pargaciga isim verirken bir romandan esin-
lenmesinin gergekten havali oldugunu digindiim; 6zellikle de,
Finnegan’s Wake gibi anlagilmasi zor ve ¢ok 6nemli bir romandan
esinlenmesi. On ig yaginda filan olmaliyim ama bilim insanlarinin
caligtiklar: konularin derinliklerine inerek, sanat ve begeri bilimler

gibi hayatin diger alanlarindan kopmus, miinzevi ve tarifizor canli-
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lar olduklarini daha o0 zamandan biliyordum. Ben ise dyle degildim.
Birgok arkadagim vardi, okumay: seviyordum ve bilimin yan: sira
birgok bagka seyle de ilgileniyordum. Futbol oynamay: seviyordum
ve uzun saatler boyunca arkadaglarimla top pesinde koguyordum.
O donemde, evdeki kiitiphanemizde buldugum izlenimcilik tze-
rine biiyiikge bir kitap sayesinde izlenimci resimleri kegfettim. Van
Gogh favorimdi. Onun ¢aligmalarindan etkilenip, resim yapmay:
bile denedim. Ilgi duydugum tiim bu ugraslar, bilim insan1 olmak
i¢in gergekten uygun oldugumdan giiphe duymama neden olmug-
tu. Dolayistyla Nobel 6diillii biyiik fizikgi Gell-Mann'in ¢ok farkli
alanlarla (sadece edebiyat degil dilbilimi, arkeoloji ve daha niceleri)
ilgilendigini okumak, beni ¢ok mutlu etti.

Gell-Mann’a gore “agag1” ve “yukart” iki farkl: tiir kuark vardir
ve bunlarin farkli karigimlar1 nétron ve protonlarin 6zelliklerini
belirler. Asagidaki resimlerde de gorilebilecegi izere bir ndtron
iki adet agag1 ve bir adet yukar: kuarktan olugurken; bir proton, iki
adet yukar1 kuark ile bir adet agag1 kuarktan olugur.?

Notron Proton

Bu yeterince agikti. Fakat fizikgilerin proton ve nétronlarin bé-
linmez pargaciklar olmayip, daha kiigiik bloklardan olugtuklarin:
nasil tahmin ettikleri belirsizdi.
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Bu hikaye, hadron ismi verilen gok sayida temel pargacigin kegfe-
dildigi 1950’lerin sonlarina kadar uzanir. Nétronlarin ve protonlarin
her ikisi de hadrondur ve elbette maddenin yap: tas: olarak giindelik
hayatimizda 6nemli bir rol oynarlar. Hadronlarin geri kalanmin ne
i¢in var olduklarina (ya da bir aragtirmacinin ifade ettigi bigimiy-
le “onlar1 kimin siparis ettiine”) dair kimsenin bir fikri yoktu. O
kadar ¢ok hadron vard: ki onemli fizik¢ilerden Wolfgang Pauli
fizigin bitki bilimine doniigtigini séyleyerek bu durumla dalga
gesti. Fizikgiler, hadronlarin davraniglarini yoneten ve akil almaz
bi¢imde gogalmalarin agiklayacak temel ilkeleri bulmak i¢in had-
ronlar1 dizginlemeyi gok istiyorlard:.

Gell-Mann ve ondan bagimsiz olarak Yuval Ne’eman, yeni bir
siniflandirma gemas: onerdiler. Her ikisi de hadronlarin her biri
sekiz ya da on pargaciktan olusan kiigiik 6beklere boliinebilecegini
gosterdi. Bunlara sekiz pargacikli (octet) ile on pargacikli (decup-
let) isimlerini verdiler. Obeklerin her birinin icindeki pargaciklar
benzer 6zelliklere sahipti.

O zamanlar okudugum popiiler bilim kitaplarinda, sekiz par-
caciklilarin agagidakine benzer gemalar: yer alird:.

B

E—&—=

p— Ll |,
L)

&—

Yukaridaki sekilde, p ile gosterilen proton ve 7 ile gosterilen not-
ronun yani sira Yunan harfleri ile gosterilen garip isimli alt1 tane
daha pargacik bulunuyor.
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Peki ama neden mesela 7 ve 11 degil de 8 ve 10? O siralar oku-
dugum kitaplarda tutarli bir agiklama bulamadim. Gell-Mann’in
“sekiz katli yol” isimli (Buddha’nin “Sekiz Agsamali Asil Yol”undan
esinlenilmis) gizemli bir fikrinden bahsediyor ama tiim bunlarin
ne hakkinda oldugunu agiklamaya hig yeltenmiyorlard:.

Boyle bir agiklamanin olmamas: beni ¢ok huzursuz ediyordu,
tatmin olamiyordum. Hikédyenin asil 6nemli kisimlar: gizli kali-
yordu. Bu gizemi ¢6zmek istiyordum fakat nasil yapacagima dair
higbir fikrim yoktu.

Ama gans yiiziime giildii ve bir aile dostumuz bu konuda bana yar-
dim etti. Kolomna isminde, niifusu yaklasik yiiz elli bin kadar olan
kiiciik bir sanayi kasabasinda biiytidiim. Moskova'ya yaklagik 100 km
mesafedeydi ve yolculuk trenle iki saati biraz agiyordu. Annem ve babam
agr is makinalar tireten biiyiik bir firmada miihendis olarak ¢aligtyor-
du. Kolomna iki nehrin kesistigi noktada, 1177 yilinda (Moskova'dan
sadece otuz yil sonra) kurulmug eski bir kasabaydi. Hali ayakta olan
az sayidaki kilise ve gehir surlari, Kolomna’nin énemli tarihsel geg-
misinin kanitidir. Fakat bu kiigiik yerlesim yeri, egitim ve entelektiiel
birikim agisindan tam anlamiyla bir merkez sayilmaz. Kasabada, okul
ogretmenlerini yetigtiren kiigiik bir yliksekokul vard: sadece. Buradaki
ogretim tyelerinden matematik¢i Evgeny Evgenievich Petrov aile dos-
tumuzdu. Uzun bir siirenin ardindan bir giin annem onunla sokakta
kargilagmig ve sohbet etmeye baglamiglardi. Annem arkadaglarina
benden bahsetmeyi severdi ve bu sohbette de konu yine bana gelmisti.
Bilim ile ilgilendigimi duyan Evgeny Evgenievich “Onunla tanigma-
liyim. Onu matematige yonlendirmeyi deneyecegim,” demisti.

Annem, “Ne yazik ki matematigi sevmiyor, sikici oldugunu
distniyor. Kuantum fizigi ile ilgilenmek istiyor,” demigti.

Evgeny Evgenievich, “Endiselenme, sanirim onun fikrini nasil
degistirebilecegimi biliyorum,” diye kargilik vermigti.

Bir bulugma ayarland: ve pek istememekle birlikte Evgeny
Evgenievich ile goriismek iizere ofisine gittim.
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On bes yasina girmek tizereydim ve dokuzuncu sinifin bitme-
sine az bir zaman kalmgt1. Bir y1l sonra lise egitimimi tamamla-
muis olacaktim. (Altinc: sinifi atladiim igin sinif arkadaglarimdan
bir yas kiigiiktiim.) O siralar kirkli yaslarinin baginda olan Evgeny
Evgenievich, dost canlis1 ve miitevaz: bir insandi. Gézlikleri ve
kirli sakali ile kafamdaki matematik¢i imajina uyuyordu. Biyik
gozlerindeki inceleyici bakiglarda, insani biiytileyen bir seyler vard;
her seye karg1 biiyiik bir merak yayiyorlardi.

Evgeny Evgenievich’in beni matematige yonlendirmek igin zeki-
ce bir plani oldugu anlagildi. Ofisine girer girmez bana “Kuantum
fiziginden hoglandigini duydum. Peki, Gell-Mann'in sekiz katl
yolunu ve kuark modelini duydun mu?” dedi.

“Evet, birkag popiiler bilim kitabinda bunun hakkinda bir gey-
ler okudum.”

“Peki bu modelin neye dayandigini biliyor musun? Bu fikirleri
nasil geligtirdigini?”

“Aslinda...”

“SU(3) grubu hakkinda bir sey duydun mu?”

“SU ne?”

“SU(3) grubunun ne oldugunu bilmeden, kuark modelini nasil
anlayabilirsin ki?”

Kitapligindan birkag kitap ¢ikardi ve bana sayfalar dolusu formiil
gosterdi. Yukaridakine benzer, agina oldugum sekiz pargacikl diyag-
ramlar: goriiyordum ama pek de giizel resimler olduklar1 sdylenemezdi;
daha ziyade, kapsamli ve ayrintili bir agiklamanin pargalar: gibiydiler.

Bu formiillerin ne bagini ne de sonunu anlayabilmistim ama ara-
digim cevaplari icerdiklerini hemen fark ettim. Iste o an aklimda
bir simgek ¢akt1. Gordiiklerim ve duyduklarimla bitytilendim; daha
once hig deneyimlemedigim bir ey bana dokunmustu; kelimelerle
agitklayamiyor ama enerjisini hissedebiliyordum; etkisinden kurtu-
lamayacag: bir miizik duyan ya da bir tablo goren kisinin heyecanin

duyuyordum. Aklima gelen tek sey suydu: “Vay be!”
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“Muhtemelen matematigin sana okulda 6gretilen sey oldugunu
digiiniiyordun,” dedi Evgeny Evgenievich. Kafasini sallad, “Hayir,”
dedi ve kitaptaki formiilleri isaret ederek devam etti, “asil matema-
tik budur ve eger kuantum fizigini gergekten anlamak istiyorsan
baglaman gereken nokta burasidir. Gell-Mann, giizel bir matema-
tiksel teori kullanarak kuarklar1 6ngérdii. Bu aslinda matematiksel
bir kesifti.”

“Peki ama bunlari anlayabilmek igin nereden baglamaliyim?”

Bana korkung goriiniiyorlarda.

“Endigelenme. Ilk 6nce, simetri grubu kavramini 6grenmen
gerekiyor. Temel fikir o. Matematigin 6nemli bir kismi ve teorik
fizik bunun tizerine kuruludur. Burada sana vermek istedigim bazi
kitaplar var. Bunlar1 okumaya bagla ve anlamadigin climlelerin alti-
n1 ¢iz. Her hafta burada bulugarak bunlar hakkinda konugabiliriz.”

Bana simetri gruplar1 hakkinda bir kitabin yani sira farkli konular
tizerine birkag kitap daha verdi: p-li sayilar (bizim aligik oldugumuz-
dan oldukga farkli bir say: sistemi) ve topoloji (geometrik sekillerin
en temel 6zelliklerinin ¢aligildig: alan). Evgeny Evgenievich’in ku-
sursuz bir tslubu vardr: Bu gizemli yaratigy —matematik— farkh
agilardan gorerek ondan etkilenmemi saglayacak konularin kusursuz
bir kombinasyonunu buldu.

Okulda, ikinci dereceden denklemler, bir miktar kalkiiliis, biraz
temel Oklid geometrisi ve trigonometri gibi konular gérmiistiik.
Ben tiim matematigin bunlarla ilgili oldugunu, problemlerin bel-
ki zorlagacagini ama asina oldugum bu genel ¢ercevenin igerisinde
kalacagini sanmigtim. Ancak Evgeny Evgenievich’in verdigi ki-
taplar, benim hayalini bile kuramayacagim yepyeni bir diinyanin
kapilarini araladu.

Bir anda degigtim.
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2. Bolum

Simetrinin Ozu

Cogu insan i¢in matematik sadece sayilarla ilgilidir. Onlara gore ma-
tematikgiler, giinlerini egzotik isimleri olan biiyiik ve hatta daha da
biiyiik sayilarla karmagik hesaplar yaparak gegiren insanlardir. Ben de
boyle digtiniyordum; en azindan, Evgeny Evgenievich beni modern
matematigin kavram ve fikirleri ile tanigtirana kadar. Bunlardan
biri, kuarklarin kesfine giden yolu agmugti: simetri kavrami.
Simetri nedir? Hepimizin simetriye dair sezgisel bir kavrayig:
vardir; onu gordiigiimiizde taniriz. Insanlardan simetrik nesnelere
ornek vermelerini istedigimde kelebekleri, kar tanelerini veya insan

viicudunu sdylerler.
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Onlara bir nesnenin simetrik oldugunu soylerken ne kastettik-
lerini sordugumda ise duraklarlar.

Evgeny Evgenievich simetri kavramini bana agiklarken “Bu
yuvarlak masaya ve su kare masaya bir bak,” diyerek ofisindeki iki
masay1 gosterdi ve “Sence hangisi daha simetrik?” diye sordu

“Tabii ki yuvarlak olan; bariz degil mi?”

“Peki neden? Matematikgi olmak demek, ‘agik¢a goriilen’ seyleri
hemen kabullenmeyip, kanitlamaya ¢aligmak demektir. Cogu kez,
en bariz cevaplarin aslinda yanlis oldugunu anlayip sagiracaksin.”

Yizimdeki sagkinlig: fark eden Evgeny Evgenievich bana bir
ipucu verdi: “Yuvarlak masanin daha simetrik oldugunu digindi-
ren 6zelligi nedir?”

Bunun hakkinda bir siire diigiindiikten sonra aklima geldi: “Bence
bir nesnenin simetrisi, nesneye etki ettigimizde dahi seklini ve ko~
numunu degismeden koruyabilmesi ile alakali olmals”.

Evgeny Evgenievich bagini sallad1.

“Elbette. Bu iki masanin geklini ve konumunu korudugu olas:
biitiin dénigiimlere bakalim,” dedi. “Yuvarlak masa 6rneginde...”

Soziint kestim ve devam ettim: “Merkez nokta etrafindaki tim
dénme hareketleri simetriyi saglar ve yine ayni1 sekilde konumlan-
mug bir masa elde ederiz. Oysa kare masay1 rastgele déndurirsek
genellikle farkli bicimde konumlanmig bir masa elde ederiz. Sadece
90 derece ve onun katlar: geklindeki donme hareketlerinde masanin
sekli korunacaktir.”

“Tam isabet! Sen bir dakikaligina disar1 ¢iksan ve ben yuvarlak
masay1 herhangi bir agida dondiirsem aradaki fark: algilayamazsin
ama ayni geyi kare masa i¢in yapsam, ben masay1 90, 180 veya 270

derece dondiirmedigim miiddetge, degisikligi hemen farkedersin.”
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Yuvarlak bir masa herhangi bir agida dondiiriildiigiinde konumu degismezken,
kare masa 90 derecenin kat: olmayan bir ag1 ile dondiiriildiigiinde konumu
degisir (burada her ikisi de tepeden goriiniiyor).

Sozlerine soyle devam etti: “Bu tir déniigiimlere simetri denir.
Gordigin tzere kare masanin sadece dort simetrisi varken, yu-
varlak masanin ¢ok daha fazla —hatta sonsuz— sayida simetrisi
vardir. Yuvarlak masanin daha simetrik oldugunu séylememizin
sebebi budur.”

Bu ¢ok anlamliydi.

Evgeny Evgenievich, “Bu ¢ok basit bir gézlem,” diyerek devam
etti. “Bunu gormek i¢in bir matematik¢i olman gerekmez. Ama
eger bir matematikgi isen, bir sonraki soruyu sorarsin: Verilen bir
cismin zzm olasi simetrileri nelerdir?”

Kare masay: ele alalim. Cismin simetrileri!, masanin merkezi
etrafinda gerceklestirilen su dért donme hareketidir: saat yéniintin
tersine 90 derece, 180 derece, 270 derece ve 360 derece?. Bir mate-
matikgi kare masanin simetrilerinden olugan £émenin 90, 180, 270
ve 360 derecelik agilara kargilik gelen dort eleman igerdigini sdyle-
yecektir. Dénme hareketlerinin her biri, sabit bir kégeyi (asagidaki

resimde baloncuk igareti ile gosterilen) dort késeden birine tagir.
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180° 360° = 0°

Bu dénme hareketlerinden biri 6zeldir; s6yle ki, 360 derece-
lik d6nme hareketi, 0 derecelik ddnme hareketinin aynisidir, yani
donme hareketi hi¢ olmamig gibidir. Bu 6zel bir simetridir ¢iinki
cismimize higbir etkisi olmaz: Masanin izerindeki tiim noktalar,
tam olarak donme hareketinden onceki konumlarina gelir. Biz buna
dzdes simetri (identical symmetry) ya da kisaca dzdeslik (identity)
ismini veriyoruz.3

360 dereceden biiyiik tim agilardaki donme hareketinin, 0 ile
360 arasindaki agilardaki donme hareketine karsilik geldigine dik-
kat ediniz. Ornegin, 450 derecelik désnme hareketi, 90 derecelik
dénme hareketinin aynsidir, ¢iinki 450=360+90’d1r. Sadece 0 ile
360 derece arasindaki agilar: ele almamizin sebebi budur.

Simdi ¢ok 6nemli bir tespit geliyor: Yukaridaki listede {90°, 180°,
270°,360°} yer alan dénme hareketlerinden ikisini arka arkaya uygu-
ladigimizda, aym listedeki bir bagka donme hareketini elde ederiz.
Bu yeni simetriye ikisinin dilesimi adin1 veriyoruz.

Tabii ki nedeni gayet agik: Her iki simetri de, masay1 degisik-
lige ugratmuyor. Dolayisiyla, bu simetrilerin bilesimi de degisiklik
yaratmiyor. Bu yilizden, bu bilesimin de bir simetri olmas: gerekir.
Ornegin, eger masay1 énce 90 derece ve ardindan da 180 derece
dondiriirsek elde edecegimiz net sonug 270 derecelik donme ha-
reketidir.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



38 ASK VE MATEMATIK

Bu simetrilerde masaya ne olduguna bakalim. Masay: saat yonii-
niin tersine 90 derece déndirdigiimiizde, masanin sag kogesi (bir
onceki resimde baloncuk igareti ile gosterilmigti) st kdseye denk
gidecektir. Ardindan, 180 derecelik d6énis hareketini uyguladigi-
mizda ise tst koge alt koseye gidecektir. Net sonug, sag kosenin alt
koéseye gitmesi olur. Bu, masanin saat y6niiniin tersine 270 derece
doéndirilmesi ile elde edilecek sonugtur.

Bir 6rnek daha ele alalim:
90° + 270° = 0°.

Masay: 6nce 90 derece ve ardindan da 270 derece déndiirdiigiimiizde,
360 derecelik tek bir donme hareketi elde ederiz. Bununla birlikte 360
derecelik bir ddnme hareketinin etkisi, O derecelik donme hareketi-
ninki ile aynidir. Bu, yukarida gérmiis oldugumuz “6zdes simetri”dir.

Diger bir deyisle, 270 derecelik ikinci donme hareketi, 90 derece-
lik ilk d6nme hareketinin etkisini ortadan kaldirir. Bu olduk¢a 6nemli
bir 6zelliktir: Ttim simetriler geri dondirilebilir; yani, herhangi bir
§ simetrisi igin, bilegimleri 6zdes simetriyi veren bagka bir 8’ simetrisi
bulunur. Bu §' simetrisine § simetrisinin zersi denir. Dolaystyla 270
derecelik donme hareketinin 90 derecelik donme hareketinin tersi
oldugunu gériiyoruz. Benzer gekilde, 180 derecelik donme hareke-
tinin tersi de, yine 180 derecelik ayn1 donme hareketidir.

Kare masanin simetrilerinin ¢ok basit bir toplulugu gibi gériinen
seyin —dort dénme hareketi {90°, 180°, 270°, 0°}— aslinda kiime
elemanlarinin birbirleriyle nasil etkilesime girdigine dair birgok
i¢sel yap: ya da kural barindirdigini gériiyoruz.

I1ki, herhangi iki simetriyi birlegtirebiliriz (yani bir tanesini di-
gerinin ardindan uygulayabiliriz).

Ikincisi, 6zel bir simetri tiirii vardir: 6zdes simetri. Ornegimizde
bu, 0”lik déndiirme hareketidir. Ozdes simetriyi bagka bir simetri
ile birlestirirsek yine ayn1 simetriyi elde ederiz. Ornegin,
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90° + 0° = 90°, 180° + 0° = 180°, vb.

Ugiinciisii, herhangi bir S simetrisi igin, onun tersi olan bir §'
simetrisi bulunur ki her ikisinin bilesimi 6zdegliktir.

Simdi asil konuya gelmis bulunuyoruz: Bu ti¢ yapiya sahip dén-
me hareketlerinin kiimesi, matematikgilerin grup ismini verdikleri
kavrama bir 6rnek tegkil etmektedir.

Bagska bir cismin simetrileri de bir grup olusturur ve bu grubun
genellikle daha ok —muhtemelen sonsuz sayida— eleman vardur.*

Simdi bu yapinin yuvarlak masa igin nasil isledigini gorelim.
Artik biraz tecriibe kazanmig olarak, yuvarlak masanin biitiin si-
metrilerinin kiimesinin, tiim olas1 dénme hareketlerinin kiimesi (sa-
dece 90 derecenin katlar1 degil) oldugunu hemen gérebilir ve bunu
bir ¢emberin tiim noktalar: olarak géziimiizde canlandirabiliriz.

Bu ¢ember tizerindeki tiim noktalar, yuvarlak masanin saat y6-
ninin tersine déndirilmesini gosteren, 0 ile 360 arasinda bir agi-
ya kargilik gelir. Bunlarin arasinda, 0 derecelik donme hareketine
kargilik gelen 6zel bir nokta vardir. Bu nokta, agagidaki semada 30
derecelik donme hareketine kargilik gelen bir bagka nokta ile bir-

likte gosterilmigtir.
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Bu ¢emberin noktalarini yuvarlak masanin noktalari olarak di-
sunmemeliyiz. Cemberin her bir noktas: aslinda yuvarlak masanin
belli bir agtyla dontgiint temsil eder. Yuvarlak masanin oncelikli bir
noktasi bulunmazken, bizim ¢emberimizin var: 0 derecelik d6nme
hareketine kargilik gelen nokta.’

Simdi, yukarida ele aldigimiz ti¢ yapinin, gemberin noktalarinin
olusturdugu kiimeye uygulanabilirligine bakalim.

11k olarak, @, ve @, derecelik iki donme hareketinin bilegimi,
@,+¢, derecelik donme hareketidir. Eger ¢ +¢,, 360 dereceden
biiyiikse bundan 360 ¢ikartiriz. Matematikte buna 360 modunda
toplama adi verilir. Ornegin ¢,=195 ve ¢,=250 ise iki aginin topla-
mi1 445 olur ve 445 derecelik donme hareketi 85 derecelik donme
hareketinin aynisidir. Dolayisiyla yuvarlak masanin dénme hare-
ketlerinin grubu i¢in gunu yazabiliriz:

195° + 250° = 85°.

Ikincisi, cember iizerinde 0 derecelik donme hareketine kargilik
gelen 6zel bir nokta vardir. Bu nokta grubumuzun 6zdeglik elemanudir.

Ugiinciist, saat yoniiniin tersine ¢ derecelik bir donme hareke-
tinin tersi, saat yoniiniin tersine (360-¢) derecelik dénme hareketi
ya da esit bi¢imde, saat yoniinde ¢ derecelik bir donme hareketidir
(asagidaki gekli inceleyiniz).

Bu nokta saat y6niiniin

tersine ¢ derecelik donme
hareketidir.

Bu nokta 0 derecelik
dénme hareketidir
(6zdeslik elemani).

Bu nokta saat y6niinde ¢
derecelik ddnme hareketidir.
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Boylece yuvarlak masa i¢in donme hareketlerinin grubunu ta-
nimlamig olduk. Buna gember grubu diyecegiz. Kare masanin dort
elemanli simetriler grubundan farkli olarak, bu grubun sonsuz
sayida ¢ok elemani vardir ¢iinkii O ile 360 derece arasinda sonsuz
sayida ¢ok a¢1 bulunur.

Bu agamada, simetriye dair sezgisel anlayigimizi, saglam bir te-
orik temele oturttuk, aslinda matematiksel bir kavram haline getir-
dik. 11k olarak, verilen bir cismin simetrisinin cismi ve &zelliklerini
koruyan bir déniigiim oldugunu kabul ettik. Ardindan belirleyici
bir adim attik: Verilen bir cismin tim simetrilerinin kiimesine
odaklandik. Kare masa 6rneginde, bu kiime dort eleman igerirken
(90 derecenin katlarina kargilik gelen dénme hareketleri), yuvarlak
masa orneginde kargimiza bir sonsuz kiime (¢ember tizerindeki tiim
noktalar) ¢ikti. Son olarak da bu simetriler kiimesinin her zaman
sahip oldugu muntazam yapilar1 tanimladik: Her iki simetri, bir
bagka simetriyi meydana getirmek tizere birlestirilebilir; 6zdes si-
metri mevcuttur ve her simetrinin tersi vardir. (Simetrilerin bilegi-
mi, 4. sonnotta tanimlanan birlesimlilik (associativity) 6zelligini de
saglar.) Boylece, matematiksel grup kavramina gelmis bulunuyoruz.

Bir simetriler grubu, baglangicta ele aldigimiz cisimden farkl
olarak, soyut bir konudur. Bir masanin simetriler kiimesine doku-
namayiz (masanin kendisinin aksine) ya da onu elimize alamayiz
fakat aklimizda canlandirabilir, elemanlarini ¢izebilir, Gizerinde
caligabilir ve hakkinda konugabiliriz. Ancak bu soyut kiimenin tim
elemanlarinin somut birer anlami vardir: Somut bir cismin belli bir
doniigimiind yani simetrisini temsil eder.

Matematik, bu tiir soyut cisimler ve kavramlar iizerine yapilan ¢a-
hsmalarla ilgilidir.

>
Tecriibelerimiz bize simetrinin doga yasalari i¢in temel yol gosterici
ilke oldugunu gosteriyor. Ornegin, kar tanesi kusursuz bir altigen

sekil olusturur ¢linkd bunun kristalize olmug su molekillerinin
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zorlandig1 en digiik enerji seviyesi oldugu ortaya ¢ikmigtir. Kar
tanesinin simetrileri, 60 derecenin kati geklinde olan dénme ha-
reketleridir; yani 60, 120, 180, 240, 300 ve 360 (0 derece ile ayn1)
derecelik donme hareketleri. Ayrica kar tanesini bu agilara-denk
gelen eksenlerin her biri etrafinda gevirebiliriz de. Bu dondiirme
ve ¢evirme hareketleri neticesinde kar tanesinin gekli ve konumu
korunur, dolayisiyla bunlar kar tanesinin simetrileridir.*

Kelebek 6rneginde ise, hayvam gevirdigimizde bir alt iist olma
s0z konusudur. Bir tarafta ayaklarn bulundugundan, ¢evirme netice-
sinde ortaya ¢ikan, aslina bakilirsa kelebegin simetrisi degildir. Bir
kelebegin simetrik oldugunu soyledigimizde, kelebegin 6n ve arka
kisimlarinin tamamen ayni oldugu (gergek bir kelebek igin gegerli
olmayan) ideal bir durumdan bahsetmekteyiz. Bu sartlar altinda,
sol ve sag kanatlarin yerini degistiren ¢evirme hareketi bir simetri-
dir. (Alternatif olarak, kelebegi ¢evirmeden kanatlarin degisimini
aklimizda canlandirabiliriz.)

Bu gozlemler bizi 6nemli bir noktaya getirmig bulunuyor: Dogada,
simetrileri yaklagik olan birgok nesne bulunur. Gergek hayatta kar-
stlagtifimiz masalar, tam olarak yuvarlak ya da kare degildir; canli
bir kelebegin 6n ve arka kisimlar: arasinda asimetri s6z konusudur
ve insan viicudu da tam simetrik degildir. Ancak bu durumda bile
nesnelerin soyut, ideal versiyonlarini ya da modellerini (kusursuz yu-
varlaklifa sahip bir masa ya da 6n ve arka kisimlar: arasindaki fark:
ayirt edemedigimiz bir kelebek gekli gibi) ele almanin yararh oldugu
gorilmistir. Sonra, bu ideallestirilmis cisimlerin simetrilerini in-
celeyebilir ve gergek nesnelerle modelleri arasindaki farki agiklamak
i¢in bu analizden yapabilecegimiz her tiirli ¢ikarimi uyarlayabiliriz.

Bu, asimetriye deger vermedigimiz anlamina gelmez; veririz ve

genellikle onda giizellikler buluruz. Ne var ki metematikteki simetri

* Masay: gevirmenin bir simetri olmadigina dikkat ediniz: Bu hareket masay: ters-
yiz edecektir —masanin ayaklar1 oldugunu unutmayin. Eger bir kare ya da cemberi
(ayaklar1 olmayan) ele aliyor olsaydik, gevirme hareketleri de gergek bir simetri teskil
ederdi. Boyle bir durumda bunlar: da ilgili simetri gruplarina dahil etmemiz gerekirdi.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



SIMETRININ ©OzU 43

teorisinin asil meselesi estetik degildir. Simetri kavramini en genel
ve dolayisiyla kaginilmaz olarak en soyut terimlerle formiile etmeye
caligir. Bu gekilde, geometri, say1 teorisi, fizik, kimya ve biyoloji
gibi farkli alanlarda birlesik olarak uygulanabilir. Bu tiir bir teori
bir kez olugturulduktan sonra, simetrinin kirilmas: mekanizmasin-
dan da —asimetrinin bu siiregte ortaya ¢iktigini diigiinerek— bah-
setmeye baglayabiliriz. Ornegin temel pargaciklar kiitleler kazanir
clinkii itaat ettikleri ayar simetrisi (gauge symmetry) (16. Bolum’de
tartigacagiz) kirilir. Bunu saglayan ise kisa siire 6nce Cenevre’deki
Biiyiik Hadron Carpistiricisynda kesfedilen kayip pargacik “Higgs
bozonu”dur.® Bu tiir simetri kirilma mekanizmalari tizerine yapi-
lan galigmalar, doganin temel bilegenlerinin davraniglarini anlamak

agisindan egsiz i¢goriiler saglar.

Soyut simetri teorisinin bazi temel nitelikleri tizerinde durmak
istiyorum ¢linkii matematigin neden 6nemli olduguna giizel bir
ornek teskil ediyor.

Bunlarin ilki evrensellif’tir (universality). Cember grubu sadece
yuvarlak bir masanin degil bardak, sige veya siitun gibi diger tiim
yuvarlak nesnelerin de simetriler grubudur. Bir nesnenin yuvarlak
oldugunu sdylemekle, simetriler grubunun ¢ember grubu oldugu
soylemek ayn1 anlama gelir. Bu oldukg¢a giicli bir ifadedir: Bir cis-
min simetri grubunu (¢ember) tanimlayarak 6nemli bir 6zelligini
(“yuvarlak olmak”) tanimlayabildigimizi gériiyoruz. Benzer sekil-
de, “kare olmak” simetri grubunun yukarida tanimladigimiz dért
elemanli grup oldugu anlamina gelir. Diger bir deyisle, aym soyut
matematiksel cisim (¢ember grubu gibi), birden gok somut cisim
i¢in ayni iglevi yerine getirir ve bu, hepsinde ortak olan evrensel
6zelliklere (yuvarlak olmak gibi) isaret eder.”

Ikinci 6zellik ise nesnellik'tir (objectivity). S6z gelimi grup kav-
ramu bizim yorumumuzdan bagimsizdir. Onu 6grenen herkese aym
seyi ifade eder. Pek tabii ki bu kavrami anlamak i¢in, ifade edildi-
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gi dilin, yani matematik dilinin bilinmesi gerekir. Bu dili herkes
dgrenebilir. Tipki Descartes'in iinlii “Je pense, donc je suis” sozini
anlamak i¢in Fransizca bilmek gerektigi (en azindan ciimlede gegen
kelimeleri) ve bunu da herkesin 6grenebilecegi gibi. Ote yindan,
ikinci 6rnekteki ciimleyi bir kez anladiktan sonra onunla ilgili farkl
yorumlar yapilabilir. Ayrica farkli kisiler bu ciimleye dair yapilacak
yorumlarin dogru ya da yanlis oldugu konusunda uzlasabilir veya
fikir ayrihigina digebilirler. Aksine, mantiksal agidan tutarlh bir
matematiksel ifade ¢ikarima agik degildir.® Dahasi, dogrulugu da
nesneldir. (Belirli bir ifadenin dogrulugu, iginde ele alindig1 aksi-
yom sistemine bagl olabilir. Béyle olsa dahi, aksiyomlara olan bu
baglilik da nesneldir.) Ornegin, “yuvarlak masanin simetriler grubu
cemberdir” ifadesi, herkes igin her zaman ve her yerde dogrudur.
Diger bir deyisle, matematiksel dogrular gerekli dogrulardir. 18.
Bolim’de bu konuyu daha ayrintili ele alacagz.

Ugiincii ve bununla yakindan iliskili 6zellik, kahcz/i®'tir (endu-
rance). Pisagor Teoremi’nin Antik Yunanllar ve giiniimiizde bizler
i¢in ayn1 seyi ifade ettigine ve gelecekte de herkes i¢in ayn1 anlami
tagiyacagina giiphe yok. Benzer sekilde, bu kitapta ele aldigimiz
tim dogru matematiksel ifadeler de sonsuza dek dogru kalacaktir.

Boyle nesnel ve kalic1 bilgi birikiminin var oldugu (ve de he-
pimize ait oldugu) gergegi, mucizeden bagka bir sey degildir. Bu
durum, matematiksel kavramlarin fiziksel ve zihinsel diinyalardan
ayn bir diinyada var oldugunu ileri siirer ve buna bazen “mate-
matigin Platonik diinyas1” denir (son bélimde bu konuyu daha
ayrintili olarak ele alacagiz). Bunun ne oldugunu ve matematiksel
kesiflerin nasil ortaya giktiklarini halé bilmiyoruz. Fakat bu gizli
gercekligin hayatimizda giderek daha biiyiik bir rol oynayacag:
agik; ozellikle de yeni bilgisayar ve 3-boyutlu bask: teknolojisi-

nin geligimi ile.

* Diigiiniiyorum, oyleyse varim.—ed.n.
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Dordiincii 6zellik, matematigin fiziksel diinyaya uygunlugu-
dur (relevance). Ornegin, gectigimiz elli yilda, simetri kavraminin
temel parcaciklara ve bunlar arasindaki etkilesime uygulamasiyla
kuantum fizigi alaninda birgok gelisme kaydedildi. Bu noktadan
bakildiginda, elektron ya da kuark gibi bir pargacik yuvarlak masa
ya da kar tanesine benzer ve davranigini bityiik oranda simetrileri

belirler. (Bu simetrilerin bir kismi tam iken bir kismu yaklagiktir.)

Kuarklarin kesfi, bu siirecin nasil igledigine dair miikemmel bir 6r-
nektir. Evgeny Evgenievich’in bana verdigi kitaplari okurken, bir
onceki boliimde ele aldigimiz hadronlarin Gell-Mann ve Ne’eman
siniflandirmasinin temelinin bir simerri grubu oldugunu 6grendim.
Bu grup, atom alt1 pargaciklar ile hi¢bir baglanti1 6ngérmeyen ma-
tematikgiler tarafindan daha 6nce de ¢aligilmigti. Bunun matema-
tikteki ismi SU(3) olup, agilimi “6zel tiniter”dir (Special Unitary).
Bu grup ile —10. Béliim’de ayrintili olarak deginecegimiz— kii-
renin simetriler grubu 6zellikleri agisindan birgok benzerlik tagir.

Matematikgiler SU(3) grubunun gosterimlerini, yani SU(3) gru-
bunun bir simetri grubu olarak gergeklestirilebilecegi farkli yollar:
daha 6nce tanimlamigti. Gell-Mann ve Ne’eman, bu gosterimlerin
yapisi ile daha 6nce bulmug olduklar: hadronlarin ériintiileri ara-
sindaki benzerligi fark ettiler. Hadronlar: siniflandirmak igin bu
bilgiyi kullandilar.

“Gosterim” (representation) kelimesi matematikte, yaygin kulla-
nimindan farkli olarak, daha 6zel bir sekilde kullanilir. Bu ylizden
burada bir ara verip, gosterimin mevcut baglamda ne anlama geldi-
gini agiklayalim. Baslangigta bir 6rnege bagvurmak bize yardima
olabilir. Yukarida degindigimiz, yuvarlak masanin dénme hareketle-
rinin grubt olan ¢ember grubunu hatirlayalim. Bu masanin yuvarlak
tablasini tiim yonlerde sonsuz mesafede uzattigimizi hayal edelim.
Bu sekilde, soyut bir matematiksel cisim elde ederiz: diizlem. Masa

viizeyinin merkezi etrafindaki her bir donme hareketi, bu diizlemin

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



46 ASK VE MATEMATIK

de ayni1 nokta etrafinda dénmesine yol agar. Béylece, bu diizlemin
bir simetrisini (dénme hareketi) gember grubunun tiim elemanla-
rina devreden bir kural elde etmis oluruz. Diger bir deyisle, cember
grubunun her bir elemani diizlemin bir simetrisi ile gosterilebilir.
Bu ytizden matematikgiler, bu isleme ¢ember grubunun gasterimi
(representation) ismini vermektedir.

Elde etmis bulundugunuz dizlem, iki koordinat eksenine sa-
hip oldugu ve her bir nokta iki koordinatla gésterildigi igin artik
iki boyutludur:

Dolayistyla donme hareketleri grubunun “iki boyutlu gosterimi’ni
insa ettigimizi soyleriz. Bu, basitge ifade etmek gerekirse, donme
hareketleri grubunun her bir elemaninin diizlemin bir simetrisi
olarak gerceklestigi anlamina gelir.”

Ikiden daha fazla boyuta sahip olan uzaylar da vardir. Ornegin
bizleri ¢evreleyen uzay ti¢ boyutludur; yani ti¢ koordinat ekseni var-
dir, dolayisiyla bir noktanin konumunu belirlemek igin agagidaki

sekilde gosterilen ti¢ koordinatini (x, y ve z) belirlememiz gerekir.

I

/x&f‘*
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Bizler kafamizda dort boyutlu uzay: canlandiramayiz ama ma-
tematikgiler bize diledigimiz sayida boyuta sahip uzaylar hakkinda
konusabilmemizi miimkiin kilan evrensel bir dil sunarlar. $6yle ki
dort boyutlu uzayda yer alan noktalary, (x, y, z, £) bigiminde dortli
sayilarla gosterebiliriz; tipki ti¢ boyutlu uzayda yer alan noktalar:
uglii sayilarla (x, y, z) gosterdigimiz gibi. Ayni sekilde, herhangi bir
n dogal sayis1 igin, #-boyutlu bir uzayin noktalarini da »-li sayilar
ile gosteririz. Bir elektronik ¢izelge programiyla ¢alistiysaniz bu tiir
n-li sayilarla kargilagmigsinizdir: Elektronik ¢izelgede satir olarak
goriniirler ve 7 adet sayinin her biri kaydedilmis verinin belirli bir
ozelligine igaret eder. Dolayisiyla tablodaki her bir satir, #n-boyutlu
uzayda bir noktaya kargilik gelir. (10. Bélim’de, farkli sayilarda
boyuta sahip uzaylar iizerinde daha fazla duracagiz.)

Eger bir grubun her bir elemany, tutarl bir bigimde!?, 7-boyutlu
uzayin simetrisi olarak gergeklestirilebiliyorsa grubun “z-boyutlu
gosterimi” oldugunu séyleriz.

Bu durumda, verilen bir grubun farkli boyutlarda gosterimleri
bulunabilecegi gergegi karsimiza ¢ikiyor. Temel parcaciklarin 8-li
ve 10-lu pargacik obekleri bigiminde bir araya getirilebilmesinin
nedeni, SU(3) grubunun 8 ve 10 boyutlu gésterimlerinin bulundu-
gunun bilinmesidir. Gell-Mann ve Ne’eman tarafindan olugturulan
her bir 8 pargaciklinin 8 pargacig1 30. sayfada yer alan gekilde
gosterilen gibi), SU(3)’tin bir gosterimi olan 8-boyutlu uzayin 8
koordinat ekseni ile de bire bir egleme héilindedir. Ayn1 durum,
parcaciklarin onlular igin de gegerlidir. (Bununla birlikte, parca-
ciklar s6zgelimi 7-li yada 11-li 6beklerde bir araya getirilemez ¢iin-
ki matematikgiler SU(3) grubunun 7-li veya 11-li gosterimlerinin
olmadigini ispatlamgtir.)

Baglangigta bu sadece, benzer 6zelliklere sahip pargaciklar: bir
araya getirmenin uygun bir yolu olarak goriiliyordu. Fakat Gell-
Mann bunubiraz daha ileriye gétiirdii. Bu siniflandirma diizeninin
arkasinda daha derin bir sebep yattigini kabul etti. Temel olarak
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hadronlar daha kiigiik pargaciklar olan kuarklardan (bazen iki, ba-
zen de Ug tane) olustugu icin bu diizenin ¢ok iyi isledigini soyledi.
Benzer bir 6neriyi, Gell-Mann’dan bagimsiz olarak fizik¢i George
Zweig da yapt1 (pargaciklara “aslar” ismini verdi). ‘

Bu oldukgailgi ¢ekici bir oneriydi. O zamanlarda popiiler olan,
diger hadronlar gibi proton ve nétronlarin da béliinmez oldugu y6-
niindeki yaygin kaninin kargisinda olmasinin yani sira bu yeni par-
caciklarin elektronlarin yiikiiniin bir kismini meydana getiren elekt-
rik yiikiine sahip olduklarini da varsayiyordu. Bu oldukga sarsic1 bir
kestirimdi ¢iinki bu pargaciklar daha 6nce hig goriilmemisti. Gergi
kisa siire igerisinde kuarklar deneysel olarak kesfedildi ve tahmin
edildigi tizere kiigiik bir elektrik yiikiine sahip olduklar1 anlagildi!

Gell-Mann ve Zweig' kuarklarin varligini tahmin etmeye tes-
vik eden neydi? SU(3) grubunun gosterimlerinin ardindaki mate-
matiksel teori. Bilhassa da, SU(3) grubunun iki farkli 3-boyutlu
gosteriminin oldugu gergegi. (Grubun isminde “3” bulunmasinin
asil sebebi de budur.) Gell-Mann ve Zweig, bu iki gosterimin iki
temel pargacik 6begini (3 kuark ve 3 anti-kuark) tanimliyor olmasi
gerektigini ileri siirdiler. SU(3)iin 8 ve 10-boyutlu gésterimlerinin,
3-boyutlu gosterimlerden meydana getirilebilecegi anlagildi. Bu da
bize kuarklar: kullanarak (tipki Lego oynar gibi) hadronlari nasil
olusturabilecegimizin kesin ve ayrintili bir planini verir.

Gell-Mann bu tig kuarka “yukarr”, “agag1” ve “garip” isimlerini ver-
di."! Bir proton iki “yukari” kuark ile bir “asag1” kuarktan olugurken,
bir nétron iki “agag1” kuark ile bir “yukar1” kuarktan olugur (29.
sayfadaki resimlerde gormiistiik). Bu pargaciklarin her ikisi de 30.
sayfadaki diyagramda gosterilen sekiz pargacikliya aittir. Bu sekiz par-
caciklidaki diger pargaciklar, “asag1” ve “yukar1” kuarklara ek olarak
“garip” kuarkini da igerirler. Ayrica, bir kuark ve bir anti-kuarkin bi-
lesimleri olan pargaciklardan olugan sekiz par¢aciklilar da mevcuttur.

Kuarklarin kesfi, Onsoz boliimiinde degindigimiz, matema-
tigin bilimde oynadig1 ¢ok kiymetli roliin giizel bir 6rnegidir. Bu
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parcaciklar, deneysel verilere dayanarak degil matematiksel simetri
oruntilerinden hareketle kegfedilmigtir. Bu kesif, SU(3) grubunun
gosterimlerinin karigtk matematiksel teorisi gercevesinde yapilmug,
tamamen teorik bir tahmindi. Bu teoride ustalagmak, fizikg¢ilerin
yillarini aldi (ve aslina bakarsaniz, baglarda biraz direngle de kar-
stlagildi) ama giiniimiizde temel pargacik fiziginin temelidir. Teori,
hadronlarin siniflandirilmasini saglamakla kalmayip, fiziksel ger-
cekligi algilayisimizi sonsuza degin degistiren kuarklarin kesfine
de yol agt1.

Goriiniigte ezoterik bir matematiksel teorinin doganin temel yap:
taglarininin kalbine inmemizi sagladigini hayal edin. Maddenin
bu zerrecikleri arasindaki biiyiili uyuma hayran olmamak, mate-
matigin evrenin i¢ isleyislerini ortaya ¢ikarma kapasitesi kargisinda
hayrete diigmemek mimkiin mi?

Rivayet olunur ki Einstein’in esi Elsa, Mount Wilson
Gozlemevi'ndeki teleskopun uzay-zamanin seklini belirlemek igin
gerekli oldugunu duydugunda s6yle demis: “Oooo! Kocam bunu
eski bir zarfin arka yiiziinde yapryor.”

Fizikgiler, Cenevre’deki Biiyiik Hadron Carpistiricis: gibi pa-
hali ve karmagik cihazlara ihtiyag duyarlar fakat Einstein ya da
Gell-Mann gibi bilim adamlari, etrafimizdaki diinyanin en derin
sirlarini ¢6zmek igin en saf ve en soyut matematiksel bilgi biriki-
mini kullanmaktadur.

Kim oldugumuzdan ve neye inandigimizdan bagimsiz olarak,
hepimiz bu bilgi birikimini paylagtyoruz. Bizi birbirimize daha da

yaklastiriyor ve evrene duydugunuz sevgiye yeni bir anlam katiyor.
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3. Boliim:

Besinci Problem

Evgeny Evgenievich’in plani kusursuz igledi ve ben matematige
“dondiim”. Hizli 6greniyordum ve matematigin derinlerine indik-
¢e ilgim artiyor, daha da fazla 6grenmek istiyordum. Asik oldugu-
nuzda béyle olur.

Evgeny Evgenievich ile diizenli olarak goriismeye bagladim. Bana
okumam i¢in kitaplar verecek ve ben de haftada bir kere okudukla-
rimu tartigmak tizere 6gretmenlik yaptigi Egitim Bilimleri Yiksek
Okulu’na gidecektim. Evgeny Evgenievich diizenli olarak futbol,
buz hokeyi ve voleybol oynardi ama o siralar Sovyetler Birligi'nde
yasayan bircok erkek gibi adeta ucuca ekleyerek sigara da igerdi. Bu
¢aligmalarin ardindan uzunca bir siire sigara kokusu ile matematik
ugragt aklimda 6zdeslesmis olarak kald.

Bazi goriismelerimizin geceye kadar uzadigi olurdu. Bir keresin-
de, o geg saatte igeride kimsenin olacagina ihtimal vermeyen hade-
me, bulundugumuz amfiyi kilitledi. Tartigmamiza o kadar dalmig
olmaliy1z ki, kapinin kilitlendigini duymadik. Neyse ki amfi zemin
kattayd: da pencereden ¢ikabildik.

1984 yiliyd,, lise son siniftaydim. Hangi tiniversiteye bagvuraca-
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gima karar vermek zorundaydim. Moskova’da birgok okul olmasina
ragmen soyut matematik ¢aligilabilecek tek bir yer vardi: Moskova
Devlet Universitesi. Rusca adi Moskovskiy Gosudarstvenny Universitet
olan tiniversite, MGU kisaltmas: ile bilinirdi. Mekh-Mat olarak ani-
lan meghur Mekanik ve Matematik B6limii, SSCB’deki matematik
programlar: arasinda amiral gemisi konumundaydi.

Rusya’da tiniversiteye giris sinavlari, Amerika’daki 6grencilerin
girdigi SAT sinavina hi¢ benzemez. Mekh-Maf1n dort sinavi vardi:
vazili matematik, s6zli matematik, edebi deneme yazma ve sézli
fizik. Benim gibi liseden onur derecesiyle mezun olanlar (Sovyetler
Birligi'nde o donemde bize “altin madalya” verilirdi) ilk sinavda, 5
vani en yliksek puani aldiklarinda otamatik olarak kabul edilirlerdi.

O zamana kadar lisede 6gretilen matematigin gok Gtesine geg-
tigim i¢in, MGU’daki sinavlarin kolayca iistesinden gelecekmisim
gibi duruyordu.

Fakat ¢ok iyimsermisim. I1k ikaz atesi, 6grencisi oldugum uzak-
tan egitim okulundan aldigim bir mektup seklinde geldi. Bu okul,
birkag y1l 6nce iinli Sovyet matematikgi Israel Gelfand (hakkin-
da konugmaya devam edecegiz) ve birkag meslektas: tarafindan
kurulmugtu. Benim gibi biiyiik sehirlerin diginda yasayan ve 6zel
matematik okullarina erigim imkéni olmayan 6grencilere yardim
amaci gidiiyordu. Katilan 6grencilere her ay, okulda ele alinan
konular agiklayan bir kitapgik ulagir ve biraz daha derinlemesine
bilgi edinmeleri saglanirdi. Ayrica okulda gosterilenlerden biraz
daha zor problemler bulunur ve 6grencilerin bunlari ¢6zerek cevap-
larin1 mektupla géndermeleri beklenirdi. Okutmanlar (genellikle
Moskova Universitesi'nde lisans 6grencisiydiler) bu ¢éziimleri okur
ve geri bildirimde bulunurlardi. Bu okula ¢ y1l boyunca devam et-
tim; ayrlc:; fizik Gzerine bagka bir okulda da kayitliydim. Elimize
ulagan materyaller okulda gordiiklerimize benzemesine ragmen
(Evgeny Evgenievich ile siirdiirdiigim 6zel ¢aligmadakiler hig de
boyle degildi) benim igin yine de faydali bir kaynaktu.
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Bu okuldan aldigim mektup gayet kisaydi: “Eger Moskova
Universitesi'ne bagvurmak istiyorsaniz ofisimize ugrayin, size tav-
siyede bulunmaktan da mutluluk duyariz,” diyor ve MGU yerleskesi-
nin adresi ile ziyaret saatlerini veriyordu. Mektubu aldiktan kisa bir
siire sonra, iki saatlik bir tren yolculugu yaparak Moskova'ya gittim.
Okulun ofisi, i¢inde birkag sira, ¢aligan, yazan ve kigitlarda diizelt-
meler yapan birkag kisinin bulundugu biiyiik bir odayd:. Kendimi
tanittim, kisa mektubumu ¢ikardim ve otuzlarinin bagindaki ufak
tefek geng kadina uzattim.

Selam verircesine “Isminiz?” diye sordu.

“Eduard Frenkel.” (O giinlerde Edward’in Rusga versiyonunu
kullaniyordum.)

“Ve MGU’ya bagvurmak istiyorsunuz, 6yle mi?”

“Evet.”

“Hangi b6lim?”

“Mekh-Mat”

“Anliyorum.” Gozlerini indirdi ve sordu:

“Uyrugunuz nedir?”

“Rus,” dedim.

“Gergekten mi? Peki annenizin ve babaniniz uyrugu nedir?”

“Sey.. Annem Rus.”

“Peki ya babaniz?”

“Babam Yahudi,” dedim.

Bagini sallad.

Bu diyalog size gergekiistii goriinebilir ki su an yazarken bana
da dyle geliyor. Fakat Sovyetler Birligi'nde 1984 yilinda (Orwell’i
hatirlayin?’), birisine uyrugunu sormak hi¢ de garip bir sey degildi.
Sovyet yurttaglarinin yanlarinda tagimak zorunda olduklar yurt igi

pasaportlarinin tizerinde 6zel bir “uyruk” satir1 vardi. Kisinin ismi

* Sovyetler Birligi'nde Mikhail Gorbagov'un iktidara gelmesinden bir y1l ve perestroyka’yr
uygulamaya baglamasindan da birkag y1l 6nceydi. 1984 yilindaki totaliter Sovyet rejimi,
birgok agidan George Orwell'in gelecegi goren romaninin rahatsiz edici bir kopyastyd:.
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ilk satirda, babadan gelen ismi ikinci satirda, soy ismi ligiincii satir-
da, dogum tarihi d6rdiincii satirdayd: ve hemen arkasindan beginci
satirda uyruk yer alirdi. Bu nedenle ona pyaraya grafa yani “besinci
satir” denirdi. Ayrica vatandagslarin dogum belgelerinde hem ken-
disinin hem de anne ve babasinin uyruk bilgisi bulunurdu. Benim
durumumda oldugu gibi eger uyruklar: farkl: ise anne ve baba ¢o-
cuklari i¢in hangi uyrugu sececeklerine karar verirdi.

Amag ve niyet ne olursa olsun, “besinci satir” kisinin Yahudi
olup olmadigini sormanin bir yoluydu. (Yahudiler kadar olmasa da
Tatarlar veya Ermeniler gibi diger milletlere mensup olup, 6nyargi-
lara ve zulme maruz kalanlar da bu gekilde ayirt ediliyordu.) Benim
“besinci satir"imda Rus oldugum yazmasina ragmen babamdan gelen
ve bariz bi¢imde Yahudiligi ¢cagristiran soyadim beni ele veriyordu.

Ailemin hi¢ dindar olmadiginm 6zellikle belirtmek isterim.
Babam, dini bir gelenek i¢inde biiylimemigti, ben de 6yleydim. O
giinlerin Sovyetler Birliginde, dinin varligindan bahsetmek pek de
miimkiin degildi. Cogu Ortodoks Hristiyan kilisesi hasar gormiis ya
da kapatilmigt1. Ayakta kalan az sayidaki kiliseye ise sadece birkag
“babushkas” (nineler) gidiyordu ve anneannem de bunlardan biriy-
di. Anneannem arada sirada memleketim Kolomna’daki tek aktif
kilisenin ayinlere katilirdi. Sinagoglarin sayis: ise daha da azdi.
Ornegin benim kasabamda hig yoktu, niifusu on milyona ulagan
Moskova'da da resmi olarak sadece bir tane vardi'. Bir kilise veya
sinagogda ayinlere katilmak tehlikeliydi: Sivil giyimli ajanlar tara-
findan figlenebilir ve buna bagli olarak birgok sorunla kargilagabilir-
diniz. Bu yiizden birinin Yahudi oldugu sdylendiginde, kastedilen
dini degil daha ziyade etnik kokeni, yani “kan1”yd.

Se¢im komitesi, babamin soyadini kullanmiyor olsaydim da
Yahudi kokenimi tespit edebilecekti glinkii bagvuru formunda 6zel-
likle her iki ebeveynimin de tam isimleri sorulmugtu. Tam isimler
babadan gelen ismi yani bagvuran kisinin dedelerinin ilk adini da

igeriyordu. Babamin baba tarafindan gelen ismi, o dénem Sovyetler
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Birliginde hataya yer birakmayacak sekilde Yahudi ¢agrigimiyapan
Joseph'ti; dolayistyla soyadi beni ele vermese bile buradan ortaya ¢1-
kardu. Sistem, kisilerin en azindan dortte bir oraninda Yahudi olup
olmadiklarini tespit edebilecek sekilde kurulmugtu.

Yahudi oldugum bu gekilde ortaya ¢iktiktan sonra, gérevli kadin
“Yahudilerin Moskova Universitesine kabul edilmediklerini biliyor
musun?” diye sordu.

“Ne demek istiyorsunuz?”

“Demek istedigim su ki, bagvurmak zahmetinde bulunmayin. Bogu
bosuna zamanimzi harcamayin. Girmenize miisaade etmeyeceklerdir.”

Ne diyecegimi bilemedim.

“Bu mektubu bana bunun i¢in mi yolladiniz?”

“Evet. Sadece size yardim etmeye galigtyorum.”

Etrafa bir bakindim. Yakindan dinlemeseler de ofisteki herkesin
bu diyalogun ne hakkinda oldugunu bildigi ¢ok agikti. Birgok kez
gergeklesmis olmaliydi zira herkes aligkin gibi gériiniiyordu. Oliimciil

bir hastaymigim gibi herkes gozlerini kagirdi. Kalbim kirilmigti.

Daha 6nce de anti-Semitizme maruz kalmigtim ama bireysel sevi-
yedeydi, kurumsal degil. Besinci siniftayken, sinif arkadaslarimdan
bazilar1 “evrey, evrey” (“Yahudi, Yahudi”) diyerek bana satagirlardi.
Bu kelimenin ne anlama geldigine dair en ufak bir fikirleri oldugu-
nu sanmiyorum ¢iinkii aralarindan bazilar: Yahudi anlamina gelen
evrey kelimesini Avrupali anlamina gelen evropeyets ile karigtirir-
d1. Anti-Semitist yorumlar ailelerinden ya da diger yetigkinlerden
duyuyor olmaliydilar. (Uziilerek séyliiyorum ki anti-Semitizm Rus
kiiltiiriiniin derinliklerine iglemigti.) Ben, yanimda duran gergek ar-
kadaglara sahip oldugum i¢in sansl: ve yeterince giiglii idim; bu sayede
o zorbalar tarafindan ezilmedim ama yine de kétii bir tecriibeydi.
Ogretmenlerime ya da aileme sikayet etmeyecek kadar gururluydum
ama bir giin 6gretmenlerden birisi duydu ve araya girdi. Sonug olarak

okul miidiirii bu gocuklar: derhal yanina ¢agird ve satagmalar kesildi.
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Ailem, tiniversiteye giris sinavlarinda Yahudilerin aleyhine yapi-
lan ayrimcilig1 duymus ama her nasilsa buna pek dikkat etmemigti.
Memleketimde tiniversiteye baglayacak Yahudi sayist azdive ailemin
duydugu ayrimcilik vakalar: fizik programlarinda yaganmigti. Bu
tir programlarda yapilan galigmalar niikleer aragtirmalar ve bunun-
la baglantili olarak savunma ve hiikiimet sirlari ile iligkili oldugu
i¢in, Yahudilerin kabul edilmedigi seklinde tipik bir argiiman vards;
Israil veya bagka yerlere go¢ etme ihtimalleri oldugundan hiikiimet
bu alanlarda Yahudilerin olmasini istemiyordu. Bu sekilde digiintin-
ce, soyut matematik okuyan kisiler hakkinda kaygilanmaya gerek
olmamaliydi ama gériinen o ki birisi kaygilanmugti.

MGU’daki goriismem her agidan tuhafti. Sadece Kafkaesk y6-
nini kastetmiyorum. Konugtugum kadinin neler olacagina dair
bizleri uyararak bana ve diger 6grencilere yardim etmeye ¢alig-
t1g1 sdylenebilirdi. Peki ama durum gergekten bu olabilir miydi?
Unutmayin, Komunist Parti ve KGB’nin Sovyetler Birligi'nde ha-
yatin her alanini héla siki bir bigimde kontrol ettigi 1984 yilindan
bahsediyoruz. Hiikiimetin resmi politikasina gore tiim uluslar egitti
ve bunun aksini kamu 6niinde ileri siirmek insanin bagini derde so-
kabilirdi. Yine de bu kadin, ilk defa gordiigii bir yabanciya bunlar:
sakince soyliiyor ve bunu yaparken is arkadaglarinin isitmesinden
endiseleniyormus gibi gériinmiyordu.

Ote yandan MGU’nun sinav takvimi diger tiim okullardan bir
ay 6nde giderdi. Bu yiizden MGU'ya giremeyenlerin diger okullar:
denemek i¢in hala sanslar: olurdu. Birinin 6grencileri denememeye
ikna etmesine ne gerek vard: ki? Bana dyle geliyordu ki etkili baz:
gu¢ odaklari, beni ve diger Yahudi 6grencileri korkutarak uzaklag-
tirmaya ¢aligtyordu.

Tim bunlara ragmen vazgegmeyecektim. Ailemle uzun uzun
konugtuktan sonra, kaybedecek bir seyim olmadigina karar verdik.

Her ne olursa olsun MGU’ya bagvuracak ve en iyisini umacaktim.



56 ASK VE MATEMATIK

Temmuz'un baginda yapilan ilk sinav, yazili bir matematik testiydi.
Her zaman beg problemden olugurdu. Besinci soru son derece zor ve
¢oziilemez kabul edilirdi. Adeta sinavin besinci elementiydi. Ancak
ben, besincisi de dahil olmak tizere tiim sorulari ¢6zdiim. ‘Sinavi
okuyacak kisi her kim olursa olsun, ¢ok biiyiik ihtimalle bana 6n-
yargih yaklagacaginin ve ¢6ziimiimde agiklar arayacaginin farkinda
oldugumdan, herseyi kendime iskence edercesine ayrintili olarak yaz-
dim. Higbir hata yapmadigimdan emin olmak i¢in tiim savlarimin
ve hesaplarimin tstiinden iki kez gectim. Her sey kusursuz gori-
niiyordu! Oldukga keyifli bir tren yolculugu ile eve dondiim. Ertesi
gin Evgeny Evgenievich’e ¢oziimlerimi anlattim ve o da hepsinin
dogrulugunu onaylads. Iyi bir baslangi¢ yapmus gibi goriiniiyordum.

Bir sonraki sinav s6zli matematikti, 13 Temmuz Cuma giini
yapilacaktu.

O giine dair birgok ayrintiy1 gayet net hatirliyorum. Sinav 6g-
leden hemen sonra yapilacakti ve o sabah annemle birlikte kasa-
bamizdan trene bindik. Baglamasina birkag¢ dakika kala MGU’da
sinavin gergeklestirilecegi odaya girdim. Normal bir derslikti ve on
bes ila yirmi 6grenciyle dort bes gézetmen vardi. Sinava baglarken
sinifin 6n kisminda duran masanin tizerindeki tomardan birkag
kagit almamiz gerekiyordu. Kéagitlarin her birinde iki soru vard:
ve yazili kisimlari alta gelecek sekilde istif lenmiglerdi. Piyango bi-
leti gekmeye benziyordu, o yilizden bu kagit pargasina bi/er derdik.
Tomarda hepsi de 6nceden bilinen yaklagik yiiz adet soru vards.
Hangi bileti setigime pek dikkat etmedim ¢iinkii arka yiizlerinde
bulunanlar: biliyordum. Biletlerini ¢eken 6grencilerin siralardan
birine oturup, sadece kendilerine verilen bos kagitlar: kullanarak
sorular1 ¢6zmesi gerekiyordu.

Benim kigidimdaki sorular: (1) Bir iggenin igine yerlestirilmis
gemberin yarigapini kullarak ti¢genin alanini hesaplamakta kulla-
nilacak formiil; (2) iki fonksiyonun oraninin tiirevi (sadece formiil).

Bu sorulara hazirlikliydim; uykuda dahi ¢6zebilirdim.
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Siraya oturdum, bir kigit parcasina birkag formiil yazdim ve di-
siincelerimi toparladim. Iki dakikami almig olmali. Daha fazlasina
ihtiyacim yoktu; hazirdim. Elimi kaldirdim. Sinavi yapmak tizere
sinifta bulunan birkag kisi 6grencilerin ellerini kaldirmalari igin
bekliyordu ama tuhaf bir bigimde beni gérmezden geldiler; adeta
ben yoktum. Sanki bakiglar: icimden gegip gidiyordu. Bir siire elimi
kaldirmis sekilde oturdum; herhangi bir tepki vermediler.

Yaklagik on dakika kadar sonra, birkag ¢ocuk elini kaldird: ve
gozetmenler hemen onlarla ilgilendi. Ogrencilerin yanina oturu-
yor ve yanitlarimi dinliyorlardi. Bana ¢ok yakin olduklarindan on-
lar1 duyabiliyordum. Gozetmenler ¢ok kibards; genellikle baglarini
salliyor ve nadiren soru soruyorlardi. Olagandis: higbir sey yoktu.
Ogrencilerden biri kagidindaki sorulari cevaplamay: bitirdiginde
(yaklagik on dakika sonra), gézetmen ¢ozmesi igin bir soru daha
veriyordu. Bu sorular daha da kolayd: ve ¢ogu 6grenci hemen ¢6-
ziiyordu. Iste bu kadar!

11k iki ogrenci, en yiiksek not olan 5 puani aldiklar: belli ola-
cak sekilde mutlu mutlu gittiler ama ben hilé orada oturuyordum.
Sonunda yanimdan gegen ve heniiz doktorasinin ilk y1llarinda ol-
dugunu tahmin ettigim geng bir gézetmeni yakaladim ve dogru-
dan “Neden benimle konugmuyorsunuz?” diye sordum. Gozlerini
kagirarak, sessiz bir bigimde, “Uzgiiniim, sizinle konugmamiza
miisaade edilmiyor,” dedi.

Sinav baglayali yaklagik bir saat olmustu ki, orta yagh iki adam
sinifa girdi. On taraftaki masaya dogru yiiriidiiler ve orada oturan
gorevliye kendilerini tanittilar. O da bagin: salladi ve beni isaret
etti. Bunlarin bekledigim kisiler oldugu anlasiliyordu: engizisyon
sorgulamamu yapacak olan kisiler.

Oturdugum siraya yaklagstilar ve kendilerini tanittilar. Bir ta-
nesi zayif ve hizly, digeri hafif kiloluydu ve biiyiik bir biyig1 vardi.

“Evet,” dedi zayif olan1 —genellikle o konusuyordu— “bakalim
burada ne var? Ik soru nedir?”
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“Bir tiggenin i¢ine yerlestirilmis bir cember ve...”

S6ziimi kesti: “Cemberin tanimi nedir?”

Siniftaki gézetmenlerin diger 6grencilere davranusi ile kargilag-
tirildiginda oldukga sert bir iislubu vardi. Ayrica diger gézetmenler,
ogrenci biletteki sorunun cevabini tamamen anlatmadan bagka bir
sey sormamist1.

“Cember, diizlem tzerindeki sabit bir noktaya esit uzaklikta
bulunan noktalar kiimesidir,” dedim.

Bu standart tanimdu.

“Yanlig!” dedi siritarak.

Nasil yanlis olabilirdi? Birkag saniye bekledikten sonra “Diizlem
tzerindeki sabit bir noktaya esit uzaklikta bulunan #im noktalarin
kiimesidir,” dedi.

Abartil1 bir bigimde laf oyunu yapiyordu; beni bekleyen sikin-
tinin ilk igaretiydi bu.

“Tamam,” dedi ve devam etti: “Uggenin tanimi nedir?”

Ben tanimi séyledikten sonra tizerinde biraz diigiindi, eger ge-
reginden fazla kurcalamazsa bir eksigi yok gibiydi. Devam etti:

“Peki, bir tiggenin igine ¢izilmis gember ne demektir?”

Bu bizi teget ¢izginin, ardindan “cizgi’nin tanimina ve bagka
seylere gotiirdii. Kisa bir siire sonra bana Oklid’in, bir dogruya
onun digindaki bir noktadan sadece bir paralel ¢izgi gizilebilece-
gini belirten ve lise miifredatinda yer almayan besinci aksiyomunu
sordu. Bilet tizerindeki soruyla alakasiz ve benim bilmek zorunda
olmadigim konular hakkinda konusuyorduk.

Soyledigim her kelime sorgulaniyordu. Her kavrami tanimlamak
zorunda oldugum gibi, eger bu esnada bagka bir kavram kullanir-
sam derhal onlar1 da tanimlamam isteniyordu.

Soylemeye gerek yok ama eger soyadim Ivanov olsaydi bu soru-
larin higbiri sorulmayacakti. Gegmise doniip baktigimda, izerime
diisenin olup bitenleri protesto etmek ve gozetmenlere fazla ileri

gittiklerini séylemek oldugunu gérebiliyorum. Ancak bunu séyle-
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mek simdi kolay. Ben on alt1 yasindaydim ve onlar benden 25 yas
kadar biiyiiktii. Onlar, Moskova Devlet Universitesi'nde bir sinavi
idare eden resmi gorevlilerdi ve ben kendimi tiim sorulari miimkiin
olan en iyi sekilde cevaplamak zorunda hissediyordum.

Yaklagik bir saatlik sorgulamanin ardindan biletimdeki ikinci
soruya gectik. Diger 6grenciler coktan gitmis ve sinif bogalmigti.
Anlagilan sinifta“6zel ilgiye” mazhar olan tek 6grenci bendim. Belli
ki Yahudi 6grencileri aym sinifta bir ya da ikiden fazla bulunma-
yacak sekilde yerlestirmiglerdi.

Ikinci soruda, iki fonksiyonun oraninin tiirevinin alinmasinda
kullanilacak formulii yazmam isteniyordu. Herhangi bir tanim ya
da ispat yapmam istenmiyordu. Sadece formiil istendigi 6zel olarak
belirtilmigti ama tabii ki sinavi yapanlar kalkiiliis kitabinin biitiin
bir linitesini agiklamamda israr ettiler.

“Tirevin tanimi nedir?”

Verdigim standart tanim limit kavramini igeriyordu.

“Limitin tanimi nedir?” Sonrasinda, “Fonksiyon nedir?” vs vs.

MGU’nun giris sinavlarinda yapilan etnik ayrimcilik sorunu ¢ok
sayida yayinin konusu olmustur. Ornegin, bir matematikgi ve egi-
timci olan Mark Saul, Notices of the American Mathematical Society
isimli kitaptaki ayrintili makalesinde benim hikayemi 6rnek olarak
kulland1. Benim durumumu, A/ice Harikalar Diyarinda kitabinda
Alice’in Kirmizi Kralige tarafindan sorguya gekilirken distigi du-
ruma benzetiyordu, bu gayet yerinde bir karsilagtirmaydi. Cevaplari
biliyordum ama soyledigim her seyin benim aleyhime déndiigi bu
oyunda muhtemelen kazanamazdim.

Konuyla ilgili olarak Notices'ta yer alan bir bagka makalede®, ga-
zeteci George G. Szpiro s6yle bir degerlendirme yapmugtu:

Yahudiler —ya da Yahudiligi ¢agristiracak isimlere sahip aday-

lar— belirlenerek, giris sinavlarinda 6zel bir uygulamaya tabi tu-
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tulurlardu... Sézlii sinavda engeller artirilirds. Istenmeyen adaylara
zorlu bir muhakeme ve uzun hesaplamalar gerektiren “6ldirici
sorular” sorulurdu. Bunlarin bazilari ¢6ziilemeyen, dogru cevabi
bulunmayanya da muglak sorulardi. Adayin becerilerini 6lgmekten
ziyade, “istenmeyenleri” elemek igin tasarlanmiglardi. Adil olmanin
¢ok uzagindaki eziyet dolu bu sinavlar, ilgili yonetmeliklerde en
fazla li¢ buguk saat siirebilecegi belirtilmis olmasina ragmen, bazen
bes alt1 saate kadar uzardi. Adayin cevaplar1 dogru olsa bile onu
eleyecek gerekgeler her zaman bulunabilirdi. Bir keresinde aday-
lardan birinin, “cemberin tanimi nedir?” sorusuna verdigi “sabit
bir noktaya esit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesidir” seklin-
deki cevap hatali bulunmugtu. Gézetmenin dedigine gore, dogru
cevabin “sabit bir noktaya esit uzaklikta bulunan t#m noktalarin
kiimesidir” olmasi gerekiyordu. Ayni soruyla kargilagan bir bagka
adayin cevaby, aradakiuzakligin sifira egit olmadigini belirtmedigi
i¢in hatali bulunmugtu. Bir denklemin ¢6ziimleri soruldugunda,
“1 ve 2” yanit1 hatali bulundu, gézetmene gére cevabin “1 veya 2”
olmasi gerekiyordu. (Ayn1 gézetmen bir bagka adaya tam tersi ce-

vabi vermis, “1 veya 2”"nin yanlig oldugunu séylemisti.)

Sinava geri donelim. Bir buguk saat daha gegti. Sonra gozet-
menlerden birisi goyle dedi:

“Tamam, bu sorularla isimiz bitti. Burada ¢6zmeni istedigimiz
bir soru var.”

Verdikleri soru oldukga zordu. C6ziim igin okulda 6gretilmeyen
Sturm ilkesinin kullanilmas: gerekiyordu.* Aldigim uzaktan egitim
derslerinde bu konuyu 6grendigim i¢in problemi ¢6zebilirdim. Son
hesaplamalar1 yapmak tizereydim ki sinavi yapanlardan biri geri geldi.

“Sonunda yaptin m1?”

“Neredeyse.”

Yazdiklarima bakt: ve ¢6zlimiimiin dogrulugunu golgeleyecek

bir sey olmad1g1 gibi hesaplar: da bitirmek tizere oldugumu gordii.
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“Ne diyecegim biliyor musun,” dedi ve devam etti “sana bir bag-
ka problem daha vereyim.”

Merakla bekledigim ikinci soru ilkinin iki kat: daha zordu ama
yine de soruyu ¢6ziiyordum ki yarisinda gézetmen yine geldi.

“Heniiz yapamadin m1?” dedi. “Bunu bir dene.”

Eger bu, kana bulanmig vaziyette kdseye sikigan bir boksoriin
lizerine adeta yagmakta olan yumruklardan (ki bazilarinin belden
agag1 oldugunu da ekleyebilirim) ¢aresizce kagmaya ¢aligtig1 bir
boks mag1 olsaydi, bu soru o magin son ve 6liimciil yumrugu olur-
du. Soru, ilk bakigta goziime masum goriinmisti: Bir gember ile
ayni diizlem tizerinde ve bu ¢emberin diginda bulunan iki nokta
verilmisti; bu iki noktadan gegen ve ilk gembere bir noktada teget
olan ikinci bir ¢emberin ¢izilmesi isteniyordu.

Fakat ¢6ziim aslinda oldukga karmagikti. Profesyonel bir ma-
tematik¢i dahi bu soruyu hemen ¢6zemeyebilirdi. C6ziim igin ya
“evirtim” (inversion) ismi verilen y6éntemin kullanilmas ya da detayh
bir geometrik yap: kurulmas: gerekiyordu. Bu yontemlerin higbiri
liselerde 6gretilmediginden, aslinda sinavda bu sorunun sorulma-
sina izin verilmemeliydi.

Evirtim y6ntemini biliyordum ve bu soruda uygulayabilecegimi
fark ettim. Problem iizerinde ¢aligmaya bagladim ama birkag dakika
sonra gozetmenler geri geldi ve yanima oturdular. Bir tanesisoze girdi:

“Biliyor musun, biraz 6nce kayit komitesinin Bagkan Vekili ile
goristim ve senin durumundan bahsettim. Neden hild zamani-
muz1 harcamaya devam ettigimizi sordu... Bak,” dedi ve ilk defa
gordigiim, tizerinde notlar diiglilmiis resmi gibi goriinen bir form
¢ikardi. “Biletindeki ilk soruda, bize eksiksiz bir cevap veremedin,
bir gemberin tanimini dahi bilmiyorsun. Dolayisiyla eksi puan ver-
mek zorundayiz. Ikinci soruda bilgin saglam degildi ama tamam,
sana eksi art1 veriyoruz. Sonra ilk soruyu tam olarak ¢6zmedigin
gibi ikinci soruyu da ¢6zemedin. Ugiinciisii? Onu da heniiz ¢oze-

medin. Dolayisiyla seni elemekten bagka ¢aremiz yok.”
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Saatime baktim. Sinav bagladigindan beri dort saatten fazla bir
siire gecmigti ve artik yorulmugtum.

“Yazili stnavimi gorebilir miyim?”

Diger gézetmen kiirsiiye gitti, sinav kagidimi getirdi ve dniime
koydu. Sayfalari gevirirken kendimi gergekiistii bir filmdeymis gibi
hissediyordum. Tiim cevaplar ve tiim ¢6ziimler dogruydu ama yine
de tizerinde bir siirli yorum vardi. Hepsi kursun kalemle yazilmist:
—yani kolayca silinebilirler diye diigiindiim— ve hepsi de giiliing
seylerdi, sanki birisi bana esek sakasi yapiyordu. Bir tanesi hila
aklimda: Yaptigim hesaplarin birinde “/8>2” yazmistim ve yanina
soyle bir not digtilmisti: “ispat edilmemis”. Cidden mi? Diger yo-
rumlar da pek farkl: degildi. Peki, hepsi dogru olarak ¢6ziilmiis beg
soru kargiliginda bana hangi notu verseler begenirsiniz? 5 degil, 4
de degil. Rusya’da C’ye karsilik gelen 3. Tiim bunlarin karsiliginda
bana C mi vermiglerdi?

Bittigini biliyordum. Bu sistemle miicadele etmenin bir yolu
yoktu. “Peki,” dedim.

Bir tanesi sordu: “Itiraz etmeyecek misin?”

Bir itiraz makami oldugunu biliyordum ama ne ige yarard ki?
Yazili sinavdaki notumu belki 3’ten 4’e yiikseltebilirdim ama s6z-
li sinav notuna itiraz etmem daha zordu; onlarin s6ziine kargilik
benimki olacakt1. S6zlii sinav notunu 3'e yiikseltebilsem bile ne ige
yarayacakt: ki? Oniimde, beni avlayabilecekleri iki sinav daha vard..

George Szpiro Notices isimli kitabinda konuyla ilgili olarak sun-
lar1 yazmasgtu:

Olur da adaylardan birisi tim tersliklerin tistesinden gelip,
yazil1 ve sozlii sinavlardan gegse dahi, “konu yeterince kapsaml
bi¢imde ele alinmamugtir,” gibi genelgeger bir gerekge ile Rus ede-
biyat: sinavinda yazmasi gereken denemede bagarisiz olmasi isten
degildi. Cok nadir kargilagilan istisnalar harig, olumsuz kararlara

yapilan itirazlarin bagari elde etmeleri imkénsizdi. En iyi durum-



BESINCi PROBLEM 63

da gormezden gelinirler, en kotli durumdaysa aday “g6zetmenlere

hakaret” gerekgesi ile cezalandirilirds.

Asil kritik soru ise orada olmami engellemek igin elinden geleni
yapan bir tiniversiteye kayit olmay: gergekten isteyip istemedigim-
di. Cevabim goyle oldu: “Hayir. Aslina bakarsaniz bagvurumu geri
¢ekmek istiyorum.”

Birden yiizleri giildii. Itiraz etmemem, onlar i¢in daha az sikinti,
daha az sorun olasili1 demekti.

“Emin misin?” diye sordu konuskan olani, “Sana egyalarini he-
men teslim edeyim.”

Odadan ¢ikip asansére bindik ve kap: kapandi. Asansérde sadece
ikimizdik ve gozetmenin keyfi yerindeydi. “Cok iyiydin. Gergekten
etkileyici bir performans sergiledin. Ozel matematik okullarindan
birisine gidip gitmedigini merak ettim,” dedi.

Kiigiik bir kasabada biiytidiim; 6zel matematik okullarimiz yoktu.

“Gergekten mi? Annen ya da baban matematikgi mi?”

Hayur, her ikisi de mithendis.

“Iiging... Ozel matematik okullarindan birisine gitmeyen bu
kadar sik1 bir 6grenciyi ilk defa goriiyorum.”

Soylediklerine inanamiyordum. Bu adam az 6nce, yaklagik dort
buguk saat siiren, adaletten yoksun, tarafli ve oldukga zor bir si-
navla beni elemisti. Tek bildigim, matematik¢i olma hayallerimi
suya digstirdigiydi. Tek hatas: Yahudi bir aileden gelmek olan 16
yasinda bir cocuktum... Yani simdi bu adam bana iltifatlar diizip,
ona agilmami mi bekliyordu?!

Ne yapabilirdim ki? Ona bagiracak ya da yiiziine bir yamruk
mu indirecektim? Orada 6yle sessiz ve sersem bir hialde duruyor-
dum. Sézlerine soyle devam etti: “Sana bir tavsiyede bulunayim.
Moskova Petrol ve Gaz Enstitiisi’ne git. Oldukga iyi bir uygu-
lamali matematik programlari var. Oraya senin gibi 6grencileri
aliyorlar.”
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Kapr agildi ve bir dakika sonra okulda aldigim 6diillerin garip bir
sekilde i¢inden firladig1 gayet kalin bagvuru dosyami bana teslim etti.
Bana iyi sanslar diledi ama ben kargilik veremeyecek kadar yor-

gundum. Sadece ve sadece oradan uzaklagmak istiyordum!*

Sonunda digar1 ¢iktim, devasa MGU binasinin 6niindeki uzun
merdivenlerde durdum. Taze yaz havasini tekrar igime ¢ekiyor ve
biiyiik sehrin uzaklardan duyulan sesini dinliyordum. Hava ka-
rarmak iizereydi ve ortalikta kimsecikler yoktu. Birden, tiim giin
merdivenlerde endiseyle beni bekleyen annemle babamui fark ettim.
Yiiziimdeki ifade ve elimdeki biiyiik klasérden igeride olup bitenleri
hemen anladilar.



4, Bolum:

Kerosinka

O giin sinavdan sonra gece geg saatte eve varabildik. Yasadigimiz
sokun etkisi ilk andaki gibi devam ediyor ve olup bitene bir tiirli
inanamiyorduk.

Bu durum, anne ve babam igin de gayet can sikici bir deneyimdi.
Onlara hep ¢ok yakindim ve onlar da karsiliksiz sevgi ve destek-
lerini benden esirgemedi. Higbir zaman beni daha fazla ¢aligmaya
ya da belli bir alana y6nelmeye zorlamayip, tutkularimin pesinden
gitmem i¢in cesaretlendirdiler. Tabii ki bagarilarimla gurur duyu-
yorlardi. Hem diipediiz haksizlik yapildigindan hem de ogullarini
korumak i¢in ellerinden bir sey gelmediginden sinavda olup bitenler
onlar1 da sarsmigt1.

Babamuin teorik fizik¢i olma hayalleri, otuz y1l 6nce (1954 y1lin-
da), bagka bir sebepten dolay1 acimasizca yikilmigti. Milyonlarca
masum insan gibi babamin babasi da Joseph Stalin’in zulmiiniin
kurbani olmugtu. 1948 yilinda, tedarik sefi olarak ¢aligmakta ol-
dugu Gorky’deki (simdiki Nizhny Novgorod) biiyiik otomobil fab-
rikasin1 havaya ugurmak gibi diizmece bir iddia ile tutuklanmigti.

Iddianamesinde sunulan tek “delil”, tutuklandig1 sirada yaninda bir

65
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kutu kibrit olmastyd1. Rusya’nin kuzeyinde yer alan bir komiir made-
nine agir islerde ¢caligmak tizere yollanmigti. Gulag Archipelago’da
bulunan bu bolge, yillar sonra Soljenitsin ve diger baz:i yazarlarca
tim yonleriyle anlatildi. Dedem “halk diigmani” olmakla itham
edildiginden babam da “halk diigmaninin oglu”ydu.

Babam, Gorky Universitesi Fizik Boliimii’ne bagvururken, bu
durumu da yazmak zorunda kalmigti. Aslinda liseyi onur nigani ile
bitirdigi i¢in dogrudan kabul edilmesi gerekirken, tek amaci “halk
diismani” olanlar1 belirlemek olan s6zli miilakatta elenince, bir mii-
hendislik okuluna gitmek zorunda kalmust1. (Diger mahkamlar gibi
dedem de 6nce rehabilite edilip, ardindan 1956 yilinda yayimlanan
Kruscev Kararnamesi ile serbest birakilmigt: ama bu adaletsizligin
telafisi artik imkénsizds.)

Aradan gegen otuz yilin ardindan, bu sefer de oglu benzer bir
tecriibe yagamak zorunda kaliyordu.

Fakat hilimize aciyacak zamanimiz yoktu. Bundan sonra ne
yapacagimiza derhal karar vermeliydik ve ilk olarak da hangi oku-
la bagvuracagimi belirlememiz gerekiyordu. Diger biitiin okullar
stnavlarini ayn1 zamanda, yaklagik iki hafta sonra Agustos ayinda
yaptiklarindan tek bir tanesine bagvurabilecektim.

Ertesi sabah babam erkenden uyanip, Moskova’ya gitti.
MGU’daki gézetmenin tavsiyesini ciddiye almigti. G6zetmen yar-
dimci1 olmak ister gibiydi; belki de yaptig1 haksizlig1 biraz olsun
telafi etmeye ¢alistyordu. Babam Moskova'ya varir varmaz bagvuru
komitesi ile goriismek tizere dogrudan Petrol ve Gaz Enstitiisi’ne
gitti. Ne yapip edip, onunla ézel olarak goriismeyi kabul ederek
durumum hakkinda konusgabilecegi birini bulmus. S6z konusu kisi,
MGU’nun anti-Semitist tutumundan haberdar oldugunu ve Petrol

ve Gaz Enstitlisi’'nde boyle bir durumun gegerli olmadigini belirt-

* O dénemde, Gubkin Petrokimya ve Gaz Endistrisi Enstitiisii olarak da biliniyor-
du (adin1 SSCB’de uzun yillar Petrol ve Gaz Bakanlig1 yapan I. M. Gubkin'den
almigt1). Ben orada 6grenci olduktan sonra adi Gubkin Petrol ve Gaz Enstitiisii ve
daha sonra da Gubkin Petrol ve Gaz Universitesi oldu.
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mig. Benim gibi MGU’ya kabul edilmeyen ¢ok sayidaki 6grenci ne-
deniyle uygulamali matematik bolimlerine bagvuran 6grencilerin
seviyesinin gayet yiiksek oldugunu da eklemis. Giris sinavinin pek
de kolay olmayacagini belirtip, “Eger oglunuz dediginiz gibi parlak
bir 6grenci ise kabul edilecektir. Giris sinavimizda Yahudilere kars
herhangi bir negatif ayrimcilik yapilmaz,” demis.

Gortigmenin sonunu da “Ama yine de sizi uyarmaliyim. Lisans
sonrast ¢aligmalarimiz bagka insanlar tarafindan yénetiliyor ve oglu-
nuz muhtemelen yiiksek lisansa kabul edilmeyecektir,” diye baglamis.

Ancak bu, bes y1l sonra diigiiniilmesi gereken oldukga uzak bir
meseleydi.

Babam, uygulamali matematik béliimi bulunan Moskova’'daki
diger okullara da gitmis ama Petrol ve Gaz Enstitiisti’'ndeki gibi
bir intiba edinememis. Aksam eve gelip, olan biteni annemle bana
anlattifinda, bir an 6nce Petrol ve Gaz Enstitiisi’'niin matematik
programina bagvurmaya karar verdik.

Enstitii, Metalirji Enstitiisii ya da Demiyollar1 Mithendisligi
Enstitiisi (Sovyetler Birligi'nde, birgok okula “enstiti” ismi verilir-
di) gibi farkli sanayi sektorlerine teknisyen yetistiren Moskova'daki
bir diizine kadar okuldan biriydi. Mark Saul makalesinde, 1960'1n
sonlarindan itibaren MGU’da uygulanan anti-Semitist politikanin
“Yahudi 6grenciler i¢in matematikgi kontenjani piyasasi yarattigini”
yazmusti.! Petrol ve Gaz Enstitiisii de “bu piyasaya acilarak, yiiksek
nitelikli 6grencileri kazanmak tizere, diger tiniversitelerin anti-Se-
mitik politikalarindan istifade etmeye baglad1.” Mark Saul durumu
su sekilde agikliyordu:

“Takma adi Kerosinka, (onlarin) gurur ve kinizmlerini yansit-
maktaydi. Kerosinka, gazyag: yakan, digiik teknolojili ama yoklukta
iyi ig gbren bir tiir sobadir. Enstiti’'niin 6grencileri ve mezunlarn
hizla “kerosinkacik”lar olarak anilmaya bagladi ve okul matematik

tutkunu Yahudi 6grenciler igin bir siginak oldu.
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Nasil oldu da kader Kerosinka’y: bu kadar ¢ok yetenegin de-
posu hiline getirdi? Bu soruyu cevaplamak kolay degil. MGU’nun
Yahudilere uyguladig: dislayici tutumdan istifade eden bagka ku-
rumlar da oldugunu biliyoruz. Bu diglayici tutumun bilinghi bir
hareket oldugunu ve muhtemelen baglangigta biraz direngle kargi-
lagtigini da biliyoruz. Baz: kurumlar i¢in Yahudi 6grencileri kabule
devam etmek, onlar igin yeni bir politika belirlemekten daha kolay
olmali. Ancak bu olgu yayildiktan ve Kerosinka’da Yahudi 6gren-
cilere kadro agildiktan sonra buna neden g6z yumuldu? Gizli poli-
sin (KGB), Yahudi 6grencileri sadece bir iki yerde gézetim altinda
tutmak gibi bir plani olduguna dair bazi karanlik fisiltilar var. Ne
var ki arkada yatan daha olumlu bir sebep de olabilir: Enstitii’niin
yetkilileri gelismekte olan yeni bir boliim gérmiis ve bu durumun

devam etmesi igin de ellerinden geleni yapmis da olabilirler.”

Son ciimle bana daha dogru goriiniiyor. Petrol ve Gaz
Enstitiisi’niin Bagkani (ya da Rektorii) olan Vladimir Nikolaevich
Vinogradov zeki bir yoneticiydi. Yaratic1 egitim ve aragtirma tek-
nikleriyle ilgilenen profesorleri kadrosuna dahil etmesi ve siniflarda
yeni teknolojiler kullanmast ile taninirdi. Tiim smavlarin (girig si-
navlar1 dahil) yaz/t olarak gergeklestirildigi bir sistem olugturmus-
tu. Yazili sinavlar da suistimale (MGU’daki yazili sinavda benim
basima geldigi gibi) agikt1 tabii ki ama en azindan MGU’daki s6z-
li sinavda yagadigim tiirden felaketler engellenebiliyordu. Yahudi
adaylara karg1 ayrimcilik yapilmamas: Vinogradov’un aldig: bir
karar olsayd: sagirmazdim ama eger yleyse onun biraz iyi niyet ve
hatta biraz da cesaret gstermis olmas: gerekirdi.

Tahmin edilecegi tizere, girig sinavinda herhangi bir ayrimei-
lik yok gibi gériiniiyordu. 11k sinavda (yazili matematik) A notuna
kargilik gelen 5 puan: alinca kabul edildim (ilk stnavda A notunu
alan altin madalyalilar dogrudan kabul ediliyordu). Gelin gériin ki

bu notu almam da pek kolay olmad: ¢iinkii sinavda yaptigim bazi
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¢oziimler otomatik notlama sistemine hatali girilmisti ve bu yiz-
den notum ilk énce 4, yani B olarak kaydedilmisti. Itiraz edebilmek
i¢in aklimda bin bir tiirli koti digiinceyle saatlerce kuyrukta bek-
lemem gerekti ama itiraz komitesine durumu agikladigimda, hata
bulundu ve 4ninda diizeltildi; ardindan da 6ziir dilendi ve boylece

benim giris sinavlar: efsanem sona erdi.

1 Eyliil 1984 giinii egitim-6gretim yili baglad: yeni sinif arkadag-
larimla tanigtim. Bu programa her yil sadece elli 6grenci kabul
ediliyordu (oysa Mekh-Mat igin bu rakam bes yiizdi). Etrafimdaki
bazi arkadaglar da benzer bir tecriibe yagamigti. Bunlar en zeki ve
en yetenekli matematik 6grencilerinden bazilariyd:.

Ben ve yurttaki oda arkadagim Kiginev’li Misha Smolyak harig
herkes Moskova’dandi. Moskova diginda yagayanlar, sadece altin
madalyali bir okuldan mezun iseler bagvurabiliyorlards; neyse ki
benim okulum da onlardan biriydi.

Arkadaglarimin ¢ogu, Moskova'nin 6zel matematik programlar:
olan en iyi okullarinda (No. 57, No. 179, No. 91 ve No. 2 okullar1
gibi) okumuglardi. Bir kismi profesyonel matematikgi olma yolu-
na girdi ve bugiin diinyanin en iyi iniversitelerinde 6gretim tye-
si olarak galigiyorlar. Sadece benim sinifimda, bizim neslin en iyi
matematikgilerinden olacak isimler vardi: Pasha Etingof MIT de,
Dima Kleinbock Brandeis Universitesi'nde ve Misha Finkelberg
Moskova Yiiksek Ekonomi Okulu’'nda 6gretim tiyesi. Oldukga il-
ham verici bir ortamd:

Kerosinka’'da yiiksek diizeyde bir matematik egitimi veriliyor-
du; analiz, fonksiyonel analiz ve lineer cebir gibi temel dersler,
MGU’daki kadar sik: bir bigimde isleniyordu. Fakat geometri ve
topoloji gibi diger soyut matematik alanlarinda dersler verilmiyor-
du. Kerosinka sadece uygulamali matematik program verdiginden
egitimimiz bagta petrol ve gaz arama ve tiretmeye yonelik olmak

izere somut uygulamalara odaklanmigti. Daha fazla uygulama
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agirlikli birkag ders almak zorundaydik: optimizasyon, niimerik
analiz, olasilik ve istatistik. Bunlarin yanu sira bilgisayar bilimine
de epey yer verilmekteydi.

Bu tiir uygulamali matematik dersleri almak zorunda kalmis ol-
maktan hognuttum. Bu sayede “soyut” ve “uygulamali” matematik
arasinda aslinda gok keskin bir ayrim olmadigini 6grendim,; yiiksek
kalitedeki uygulamali matematik galigmalari, her zaman karmagik
soyut matematik altyapisi tizerine kuruluydu. Edindigim tecri-
be ne kadar faydali olursa olsun, ger¢ek agkimi unutamiyordum.
Kerosinka’da verilmeyen soyut matematik konularini 6grenmenin
bir yolunu bulmaliydim.

Bir kismi1 Moskova'daki prestijli ve 6zel matematik okullarina
gitmis olan diger 6grencilerle arkadas oldukga, ¢6ziim kendiliginden
ortaya gikt1. Birbirimize hikéyelerimizi anlattik. Yahudi olanlar (yu-
karida bahsettigim kriterlere gore) sinavlarda en az benimki kadar
insafsiz bir bigimde elenirken, Yahudi olmayan tiim sinif arkadag-
lari, sorunsuz bir bigimde MGU’ya yerlesmisti. Arkadaslarim, bu
ogrenciler aracilifiyla Mekh-Mar’ta neler olup bittiginden, hangi
derslerin iyi oldugundan, derslerin nerede ve ne zaman islendi-
ginden haberdar oluyordu. Kerosinka’daki ikinci haftamda, simif
arkadagim (yanilmiyorsam Dima Kleinbock’tu) s6yle bir teklifte
bulundu: “MGU’a, Kirillov’un dersine gidiyoruz. Sen de bizimle
gelmek ister misin?”

Kirillov tinlii bir matematik¢iydi ve ben elbette dersine katilmak
isterdim. Ancak bunun nasil miimkiin olacagina dair higbir fikrim
yoktu. MGU’nun devasa binas: polis tarafindan siki bir bigimde
korunuyordu. Igeri girebilmek i¢in 6zel kimlik gerekiyordu.

“Endiselenme,” dedi arkadasim, “korkuluklarin tstiinden at-
layacagiz.”

Tehlikeli ve heyecanl: olacak gibi goériiniiyordu; bu yiizden,
“Elbette,” dedim.
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Binanin yanindaki korkuluklar oldukga yiiksekti, en az alt: metre
olmaliydilar ama bir yerde demirler egildiginden igeri sizilabilirdi.
Iyi hos ama bundan sonrasi ne olacakt:? Bir yan kapidan binaya
girdik ve sonu mutfaga ¢ikan uzun bir koridor boyunca yiiridiik.
Calisanlarin dikkatini ¢ekmeden mutfagin iginden gegip yemek-
haneye ulagtik ve ana giris holiine ¢iktik. Buradan asansore binerek
amfinin bulundugu on dérdiincii kata ¢iktik.

Alexandre Alexandrovich Kirillov (ya da sevilen ismiyle San
Sanych) karizmatik bir 6gretim lyesiydi ve bu biiyiik insan y1l-
lar sonra gayet iyi taniyacaktim. Sanirim, meshur kitabini takip
ederek, gésterim teorisi hakkinda tipik bir lisans dersi veriyordu.
Ayrica yiiksek lisans 6grencilerine yonelik bir seminer veriyordu
ve biz ona girdik.

Krillov'un iyi niyeti sayesinde arada kaynadik. Oglu Shurik (su
anda Stony Brook Universitesinde 6gretim iyesi), No. 179 isimli
6zel matematik okulunda, sinif arkadaglarim Dima Kleinbock ve
Syoma Hawkin ile birlikte okumugtu. Kugkusuz San Sanych, MGU
kabul komitesinde olup bitenlerin fakindaydi. Yillar sonra bana bu
konuda yapabilecegi higbir sey olmadigin: séyledi; biiyiik ¢ogun-
lugu Kominist Parti aparatgiklerinden olugan kabul komitesine
onu kesinlikle yaklagtirmiyorlardi. Yapabilecegi tek sey, derslere
sizmamiza g6z yummakt.

Kirillov, derslerine gelen Kerosinka 6grencilerinin kendilerini
rahat hissetmesi i¢in elinden gelen her seyi yaptyordu. Onun eglen-
celi ders ve seminerlerine katilmak, tniversitedeki ilk yilima dair
anilar igerisinde 6nemli bir yer tutar. Bunun yaninda, Alexander
Rudakov’un verdigi bir seminere de katilirdim ki o da benim igin
biiyiik bir tecriibeydi.

Bu esnada, Kerosinka’da matematige dair 6grenebilecegim ne
varsa 6greniyordum. Yurtta kaliyor ama hafta sonlari eve gidiyor ve
her iki haftada bir Evgeny Evgenievich ile bulusuyordum. Bana oku-

mam igin kitap tavsiyelerinde bulunuyor, ben de ona diizenli olarak
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rapor veriyordum. Ancak momentumumu ve bunun igin motivas-
yonumu korumam gereken noktaya hizla ulagiyordum, bu yiizden
daha diizenli goriisebilecegim ve sadece 6grenmek degil tizerinde
caligmak i¢in problem de alacagim bir danigmana ihtiyacim olacakti.
Mekh-Mat mensubu olmadigim igin, sagladig: sonsuz olanaklardan
faydalanma imkanim yoktu. A. A. Kirillov gibi birisine gidip bi-
reysel olarak benimle ¢aligmasini veya iizerinde ¢aligmam igin bir
problem vermesini isteyemeyecek kadar da utangagtim. Kendimi
diglanmig hissediyordum. Kerosinka’daki ikinci senem olan 1986
yili bahar déneminde, kayitsizlik ve tembellige teslim olmaya bag-
ladim. Kargilagtigim kismetsizliklere bagli olarak, bir matematikgi
olma hayallerimi ger¢eklestirecegimden siiphe duyar oldum.



5. Bolim:
Coziimiin Ipleri

Artik iyiden iyiye umudumu yitirmeye baglamigtim ki bir giin
Kerosinka’da ders arasindayken, saygin matematik 6gretmenle-
rimizden biri olan Alexander Nikolaevich Varchenko koridorda
vanima geldi. Varchenko, 6nde gelen Sovyet matematikgilerinden
biri olan Vladimir Arnold’un eski 6grencilerindendi ve diinya ¢a-
pinda bir matematikgiydi.

“Bir matematik problemi tizerinde galigmak ister misin?” diye
sordu.

“Evet, tabii ki,” diye cevapladim ve sanki ne olursa olsun bir
sey yapmak beni mutlu etmeyecekmis gibi, “Ne tiir bir problem?”
diye sordum.

“Kendi aragtirmam esnasinda ortaya ¢ikan ve senin gibi par-
lak bir 6grenci i¢in uygun olabilecegini digiindiigiim bir problem.
Bu konunun uzmani Dmitry Borisovich Fuchs’tur.” Daha 6nce de
adini duydugum Fuchs iinli bir matematikgiydi. “Ben kendisi ile
gorustim ve bu konuda aragtirma yapacak bir 6grenciye rehberlik
yapmay1 kabul etti. Burada numarasi yaziyor. Onu ara, sana ne yap-

man gerektigini séyleyecek.”

73
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Varchenko gibi tecriibeli matematikgilerin kendi aragtirmalar
esnasinda, daha 6nce ¢6ziilmemis her tiirden matematik proble-
miyle sik¢a karsilagmalari oldukga yaygin bir durumdur. Eger bu
problem kendi aragtirma programiyla yakindan alakal: olsayd: ken-
disi ¢ozmeyi denerdi. Ancak higbir matematikgi her seyi tek bagina
yapmaz; dolayisiyla daha 6nce ¢6ziilmemis bu tiir (genellikle daha
basit gordiikleri) problemlerin bazilarini 6grencilerine havale ederler.
Bazen de bir problem profesoriin o anki ilgi alaninin diginda olma-
stna ragmen, yine de ¢6zlimii merak edebilir; benim durumum da
bunun bir 6rnegiydi. Bu yiizden Varchenko, konunun uzmani olan
Fuchs’tan bana nezaret etmesini istemisti. Neticede bu, matematik
diinyasinin sosyal diizeni igerisinde tipik bir “iglem”di.

Isin asil ilging yani, Fuchs'un herhangi bir tiniversitede egitim
kadrosunda resmen yer almamasiydi. Buna ragmen Fuchs ve 6nde
gelen bagka birkag matematikgi, Yahudi 6grencilere kars: siirdiiriilen
ayrimci tutumun etkisini azaltmak i¢in, MGU’ya kabul edilmeyen
yetenekli genglere yillardir 6zel olarak ders veriyordu.

Bu cergevede Fuchs, “Yahudi Cemaati Universitesi” olarak bili-
nen gayriresmi aksam okulunda 6grencilere ders veren meslektaglar:
arasina katilmigti. Bu derslerin bir kismi benden 6nce Kerosinka’da
verilmigti.

Okulun kurucusu olan Bella Muchnik Subbotovskaya isim-
li cesur kadin, ayn1 zamanda okulun kalbi ve ruhuydu. Maalesef
KGB durumu 6grendi ve Yahudilerin izinsiz toplanmasina karst
alarma gegti. Subbotovskaya sonunda KGB'ye ¢agirildi ve sorguya
¢ekildi. Sorgudan kisa bir siire sonra, siipheli bir bicimde bir kam-
yonun altinda kalarak hayatini kaybetti. Bu, bir¢ok kisinin olayin
sogukkanli bir cinayet' oldugundan siiphelenmesine yol agti. Onun
yoklugunda okul dagildi.

Kerosinka'ya bu trajik olaylar zincirinden iki y1l kadar sonra gel-
migtim. Aksam okulu artik var olmasa da bir grup géniillii profes-

yonel matematikgi, benim gibi talihsiz diglanmiglara bireysel olarak
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yardim ediyordu. Gelecek vadeden 6grencileri segip, onlara akil
ve cesaret veriyor, bazen de tam manasiyla akil hocalig1 ve danig-
manlik yapryorlardi. Bu yiizden Varchenko o problemi, baglantilar:
sayesinde kolaylikla ulagabilecegi Mekh-Maz’ta okuyan istekli bir
ogrenciye degil de Kerosinka’da okuyan benim gibi bir 6grenciye
vermisti. Fuchs'un kendi zamanindan harcayarak bana danigmanlhik
yapmay1 kabul etmesinin nedeni de buydu.

Bunun i¢in Fuchs’a giikran borgluyum. Geriye doniip baktigim-
da anliyorum ki eger onun iyilikseverligi ve fedakarligi olmasayd:
asla bir matematikg¢i olamazdim. Kerosinka’da matematik okuyor
ve MGU'’ daki derslere katiliyordum ama tek bagina yeterli degildi.
Aslinda bir bagkasinin rehberligi olmadan bir 6grencinin kendi
aragtirmasini yapmast imkéinsizdir; mutlak suretle bir danigman:
olmas: gerekir.

Bununla birlikte elimde inli matematikgi Fuchs'un telefon nu-
marasi vardi ve onun danigmanliginda bir projeye baglayacaktim.
Buinanilmazdu! Siirecin nereye varacagini bilmiyordum ama biiyiik
bir seyin gergeklesmis oldugunu hemen anlamigtim.

O akgam tiim cesaretimi toplayip ankesorlii telefondan Fuchs'u
aradim ve kendimi tanittim.

“Tamam, haberim var,” dedi Fuchs, “okuman i¢in sana bir ma-
kale verecegim.”

Ertesi giin bulugtuk. Fuchs, tahminlerimden ¢ok farkli olarak,
dev gibi bir fiziksel goriiniime sahipti. Cok ciddiydi.

“Iste,” diyerek bir makalenin ¢iktisini uzatti ve “bunu okumaya
¢alig ve anlamadigin bir kelime ile kargilagtigin an beni ara,” dedi.
Az 6nce bana Kutsal Kase’yi vermis gibi bir hisse kapildim.

Orgﬁ gruplari (braid groups) hakkinda birkag y1l 6nce yazdigy,
diizinelerce sayfa uzunlugunda bir makaleydi. O aksam okumaya
bagladim.

Evgeny Evgenievich ile ti¢ yildir siiren ve ilaveten tek bagima

surdirdiigiim ¢aligmalar boga gitmemigti. Sadece basliktaki tiim
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kelimeleri anlamakla kalmiyor, igeriginin anlamini da kavrayabi-
liyordum. Tamamini kendi bagima okumaya karar verdim. Bunu
gurur meselesi yaptim. Tim makaleyi tek bagima anlayabildigimi
soyledigimde Fuchs'un ne kadar etkilenecegini hayal ediyordum.

“Orgii gruplari” kavramini daha 6nce de duymugtum. 2. Boliim’de
gordigimiz grup kavraminin miikemmel 6rnekleridirler. Evgeny
Evgenievich, bu kavrami simetri baglaminda gostermisti; birlikte
calistigimiz gruplarin elemanlar: da bazi cisimlerin simetrileriydi.
Ornegin gember grubu, yuvarlak bir masa tablasinin (veya herhan-
gi bir “yuvarlak” nesnenin) simetrilerinden olugurken, dért dénme
hareketinin olugturdugu grup, kare masa tablasinin (veya herhangi
bir “kare” nesnenin) simetri grubu idi. “Grup” kavrami bir kez an-
lagildiktan sonra, bagka 6rneklere bakabiliriz. Simetri ile herhangi
bir alakas: olmayan gruplarin ¢ok sayida 6rnegi oldugu anlasiliyor ki
bizim de grup kavramini ilk olarak sunma nedenimiz buydu. Aslina
bakarsaniz bu tipik bir hikdyedir. Matematiksel bir kavramin or-
taya ¢ikigina matematigin (ya da fizik, miihendislik, vb) belirli bir
alanindaki problem veya olgular sebep olabilir ama zamanla farkli
alanlar igin de faydali ve kullanigh oldugu goriilebilir.

Zaman igerisinde birgok grubun simetrilerden ortaya ¢ikmadig:
anlagild: ve 6rgii gruplari da bunlardan biridir.

Orgii gruplarinin kriptografi, kuantum hesaplama veya biyoloji
gibi gercek diinya uygulamalarina (bunlara daha sonra deginecegiz)
dair heniiz higbir fikrim yoktu. Ama bu matematiksel soyutlama-
larin igsel giizelligi aklim: bagimdan aldi.

Tim dogal sayilar ( = 1, 2, 3...) igin bir 6rgti grubuvardir. Her
bir 6rgii grubunu isimlendirmek igin bu sayilar1 kullanabiliriz.
Gruplar: genellikle B, bigiminde adlandiririz; 6rnegin, #=1 igin
grup ad1 olarak By, n=2 i¢in Bj, vs kullaniriz.

B, grubunu tanimlamak igin ilk olarak elemanlarini tanimla-
maliy1z ki yuvarlak ve kare masa orneklerinin donel (rotational)

simetrileri i¢in de boyle yapmistik. B, grubunun elemanlari, n-ip/i
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orgiler olarak adlandirilir. Asagidaki sekilde #=5 igin bir 6rnek
verilmigtir. Uzerinde bes adet ¢ivi bulunan iki adet saydam tabaka
disiinelim ve her bir ¢ivi bir ip araciligiyla diger tabaka tizerindeki
bir ¢iviye baglanmis olsun. Tabakalar saydam oldugundan, iplerin
her birini biitiin olarak gérebiliriz. Her ip, diger bir ipin etrafindan
istedigimiz gibi dolanabilir ama kendi iizerinden dolanmamalidir.
Ayrica her bir ¢iviye sadece bir ip baglanabilir. Tabakalarin konumu
bir kere sabitlenir ve o hilde kalir.

Nasil bir araba dort teker, bir sanziman, doért kap: vb’den olu-
suyorsa yukarida bahsedilen yapinin tamami da (iki tabaka ve gok
sayida ip) tek bir orgii olusturmaktadir. S6z konusu pargalar: ayr

ayr diiginmiiyor, 6rgiiye bir biitiin olarak odaklaniyoruz.

Bunlar, 7-ipli orgiilerdir. $imdi de tiim n-ipli 6rgiilerin bir grup
olusturdugunu gostermemiz gerek. Bunun i¢in de bu tiirde iki orgii-
niin bilesimini nasil yapacagimizi tanimlamaliy1z. Diger bir deyisle,
n-ipli her bir 6rgii ¢ifti igin n-ipli bir bagka 6rgii iretmeliyiz; tipki
iki dénme hareketini arka arkaya uygulamanin bize li¢lincii dénme
hareketini vermesi gibi. Ardindan da bu birlesimin 2. Boliim’de ve-
rilen 6zellikleri saglayip saglamadigini kontrol edecegiz.

Elimizde iki 6rgi oldugunu farz edelim. Bunlari kullanarak

yeni bir 6rgii elde etmek igin, bir tanesini digerinin istiine, ¢ivileri
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ayni hizaya gelecek sekilde (resimde gosterildigi gibi) yerlestirelim.
Ardindan, eslesen civilere bagli olan stteki ipleri alttaki iplere bir-
lestirerek ortada kalan iki tabakay: kaldiralim.

Elde ettigimiz yeni 6rgi, digerlerinin iki kat1 uzunlugunda ola-
cak ama bu hi¢ 6nemli degil. Iplerin boyunu kisaltarak, 6rgiiniin
baslangigtakilerle ayni uzunlukta olmasini ve iplerin birbirleri etra-
finda aldiklar1 yollarin korunmasini saglayabiliriz. Voila! Iki 6rgii
ile yola ¢iktik ve yeni bir 6rgii elde ettik. Bu, 6rgii grubumuzdaki
iki 6rgiiniin bilesimini veren kuraldur.

Orgii gruplar: simetriden kaynaklanmadiklar1 igin, bu iglemi —
simetri gruplarinda oldugu gibi— “birlesim” olarak degil de, say1-
larla yaptigimiz iglemlere benzer bigimde “toplam” ya da “carpim”
olarak diisiinebiliriz. Béyle bakinca, orgiiler sayilara benzer; eger
isterseniz “piiskiillii sayilar” olarak da diistinebilirsiniz.

Bize iki tam say:1 verildiginde, bunlari toplayarak yeni bir say:
elde edebiliriz. Benzer bigimde, iki 6rgii verildiginde de yukarida-
ki kurala uyarak yeni bir 6rgii elde edebiliriz. Dolayisiyla bunu iki

orgiiniin “toplanmasi” olarak distinebiliriz.
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Bu agamada, orgiilerin toplanmas isleminin gruplarin tiim 6zel-
liklerini (ya da aksiyomlarini) saglayip saglamadigini kontrol et-
meliyiz. Ilk olarak 6zdeslik elemanini bulmamiz lazim. (Cember
grubu i¢in 6zdeslik elemani, O derecelik déonme hareketine kargilik
gelen noktayd1.) Orgii gruplarinda bu, bir sonraki sekilde gosterildi-
gi uzere, ipleri hi¢ dolagmadan diimdiiz uzanan 6rgiidiir. Bu higbir
orilmenin olmadigy, bir tiir “abes” 6rgiidiir; donme hareketinin hig

gerceklesmedigi O derecelik donme hareketi gibi.?

Sonra, verilen bir 4 6rgiisiiniin ters orgiisiinii bulmamiz gerek
(cember grubunda bu, ayni ag1 ile ters yonde gergeklestirilen donme
hareketiydi). Yukarida verilen kurala gore, eger bu 6rgiiyt 4 6rgiisi
ile toplarsak 6zdes 6rgiiyii elde etmemiz gerekir.

Bu ters 6rgti, #'nin tabanindaki tabakaya gore yansimas olacak-
tir. Eger bu 6rgii ile orijinal 6rgiiyt yukaridaki kurala gore birles-
tirirsek tiim ipleri sonug 6zdes birim 6rgii olacak sekilde yeniden
diizenleyebilecegiz.

Burada, simdiye kadar biraz g6z ard: ettigim 6nemli bir nokta-
ya vurgu yapmak ihtiyaci duyuyorum: Ipleri kesip tekrar baglama-
digimiz miiddetge, orijinal 6rgii ile ipleri istedigimiz gibi gekerek,
gererek ya da biizerek elde ettigimiz 6rgii arasindaki fark: ayirt

edemeyiz. Diger bir deyisle, ipler ayni ¢ivilere baglanmig olmali ve
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birbirlerinin iginden gegmelerine izin verilmemeli; bunlarin diginda
istedigimiz gibi kesip birlegtirebiliriz. Bunu 6rgimiize ¢eki diizen
vermekolarak diigtinebilirsiniz. Bu durumda yine aym 6rgiiyt (ama
biraz daha sirin bir hilde) elde ederiz. Bu aslinda, bir orgiiyti ayna
simetrisi bicimindeki diger 6rgii ile toplayarak 6zdes 6rgiiniin “ay-
nisin1” elde etmeketir; tam olarak aynisi olmamakla birlikte, ipleri
kesip birlegtirdikten sonra ayni hale gelecektir.?

Gordiglimiz tizere, bir grubun tiim aksiyomlar1 —bilegim (top-
lama), 6zdeg ve ters eleman— saglanmig oldu. Boylece, n-ipli orgii-

niin bir grup olugturdugunu ispatlamis olduk!*

Orgii gruplarini daha somut bigimde gormek igin, en basit 6rnek
olan iki ipli 6rgiilerin B2 grubunu daha yakindan inceleyelim. (Tek
ipli B: grubunun sadece bir tane eleman: oldugu i¢in, tartigacak
bir sey yok.”) Bu érgiilerin her birine bir NV tam says: atayacagiz.
Burada tam say ile bir dogal sayiy1 (1, 2, 3... ) ya da 01 veya bir
dogal sayinin negatifini (-1, -2, -3,... ) kastediyorum.

Ilk olarak, 6zdes 6rgiiye O sayisini atayacagiz. Ikinci olarak,
eger ustteki tabakanin sol ¢ivisinden baglayan ip diger ipin altin-
dan gegiyorsa ona 1 sayisin1 atayacagiz. Eger ip digerinin etrafinda
dolasiyorsa bu sefer de 2 degerini atayacagiz ve asagidaki sekillerde
gosterildigi gibi bu boyle devam edecek.
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Eger bu ip digerinin istiinden gidiyorsa 6rgiiye negatif say1
atayacagiz: -1. Eger agagida gosterildigi gibi digerinin etrafindan
dolagiyorsa -2 degerini atayacagiz, vs.

Bir o6rgiiye bu sekilde verilen numaralara “ist tiste binme sayis1”
diyelim. Eger elimizde tst tiste binme sayilariayniolan iki 6rgii varsa
ipleri “kesip birlestirerek” birini digerine donistirebiliriz. Diger bir
deyisle, 6rgli tamamen tst tiste binme sayst ile tanimlamir. Dolayistyla
iki ipli orgiilerle tam sayilar arasinda bire bir egleme s6z konusudur.

Bu agamada, her zaman kesin géziiyle baktigimiz bir nokta-
ya deginmek faydali olabilir: Tiim tam sayilar kiimesinin kendisi
de bir gruptur! Yani, toplama islemimiz var, “6zdes eleman” 0 ve
herhangi bir Vtam sayisinin “tersi” =N’dir. Dolayisiyla bir grubun
2. Boliim’de listelenen 6zelliklerin tamami kargilanmig durumda-
dir. Gergekten de N+0=Nve N+(-N)=0’d1r.

Boylece iki ipli 6rgiiler grubunun tam sayilar grubuyla ayni ya-
pida olduklarin tespit etmis bulunuyoruz.

Tam sayilar grubunda iki tam sayiy1 (a ve &) iki farkli sirada
topladigimizda, yine ayni sonucu elde ederiz:

a+b=b+a

Bu durum, B; 6rgii grubu i¢in de gegerlidir. Bu 6zelligi saglayan
gruplara “degismeli” (commutator) ya da —Norvegli matematikgi
Niels Henrik Abel’e ithafen— “abelian” denir.
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Ug veya daha fazla sayida ip igeren bir 6rgiide ipler kendi ara-
larinda, sadece iki ipi olan bir 6rgliye nazaran g¢ok daha karmagik
bir bigimde ig ice gegebilirler. Budaklanma yapisini sadece ist iste
binme sayisi ile ifade etmek ise artik imkénsiz hile gelir (yukarida
verilen 5 ipli 6rgii resmine bakin). Ust iiste binmelerin olugturdugu
yap1 da 6nemlidir. Dahasi, 3 veya daha fazla sayida ipli iki 6rgiiniin
toplamy, hangi siranin segildigine baglidir (yani yukarida 6rgilerin
toplamini gosteren resimde hangi 6rgtnin tstte oldugu). Diger bir

deyisle, n=3, 4, 5... olan B, grubu i¢in genellikle su sonuca variriz:
a+bzb+a

Bu tiir gruplara “degismeli olmayan” (non-commutative) ya da non-
abelian gruplar denir.

Orgii gruplarinin birgok pratik uygulamasi vardir. Ornegin, etkili
ve saglam agik anahtarl: sifreleme algoritmalarinin olugturulma-
sinda kullanililirlar.

Gelecek vadeden diger bir kullanim alani ise, anyon (anion)
ismi verilen kuantum pargaciklariyla karmagik orgiiler olugturma-
ya dayanan kuantum bilgisayarlarin tasarlanmasidir. Gidim izleri
(trajectory) birbirlerinin etrafinda dolagir ve ust Gste binmeleri ku-
antum bilgisayarin “mantik gegitlerini” olusturmakta kullanilir.®

Benzer gekilde, biyoloji alaninda da uygulamalari vardr. z#-ipli bir
orgl igin, iki tabaka tizerindeki ¢ivileri soldan saga dogru 1’den 7’e
kadar numaralandiralim. Her iki tabakada da ayni numarali givideki
iplerin uglarini baglayalim. Bu yapi, matematikgilerin “bag” ismini
verdikleri, birbiri etrafinda dolagan ilmiklerin birligidir.
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Yukaridaki resimde tek ilmikli bir 6rnek gosterilmigtir.
Matematikgiler bu yapiya “digim” ismini verir. Bu tiir yapilarda
genellikle birden fazla kapali ip bulunur.

Bag ve dugiimlerin matematiksel teorisi biyolojide de kullanil-
maktadir: DNA ve enzimlerin baglari tizerine yapilan ¢aligma-
lar gibi. DNA molekiiliine bir ip, enzim molekiline ise bagka bir
ip gbziiyle bakariz. Bunlar birbirlerine baglandiginda, aralarinda
DNA'y1 degistirebilecek, olduk¢a karmagik diigimlenmeler oluga-
bilir. Dolayisiyla ne sekilde i¢ ige gegtikleri olduk¢a 6nemlidir. Bu
yuzden, ortaya ¢ikan bag(lanti)lar iizerinde sirdiiriilen matema-
tiksel ¢aligmalar, DNA’larin yeniden birlesme mekanizmalarina
yeni bir 151k tutar.

Matematikte 6rgiiler, geometrik yorumlar: nedeniyle de 6nem-
lidir. Bunu agiklamak i¢in, diizlem tizerinde bulunan # adet nok-
tanin olugturabilecegi tim olas1 topluluklar: ele alalim. Noktalarin
birbirinden ayr1 olduklarini yani herhangi iki noktanin diizlemdeki
konumlarinin farkli oldugunu varsayalim. Bu tir bir topluluk se-
¢elim; s6z gelimi, diiz bir ¢izgi Gzerinde esit araliklarla siralanan
n adet noktay1 ele alalim. Noktalarin her birini kiigiik birer bocek
gibi diigiiniin. Miizigi agtigimizda, bocekler harekete gecip diiz-
lem tzerinde hareket etsinler. Eger zamam dikey y6n olarak kabul
edersek her bir bocegin izledigi yol bir ip gibi goriinecektir. Eger

diizlem tizerindeki boceklerin konumlar: her zaman birbirinden
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ayriysa yani bocekler birbirlerine ¢arpmiyorlarsa bu ipler higbir za-
man kesismeyecektir. Miizik ¢alarken bocekler, tipki 6rgiiniin ipleri
gibi, birbirleri etrafinda dolasabilirler. Ancak sabit bir siire sonra
miizigi kestigimizde, boceklerin diiz bir ¢izgi izerinde ayni bag-
langigtaki gibi dizilmesini istiyoruz ama her bocek bir bagkasinin
ilk yerini alabilir. Bu durumda, olugturduklar: ortaklaga yol 7 ipli
bir 6rgii gibi goriinecektir.

Dolayisiyla, 7 ipli 6rgiiler, bir diizlemde yer alan # farkli nokta-
dan olugan 6bekler uzayindaki yollar olarak da gériilebilir.1?

Varchenko’nun bana verdigi ve ¢oziimi igin Fuchs ile ¢aligmaya
baglamak tizere oldugum problem, 6rgii grubunun bir pargasi olan
ve “degismeli altgrup” adiyla bilinen yap ile ilgiliydi. Hatirlarsak,
iki ipli 6rgiilerde st Gste binme sayisini tanimlamigtik. Benzer bir
say1, herhangi miktarda ip iceren bir érgiiye de verilebilir.!! Bu sa-
yiy1, nipli érgli grubunun B’ degismeli altgrubunu tanimlamak igin
kullaniriz. Bu degismeli altgrup, ist tiste binme sayilari toplami O
olan tiim 6rgiileri igerir.!?

Coézmem gereken problem, B, grubunun “Betti sayilarinin”
hesaplanmasiydi. Bu sayilar, bu gruplarin uygulamalar agisindan
olduk¢a 6nemli olan derin 6zelliklerini yansitirlar. Bunu, ev gibi
fiziksel bir nesne ile benzerlik kurarak agiklayabiliriz. Bir evin
ozelliklerinin bazilari gayet belirginken (kat, oda, kapi, pencere
sayist gibi), kimisi de muglaktir (evi olugturan malzemelerin oram
gibi). Benzer gekilde, bir grubun da gesitli 6zellikleri bulunur ve
bunlar Betti sayilaridir.!3 Fuchs, B, grubunun kendi 6rgiisiiniin
Betti sayilarini daha 6nce hesaplamigti. Makalesini bana konunun
temellerini 6grenmem igin vermisti.

Bir hafta i¢inde, Fuchs’'un makalesinin tamamini tek bagima
okudum. Daha 6nceden bilmedigim kavram ve tanimlar igin ara
sira —artik epeyce zenginlesmis olan— matematik kitiiphanem-

deki kitaplara sik stk baktim. Sonra Fuchs'u aradim.
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“Ah, sen misin? Ben de neden aramadigin1 merak ediyordum.
Makaleyi okumaya bagladin m1?” diye sordu.

“Evet, Dmitry Borisovich. Aslina bakarsaniz bitirdim bile.”

“Bitirdin mi?” diye sordu gagkinlikla. “O hélde bulugalim. Neler
ogrendigini duymak istiyorum”.

Fuchs, ertesi giin MGU’da, katilacag: bir seminerden sonra bu-
lugsmamuzi teklif etti. Bulugmaya hazirlanmak igin, makaleyi tekrar.
tekrar okudum ve Fuchs’tan bekledigim olasi soru tiirleri i¢in hazir-
ladigim cevaplara galigtim. Onun gibi diinya ¢apinda bir matematikgi
yeni bir 6grenciyle sadece acidig: igin ilgilenmezdi. Cita yiiksekti.
Fuchs ile ilk milakatimin bir eleme olacagini anlamigtim, bu yiiz-
den de onda iyi bir izlenim birakmak konusunda ¢ok hevesliydim.

Sozlestigimiz saatte bulugtuk ve rahatsiz edilmeyecegimiz bir
bank bulmak igin Mekh-Ma#'1n koridorlarinda yiiridiik. Oturduktan
sonra, makaleden neler 6grendigimi Fuchs’a anlatmaya bagladim.
Beni dikkatli bir bigimde ve arada bir soru sorarak dinledi. Duymusg
olduklarinin hoguna gittigini zannediyorum. Tiim bunlari nereden
ogrendigimi merak etti ve ben de Evgeny Egenievich ile yaptigimiz
¢aligmalardan, okudugum kitaplardan ve Mekh-Mat'ta katildigim
derslerden bahsettim. MGU’daki sinavim hakkinda da konugtuk
(tabii bu Fuchs’un hi¢ de yabanci olmadig1 bir durumdu).

Neyse ki goriismemiz iyi gecti. Fuchs, bilgi birikimimden etki-
lenmige benziyordu. Varchenko’nun problemi ile ilgilenmeye bag-
layabilecegimi ve kendisinin de bana yardimci olacagini s6yledi.

O aksam MGU’dan gayet mutlu bir bigimde ayrildim. 11k ma-
tematik problemim iizerinde galigmaya bagliyordum ve diinyanin
en iyi matematikgilerinden birisi de bana rehberlik edecekti. Meks-
Mat’a giris sinavinin tizerinden iki y1l gegmemisti ki oyuna tekrar

dahil olmugtum.



6. Bolum:

Acemi Matematikgi

Bir matematik problemini ¢6zmek, bir yapbozu tamamlamak gi-
bidir; tek farkla, ortaya gikacak resme dair baglangigta en ufak bir
fikriniz yoktur. Zor, kolay veya ¢6ziimii imkénsiz olabilir. Problemi
¢6zene —ya da ¢6zmenin imkénsiz oldugunu anlayana— kadar,
bunu asla bilemezsiniz. Bu belirsizlik, belki de matematik¢i olma-
nin en zor yénidir. Diger disiplinlerde dogaglama yapabilir, farkli
¢ozlimler bulabilir ve hatta oyunun kurallarini degistirebilirsiniz.
Bir ¢6ziimi olusturan geyler dahi tam olarak tanimlanmamugtir.
Ornegin bir isletmenin verimliligini artirmakla gérevlendirilsek
basariy: 6l¢mek i¢in hangi gostergeleri kullaniriz? Yizde 20’lik bir
artig sagladigimizda, problemi ¢6zmiig olur muyuz? Peki ya ytiz-
de 10? Matematikte, problem her zaman net olarak tanimlanir ve
onu ¢6zmenin ne anlama geldigi hakkinda belirsizlik yoktur. Bir
problemi ya ¢6zersiniz ya da ¢6zemezsiniz.

Fuchs’un problemi igin B, gruplarinin Betti sayilarini hesap-
lamam gerekiyordu. Bunun ne anlama geldigi ile ilgili herhangi
bir belirsizlik yoktu. Benim bu problemle tanigtigim 1986 yilinda

bana ifade ettikleri ile giiniimiizde matematik diline agina olanlara

86
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ifade ettikileri tamamen ayni ve bundan yiizlerce yil sonra da aym
anlami tagiyacak.

Fuchs’un benzer bir problemi ¢6zdiigiini ve bunu nasil yaptigini
biliyordum. Daha 6nce ¢6ziilmis benzer problemler tizerinde galigarak
kendi vazifeme hazirlandim. Bu sayede, sezgi ve yeteneklerimi geligti-
rip, bir dizi yéntem 6grendim. Buna ragmen bu yéntemlerin hangisinin
ise yarayacagin ya da bu probleme nasil yaklasmam gerektigini a priori
(6nceden) bilemedigim gibi, gergekten yeni bir teknik veya tamamen
farkl1 bir yontem yaratarak ¢oziip ¢6zemeyecegimi de bilmiyordum.

Bu ikilem tim matematikgileri rahatsiz eder. Matematigin en
unli problemlerinden birisi olan Fermat'nin Son Teoremi’ni ince-
leyerek, ifade etmesi kolay ama ¢6ziimi agik olmaktan gok uzak
problemin nasil ele alindigin1 daha iyi anlayabiliriz. 7 igin bir dogal
say1 degeri (1, 2, 3, ...) belirleyerek, x, y ve 2’nin birer dogal say1y1
gosterdigi agagidaki denklemi ele alalim:

xn + yn = zfl
Eger n=1 ise

x+y=z

denklemini elde ederiz ve bunun dogal sayilar kiimesinde birgok
¢6zimi mevcuttur: Bunlardan herhangi birisini bulmak i¢in birer
x ve y degeri belirleyip, z=x+y denklemini kurmamiz yeterli olacak-
tir. Bu noktada, bir 6nceki bolimde ele aldigimiz dogal sayilarin
toplami iglemini kullanmig oldugumuza dikkat edin.
Eger n =2 ise
NI

denklemini elde ederiz.
Dogal sayilar kiimesinde, bu denklemin de birgok ¢6ziimii var-
dir. Ornegin,
2,425
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Tim bunlar antik ¢aglardan beri bilinmektedir. Bilinmeyense,
2’den biiyiik 7 i¢in denklemin ¢6ziimleri olup olmadigidir. Halbuki
oldukga basit goriintiyor, degil mi? Boyle bir soruyu cevaplamak ne
kadar zor olabilir?

Gegen zaman gosterdi ki bir hayli zor. 1637’de, Fransiz mate-
matikgi Pierre Fermat, eski bir kitabin sayfa bogluguna gdyle bir not
dismistl: Eger 7 degeri 2’den biiyiikse, x, y ve z dogal sayilari igin
denklemin ¢6zlimi yoktur. Diger bir deyisle,

By =2
ya da

x4+y4=z

4
vs esitliklerini saglayacak x, y ve z dogal sayilar1 bulunmamaktadir.
Fermat, 2’den biiyiik tiim 7 degerleri igin bu ifadenin basit bir
ispatini buldugunu ama “sayfa boglugunun bunun i¢in yeterli ol-
madigin1” not etmisti. Gerek amator gerekse de profesyonel birgok
matematikg¢i, Fermat'nin notunu bir meydan okuma olarak goriip,
onun “ispat”in1 yeniden tiretmeye galisti. Boylece, bahsi gegen prob-
lem tiim zamanlarin en inli problemi hiline geldi. Céziimi igin
odiiller kondu. Yiizlerce ispat kaleme alindive basildy, bir siire sonra
da ¢iiriitildi. Neticede problem, 350 y1l boyunca ¢oziilemeden kald:.
1993 yilinda, Princeton’dan bir matematikgi olan Andrew Wiles,
Fermat'nin Son Teoremi i¢in buldugu ispat: duyurdu. Gelin go-
riin ki bu ispat, ilk bakigta asil problemle alakasiz gibi duruyordu.
Wiles, Fermat'nin Son Teoremi’ni ispatlamak yerine tamamen farkli
bir seyle ilgili ve de ifade etmesi ¢ok daha karmagik olan Shimura-
Taniyama-Weil sanisiyla ugragmigts. Ancak bundan birkag y1l 6nce,
Berkeley’den bir matematikgi olan Ken Ribet, bu saninin ifadesi-
nin Fermat'nin Son Teoremi’ne igaret ettigini ispat etmisti. Bu ne-
denle saninin ispati, Fermat'nin Son Teoremi'ni de ispatlayacakti.
Bunlari, 8. Bélim’de daha ayrintili olarak gérecegiz ama burada

sunu bilmenizi istiyorum: Basit bir problemin her zaman i¢in temel
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bir ¢6ziimi olmayabilir. Bugiin, Fermat'nin bu ifadeyi kendisine
atfedildigi gibi ispatlamamis olabilecegini biliyoruz. Bunu yapmak
i¢in, matematigin tim alanlarinin olugturulmus olmas: gerekti ve
bu ilerlemeyi saglayabilmek i¢in, matematikgiler nesiller boyu yo-
gun bir emek harcamak zorunda kalds.!

Peki tiim bunlari, ju masum goriinisli denkleme bakarak soy-
leyebilmek miimkiin midir?

xn+yn=zn

Hig de degil!

Herhangi bir matematik probleminde, ¢6ziimiin neleri igerecegini
higbir zaman bilemezsiniz. Iyi ve ik bir ¢6ziim bulabilmeyi umar ve
dua edersiniz ve belki bu yolda ilging bir sey de kesfedersiniz. Tabii
bunu da makul bir zaman zarfinda yapmay1 umar, sonuca ulasmak
i¢in 350 y1l beklemek zorunda kalmay: istemezsiniz. Fakat bundan

asla emin olamazsiniz.

Bana verilen problemde sansim yaver gitti; yaklagik iki ay gibi ma-
kul bir siirede gergekten giizel bir ¢6ziim buldum ama bu pek kolay
olmadi. Zaten higbir zaman olmaz. Birgok farkl yontem denedim.
Her biri tek tek bagarisiz oldukga da giderek daha fazla hayal kirik-
ligina ugrayip endigelendim. Bu benim ilk problemimdi ve elimde
olmadan matematikgiolup olamayacagimi sorguluyordum; gerekli
ozelliklere sahip olup olmadigimi sinayan ilk gergek sinavimdi.
Bu problem tizerinde galigmak, beni Kerosinka’da derslere girme
ve sinavlardan gegme zorunlulugundan muaf kilmiyordu ama yine
de 6nceligi probleme veriyor, bitmez tilkenmez saatler, geceler ve
hafta sonlar1 boyunca problemle ugrasiyordum. Kendime ¢ok fazla
bask: uyguluyordum. Hayatimda ilk defa uyku sorunlar: yagamaya
bagladim. Bu problemi ¢6zerken yakalandigim uykusuzluk hasta-

111, matematik ¢aligmalarimin ilk “yan etkisi” oldu. Beni aylarca
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esir ald1 ve ondan sonra kendime bir matematik probleminde béyle
tamamen kaybolma iznini bir daha hi¢ vermedim.

Fuchs ile neredeyse hemen her hafta Mekh-Mat binasinda bu-
lusuyor ve yaptiklarimi veya yapamadiklarim: ona anlatiyordum.
(Bana bir kimlik kart1 ayarlamig ve parmakliklarin iizerinden at-
lamaktan kurtarmigt1.) Hep destekleyici ve yiireklendirici bir tu-
tum takiniyor ve her bulustugumuzda bana ya problemi ¢6zmek
i¢in kullanabilecegim yeni bir pif noktasi gosteriyor ya da yeni bir
bakis ag1s1 oneriyordu.

Sonra, soruyu birdenbire ¢éziiverdim. Céziimiini bulmugtum ya da
daha dogrusu ¢6ziim tiim ihtisamiyla kendini gostermigti.

Fuchs'un 6grettigi ve Betti sayilarini hesaplamak igin kullanilan
standart yontemlerden biri olan “spectral dizi”yi (spectral sequence)
kullanmayi deniyordum. 7 < 7 olmak iizere, biitiin B’ gruplarinin
Betti sayilar: bilindiginde B’ grubunun Betti sayilarini hesaplamay:
ilkesel olarak miimkiin kilan bu yéntemi belli bir bigimde uygu-
layabiliyordum. Burada beni durduran sey, pek tabii ki diger Betti
sayilarinin ne olduklarini bilmememdi.

Ama probleme bu noktadan saldirabilecegimi fark ettim: Eger
dogru cevabi zahmin edebilirsem s6z konusu yontemi uygulayarak
cevabimin dogrulugunu ispatiamak igin bir yolum olurdu.

Soylemesi kolay ama béyle bir tahmini yapabilmek igin giderek
daha karmagiklagan birgok 6rnek hesaplama yapmam gerekiyordu.
Uzun siire, hi¢bir model ¢ikmayacak gibi goziikt.

Sonra birden, adeta bir kara biiyii ¢arpmug gibi, her sey netle-
siverdi. Yapboz tamamlanmi§ ve resmin tamamu tiim giizelligi ve
zarafetiyle gozlerimin 6niine serilmigti. Bu an1 hep hatirlar ve sev-
giyle anarim. Ayaklarimi yerden kesen inanilmaz bir duyguydu,
uykusuz gegen o uzun gecelere degmisti.

Omriimde ilk kez, dinyada benden baska kimsede olmayan bir seye

sahiptim. Evrene dair syleyecek yeni bir s6ziim vardi. Kanserin
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caresi degildi ama bilgi birikiminin degerli bir pargasiyd: ve kimse
onu benden alip gétiiremezdi.

Bu hissi bir kez tadarsaniz geriye doniip tekrar yagamak ister-
siniz. Benim bagima ilk kez geliyordu ve tipk1 ilk 6piiciik gibi, cok
ozeldi. Artik kendime matematgi diyebilecegimi biliyordum.

Aslinda oldukga beklenmedik bir cevapti ve Fuchs ile benim tah-
min ettigimizden ¢ok daha ilgingti. Buldugum sey suydu: » dogal
sayisinin (ele aldigimiz 6rgiideki iplerin sayist) her bir béleni igin,
B’ grubunun bir Betti sayist vardir ve bu say1, o bolenin meshur
“Euler fonksiyonu”nda aldig: degere egittir.

Euler fonksiyonu, her bir Zdogal sayisina bagka bir (@) dogal say1
atar. Bu, 1 ile darasinda, dile aralarinda asal olan (yani 4 ile —1 hari¢—
ortak boleni olmayan) kag tane say1 bulundugunu veren degerdir.

Ornek olarak Z=6'y1 ele alalim. Bu durumda, 1 ile 6 aralarinda
asaldir; 2 ile 6 aralarinda asal degildir (¢iinki 2, 6'nin bolenidir);
3 ile 6 aralarinda asal degildir (¢iinki 3 de 6’'nin bolenidir); 4 ile
6 aralarinda asal degildir (glinki ortak bélenleri vardir: 2); 5 ile
6 aralarinda asaldur, 6 degildir. Dolayisiyla 1 ile 6 arasinda, 6 ile
aralarinda asal olan iki say1 vardir: 1 ve 5. Bu yiizden 6’'nin Euler
fonksiyonunda aldig1 deger 2°dir. Bunu ¢(6)=2 seklinde yazariz.

Euler fonksiyonunun bir¢ok uygulamasi vardir. Ornegin ¢evrim
iciiglemlerde kredi kart: numaralarini sifrelemekte kullanilan RSA
algoritmasi bunlardan biridir (14. B6lim’in 7. sonnotunda ayrintili
olarak agiklanmugtir). Fonksiyon adini, on sekizinci yilizyilda yasa-
mus Isvigreli matematikgi Leonhard Euler'den almugtur.

Buldugum Betti sayilarinin Euler fonksiyonu ile elde edilen de-
gerler olmasi, 6rgii gruplari ile say1 kurami arasinda gizli baglantilar
bulunduguna isaret ediyordu. Bu yiizden, ¢6zdiigim problemin ilk
kapsaminin gok 6tesinde ¢ikarimlar: olabilirdi.

Pek tabii ki buldugum sonuglar hakkinda Fuchs ile konugmak i¢in

sabirsizlaniyordum. 1986’nin Temmuz ayina girmek tizereydik yani
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ilk bulugmamizin ardindan ig ay gegmisti. Bu arada Fuchs ve ailesi
(esi ve iki kiigiik kiz1) yazlarini gecirmek tizere Moskova yakinlarin-
daki kir evlerine taginmiglardi. Moskova’dan kasabama giden tren
yolunun ortalarina denk gelen bir yere taginmug olduklar: i¢in oldukga
sansli sayilirdim, eve giderken onlara ugramak benim i¢in kolayd:.

Fuchs bana adet geregi bir bardak ¢ay ikram ettikten sonra, neler
yapmis oldugumu sordu.

“Problemi ¢6zdiim!”

Heyecanimi zaptedemiyordum ve sanirim ispati biraz diizensiz
bir sekilde agikladim. Ama endigelenmeyin, Fuchs her seyi hemen
anladi. Memnun gériiniiyordu.

“Bu harika,” dedi, “Iyi is gikardin! Simdi bununla ilgili bir ma-
kale yazmaya baglamalisin.”

I1k defa bir matematik makalesi yaziyordum ve yaptigim matema-
tik ¢aligmalarimdan daha sinir bozucu ve daha az eglenceli bir sey
oldugunu gordim. Bilgi birikiminin sinirlarinda yeni modeller ara-
mak biiyiileyici ve heyecan vericiydi. Masaya oturup digtincelerimi
diizenlemeye ¢aligmak ve sonra da onlar1 kigida aktarmak ise tamamen
farkl bir siiregti. Daha sonralar1 birinin bana soyledigi gibi, makale
yazmak, matematikte yeni kesifler yapmanin heyecan i¢in katlan-
mak zorunda oldugumuz cezaydi. Bu da benim ¢ektigim ilk cezayd:.

Fuchs’a farkh taslaklar gétiirdim ve o bunlari dikkatle okuyup,
eksikliklerini tespit etti ve iyilestirme 6nerilerinde bulundu. Yardim
etme konusunda her zamanki gibi ¢ok comertti. En bagindan itiba-
ren, yazarlar arasina onun da adin1 koydum ama o “Bu senin maka-
len,” diyerek 1srarla reddetti. Sonunda, makalemin tamamlandigin
ilan etti ve Sovyet matematik okulunun duayeni Israel Moiseevich
Gelfand tarafindan gikarilan Functional Analysis and Applications
isimli matematik dergisine gondermem gerektigini sdyledi.

O sirada yetmigsli yaglarinin baglarinda, ufak tefek ve karizmatik
bir adam olan Gelfand, Moskova’daki matematik camiasinin efsane
isimlerindendi. Ana MGU binasinin 14. katindaki bityiik amfide
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diizenlenen haftalik bir semineri yonetiyordu. Hem matematiksel
hem de sosyal agidan degerli olan bu etkinlik elli y1li agkin bir siire-
dir yapilmaktayd: ve diinya ¢apinda biliniyordu. Fuchs, Gelfand’in
eski ¢aligma arkadaglarindan (ortak eserleri olan “Gelfand-Fuchs
kohomolojisi” yaygin olarak bilinen ve kabul gérmiis bir ¢aligma-
dir) ve seminerlerinin en kidemli iiyelerindendi. (Uyeler arasinda
Gelfand’in eski 6grencilerinden A. A. Kirillov ile uzun siire birlikte
caligtigs M. I. Graev de yer aliyordu.)

Bu seminer, daha 6nce katildigim seminerlere hi¢ benzemiyordu.
Genellikle seminerlerin belli bir siiresi olur —ABD’de bu siire bir ya
da bir buguk saattir— ve daha 6nce belirlenen bir konuda hazirlanmig
bir konugmaci bulunur. Katilimcilar arada sirada soru sorar. Oysa
Gelfand’in semineri hig de boyle degildi. Her Pazartesi aksami bu-
lugulurdu ve baglangig saati 19:00’du. Ama nadiren 19:30’dan 6nce,
genellikle de 19:45-20:00 arasinda baglardi. Aralarinda Gelfand’in
da (genellikle 19:15-19:30 dolaylarinda gelirdi) bulundugu katilim-
cilar, seminer baglamadan 6nceki yaklagik bir saat boyunca amfinin
i¢inde ya da digaridaki genis fuayede gezinirler ve birbirleriyle sohbet
ederlerdi. Hig siiphe yok ki bu Gelfand’in tarziydi. Bir matematik
semineri oldugu kadar, bir sosyal etkinlikti de.

Gelfand’in seminerine katilan matematikgilerin gogu, MGU’ya
bagli olmayan gesitli yerlerde ¢aligiyorlardi. Gelfand’in semineri, bu
insanlarin bir araya gelerek matematik diinyasinda olup bitenleri de-
gerlendirebildikleri, fikir paylasiminda bulunabildikleri ve igbirligi
yapabildikleri tek yerdi. Gelfand'in kendisi de Yahudi oldugundan,
bu seminerler Yahudiler igin “giivenli cennet”lerden birisi olarak
gorilir ve Yahudi matematikgilerin katilabilecegi “kasabadaki tek
oyun” (ya da az sayidakilerden birisi) olarak kabul edilirdi. (Ote
yandan sunu da belirtmek gerekir ki MGU’daki bagka bir¢ok semi-
ner halka agik olup, herhangi bir etnik ayrimcilik kaygis: giitmeyen
insanlarca yiritilirdi.) Hig siphe yok ki Gelfand, bu durumdan
memnuniyetle istifade ediyordu.
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MGU’ya giris sinavinda kargilagtifim anti-Semitist tutum,
Sovyetler Birligi'ndeki akademik yasantinin her seviyesine yayil-
d1. Daha o6nceleri, 1960’larda ve 70’lerin baginda, Yahudi kokenli
ogrencilere kars1 uygulanan kisitlamalar ya da “kotalar” olmasina
ragmen Mekh-Mat'a lisans 6grencileri girebiliyormug. (1970’ler ve
80’lerin baginda durum daha katiiye gitti ve benim bagvurdugum yil
olan 1984’ gelindiginde, higbir Yahudi 6grencinin kabul edilme-
digi bir hil aldi.)* Ama o yillarda dahi, Yahudi 6grencilerin yiiksek
lisansa kabul edilmeleri neredeyse imkansizdi. Bunu yapabilmeleri-
nin tek yolu, Gniversiteden mezun olup, bir yerde iig y1l ¢aligtiktan
sonra igvereni tarafindan yiksek lisans programina yollanmakt: (is
yerleri genellikle uzak bélgelerde olurdu). Tiim bunlarin tstesin-
den gelip, doktora derecelerini almayi becerseler dahi, Moskova'da
(6rnegin MGU’da) matematik alaninda akademik bir ig bulmalar:
imkansizdi. Ya tagrada i bulacak ya da Moskova’da matematikle
uzaktan yakindan alakasi olmayan aragtirma enstitiilerinden birine
gireceklerdi. Moskova’dan olmayanlar i¢in durum daha da zordu
¢linki yurt i¢i pasaportlarinda bagkentte ¢aligabilmek i¢in bulun-
masi gereken ikimetgah pullari (propiska) yoktu.

En istisnai 6grenciler dahi bu muameleye maruz kaliyordu.
Ilerleyen kisimlarda daha yakindan taniyacagimiz parlak mate-
matikgi ve sonradan Fields Madalyas: kazanacak olan Vladimir
Drinfeld’in lisans mezuniyetinin ardindan Mekh-Mat’ta yiiksek
lisans 6grencisi olmasina miisaade edildi (daha sonra bunun gok
zor oldugunu 6grendim) fakat aslen Ukraynanin Harkov gehrin-
den oldugu i¢in Moskova’da i bulamadi. Ural Daglar’ndaki bir
enddstri gehri olan Ufa’da bulunan bir tagra iiniversitesinde egitmen
kadrosuna yerlesmek zorunda kaldi. Sonunda, Harkov’daki Digiik
Sicakliklar Fizigi Enstitiisi'nde aragtirmaci olarak bir i buldu.

Moskova’'da kalanlar ise Sismik Caligmalar Enstitiisii ya da Sinyal
Isleme Enstitiisii gibi kurumlarda ¢aligtiriliyordu. Giindelik isleri,

enstitiilerinin bagli bulundugu endiistri dali ile ilgili stkic1 hesap-
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lar yapmakti (bazilari bu alanlarda ¢igir agacak kadar yetenekliy-
di). Gergek tutkulari olan matematiksel aragtirmalari ise ancak bog
zamanlarinda yapabiliyorlard:.

Gelfand, 1968 yilinda imza atarak destek oldugu bir agik mektup
kampanyas: yiziinden Mekh-Mar’taki egitmenlik gorevinden ayril-
maya zorlanmigti. Kampanyaya konu olan tinli mektup, bir mate-
matikgi ve insan haklar: aktivisti olan Alexander Esenin-Volpin’in
(sair Sergei Esenin’in oglu) politik sebeplerden 6tiirti tutuklu bu-
lundugu pskiyatri hastanesinden tahliye edilmesini talep ediyordu
ve 99 tane matematikgi tarafindan imzalanmigti. Mektup o kadar
biyiik bir ustalikla kaleme alinmigt: ki BBC radyoda yayimlam-
lanmasinin ardindan diinya ¢apinda olugan 6fke, Sovyet yoneticileri
stkintiya soktu ve Esenin-Volpin'i derhal serbest birakmak zorunda
kaldilar.* Ancak bu durum, yetkilileri ¢ok kizdird1. Derhal harekete
gecip, imza atan herkesi cezalandirmak igin tiirli yollar buldular;
gogu egitimcilik iginden atild.>

Bu yiizden Gelfand arttk MGU’da matematik egitimi vermi-
yordu ama MGU’nun ana binasinda gergeklestirilen seminerlerini
stirdiirme gans1 bulabilmisti. Resmi gérevi, bir diger tutkusu olan
biyoloji alaninda aragtirmalar yapmak iizere MGU’da kurdugu bi-
yoloji laboratuvarindayds.” Fuchs da burada caligiyordu.

Fuchs daha 6nce de Gelfand'in seminerlerine katilmam yéniinde
wsrarct olmugstu. Bu yiizden bahar déneminin sonuna dogru birkag
bulugmaya gitmis ve ¢ok etkilenmistim. Gelfand semineri otori-
ter bir tarzda yonetiyor ve her seye o karar veriyordu. Deneyimsiz
birine kaotik ve diizensiz goriinebilecek olmakla beraber, haftalik
bulugmalar: hazirlamak ve diizenlemek igin inanilmaz olgiide za-

man ve ener ji harcryordu.

* Sunu da not etmekte fayda var: Gelfand, 1980'lerin ortalarina kadar SSCB Bilimler
Akademisi’ne asil iiye olarak se¢ilmemisti ¢iinkii Akademi’nin Matematik Dali
onlarca yildir Moskova'daki Steklov Matematik Enstitiisi’niin “SSCB’nin Anti-
Semitist Bag1” lakabiyla bilinen miidiirii Ivan Matveevich Vonogradov tarafindan
yonetiliyordu. Vinogradov Akademi’de ve yaklagik elli yildir avucunda tuttugu
Steklov Enstitiisi’nde zalim anti-Semitik politikalar yiiriirlige koymustu.
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Ug yil sonra Gelfand benden galigmam hakkinda konugma yap-
mamu istediginde, seminerlerin i¢ isleyisini yakindan g6rme firsa-
tim oldu ama o an sadece, matematik kariyerine yeni baglamig, on
yedi yagindaki bir 6grencinin bakig agisi ile gézlem yapryordum.

Seminer ¢ogu agidan tek kigilik bir tiyatro gosterisiydi. Resmi
olarak, belli bir konuyu anlatan belirli bir konugmaci bulunurdu
ama genelde seminerin sadece bir kism1 ona ayrilirdi. Gelfand sik-
likla bagka konular1 glindeme getirir ve 6nceden hazirlik yapmalar:
istenmemis bagka matematikgileri de agiklama yapmak tizere kara
tahtaya ¢agirirdi. Ancak her seyin merkezinde daima kendisi vardi.
Seminerin akigini sadece ve sadece kendisi kontrol ediyordu ve ko-
nugmacilarin séziind soru, tavsiye veya vurgularla kesecek mutlak
glice sahipti. Konugmacilara siklikla séyledigi “Dayte opredelenie”
—“Tanimini soyle”— uyaris1 hili kulaklarimda ginlar.

Ayrica gesitli konularda (bazen tartigilan konuyla alakasiz) uzun
tiradlar atmak, ¢ogu eglenceli fikralar, anektodlar ve hikayeler an-
latmak gibi bir huyu da vardi. Girig kisminda aktardigim kissay1
da orada duymugtum: Bir ayyas 2/3’tin mi yoksa 3/5’in mi biiyiik
oldugunu bilemeyebilir ama beg kisiyle ii¢ sise votkay: paylagmak-
tansa ug kigiyle iki sige votkay1 paylagmanin daha iyi oldugunu bilir.
Gelfand’in ustaliklarindan biri de, bagkalar: tarafindan sorulan soru-
lari, cevabini agik edecek sekilde “bir bagka bigimde ifade etmek”ti.

Anlatmayi sevdigi diger bir fikra da telsiz telgrafla ilgiliydi:
“Yirminci ytzyilin baginda bir partide, bir fizikgiden telsiz telg-
rafin nasil ¢aligtigini agiklamasi istenmis. O da bunun gayet basit
oldugunu séylemis: ‘Oncelikle normal (kablolu) telgrafin nasil ga-
ligtigin1 anlamalisiniz. Oyle bir kopek hayal edin ki bagt Londra’da
kuyrugu da Paris’te olsun. Paris’te kuyrugu ¢ektiginizde, kopek
Londra’da havlayacaktir. Telsiz telgraf da tipki bunun gibi ama bir
tek kopek eksik,” demis.”

Gelfand fikray: anlatip, giiligmelerin yatigmasini bekledikten

sonra (ki dinleyiciler arasinda bu fikray: belki yiiz kez dinlemis
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olanlar da olurdu) tartigilan matematik problemine geri dénerdi.
Problemin ¢6ziimii i¢in tamamiyla yeni bir yaklagimin gerektigini
diigiindigi anlarda g6yle derdi: “Demek istedigim, biz bu isi képek
olmadan halletmeliyiz.”

Seminerler esnasinda siklikla uygulanan yontemlerden biri de,
bir kontrol’nyj slushatel yani bir test dinleyicisi (genellikle genglerden)
gorevlendirip, konugsmacinin anlattiklarini ona diizenli bir bigim-
de tekrarlattirmakti. Eger “test dinleyicisi” dersi iyi takip ediyorsa
konugmact iyi i gtkartyor demekti. Aksi takdirde konugmaci biraz
yavaglamali ve daha iyi anlatmaliydi. Gelfand bazen de yetersiz bul-
dugu konugmacilari rezil eder ve onun yerine bagka bir dinleyiciyi
¢ikarirdi. (Tabii ki test dinleyicisiyle de alay ederdi.) Ttim bunlar,
seminerleri eglenceli kiliyordu.

Seminerlerin ¢ogu tekdiize bir bigimde ilerler, katilimcilar ise
kibarca dinlerdi (ve bazilar1 da uyuklards); ¢ok ilgisiz, cok kibar ya
da sadece konugmaciya bir geyler sormaya gekinerek ve belki gok az
sey o6grenerek. Hig¢ kusku yok ki Gelfand’in seminerinin degisen
temposu ve genellikle sarsic1 yapisi, insanlari uyanik tutmakla kal-
maz (gece yarilarina kadar siirebilen bu seminerler igin hi¢ de kolay
olmayan bir sey), onlar1 diger seminerlerin asla yapamayacag: sekilde
canlandirirdi. Gelfand, konugmacilardan ¢ok sey bekliyordu. Onlar
da Gelfand gibi ¢ok ¢alistyordu. Gelfand’in tarzina dair ne s6ylenir-
se soylensin, insanlar onun seminerinden asla elleri bog ayrilmazdi.

Bununla birlikte, bu tiir bir seminerin ancak Sovyetler Birligi
gibi totaliter toplumlarda olabilecegini digiiniiyorum. Insanlar,
Gelfand’in sergilemis oldugu diktatérlere 6zgi giic gosterisine ve
davranis tarzina aligkinds. Insanlara karg1 acimasiz ve bazen de aga-
gilayici olabiliyordu. Bati toplumlarinda insanlarin bu tiir bir mu-
ameleyi hog gorecegini sanmiyorum. Ancak Sovyetler Birligi'nde
bu tiir hareketler yadirganmadig: gibi kimse kars1 da gelmezdi.
(Bunun gibi tinli bir diger 6rnek ise Lev Landau’nun teorik fizik
semineriydi.)
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Seminere katilmaya bagladigim sirada Gelfand, ¢caligmakta oldugu
matriks modelleri hakkinda bir dizi konugma yapmak tizere Vladimir
Kazakov isimli geng bir fizik¢iyi konuk ediyordu. Kazakov matema-
tikgilerin daha aligilagelmis yontemlerle ulagamadig: sonuglar elde
etmek i¢in kuantum fizigi yontemlerini yeni bir bigimde kullandi.
Gelfand, kuantum fizigine hep ilgi duymugtu ve seminerlerinde bu
konu geleneksel olarak biiyiik bir rol oynardi. Kazakov’un ¢aligma-
larindan oldukga etkilenmisti ve matematikgiler arasinda yayilmas:
i¢in etkin bi¢imde ¢aba sarf ediyordu. Gelfand’in birgok 6ngoriisi
gibi, bu da altin degerinde oldugunu kanitladi: Birkag yil i¢inde bu
konu meshur oldu ve ragbet gordi, hem matematige hem de fizige
onemli katkilar saglada.

Kazakov seminerde verdigi dersler boyunca, fikirlerini mate-
matikgilere agiklayabilmek i¢in takdir edilesi bir ¢aba gosteriyor-
du. Gelfand da ona karg1 her zamankinden daha saygili davraniyor,
soziinii kesmeden ve diger konugmacilarla karsilagtirildiginda daha
uzun konugmasina miisade ediyordu.

Bu dersler devam ederken, Harer ve Zagier’in yeni bir makaleleri
geldi: Oldukga zor bir kombinasyon problemine giizel bir ¢6ziim bul-
muglard1.® Don Zagier, zor gériinen problemleri ¢ézmesi ile iinliiydii;
ayrica gok da hizliydi. Séylenenlere bakilirsa, problemi ¢6zmek onun
alt1 ayin1 almigt: ve bundan biiyiik bir gurur duyuyordu. Bir sonraki
seminerde Gelfand, sunumunu yapmakta olan Kazakov’dan Harer-
Zagier problemini matriks modelleri tizerine yaptig1 ¢aligmasini
kullanarak ¢6zmesini istedi. Gelfand, Kazakov'un yonteminin bu tir
problemleri ¢6zmek i¢in kullanilabilecegini sezmis ve de yanilma-
migt1. Kazakov’'un Harer ve Zagier’in makalesinden haberi yoktu ve
problemi de ilk defa duyuyordu. Kara tahtanin 6niinde durarak birkag
dakika diigindii ve hemen Lagrangian kuantum alan teorisini yazdi,
bu da onun kendi yéntemlerini kullanarak ¢6ziime gitmesini saglad..

Dinleyen herkes afallamigti. Gelfand hari¢. Masumane bir bigimde
Kazakov’a sordu: “Volodya, kag yildir bu konu tizerinde ¢aligtyorsun?”
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“Israle Moiseevich, emin degilim ama yaklagik alt1 yil kadar
olmal1”

“Oyleyse, bu ¢6ziim senin alt1 y1l iki dakikani alirken, Don
Zagier'in alt1 ayin1 aldi. Himmm... Onun ne kadar iyi oldugunu
anlayabiliyor musun?”

Bu “saka” digerleriyle karsilagtirildiginda yumugak sayilirdi.
Bu ortamda hayatta kalabilmek i¢in deriniz kalin olmaliydi. Ne
yazik ki baz1 konugmacilar, toplum 6niindeki bu tiir tenkitleri a-
hislarina yonelik olarak algilayip, ¢ok tziiliyordu. Ayrica sunu da
eklemeliyim ki Gelfand, yasl ve bilindik kisilere karg: her zaman
daha sivri dilliydi ve geng matematikgilere 6zellikle de 6grencilere
daha anlayish davranird:.

Gelfand, seminerlerine katilan biitiin lisans 6grencilerini, yetenekli
yiiksek lisans 6grencilerini ve sadece gok zeki profesorleri hos kargi-
ladigini dile getirirdi. Matematikte ilerleme saglayabilmek i¢in, yeni
nesil matematikgiler yetigtirmenin ¢ok 6nemli oldugunu anlamigt
ve etrafinda her daim istekli gengler olurdu. Bu kisiler, Gelfand’in
da geng kalmasini sagliyorlard: (80’li yaslarinin sonuna kadar aktif
olarak ileri diizeyde aragtirma yapt1). Lise 6grencilerini sik stk semi-
nerlerine davet eder ve onlari en 6n siraya oturtarak olan biteni takip
ettiklerinden emin olmak isterdi. (Tabii bunlar siradan lise 6grencisi
degillerdi. Cogu diinya ¢apinda bilinen matematikgiler arasina girdi.)

Gelfand, 6grencilerine karg1 her agidan gok comertti; onlarla
diizenli olarak konugmak i¢in saatlerini harcardi. Bunu ¢ok az 6g-
retim Uyesi yapar. Onun 6grencisi olmak kolay degildi; onlara kar-
st yogun bir sevgi duyar, onlar da Gelfand’in tiirlii acayipliklerine
ve diktatorlere has aligkanliklarina katlanmak zorunda kalirlard:.
Ancak konugtugum bir¢ok 6grencisinden edindigim izlenim, hep-
sinin ona biiyiik sayg: duydugu ve ona ¢ok sey borglu olduklarini
distindiikleri yéniindedir.

Ben Gelfand’in 6grencisi degil, “torun-6grencisi’ydim ¢iin-

ki iki 6gretmerrim de (Fuchs ve heniiz hayatima girmemis olan
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Feigin) kismen onun 6grencisiydi. Bu yiizden, kendimi her zaman
“Gelfand’in matematik okulunun” bir par¢asi olarak gormigtimdiir.
Cok daha sonralari, ben ve o ABD’ye geldigimizde, Gelfand bana
bunu dogrudan sordu ve verdigim “evet” cevab: kargisinda yiiziinde
beliren tatminkir ifadeden okulunun ve kimin o okulun pargas: ol-
dugunun bilinmesinin onun i¢in ne kadar 6nemli oldugunu anladim.

Seminerin odak noktast oldugu bu okul, onun diinyaya agilan
kapisiyd: ve sadece Moskova'dakiler degil, diinyanin her tarafin-
daki matematikgiler izerinde biiyik bir etkisi vardi. Yabanci ma-
tematikgiler, sirf Gelfand ile tanigmak ve seminerine katilmak i¢in
Moskova'ya gelirler ve orada konugma yapmaktan onur duyarlard:.

Gelfandin etkileyici ve hayatin sinirlarini agan kigiliginin se-
minerin kazandig g6hrette biiyiik bir roli vardi. Birkag yil sonra,
benim ¢aligmama ilgi duydu ve benden seminerinde bir konugma
yapmamu istedi. Onunla sadece matematik degil, bir¢ok bagka konu
hakkinda da konugarak epey zaman gegirdim. Matematik tarihi-
ne ve 6zellikle de miras biraktiklarina biyik ilgi duyardi. Onu
Moskova’'daki evinde ilk ziyaretimde (21 yagina yeni basmigtim),
kendisini matematigin Mozart’1 olarak gérdiigiinii anlatigini hilen
¢ok net hatirliyorum.

“Cogu bestekir, yazdig: belli eserlerle hatirlanir ama Mozart
i¢in durum farkli. Onu bir dahi yapan, eserlerinin biitintdiir,” de-
mis ve biraz durakladiktan sonra “Ayni durum benim matematik
¢alismalarim igin de gegerlidir,” diye eklemisti.

Gelfand’'inkendine dair bu degerlendirmelerinin akla getirdigi
bazi sorular: bir kenara birakirsak bunun uygun bir kargilagtirma
oldugunu digtiniiyorum. Uzun siiredir agtlamamig meghur varsayim-
lardan (Fermat'nin Son Teoremi gibi) herhangi birini ispatlamamig
olsa da matematik hakkindaki fikirlerinin toplam etkisi sarsictydi.
Belki daha da 6nemlisi, giizel matematige dair sahip oldugu mi-
kemmel gustonun yani sira matematigin hangi alanlarinin daha

ilging oldugunu ve gelecek vaat ettigini anlamaya y6nelik de akil
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almaz bir sezgisi vardi. Matematigin hangi yone sapacagini kesti-
rebilme giiciine sahip bir kahin gibiydi.

Gelfand, giderek daha fazla alana ayrilan ve uzmanlagmanin alip
bagini gittigi bir konuda, farkl alanlar arasinda képri kurabilen en
son Roénesans insanlarindan biriydi. Matematigin bitiinligiinin
somut hiliydi. Cogunlukla matematigin tek bir alanina odaklanan
seminerlerin aksine, eger Gelfand’in seminerlerine katilirsaniz farkl
alanlarin birbirine nasil uyum saglayabilecegini goriirdiiniiz. Iste bu
yiizden, her pazartesi aksam1 MGU’nun ana binasinin 14. katinda

toplanip, ustanin konugmasini hevesle beklerdik.

Fuchs, ilk makalemi iste bu biyiileyici adama gotiirmemi tavsiye
etti. Gelfand'in dergisi olan Functional Analysis and Applications, yilda
dort kez yaklagik yiiz sayfalik ince ciltler hilinde basilird: (b6yle bir
dergi i¢in acinasi bir rakam olmasina ragmen yayinci daha fazlasi-
na misaade etmediginden razi olmak zorundaydik). Ttim diinyada
biiyiik sayg1 goren dergi Ingilizceye gevrilirdi ve diinyanin birgok
yerinden bilim kiitiiphaneleri abonesiydi.

Bu dergide bir makale yayinlatmak, kismen ciddi sayfa sinirindan
dolay1 oldukga zordu. Aslina bakarsaniz yayinlanan makaleler iki
tirdi: her biri on-onbes sayfa kadar olan ve ayrintili ispatlar igeren
aragtirma makaleleri ile ispatlarina yer verilmeyen, sadece sonuglarin
bulundugu kisa duyurular. Bu duyurular iki sayfadan uzun olamazd:.
Teorik olarak, bu tiir kisa bir makaleyi takiben tiim ispatlari igeren
ayrintili bir makalenin bulunmas: gerekirdi ama pratikte uzun ma-
kaleleri yayinlamak ¢ok zor oldugundan, bu pek sik gergeklesmezdi.
Aslina bakarsaniz SSCB’de bir matematik¢inin yurt diginda yayin
yapmast neredeyse imkinsizdi (bunu yapmak isteyen birinin, bir
yildan fazla bir siire ve gokga gabay1 goze alip, her tiirli giivenlik
onayini vb almasi gerekiyordu). Ote yandan, Sovyetler Birligindeki
matematik yayinlarinin sayisi, matematikgi sayisi ile kargilagtiril-

diginda oldukga azdi. Maalesef makalelerin ¢ogu, yabancilar tara-
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findan yayinlanmasini engelleyen farkli gruplar tarafindan kontrol
edilirdi ve anti-Semitizm bunlarin bir kisminda etkiliydi.

Biitiin bunlara bagl olarak, SSCB’de matematik makalelerinin
belli bir altgrubu olustu. Zamanla “Rus gelenegi” olarak anilan bu
tir makalelerde ¢ok 6zli bir yazi kullanilmakta ve ¢ok az ayrintiya
girilmekteydi. Sovyetler Birligi'nin digindaki ¢ogu matematikgi ise
bunun bir tercih unsuru olmayip zorunluluktan kaynaklandiginin
farkinda degildi.

Fuchs’un ilk makalem i¢in diigindigi yayin, bu tiirden kisa bir
duyuru idi.

Functional Analysis and Applications’a sunulan her makale, kisa
duyurular da dahil, Gelfand’a gosterilmek ve onayini almak zo-
rundaydi. Eger hoguna giderse makalenin olagan hakem siirecine
girmesine miisaade ederdi. Bu da demek oluyordu ki makalemin
degerlendirilmesi igin Israel Moiseevich ile gahsen gortigmeliydim.
1986 yil1 giiz déneminin ilk seminerlerinin birinden 6nce Fuchs
beni Gelfand’a takdim etti.

Gelfand elimi sikti, giillimsedi ve s6yle dedi: “Tanigtigimiza
memnun oldum. Adin: duyuyorum.”

Adeta biiyiilendim. Gelfand’in baginin dstiinde bir hile gordi-
gime yemin edebilirim.

Sonra Gelfand Fuchs’a d6ndii ve elinde tuttugu makalemi gos-
termesini istedi. Gelfand sayfalari ¢evirmeye basladi. Bes sayfalik
bu makaleyi yazmak igin Kerosinka’dan bir daktilo 6diing almig ve
yavag yavag —iki parmakla— temize ¢ekmis, formiilleri de elimle
yazmigtim.

Gelfand onaylayarak “Ilging,” dedi ve Fuchs’a dénerek, “Peki
ama bu makale neden 6nemli?” diye sordu.

Fuchs, » dereceden farkl kokli polinomlarin diskriminanti
hakkinda birgeyler agiklamaya koyuldu ve buldugum sonuglarin
diskriminantin lifinin topolojisini tanimlamak i¢in nasil kullani-

labilecegini anlatiyordu ki Gelfand s6ziini kesti:



ACEMI MATEMATIKGI 103

“Mitya” dedi, Fuchsa isminin kisaltilmigi ile hitap ederek, “Bu
derginin kag abonesi var biliyor musun?”

“Hayur, Israle Moiseevich, bilmiyorum.”

“Binden fazla.” Boylesine uzmanlagmig bir dergi i¢in olduk¢a
biiyiik bir say1ydi. “Bunlarin her birine dergiyle beraber seni de
yollayarak bu sonuglarin neden iyi oldugunu anlatmani saglaya-
mam, degil mi?”

Fuchs bagini sallad:.

“Bunu ¢ok agik bir bi¢imde makalede belirtmelisin, anlagild:
m1?” Gelfand’in Fuchs’a bunlar1 anlatmasinin sebebi, bu durumun
onun hatast oldugunu digiinmesiydi. Sonra ikimize donerek “Bunun
haricinde makale hogsuma gitti,” dedi.

Sonra bana tekrar giilimsedi ve bir bagkasi ile konugmak iizere
yanimizdan ayrildi.

Tam bir degis tokustu! Fuchs, Gelfand bizi duyamayacak ka-
dar uzaklaginca “Sakin endigelenme. Sadece seni etkilemek istedi,”
dedi. (Kesinlikle becermisti!) “Sadece makalenin baglangi¢ kismi-
na istedigi etkiyi verecek bir paragraf ekleyecegiz ve sonra biyiik
olasilikla onu yayimlayacak”.

Bu, olabilecek en giizel sonugtu. Gelfand’in istedigi paragrafi
ekledikten sonra makaleyi resmen teslim ettim ve sonunda dergide
yayimland1.” Béylece ilk matematik projem tamamlanmis oldu. flk
esigi gectim ve beni modern matematigin biiyili diinyasina goti-
recek yola adimimi attim.

Sizinle igte bu diinyay1 paylagmak istiyorum.



7. Bolum:

Biiyiik Birlesik Teori

I1k problemin ¢6ziimii benim igin matematik tapinagina davetiyem
oldu. Fuchs’la yaptigim bir sonraki proje ile kendimi, bir sekilde
tesadufi olarak, son elliyilda ortaya ¢ikan en derin veilgi gekici ma-
tematik teorilerinden birisi olan Langlands Programs’nin ortasinda
buldum. Agagida size projemi anlatacagim ama bu kitaptaki ama-
cim kendi tecriibelerimden daha fazlasini aktarmak, modern ma-
tematik hakkinda fikir vermek, onun gercekten de 6zgiinliik, hayal
glicli ve ¢igir agan sezgilerle ilgili oldugunu kanitlamak. Langlands
Programi bunun igin harika bir 6rnek tegkil eder. Bu programin
Matematigin Biyiik Birlegik Teorisi oldugunu digiinmek hoguma
gidiyor ¢linki matematigin farkli alanlarinin ortak gizemlerini
¢ikarip bunlara odaklanarak aralarindaki hi¢ beklenmedik derin
iligkileri ortaya koyuyor.

Matematigin birgok alt dali vardir. Bunlar, ¢ogu kez ayr kitalar
gibidir; bu alt dallar tizerinde ¢aligan matematikgilerin farkl dil-
lerde konugtuklari zannedilebilir. “Birlegtirme” fikri yani bu farkh
alanlarda ortaya ¢ikan teorileri bir araya getirerek hepsinin tek bir

anlatinin pargast oldugunu anlamak, iste bu sebeple bu denli giig-
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lidir. Bu adeta daha 6nce 6grenmeyi deneyip pek de basarili ola-
madiginiz bir yabanc: dili birdenbire anlayabilmek gibidir.

Matematigi sonunda ortaya ¢ikacak resmi kimsenin bilmedigi
devasa bir yapbozun biitiinii olarak diiginmek, dogru bir yaklagim-
dir. Bu yapbozun birlegtirilmesi, binlerce insanin ortak girigimidir.
Gruplar halinde galigirlar: Bir yanda cebirciler yapbozun kendi pay-
larina diigen kismi Gzerinde ¢aligirken, diger tarafta say: kuramci-
lar1, bagka bir tarafta geometriciler, vb galigir. Her bir grup, biiyik
resmin kigik bir “adacigi’n1 olugturabilir ama matematik tarihi
boyunca bu pargalarin nasil olup da bir araya gelecegini kestirmek
zor olmugtur. Bu yiizden ¢ogu kisi, yapbozun bu adaciklarini ge-
nigletmek tizerine ¢aligir ama bir giin, bu pargalarin birbirine na-
sil baglanacagini gorebilecek birisi ortaya ¢ikacak. Bu oldugunda,
biiyiik resmin 6nemli 6zellikleri belirecek ve bu miinferit alanlara
yeni bir anlam yiiklenecektir.

Robert Langlands'in yaptig1 da buydu ama tutkusu sadece bir-
kag aday1 birbirine baglamaktan ¢ok daha derinlere gitti. Boylece,
1960’larin sonunda baglattig1 Langlands Programu, birbirleriyle
ne kadar ilgisiz goriiniirlerse goriinsiinler, bircok adacik arasinda
kopriiler inga edebilecegimiz mekanizmay: bulmak igin bir girigim
halini aldu.

= T

Robert Langlands, Princeton’daki ofisinde. (Fotograf: Jeff Mozzochi)
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Langlands, simdi Princeton’daki Ileri Aragtirmalar Enstitiisii’'nde
matematik alaninda fahri profesér. Orada, daha 6nce Albert Einstein’a
tahsis edilmis olan bir oday: kullaniyor. Bu sagirtacak olgiide yete-
nekli ve vizyon sahibi adam, 1936 yilinda dogmug ve Vancouver ya-
kinlarindaki kiigiik bir kasabada biiylimigti. Ailesi marangozlukla
mesguldii. Langlands'in sagkinlik veren 6zelliklerinden birisi, birgok
yabanci dili akici bigimde konugabilmesidir: Yiksek 6grenimine
baslamadan 6nce, anadili olan Ingilizceden bagka bir dil bilmeme-
sine ragmen Fransizca, Almanca, Rus¢a ve Tiirkge konugmaktadr.!

Son yillarda Langlands ile siki bir igbirligi siirdiirme imkanim
oluyor ve gogunlukla Rusga yazisiyoruz. Bir keresinde bana orijinal
dilinden okudugu Rus yazarlarin listesini yollad1. Bu liste o kadar
kapsamli ki anadilimdeki Rusca edebiyatta benden fazla okuma
yapmuis gibi goriiniiyor. Langlands’in bu olagandis1 dil yeteneginin
matematigin farkli alanlarini bir araya getirmedeki tstiin becerisi

ile bir iligkisi olup olmadigini hep merak ederim.

Langlands Programs’nin kilit noktasi, zaten asina oldugumuz simetri
kavramidir. Geometrideki simetriye deginmistik; 6rnegin herhangi bir
dondiirme hareketi, yuvarlak masanin bir simetrisidir. Bu tiir simetri-
ler tizerinde siirdiirdiigiimiiz ¢aligmalar bizi grup kavramina gétiirdi.
Devaminda fark ettik ki gruplar matematikte farkh bigimlerde kargi-
muza ¢ikabiliyor: dondiirme hareketi gruplari, 6rgii gruplari, vb. Ayrica
gruplarin, temel parcaciklarin simflandirilmas: ve kuarklarin varligimin
ongorilmesinde de yararh oldugunu gordiik. Langlands Programu ile ilig-
kili olan gruplar, sayilar tizerine stirdiiriilen ¢aligmalarda kargimiza gikar.

Bunu agiklayabilmek i¢in, ilk olarak giindelik hayatimizda karg:-
lagtigimiz sayilara deginmeliyiz. Her birimiz belli bir y1lda dogduk;

* Kitabin Tiirkge baskisina ézel not: Gergekten de Langlands Tiirkiye'de gok verimli bir
yil gegirdi. 1967-1968 déneminde Ankara’da ODTU’de ders verdi. Ofisi Cahit Arf’in
(portresi ve adiyla arulan formiil 10 Liralik banknotun iizerinde yer aliyor) of isinin ya-
nindaydi. Langlands’in Tiirkiye'ye ziyaretini, Tiirkiye ve Tiirk matematikgilerle yakin
baglantistni anlattifive Tiirkge olarak yazdigt 6zel notukitabinsonunda bulabilirsiniz.
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cadde iizerinde belli bir kap1 numarasina sahip olan bir evde oturu-
yoruz; bir telefon numaramiz var; ATM’lerde hesabimiza erigebilmek
i¢in bir sifre kullaniyoruz, vb. Tiim bu sayilarin ortak bir noktas: var-
dir. Her biri, I'in kendisi ile belli bir kere toplanmastyla elde edilir:
1+1 iglemi 2'yi, 1+1+1 3’ verir, vb... Bu sayilara dogal sayilar denir.

Ayrica 0 sayis1 ve negatif sayilar da var (-1, -2, -3,...). 5. Bolim’de
deginecegimiz tizere bu sayilarin hepsine birden “tam say1” ad1 ve-
rilir. Diger bir deyisle, bir tam say1 ya bir dogal sayy, ya sifir ya da
dogal sayinin negatifidir.

Daha genel sayilan da hesaba katmaliyiz. Dolar ve sent cinsinden bir
fiyat: genellikle $2,59 gibi bir bigimde gosteririz ki iki dolar ve elli dokuz
sente kargilik gelir. Bu deger, 2 ile 59/100 kesrinin (ya da 59 tane 1/100'iin)
toplamimin aymisidir. Burada 1/100, kendisiyle 100 kere toplandiginda 1
eden miktardir. Bu tiir sayilara da rasyonel say1 ya da kesirli say1 denir.

Ceyrek, rasyonel sayilann giizel bir 6rnegidir ve matemasiksel olarak
1/4 kesriyle gosterilir. Daha genel olarak ifade etmek gerekirse herhangi
iki m ve n tam say1s1 ile m/n kesrini olugturabiliriz. Eger m ve n'nin 4 gibi
ortak bir béleni varsa (yani m = dm' ve n = dn' ise), dyi iptal ederek m/n
yerine m/n’ yazabiliriz. Ornegin, 1/4 kesri, 25/100 bigiminde de gos-
terilebilir. Amerikalilarin 25 sente geyreklik demelerinin sebebi budur.

Giindelik hayatta kargilagtigimiz sayilarin biiyiik cogunlugu bu ke-
sirler yani rasyonel sayilardir. Bununla birlikte, rasyonel olmayan sayilar
da vardir. Ornek olarak, 2'nin +/2 bigiminde yazilan karekokiinii vere-
biliriz. Bu, karesi 2 eden say1 demektir. Geometrik olarak dik kenarla-

rimin uzunlugu 1 birim olan dik tiggenin hipoteniisiiniin uzunlugudur.

L
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m ve n iki dogal say1 oldugunda, bu degeri 7/ bigiminde gos-
teremeyecegimiz anlagiliyor.? Bununla birlikte eger ondalik goste-
rimini ilk birkag basamak ile sinirlayacak gekilde yazarsak yaklasik
bir rasyonel say1 kargilig1 bulabiliriz: 1,4142, 1,41421, 1,414213, vb.
Ancak ne kadar ondalik basamak kullanirsak kullanalim, bu yine
de yaklagik bir deger olacaktir; daha fazla basamak eklemek gere-
kecektir. Higbir sonlu ondalik say1, higbir zaman v2’ye it olamaz.

V2, yukaridaki {iggenin hipoteniisiiniin uzunlugu oldugundan
bdyle bir sayinin varligindan eminiz. Fakat rasyonel sayilarin say:
sistemine uymamaktadir.

Bunun gibi birgok say1 vardir: v 3 veya kiipkok 2 gibi. Bu sayilar:
rasyonel sayilaraeklemek igin sistemli bir yol gelistirmek durumun-
dayiz. Rasyonel sayilar:1 bir bardak ¢ay olarak digtiniin. Cay: sade
olarak i¢ebilecegimiz gibi aldigimiz tad1 iyilegtirmek igin geker, siit,
bal ya da gesitli baharatlar karistirabiliriz. Iste bu ilaveleri, v2 ya
da V3 gibi sayilara benzetebiliriz.

/2 karistirmay1 deneyelim. Bu, igecegimiz bir bardak ¢aya bir
kiip seker atmak gibidir. Yani rasyonel sayilara v/2 atip ne tiir bir say1
sistemi elde edecegimize bakalim. Kugkusuz, bu yeni say: sistemi
icindeki sayilar1 ¢arpabilmek isteriz, dolayisiyla rasyonel sayilarin
ve +/2'nin garpimlan olan biitiin say1lan dahil etmemiz gerekir. Bunlann
gostmnu% /2'dir. Bu yiizden say1 sistemimiz % bigimindeki biitiin
kesirleri (bunlar rasyonel sayilardir) ve £ /2 bigimindeki tiim sayilar:

icermelidir. Bunlari birbirleriyle toplayabilmeyi de istedigimizden
e

toplamlarini da dahil etmeliyiz.

Bu bigimdeki tiim sayilardan olugan topluluk “kendi kendine yeter”

(self-contained) yani onlarin iizerinde biitiin basit iglemleri (toplama,

¢ikarma, carpma ve bolme) gergeklestirebiliriz ve bulunan sonug da
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aym tiirden bir say1 olacaktir.? Bu bizim, igine atilan sekerin tama-
men erimis oldugu bir bardak ¢ayimizdur.

Bu yeni say1 sisteminin rasyonel sayilarin sahip olmadig: gizli
bir 6zelligi oldugu anlagiliyor. Bu 6zellik, sayilarin biiyiild diinya-
sina girmemizi saglayacak kapi olacak: Bu say1 sisteminin simet-
rileri vardur.

Burada “simetri” ile kastettigim, hangi say1 ile baslarsak bagla-
yalim ona yeni bir say1 atayan bir kuraldir. Diger bir deyisle, verilen
bir simetri, her bir say1y1 yine ayni say1 sisteminden bagka bir say1ya
donistiirir. Simetrinin her bir sayinin bir bagka sayiya “gitmesini”
saglayan bir kural oldugunu soyler. Bu kuralin toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme islemleriyle uyumlu olmas gerekir. Say1 sistemi-
nin simetrilerine neden bu kadar 6zen géstermemiz gerektigi he-
niz tam net degil. Ancak bana biraz daha tahammiil edebilirseniz
sebebini yakinda anlayacaksiniz.

Say1 sistemimizin her say1y1 yine kendine gétiiren kural olan
6zdes simetrisi vardir. Bu, bir masa 0 derece déndiiriildigiinde tim
noktalarin kendine gitmesine benzetilebilir.

Sayi sistemimizin pek alisik olmadigimiz tiirden bir simetriye
sahip oldugu anlagilmigtir. Bunun ne oldugunu agiklamak igin,
/2nin «* = 2 denkleminin bir ¢éziimii oldugunu gozlemleyelim.
Gergekten de +/2'yi «'in yerine koydugumuzda esitlik saglanir. Ancak
bu denklemin aslinda iki ¢6ziimii vardir: Bir tanesi v2 iken, digeri
-Y/2'dir. Aslinda yeni say1 sistemimizi olugturdugumuzda her ikisini
de rasyonel sayilara ekledik. Bu iki ¢6ziimi birbirine gondererek,
bu say1 sisteminin simetrisini elde ederiz.”

Bu iligkiyi ¢cay bardag: benzetmesi ile daha agik bir bigimde
gosterebilmek igin, ufak bir degisiklik yapalim. Bir bardak ¢aya

bir adet beyaz seker veya bir adet esmer seker atip karigtirdigimizi

* Burada ve agagida, negatif sayilar1 g6stermek igin kisa gizgi yerine eksi isareti (tire)
kullandim. By, standart matematiksel notasyona uygundur. Aslinda bu ikisi ara-
sinda higbir fark yok, ¢iinkii -N= 0-Ndir.
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farz edelim. Bunlarin ilki v2, ikincisi de -+/2 gibidir. Hangi sekeri
kullanirsak kullanalim, ayni gay1 elde ederiz. Benzer sekilde 2 ve
-J/2yi birbirlerinin yerine kullanmak da say: sistemimizin simet-
risi olacaktir.

Bu degis toku§ta rasyonel sayilar degismeden kalir.* Bu sebeple,
7 + k £ 2 sayis1, 2 _»/j'Z sayisina gider. Bagka bir gekilde ifade
cdersek diger lelmlara dokunmadan sadece v 2'nin 6niindeki isa-
reti deg1§t1r1r12.5

Gordiginiz tzere yeni say:1 sistemimiz bir kelebek gibi:
% + i}»/'z sayilar1 kelebegin pullarina ve v/2 ile -v/2'nin yerini de-
gistirerek elde edilen simetri de kanatlarini birbirinin yerine gegiren
kelebegin simetrisine benzer.

Daha genel olarak, x degiskeninin #? = 2 digindaki diger denk-
lemlerini de ele alabiliriz; 6rnegin, t¢iinci dereceden x3-x2+1=0
denklemi. Bu tiir bir denklemin ¢6zlimleri rasyonel say:1 degilse
(yukaridaki denklemlerde oldugu gibi) ¢6ziimleri rasyonel sayilara
ekleyebiliriz. Ek olarak, bu tiir birgok denklemin ¢6ziimlerini de
rasyonel sayilara bir kerede ekleyebiliriz. Bu sekilde, birgok farkli
say1 sistemi ya da matematikgilerin deyimiyle say: cisimleri (number
fields) elde ederiz. Bu terimdeki “cisim” s6zctigl, bu say1 sisteminin
toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme islemlerinde kapali oldugunu
ifade eder.

/2 ekleyerek elde ettigimiz say1 cismi gibi genel say1 cisimleri
de bu iglemlerle uyumlu simetrilere sahiptir. Verilen bir sayi cis-
minin simetrileri, tipki geometrik cisimlerde oldugu gibi, birbiri
ardina (birbirleri ile birlestirilerek) uygulanabilir. Bu ytizden bu
simetrilerin bir grup olusturmasi da sasirtic1 degildir. Bu gruba,
Fransiz matematikgi Evariste Galois’ya atfen say1 cisminin Galois
grubu® denir.
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Matematikgilere dair anlatilan hikéayeler arasinda, en duygu dolu
ve etkileyici olanlardan biri de Galoisnin hikéyesidir. Bu dihi ¢ocuk,
ok geng yaslarda ¢1ir agan buluglar yapti ve yirmi yaginda bir diel-
loda hayatini kaybetti. 31 Mayis 1832 tarihinde yaptig1 bu diiellonun
sebebine dair farkli gorisler 6ne siiriildi: Kimileri isin iginde bir ka-
din oldugunu sdylerken, kimileri de politik faaliyetlerine bagh oldu-
gunu dile getirdi. Kuskusuz Galois politik goriislerini tavizsiz ifade
ediyordu ve o kisacik hayatinda ¢ok kisiyi sinirlendirmeyi bagarmigti.

Tam 6lmeden 6nce, gecenin bir vakti, mumlarla aydinlanan
odasinda kendini kaybedercesine yazarak, sayilarin simetrilerine
dair fikirlerini 6zetleyen taslak metni tamamladi. Bu aslinda, yap-
t1g1 gz kamagtirici kesifleri bizimle paylastigi ve tiim insanliga
yazilmig bir agk mektubuydu. Gergekten de Galois'nin kegfettigi
ve giiniimiizde onun adiyla anilan bu simetri gruplar, tipki Misir
Piramitleri ya da Babil'in Asma Bahgeleri gibi diinya harikalarin-
dan birisidir. Tek farki, onlar1 bulmak igin bagka bir kitaya seyahat
etmek ya da zaman iginde yolculuk yapmak zorunda degiliz. Her
nerede olursak olalim, onlar1 parmak uglarimizda bulabiliriz. Bizi
cezbeden de sadece giizellikleri degil, gergek diinya uygulamalar
i¢in barindirdiklar: yiiksek potansiyeldir.

Yazik ki Galois zamaminin ¢ok 6tesindeydi. Fikirleri, ¢agdagslar-

min ilk seferde anlayamayacag kadar radikaldi. Makaleleri, Fransiz
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Bilimler Akademisi tarafindan iki kez reddedildi ve ¢aligmasinin
basilarak diger matematikgilerin olurunu almasi neredeyse elli y1l
sirdi. Buna ragmen, yaptig1 ¢calisma giliniimiizde modern matema-
tigin onemli kose taglarindan biri olarak gorilir.

Galois, geometriden sezgisel olarak agina oldugumuz simetri
fikrini say1 teorisinin 6n planina ¢ikardi. Dahasi, simetrinin bi-
yuleyici giiciini de gosterdi.

Galois’dan 6nce matematikgiler, polinom denklemler ad: veri-
lenx?=2vesxt-x+1=0 gibi denklemlerin ¢6ziimii igin formiiller
kesfetmeye odaklanmiglardi. Galois'nin 6liimiiniin ardindan iki
yuz y1l ge¢mis olmasina ragmen, maalesef gliniimiizde okullarda
ogretilmeye calisilan da hala budur. Ornegin, katsayilari a, 4, ve ¢
olan agagidaki gibi ikinci dereceden genel bir denklemin ¢6ziimi

i¢in bir formiil ezberlemek zorunday:z.
ax’+ bx +c=0

Bu formiily, pek hos olmayan anilar: ¢agristirmasina sebep ol-
mamak i¢in burada vermeyecegim. Simdilik bilmemiz gereken tek
sey, karekok almay: gerektirdigi.

Katsayilari 4, 4, c ve d olan ve kiipkok iceren agagidaki gibi tiglin-
ci dereceden genel bir denklem i¢in benzer ama daha karmagik bir

formiil vardur:
axS+ bl v cx+d=0

Polinom (gokterimli) denklemlerin radikallerinin (karekok, kip-
kok, vb) degerlerini bulma iglemi, denklemin derecesi buytdiikge
hizla karmagiklagir.

Ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziimii igin kullanilan genel for-
miil, dokuzuncu yiizyilda yagayan Iranli matematikgi El Harezmi

tarafindan biliniyordu. (“Cebir” kelimesinin kokeni, kitabinin bag-
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liginda kullandig1 “el-cebr” kelimesine dayanir.) Ugiincii ve dordiin-
cti dereceden denklemlerin ¢6ziimi i¢in kullanilan formiiller ise on
altinci ytizyilin ilk yarisinda kegfedildi. Dogal olarak siradaki hedef,
besinci dereceden denklemlerdi. Galois’dan 6nce, 300 yil boyunca
bircok matematik¢i umutsuz bir bigimde ¢6ziimii verecek formiilleri
bulmaya ¢aligt1 ama bir ise yaramadi. Galois, sorduklar1 sorunun
yanlis oldugunu fark etti ve bu denklemin ¢6ziimlerini rasyonel
sayilara ekleyerek elde edilen say: cisimlerinin simetri gruplarina
odaklanmamiz gerektigini dile getirdi; bu kavram giinimiizde
Galois grubu olarak bilinmektedir.

Galois gruplarinin tanimlanmasinin ¢6ziim igin net bir formiil
yazmaktan daha kolay bir yol oldugu anlagiliyor. Cézlimiin ne ol-
dugunu bilmeden bile bu gruplar hakkinda anlamli seyler s6yle-
nebilir ve bunlara dayanarak 6nemli gikarimlarda bulunulabilir.
Aslinda Galois, radikallerin (karekok, kiipkok, vb) ¢oziimleri igin
bir formiiliin ancak ve ancak karsilik geldigi Galois grubunun basit
yapida olmas: koguluyla var olabilecegini gostermeyi basarabildi;
ginimizde matematikgiler bu tiir bir gruba gozalebilir grup (sol-
vable group) derler. Ikinci, tglinci ve dordiincti dereceden denk-
lemler icin Galois gruplar1 her zaman ¢oziilebilir niteliktedir. Bu
yizden, bu denklemlerin ¢6ziimlerinin radikaller ile yazilabilmesi
de miimkiindiir. Ancak Galois, besinci dereceden (ya da daha st
dereceden) tipik bir denklemin simetri gruplarinin ¢6ziimsiiz ol-
dugunu gosterdi. Bu su anlama geliyor: Bu denklemlerin radikaller
agisindan ¢6ziimlerini bulmak i¢in bir formiil yok.7

Bu ispatin ayrintilarina girmeyecegim ama bu gruplarin neye
benzediklerini kafanizda canlandirmak i¢in Galois gruplarinin
birkag 6rnegini ele alalim. &? = 2 denklemi i¢in Galois grubunu
yukarida tanimladik. Bu denklemin rasyonel sayilara ekledigimiz
iki ¢6ziimii vardr: ¥2 ve -+/2. Ortaya ¢ikan say1 cisminin Galois
grubu® iki eleman igerir: 6zdes ve +/2 ile -/2'nin yer degistirmesi
ile elde edilen simetri.
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Siradaki 6rnegimiz igin yukarida yazilan tigtincti dereceden denk-
lemi ele alalim ve katsayilarinin rasyonel sayilar olup, li¢ ¢6zimii-
niin de irrasyonel say1 oldugunu varsayalim. Boylece bu ¢oziimleri
rasyonel sayilara ekleyerek yeni bir say1 cismi olugtururuz. Bunu bir
bardak gaya ti¢ farkh katki maddesi eklemeye benzetebiliriz: bir kip
seker, bir damla siit ya da bir kagik dolusu bal gibi. Bu say1 cisminin
(katkilarin kanigtirildig: gay bardagi) herhangi bir simetrisi altin-
da, tgiincii dereceden denklem degismeyecektir ¢iinki katsayilar:
simetri tarafindan sabit korunan rasyonel sayilardir. Bu yiizden,
liglincii dereceden denklemin her bir ¢6ziimii (lig katki maddesin-
den biri) kaginilmaz olarak bagka bir ¢6ziime gidecektir. Bu gozlem
sayesinde, bu say1 cisminin simetrilerinin Galois gruplarimi bu g
¢6ziimin permiitasyonlar: cinsinden tanimlamak mimkiindir. Bu
islemin ana noktasi, bu tanimi ¢6ziimler i¢in herhangi bir formiil
yazmadan elde etmis olmamizdir.’

Benzer sekilde, rastgele se¢ilmis bir polinom denkleminin tim
¢6ziimlerini rasyonel sayilara ekleyerek elde edilen say1 cisminin
simetrilerinin Galois grubu da bu ¢6ziimlerin permiitasyonlari cin-
sinden tanimlanabilir (#’inci dereceden bir polinom denkleminin
her biri farkh olan ve rasyonel say1 olmayan 7 adet ¢6ziimii vardur).
Bu sekilde, ¢oziimlerini katsayilar cinsinden ifade etmeden denk-
leme dair bircok cikarimda bulunabiliriz. 1

Galois'nin ¢aligmasi, matematiksel i¢goriiniin giictine dair harika
bir 6rnektir. Galois, polinom denklemlerin ¢6ziimii igin bir formiil
bulma problemini anlagilageldigi bicimde ¢6zmedi. Problemin gifresi-
ni kirds! Problemi yeniden formiile etti, biiktd, egdi ve ona tamamen
farkli bir agidan bakti. Onun parlak i¢gorisi, insanlarin sayilara
ve denklemlere dair digiince bigimlerini sonsuza dek degistirdi.

Ondan 150 y1l sonra, Langlands bu fikirleri daha da ileriye ta-
s1d1. 1967 y1linda, Galois gruplan teorisi ile matematigin farkl bir
alani olan harmonik analizi bir araya getiren devrim niteligindeki

kavrayislar ortaya gikardi. Birbirinden g1k yili kadar uzak gériinen
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bu iki alan arasinda yakin bir iligki oldugu ortaya ¢ikti. O sirada
otuzlu yaslarinin baginda olan Langlands, seckin matematikgilerden
André Weil’e yazdig: bir mektupta fikirlerini 6zetledi. O dénem
bu mektubun kopyalar1 matematikgiler arasinda yaygin olarak do-
lagt1.! Mektubun bagindaki not, konuyu hafife aldigim gostermesi
acisindan énemlidir:'?

Profes6r Weil, yaniniza gelmem ve yiiz yiize konusmamiz
i¢in yaptigimz davete kargilik olarak size bu mektubu yaziyorum.
Yazdiktan sonra igerisinde emin oldugum pek fazla ifade olma-
digini fark ettim. Bunu tamamen dayanaksiz bir gériis seklinde
okumak isterseniz minnettar olurum; eger yapmak istemezseniz

eminim ki yakininizda bog bir ¢6p kutusu vardir.

Mektubun devaminda yazanlar, matematik hakkinda digiindikleri-
mizi sonsuza kadar degistiren, ¢1g1r agan bir teorinin baglangiciyda.
Langlands Programi bu sekilde dogdu.

Birkag nesil boyunca matematikgiler hayatlarin1 Langlands’in
ortaya koydugu problemleri ¢6zmeye adadilar. Onlar1 bu kadar

etkileyen sey neydi? Cevabini bir sonraki bolimde bulacaksiniz.



8. Boliim:

Sihirli Sayilar

Simetrilerden ilk olarak 2. Boliim’de bahsetmis ve SU(3) isimli gru-
bun gésteriminin temel pargaciklarin davraniglarini idare ettigini
gormiustiik. Langlands Programi da bir grubun gosterimi tizerine
odaklanir ama bu grup, bir 6nceki béliimde gordigiimiiz tiirden
bir say1 cisminin simetrilerinin Galois grubudur. Neticede bu gos-
terimlerin bir say1 cisminin sayilara dair gerekli tiim bilgiyi iceren
“kaynak kodu’nu olusturduklari anlagildi.

Langlands’in miithis fikri suydu: Bu bilgiyi, tamamen farkh bir
yaptya sahip olan cisimlerden ¢ikarabiliriz. Bu cisimler, harmo-
nik analiz ad1 verilen ve matematigin farkl bir alaninda ¢alisilan
otomorfik fonksiyonlardir. Harmonik analizin kékeni, frekanslar
birbirinin kat: olan temel ses dalgalar1 anlamina gelen harmonik-
ler Gizerine siirdiiriilen ¢aligmalarda yatar. Buna gore, genel bir ses
dalgas: harmoniklerin ist iste binmesidir (superposition), tipki bir
senfoninin sesinin farkl enstriimanlardan ¢ikan notalara karsilik
gelen harmoniklerin st tste binmesi oldugu gibi. Bu fikir mate-
matik alaninda, verilen bir fonksiyonun, siniis ve kosiniis benzeri

asina oldugumuz trigonometrik fonksiyonlar gibi, harmoniklerin
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fonksiyonlarin st tiste binmesi olarak ifade edilmesi anlamina gelir.
Otomorfik fonksiyonlar, agina oldugumuz bu harmoniklerin biraz
daha karmagik versiyonlaridir. Bu otomorfik fonksiyonlarla hesap-
lamalar yapmak i¢in gii¢lii analitik yéntemler vardir. Langlands'in
sasirtan i¢gorisu ise, bu fonksiyonlar: say1 teorisindeki ¢ok daha
zorlu sorular hakkinda daha fazla sey 6grenmek i¢in kullanabilece-
gimiz yoniindeydi. Bu sayede, sayilarin gizli harmonisini buluruz.

Onséz’de matematigin temel islevlerinden birinin bilgilerin
diizenlenmesi ya da Langlands’in ifade ettigi bigimiyle “goriinen
kaostan bir diizen yaratmak™ oldugunu yazdim. Langlands'in fikri
gercekten de ¢ok gligliydii ¢linki say: teorisinden gelen kaotik go-
rintimli verilerin simetri ve harmoni dolu diizgiin kaliplar seklinde
diizenlenmesine yardim ediyordu.

Matematigin farkh alanlarim katalar gibi digiinirsek say1 teo-
risi Kuzey Amerika iken, harmonik analiz Avrupa gibidir. Zaman
icerisinde kitalar arasi yolculuk yapmanin siiresi gittikge kisaldu.
Gemiyle giinler siiren yolculuklar, ugakla birkag saat aliyor. Fakat
Kuzey Amerika’daki herhangi bir yerden Avrupa’da istediginiz bir
yere aninda gitmenize imkén taniyan yeni bir teknolojinin gelisti-
rildigini hayal edin. Bu, Langlands’in kegfettigi baglantilara denk
dusecektir.

Simdi bu nefes kesici baglantilardan 6. B6liim’de degindigimiz
Fermat'nin Son Teoremi ile yakindan iligkili olan birisini tanim-
layacagim.

Fermat’'nin Son Teoremi’nin ifadesi, yaniltic1 olabilecek kadar

basittir. Teoriye gore, eger n degeri 2’den biiyiikse,
xn +yn = zn
denkleminin ¢6ziimiinii verecek x, y ve z dogal sayilar1 yoktur.

Daha 6nce de yazdigim gibi, bu sonug 350 yildan daha uzun bir

zaman 6nce, 1637 yilinda, Fransiz matematikg¢i Pierre Fermat tara-
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findan tahmin edilmigti. Okumakta oldugu eski bir kitabin kenar
bosluguna, bu ifadenin “gergekten sahane” bir ispatin1 buldugunu
ama “kenar boglugunun bunun igin ¢ok dar” oldugunu belirten bir
not yazmist1. Bunun, on yedinci yiizyila 6zgii Twitter tarzi bir ispat
oldugunu séyleyebiliriz: “Bu teoremin gahane bir ispatim1 buldum
ama maalesef buraya yazamayacagim ¢linki yiiz kirk karakterden
daha uzun” —izgilinim, yer kalmada.

Fermat'nin yanilgiya distigiinden pek siiphe edilmez. Gergek
ispatin bulunmasi 350 y1ldan fazla siirdii ve inanilmayacak kadar kar-
magik bir ispat ortaya ¢ikti. Burada iki ana adim var: Birincisi, Ken
Ribet 1986 yilinda Fermat'nin Son Teoremi'nin Shimura-Taniyama-
WEeil sanisinin (kestirim) devamu niteliginde oldugunu gosterdi.

(Sanirim, matematiksel saninin dogru olmas: beklenen ama
heniiz bir ispat1 bulunmayan bir ifade oldugunu sdylememde fayda
var. Ispat bulundugunda, sani teorem olur.?)

Ken Ribet sunu gosterdi: Eger Fermat'nin denklemini ¢6zen «, y
ve z dogal sayilar1 varsa bu sayilar kullamilarak, Shimura-Taniyama-
Weil sanisinin digarida biraktig: bir 6zelligi tagiyan tglinct de-
receden belirli bir denklem kurulabilir (agagida bu denklemin ve
bahsedilen 6zelligin ne oldugunu agiklayacagim). Eger Shimura-
Taniyama-Weil sanisinin dogru oldugunu biliyorsak o zaman bu
denklem var olamaz. Bu yilizden, Fermat'nin denklemini ¢6zen x,
¥, z degerleri de var olamaz.

Burada bir dakika mola verip, bu iddianin mantig1 tizerinde
bir kez daha duralim. Fermat'nin Son Teoremi’ni ispatlamak igin,
onun yanls oldugunu varsayiyoruz; yani, Fermat'nin denklemini
saglayacak x, y ve z dogal sayilarinin var oldugunu farz ediyoruz.
Daha sonra, bu sayilar1 istenmeyen belirli bir 6zellik tasidigs ortaya
¢ikan tgiinci dereceden bir denklem ile iliskilendiriyoruz. Shimura-
Taniyama-Weil sanis1 bize béyle bir denklemin var olamayacagin:
soyliiyor. Fakat o halde bu «, y, z sayilar1 da var olamaz. Bu nedenle,

Fermat’'nin denkleminin ¢6ziimleri olamaz. Dolayisiyla Fermatnin
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Son Teoremi dogrudur! Bu ispatin akis semas: agagida verilmigtir
(“Fermat’nin Son Teoremi” FST ve “Shimura-Taniyama-Weil sa-
nis1” da STWC bigiminde kisaltilmigtir):

. Uglinci

| FST yanlg l = denklemi ¢6zen x, y, z = [ dereceden
mevcut

denklem

STWC | bu tigiincii dereceden | — | denklemi ¢6zen x, y, z
= denklem var olamaz degerleri var olamaz

Bu tiir ispatlara o/mayana ergi (proof by contradiction) denir. Bu
yontemi kullanirken, kanitlamaya ¢aligtigimiz seyin zidd1 olan bir
ifade ile baslariz (bizim 6rnegimizde bu, ispatlamaya ¢aligtigimi-
zin tersi olan, Fermat'nin denklemini ¢6zen x, y, z dogal sayilarinin
var oldugu yé6niindeki ifadedir). Bir ¢ikarimlar zinciri iginde, yanlhs
oldugu kanitlanabilen bir ifadeye ulagirsak (bizim 6rnegimizde bu,
Shimura-Taniyama-Weil sanisiyla engellenen tigiincii dereceden bir
denklemin var oldugu) baslangigtaki ifadenin yanhs oldugu sonu-
cuna varinz. Dolayisiyla, ispatlamaya ¢alistigimiz ifade (Fermat'min
Son Teoremi) dogrudur.

Fermat'nin Son Teoremi’nin dogrulugunu ortaya koymak igin
bundan sonra yapmamiz gereken, Shimura-Taniyama-Weil sani-
stnin dogrulugunu ispatlamaktir. Bu anlagildiginda (1986 yilinda
Ribet’in ¢aligmasi ile) aragtirmalar, Shimura-Taniyama-Weil sani-
sinin ispatina yonelmisti.

Yillar igerisinde gok sayida ispat 6ne siiriildii ama hemen sonra-
sinda yapilan analizler bu ispatlarin gesitli hatalar ya da bogluklar
icerdigini ortaya koydu. 1993 yilinda, Andrew Wiles san1y1 ispatla-
digini iddia etti ama birkag ay i¢inde onun ispatinda da bir eksiklik
bulundugu anlagild. Bir siire, onun ispatinin da iginde hi¢bir zaman
kapatilamayan bogluklar bulunan diger tinli “ispat olmayanlar” ile
birlikte anilacag digtinildi.
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Oysa sans yliziimiize giildi ve Wiles, yine bir matematikgi
olan Richard Taylor’un yardimiyla bir y1l igerisinde boglugu ka-
patabildi. Ikili ispati birlikte tamamladi.* Wiles, Fermat'nin Son
Teoremi ile ilgili harika bir belgeselde, bu 4n1 aktarirken duy-
gulanir. Bagindan gegenin ne kadar stresli bir tecriibe oldugu,
ancak hayal edilebilir.

Goruldigi uzere, Shimura-Taniyama-Weil sanisi, Fermat'nin
Son Teoremi’nin ispatinda 6nemli bir sonugtur. Bununla beraber,
Langlands Programr’nin 6zel bir durumu olarak da goriilebilir. Zira
Langlands Programr’nin 6ngordiigi beklenmedik baglantilarin mii-
kemmel bir bicimde gosterilmesini saglar.

Shimura-Taniyama-Weil sanisi, belirli denklemlere dair bir
ifadedir. Matematigin biiyiik bir kismi aslinda denklemlerin ¢6-
zimi ile ilgilidir. Verilen bir denklemin yine verilen bir tanim
kiimesinde ¢6zlimiiniin olup olmadigini bilmek isteriz; eger varsa
acaba bir tanesini bulabilir miyiz? Eger birden ¢ok ¢6ziimii varsa
kag tane olabilir? Neden bazi denklemlerin ¢6ziimi varken, di-
gerlerinin yok?

Bir 6nceki boliimde, #? = 2 gibi tek degiskenli polinom denk-
lemlerden bahsettik. Fermat’'nin Son Teoremi t¢ degiskenli bir
denklem uzerinedir: x” + y” = z”. Shimura-Taniyama-Weil sanisi
ise asagida bir 6rnegi verilen, iki degiskenli bir cebirsel denklem
sinif1 Gizerinedir.

yz + y = x3 - xz.

Bu denklemin ¢6ziimij, sol tarafini sag tarafina esitleyen x, y
say1 ciftidir.

Peki, x ve y'nin ne tiir sayilar olmasini istiyoruz? Birden fazla
secenegimiz var. Bir olasilik, x ve y'nin dogal say1 ya da tam say:

olduklarini sdylemektir. Bir diger olasilik da rasyonel sayilar de-
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mektir. x ve y'nin gergel say1 (real number) ve hatta karmagik say1
(complex number) oldugu sonuglar1 da arayabiliriz —bu olasiliga
bir sonraki bolimde daha ayrintili olarak deginecegiz.

Daha az agik¢a goriilen ama en az digerleri kadar 6nemli bir se-
cenek daha oldugu anlagiliyor: Sabit bir NV dogal sayis: igin, “mod
N? aritmetiginde x ve y sayilarin1 degerlendirmek. Bu, denklemin
sag ve sol taraflarini1 Ve bolinebilen bir degere esitleyen x ve y tam
sayilarini bulmaya caligmak anlamina geliyor.”

Ornegin, N =5 igin (mod N) ¢6zlimleri arayalim. Bunlarin bir
tanesi oldukea barizdir: x = 0 ve y = 0. Bu kadar bariz olmayan iig
tane daha ¢6ziimii var: x = 0 ve y = 4, mod 5 aritmetiginde bir ¢6-
ziimdiir ¢linkii sol tarafi 20’ye ve sag tarafi da 0’a esitler. Sol ve sag
taraflar arasindaki fark 20 olup 5’e béliniir. Bu, mod S aritmetiginde
denklemin ¢6ziimlerinden biridir. Benzer sekilde, x= 1, y =0 ile »
= 1, y = 4 sayagiftleri de mod 5 aritmetigindeki diger ¢6ziimlerdir.

Bu tiir aritmetik iglemlere, 2. Boliim’de bir dairenin dénme ha-
reketi gruplarini incelerken de degindik. Orada, agilarin toplanmas:
isleminin “mod 360” oldugunu gordiik. Yani eger iki aginin toplami
360 dereceyi gegiyorsa toplamdan 360" ¢ikartarak sonucun 0 ile 360
arasinda olmasini saglariz. Ornegin, 450-360=90 oldugu icin, 90
ve 450 derecelik donme hareketleri aynidur.

Modiiler aritmetik ile saat kullaniminda da kargilaginiz. Eger
caligmaya sabah saat 10’da baghiyor ve sekiz saat calisiyorsak, is ¢ikis
saatimiz kag olur? Pek tabii ki, 10+8=18 oldugundan ¢ikis saatimi-
zin 18 oldugunu sdylemek gayet dogal olmali. Fransa gibi saatlerin
0-24 arahigindakisayilar hilinde yazildig yerlerde, saati bu sekilde
ifade etmek gayet iyidir (gergi o kadar da iyi degil, ¢inki Fransa’da
gunlik ¢aligma 7 saat ile sinirl)). Ama bizler ABD’de, isten 6gle-
den sonra 6'da giktigimizi soyleriz. 18'den 6'ya nasil gectik? 18’den
12%i gikarttik: 18-12=6.

* N sayisina gore modiiler aritmetigi yani N ile boliimlerden kalan sayilarin aritme-
tigini “mod N aritmetigi” olarak isimlendirebiliriz.—ed.n.
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Opyleyse, saat hesaplarinda da ag1 hesaplarindaki mantigi kulla-
niyoruz: Ilkinde (mod 360), ikincisinde (mod 12).

Benzer sekilde, herhangi bir 2V dogal sayisi i¢in, mod /V aritme-
tiginde toplama iglemi yapabiliriz. 0 ile V-1 arasindaki tiim ardisik
tam sayilarin kiimesini ele alalim,

{0,1,2,..., N-2, N-1}.

N =12 ise bu kiime, miimkiin olan saat degerlerinin kiimesi olur.
Genel olarak, 12’nin roliinii V sayis1 oynar ¢linkii bizi tekrar 0’a
gotiren 12 degil, N'dir.

Yukarida gosterilen say1 kiimesinde toplama islemini, tipki sa-
atlerde oldugu gibi tanimhiyoruz. Bu kiimeden herhangi iki say1
verildiginde onlari toplar ve eger sonug NV'den biiyiikse aym kii-
meden bir say1 elde etmek igin sonugtan N'yi ¢ikaririz. Bu iglem,
s6z konusu kiimeyi bir grup haline getirir. Ozdes eleman 0’dir: Bu
say1y1 bir digerine ekledigimizde, hicbir sey degismez. Diger bir
deyisle, 7 + 0 = n esitligi saglanmaktadir. Kiimemizdeki herhangi
bir 7 sayisinin “toplamsal ters elemani” N - n'dir, ¢linki 7 + (V- n)
= N olup, kurallarimiza gore 0a egittir.

N=3 6rnegini inceleyelim. Bu durumda elimizdeki kiime {0, 1, 2}
olup, toplama isleminde mod 3’tiir. Bu sistem igin, agagidaki gibi
bir 6rnek yazabiliriz:

2+2=1(mod 3)

Ornekte, 2 + 2 = 4 iken, 4 = 3 + 1 oldugu i¢in 4 sayis1 mod 3 arit-
metiginde T'e esittir.

Bu ytizden, eger birisi size emin oldugu bir gergeklikten bahse-
derken “2 art1 2, esittir 4” derse, artik ona, “Aslina bakarsan, bu her
zaman dogru degil,” diyebilirsiniz (isterseniz yiziintize kiigimser
bir giliimseme de kondurabilirsiniz). Soylediginizi agiklamaniz
gerekirse de s6yle devam edebilirsiniz: “Toplama iglemini mod 3
aritmetiginde yaparsaniz 2 art1 2, T’e esit olur.”
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Yukaridaki kiimeden iki say1y1 garpabiliriz de. Sonug 0 ile V -
1 arasinda olmayabilir ama bu aralikta ¢arpma igleminin sonucu
ile arasindaki fark NV’e bolinebilen tek bir say1 olacaktir. Bununla
birlikte genel olarak, {1, 2,..., N - 1} kiimesi ¢arpma islemine gore
bir grup degildir. Ozdes eleman, 1 sayisidir ama her elemanin mod
N aritmetiginde yapilan ¢arpma isleminde ters elemani yoktur. Bu
durum, sadece ve sadece NV asa/ say: oldugunda yani kendisinden ve
1’ den bagka bir dogal sayiya boliinmediginde gergeklesir.’

Ik birkag asal say1 olarak 2, 3, 5, 7,11, 13, ... 6rnek verilebilir. (1'i
listenin diginda tutmak aligilagelmis bir durumdur.) 2’nin haricin-
deki gift sayilar asal olamazlar ¢linki 2'ye de béliinebilirler. Ayrica 9
da asal degildir ¢iinkii 3'e bolinebilir. Aslinda sonsuz miktarda asal
say1 vardir. Bir asal sayinin ne kadar biiyiik oldugunun bir 6nemi
yoktur ¢iinkd her zaman daha biiyik bir bagka asal say1 bulunur.®
Asal sayilar bolinemez olduklarindan dogal sayilar diinyasinin te-
mel parc¢aciklaridirlar; ashinda diger tiim dogal sayilar, asal sayilarin
garpimu olarak tek bir sekilde yazilabilir. Ornegin: 60=2:2-3-5.

Bir asal say1 segelim ve alisilageldigi lizere p ile gosterelim.
Ardindan 0’dan p - T’e kadar olan tiim ardigik tam sayilar1 i¢eren
bir kiimeyi ele alalim:

{0,1,2,34,...p-2,p-1}

Bu kiime iizerinde iki iglemi degerlendirelim: mod p aritmetiginde
toplama ve ¢arpma islemleri.

Yukarida da gordiigiimiiz iizere bu kiime, mod p aritmetiginde
toplama iglemine gore bir gruptur. Daha da dikkat ¢ekici nokta, 0
sayisin1 ortadan kaldirip, 1 ile p - 1 arasindaki ardigik tam sayila-
rin kiimesini ele aldigimizda mod p aritmetiginde ¢arpma iglemine
gore bir grup elde etmemizdir: {1, 2, ...., p - 1}. Kiime elemanlarin-
dan 1 sayis1 carpma isleminde 6zdes elemandir (bu agik) yani 1 ile
p - 1 arasindaki herhangi bir dogal sayinin ¢arpma isleminde ters

elemani oldugunu ileri siiriiyorum.’
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Ornegin, eger p = 5 alirsak,
2:3=1(mod5)

veya

4-4=1(mod5)

oldugunu buluruz ki mod 5 aritmetiginde mod 2’nin ¢arpma ig-
leminde ters elemani 3 iken, 4’lin ¢arpma isleminde ters elemam
kendisidir. Bunun genel olarak dogru oldugu anlagihiyor.®

Gindelik hayatimizda tam sayilara ve kesir sayilara aligigiz.
Bazen de /2 gibi sayilar1 kullaniriz. Ancak u anda, tamamen
farkli yapida bir say: sistemini kegfetmis bulunuyoruz: p asal say:
olmak iizere, mod p aritmetiginde toplama ve ¢arpma islemlerinin
yapilabildigi {0, 1, 2, ..., p - 1} sayilarinin sonlu kiimesi. Bu yapiya,
p elemanli son/u cisim denir. Bu sonlu cisimler, sayilarin diinyasinda
onemli bir takimada olugturur ama maalesef cogumuza kimse bu
sayilarin varhigindan bahsetmemistir.

Bu say1 sistemi, aligkin oldugumuz say: sistemlerinden (rasyo-
nel sayilar gibi) ¢ok farkh gézitkmesine ragmen, aym dikkat gekici
ozelliklere sahiptir: Toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bélme iglemlerine
gore kapahdlrlar.9 Dolayssiyla, rasyonel sayilarla yapabildigimiz tim
islemleri daha ezoterik goriinen bu sonlu cisimlerle de yapabiliriz.

Aslina bakarsaniz sonlu cisimler, bagta kriptografi olmak tize-
re 6nemli alanlarda uygulandiklar igin artik eskisi kadar ezoterik
degiller. Cevrim i¢i ahigveris yaparken kredi karti numaramizi gir-
digimizde bu say1 #'nin asal say1 oldugu modiiler aritmetik kulla-
nilarak sifrelenmektedir. Sifreleme yapilirken, yukarida gordiik-
lerimize oldukga benzeyen denklemler kullanilir. (RSA sifreleme
algoritmasinin tanimini, 14. B6lim’tin 7. sonnotunda bulabilirsiniz.)

Yukarida degindigimiz tglincl dereceden

Pry=ad-a?
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denkleme geri donelim ve gesitli p asal sayilari i¢in denklemin mod
p aritmetigindeki ¢oziimlerini arayalim. Ornegin, yukarida denkle-
min mod 5 aritmetiginde 4 ¢6zlimi oldugunu gordiik. Bu noktada,
2 =5 igin mod p aritmetigindeki ¢6ziimlerin p'nin bagka asal say1
degerleri aldigindaki (s6z gelimi p = 7 ya da p = 11) ¢6ztimler olma-
yabilecegini unutmayin. Gorildigi tzere, bu ¢oziimler aritmetik
islemin hangi p asal says1 i¢in yapildigina baghdur.

Simdji, soyle bir soru sorabiliriz: Segtigimiz p i¢in mod p arit-
metiginde bu denklemin ¢6ziimlerinin sayis1 p’ye nasil bagl olur?
Kiigiik p degerleri i¢in, ¢oziimleri dogrudan sayip (bir bilgisayardan
da faydalanilabilir) kiigiik bir tablo olugturabiliriz.

Matematikgiler, bu tiir bir denklemin mod p aritmetiginde ¢6-
zlim say1sinin agag1 yukari p'ye esit oldugunu bir siiredir biliyorlar.
Muhtemel ¢6ziim sayis1 (p diyebiliriz) ile gergek ¢6ziim sayis: ara-
sindaki farki yani “aq1g1” 4, ile gosterelim. Bu durumda, yukarida-
ki denklemin mod p aritmetigindeki ¢6ziim sayis1 p - ap'ye esittir.
Verilen bir p degerine bagh olarak, 4, degeri pozitif veya negatif ola-
bilir. Ornegin yukarida p = S degeri igin 4 tane ¢6ziim oldugunu bul-
duk. Bu durumda, 4 = 5 - 1 oldugundan, as = 1 degerini elde ederiz.

Kigiik asal sayilar igin @, degerini bilgisayarda bulabiliriz.
Rastgele gibi goriintiyorlar. Bu degerleri hesaplayabilecegimiz her-
hangi bir dogal formiil veya kural yokmus gibi duruyor. Isin kéti
tarafl, hesaplama ¢ok hizli bir bigimde karmagik bir hal aliyor.

Peki ya size ap sayilarini bir kerede verecek basit bir kuralin bu-
lundugunu séylesem ne derdiniz?

Bu sayilari verecek basit bir “kural” ile tam olarak ne kastettigi-
mi merak ediyorsaniz ige daha agina oldugumuz bir say1 dizisi olan
Fibonacci sayilari ile baglayalim:

1,1,2358,13,21,34, ...

Ismini, 1202 y1linda yayimladig, tavsanlarin (agagist kurtarmazdi)

ciftlesmesine dair bir problemi ele aldi1 kitabinda yer vererek tanin-
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malarini saglayan Italyan matematikgiden alan Fibonacci sayilari,
dogada yaygin olarak kargimiza ¢ikar. Cigeklerin tag yapraklarinin
yerlesiminden ananaslarin yiizeyindeki desene kadar. Ayrica, hisse
senedi alim satimlarinin teknik analizinde kullanilan “Fibonacci
Dizeltme/Geri Cekilme Seviyeleri” (Fibonacci Retracement) gibi
gesitli uygulamalar1 da bulunur.

Fibonacci sayilari su sekilde tanimlanur: 11k iki say1 T’e esit; bun-
dan sonraki her sayi, kendisinden 6nceki iki Fibonacci sayisinin
toplamina esit olan say1 dizisi. Ornek olarak,2=1+1,3=2+1,
5 =3 + 2 vb verilebilir. Eger »’inci Fibonacci sayisin1 Fn bi¢iminde
gosterirsek, F1=1, F2=1ve

Fo=Fa+F.o n>2

yazabiliriz. Prensip olarak, bu kural ile herhangi bir # degeri igin
n'inci Fibonacci sayisini bulabiliriz. Ancak bunu yapabilmek igin,
ilk 6nce 1ile 7 -1 arasindaki 7 igin tim F; Fibonacci sayilarini bul-
mak zorundayiz.

Bununla birlikte, s6z konusu sayilarin agagida gosterilen yon-

tem ile de olugturulabilecegi ortaya agikmugtir. Su diziyi ele alalim:

g+qg+ P +qg+ @ +qg+ P +qg+ P+

Sozel olarak ifade etmemiz gerekirse, ¢ yardimc: degiskenini (aux-
iliary variable), (¢ + gz) ifadesinin tim kuvvetlerinin toplamu ile
carpiyoruz. Parantezleri agtigimizda, agagida ilk birkag terimini

gordigimiz sonsuz diziyi elde ederiz:

g+92+293+394+ 5q5+ 896+ 13g7+...
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Ornek olarak, g3 ile hesaplayalim. Sadece, ¢, ¢ (¢ + 92) ve g(g+ q2)2
iginde olur. (Gergekten de ¢ (g + ¢%)° gibi tanimlayici toplamda
kargimiza gikan diger tiim ifadeler, ¢'nun tigten biiyiik kuvvetlerini
icerecektir.) Bu iig terimden ilkinde ¢° yer almazken, diger ikisin-
de birer tane ¢ bulunuyor. Toplamlar: da 2¢? ediyor. Dizinin diger
terimlerini de benzer bi¢imde elde ederiz.

Dizinin ilk terimlerini analiz ederken, 1 ile 7 arasindaki » de-
gerleri igin, ¢”nin 6niindeki katsayinin #’inci Fibonacci sayis1 Fn
oldugunu gordiik. Ornegin, 1397 terimi igin ve F7 = 13’tir. Bunun
tim 7 degerleri i¢in dogru oldugu goriilmigtiir. Bu yiizden mate-
matikgiler bu sonsuz seriye Fibonacci sayilarinin dretici fonksiyonu
(generating function) derler.

Bu fevkalade fonksiyon, #’inci Fibonacci sayisini 6nce gelen
Fibonacci sayilarina bagvurmadan hesaplamay: mimkiin kilacak
etkin bir formiil bulmak i¢in kullanilabilir.}® Hesaplama ile ilgili
yonleri bir tarafa biraksak bile, bu tretici fonksiyonun sagladig art1
degeri takdir edebiliriz. Kendisini referans alan 6zyineli prosediir
(recursive procedure) yerine, tiretici fonksiyon Fibonacci sayilarinin

tamamini bir kerede goriir.

Ugiincii dereceden denklemin p'nin asal say1 oldugu mod p aritme-
tiginde ¢6ziimlerinin sayisini belirlerken kullandigimiz a4, sayila-
rina geri donelim. Bu sayilari, Fibonacci sayilarinin benzeri olarak
digtinelim (ap sayilarinin p asal sayilariyla, Fibonacci sayilarininsa
tim 7z dogal sayilariyla gosterildigi gercegini yok sayalim).

Bu sayilar: iretebilecek bir kuralin var olduguna inanmak ger-
cekten gig. Ne var ki Alman matematik¢i Martin Eichler 1954
yilinda bir tane buldu.!! Konuyu biraz daha agmak igin, agagidaki
tretici fonksiyonu ele alalim:

g (1 _ 9)2 (1 _ 911)2 (1 _ 72)2 (1 _ 922)2 (1 _ 93)2 (1 _ 933)2 (1 _ 94 2 (1 _ 944)2
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Bu fonksiyon sozel olarak soyle ifade edilebilir: =1, 2, 3, ... ol-
mak Uizere; 4 teriminin 7 ve 11z geklinde siralanan sayilarin listesini
gostermesi kaydiyla, (1 - ¢*)? bigimindeki ¢arpanlarin garpiminin ¢

katidir. Standart kurallara uyarak parantezleri agalim:
(1-gP=1-2g+4, (-g")7=1-2¢"44%, ..

ve tim ¢arpanlar: ¢arpalim. Terimleri bir araya getirdigimizde,

asagidaki gibi baglayan sonsuz bir toplam elde ederiz:
q-ZqZ -q3 +2g4+ 95 +2q6-2g7-2q9-2910+ 911 -2912 + 4q13 +

Sondaki ti¢ nokta, kuvveti 13’ten biiyiik olan terimleri ifade eder.
Bu say1 dizisi sonsuz olmakla birlikte, her bir katsayisi net ola-
rak tanimlanmugtir ¢linkd yukaridaki ¢arpimdaki birgok garpan
tarafindan sonlu olarak belirlenmigtir. ¢™ terimlerinin 6niindeki
katsayiy1 &n, ile gosterirsek sunu elde ederiz: 41 = 1, b2 = -2, b3 = -1,
ba =2, bs = 1, vb. Bunlar elle veya bilgisayar yardimiyla kolayca
hesaplayabiliriz.

Eichler hayranlik uyandiran bir sezgi ile tiim p asal sayilar1 igin
bp katsayisinin a, katsayisina egit oldugunu géstermistir. Diger bir
deyisle, a2 = 42, a3 = b3, as = bs, a7 = b7, vb.

Bu tespiti, p = 5 degeri ile sinayalim. Bunun igin, ¢° teriminin
oniindeki katsayinin s = 1 oldugunu buldugumuz iretici fonksiyona
bakalim. Ote yandan, iigiincii dereceden denklemimizin p = 5 igin
mod p aritmetiginde 4 ¢6ziimii oldugunu daha 6nceden bulmugtuk.
Dolayisiyla, as = 5 - 4 = 1 olup gergekten de as = &s'tir.

Sonsuz derecede karmagik géziiken bir problemden yola ¢ikmig-
tik. Mod faritmetiginde li¢lincii dereceden

Pryead-a?
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denkleminin, tiim p asal sayilari igin ¢6ziimlerinin sayisin1 bulmaya
¢aligtyorduk. Su anda, bu problemin ¢6ziimiine dair tim bilgileri

tek bir satira sigdirmig bulunuyoruz:
g (1 _ 9)2 (1 _ g11)2 (1 _ 92)2 (1 _ 922)2 (1 _ 93)2 (1 _ 733)2 (1 _ 94)2 (1 _ 944)2

Bu tek satur, (p tiim asal sayilar) mod p aritmetigindeki tiglincii de-
receden denklemin ¢6ziimlerinin sayisina dair tim bilgileri igeren
gizli bir koddur.

Ugiincii dereceden denklemi karmagik bir biyolojik organizma,
¢6zlimlerini de bu organizmanin gesitli 6zellikleri olarak digtinmek
faydal: bir benzetme olacaktir. Biliyoruz ki bu 6zelliklerin hepsi
DNA molekiilinde kodlanmugtir. Benzer sekilde, tglincii dereceden
denklemimizin tiim karmagikliginin da bu denklemin DNA's1 olarak
gorebilecegimiz bir tretici fonksiyonda kodlanmig oldugu anlagil-
maktadir. Dahasi, bu fonksiyon basit bir kural ile tanimlanmugtur.

Dabha sagirtici olan bir bagka sey ise, ¢ mutlak degeri 1’den ki-
¢lik olan bir say1 ise yukaridaki sonsuz toplam iyi tanimlanmig bir
say1ya yaklagir. Bu sekilde, ¢ cinsinden bir fonksiyon elde ederiz ve
bu fonksiyon agina oldugumuz sinis ve cosiniis fonksiyonlarinin
periyodik olmasi gibi ¢ok 6nemli bir 6zellige sahiptir.

sin(x) bigiminde gosterdigimiz siniis fonksiyonunun periyodu
21’ dir yani sin(x + 21T) = sin(x) deriz. Dahasi, sin(x +41T) = sin(x)
esitligi vardir ve daha genel olarak herhangi bir » tam say1 degeri
i¢in sin(x + 21n) = sin(x) deriz. Bunu goyle de diisiinebiliriz: Her n
tam sayisi ¢izginin bir simetrisini olugturur yani ¢izgi Gizerindeki
her x noktasi x +2rn’e kayar. Dolayisiyla, tiim tam sayilardan olu-
san grup, ¢izginin simetrilerinin grubu olur. Sinis fonksiyonunun
periyodik olmasi, bu fonksiyonun bu grup altinda degismedigi an-
lamina gelir.

Benzer gekilde, yukarida gordiigiimiiz ¢ degiskeninin Eichler

tretici fonksiyonunun da belirli bir simetri grubu altinda degisme-
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digi anlagiliyor. Bunu saglamak igin, g degiskeninin gergel say1 degil
karmagik say1 olmas: gerekmektedir (karmagik sayilar: bir sonraki
bolimde gorecegiz). Bu yiizden, g degerini siniis fonksiyonundaki
gibi ¢izgi iizerinde bir nokta olarak degil, karmagik diizlem tzerin-
deki birim dairenin (unit disc) iginde bir nokta olarak gérebiliriz.
Simetri 6zelligi de benzer sekildedir: Bu daire tizerinde bir simet-
riler grubu vardir ve fonksiyonumuz da bu grup altinda degismezlik
ozelligi gosterir.'? Bu sekilde degismezlik 6zelligi gosteren fonksi-
yonlara modiiler form (modular form) ismi verilir.

Dairenin bu simetri grubu olduk¢a zengindir. Bahsettigimiz
seyin ne olduguna dair fikir edinmek i¢in, agagidaki sonsuz sayida

tiggene bolinmis dairenin resmine bir bakalim.'3

S
(4

Simetriler bu ti¢genleri birbiriyle degistirerek daireyi etkiler.
Aslinda, herhangi iki tiggen igin, yer degistirmelerini saglayan bir
simetri mevcuttur. Dairenin bu simetrileri olduk¢a karmagik olmak-
la beraber tam sayilar grubu ¢izgiye etki ettiginde, simetrilerinin
[2rtm, 2m(m + 1)] araliklarinda hareket etme bi¢imine benzetile-
bilir. Siniis fonksiyonu bu simetriler altinda degismezlik 6zelligi
gosterirken, Eichler tretici fonksiyonu da dairenin simetrileri al-

tinda degismezlik gosterir.
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Bu bolimiin baginda da belirttigim tizere, siniis fonksiyonu ¢iz-
ginin harmonik analizinde kullanilan “harmonigin” (temel dalga)
en basit 6rnegidir. Benzer gekilde, Eichler fonksiyonu diger modii-
ler formlarla birlikte birim dairenin harmonik analizinde kargimiza
¢tkan harmoniklerdir.

Eichler’in hayranlik uyandiran i¢goriisii, p=asal say1 olmak kay-
diyla mod p aritmetigindeki tigiincii dereceden denklemin ¢6ziim-
lerinin rastgele gibi gériinen sayisinin tek bir iiretici fonksiyondan
geldigini fark etmekti. S6z konusu fonksiyon, o sayilar arasinda
gizli bir uyum ve diizen oldugunu agiga ¢ikaran mitkemmel bir
simetriye riayet eder. Benzer gekilde, sanki bir kara biyl ¢arpmig
gibi, Langlands Program da sayilar, simetriler ve denklemlerden
narin bir kilim dokuyarak, daha 6nce erisilememis bilgileri diizgiin
oriintiler i¢inde organize eder.

Kitabin baginda matematikten ilk bahsettigimde, matematik-
sel bir sonucun “giizel” veya “s1k” olmasiyla ne kastettigimi merak
etmis olabilirsiniz. Kastettigim iste buydu. Bu ileri diizeyde soyut
kavramlarin bu kadar zarif bir uyum ile bir araya gelmeleri, tama-
men akil almaz bir durumdur. Adeta perde kaldirilmig ve bizden
ozenle gizlenen gergekligi bir an i¢in gérmigiiz gibi, ylizeyin alt1-
na gizlenmis zengin ve gizemli bir geyi isaret eder. Bunlar, modern
matematigin ve modern diinyanin harikalaridur.

I¢sel bir giizellige sahip olmanin ve matematigin birbirinden ¢ok
uzak goriinen alanlari arasinda hayret verici bir baglant: kurmasinin
vani sira bu sonucun herhangi bir pratik uygulamasinin bulunup
bulunmadig: sorusu da akillara gelebilir. Bu, yerinde bir sorudur. Su
anda, benim bildigim herhangi bir uygulama yok. Bununla birlikte,
vukarida gérdiigiimiiz tiirden p elemanl: sonlu cisimler izerindeki
tiglincii dereceden denklemler (eliptik egrileri ortaya ikaran), krip-
tografide yaygin olarak kullanilmaktadir.}* Bu yiizden, Eichler’in
buldugu sonucun benzerleri de bir giin kriptografi algoritmalar:

kadar gii¢lii ve yaygin uygulama alanlari bulursa hi¢ sagirmam.
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Shimura-Taniyama-Weil sanis1, Eichler'in sonucunun bir genelleme-
sidir. Yukarida gordiigiimiize benzeyen tiglincii dereceden herhangi
bir denklem (baz1 basit kogullara tabi olan) igin, p asal say1 olmak
kaydiyla mod p aritmetigindeki ¢6ziimlerinin sayisinin modiiler
formun katsayilar1 oldugunu ifade etmektedir. Dahasi, tiglinct de-
receden denklemler ile belirli tiirdeki modiiler formlararasinda bire
bir esleme s6z konusudur.

Burada, “bire bir egleme” ile ne kastediyorum? Bes adet tiiken-
mez kalem ile bes adet kurgun kalemimiz oldugunu varsayalim.
Tikenmez kalemlerin her birini kurgun kalemlerden biri ile, her bir
tikenmez kalem sadece tek bir kurgun kalem ile eslesecek sekilde
esleyebiliriz. Buna bire bir esleme denir.

Bunu yapmanin bir¢ok farkli yolu vardir. Bizim bire bir esle-
memizde, her bir tiikenmez kalemin eslestigi kursun kalemle aym
uzunlukta oldugunu varsayalim. Bu gartlar altinda, kalem uzunlu-
guna “sabit” ismini verecegiz ve bizim eglememizin bu “sabit”i koru-
dugunu soyleyecegiz. Eger tim tiikenmez kalemler farkli uzunluga
sahip ise bire bir egleme sadece bu 6zellikle belirlenecektir.

Simdi, STW sanisinda, bir taraftaki cisimler yukarida gordi-
gumiize benzer lglinci dereceden denklemlerdir. Bunlar bizim ti-
kenmez kalemlerimiz olup, her biri i¢in 4, sayilari onlara baglanmig
sabitler olacak. (Bunu kalem uzunlugu gibi digiinebilirsiniz fakat
burada tek bir sabit degil, p asal sayilarinin tanimladig: toplulugun
tamamu s6z konusudur.)

Eslemenin diger tarafindaki cisimler ise modiiler formlardir.
Bunlar bizim kurgun kalemlerimiz olup, her biri i¢in 4, katsayilar
onlara baglanmigs sabitler olacak (kurgun kalemin uzunlugu gibi).

STW sanisy, bu cisimler arasinda bu sabitleri koruyan bire bir

bir egleme bulundugunu séyler:

Ugiincii dereceden denklemler modiiler formlar
{ap¢oziimlerin sayilari} {4, katsayilar1}
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Bunu su gekilde ifade edebiliriz: Herhangi bir tgiincii derece-
den denklem igin tiim p asal sayilar1 igin @, = 4, kogulunu ve tersini
saglayan bir modiiler form bulunur.!’

Simdi, STW sanist ile Fermat'nin Son Teoremi arasindaki bag-
lantiy1 agiklayabilirim: Fermat denkleminin bir ¢6ziimiinden yola
¢ikarak iiciincii dereceden belirli bir denklem olugturabiliriz.!®
Bununla birlikte, Ken Ribet, p asal say1 olmak kaydiyla mod p arit-
metigindeki bu tgiincii dereceden denklemlerin ¢6ziimlerinin say1-
sinin var olmasi, STW sanusi tarafindan garta baglanan bir modiiler
formun katsayilari olamayacagini gostermigtir. Bu san1 ispatlandi-
ginda, boyle bir ligiincii dereceden denklemin olamayacag: sonucuna
varinz . Bu yiizden, Fermat denkleminin ¢éziimii yoktur.

Shimura-Taniyama-Weil sanis1, hayret uyandiran bir sonugtur,
¢linki @, sayilar1 p asal say1 olmak kaydiyla mod p aritmetigindeki
bir denklemin ¢6ziimiiniin incelenmesinden ortaya ¢ikar; modiiler
formun katsayilari olan & sayilar1 ise harmonik analiz diinyasindan
gelir. Bu iki diinya, birbirlerinden 11k y1l1 kadar uzak goriinse de,

ikisinin tek ve ayni seyi tanimladiklar: ortaya ¢ikmugtir.

Shimura-Taniyama-Weil sanisi, Langlands Programi’'nin 6zel bir
durumunun yeniden diizenlenmis hili olabilir. Bunun yapmak igin,
Shimura-Taniyama-Weil sanisinda ortaya ¢ikan tigiincii dereceden
denklemlerin her birinin yerine Galois grubunun belirli bir iki bo-
vutlu gosterimini koyariz. Bu gésterim, dogal olarak tigiincii dere-
ceden denklemden elde edilir ve a, sayilar1 (iglincii dereceden denk-
lemden ziyade) bu gésterime dogrudan baglanabilir. Dolayistyla bu
sani1, Galois grubunun iki boyutlu gésterimleri ile modiiler formlar
arasindaki iligki olarak ifade edilebilir.

(Ikinci Bolim’de; bir grubun iki boyutlu gésterimlerinin bu

grubun her bir elemanina iki boyutlu uzayin (yani diizlemin) bir

* Shimura-Taniyama-Weil sanis1 ispatlanmigtir ve dolayisiyla artik bir teoremdir,
ancak adiniveren tarihi sahsiyetlerden dolay: hila sani denmektedir.—ed.n.
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simetrisini atayan bir kural oldugunu gérmiistiik. Ornek olarak,
cember grubunun iki boyutlu gosterimi tizerinde durmugtuk.)
Daha da genel olarak ifade etmek gerekirse, Langlands
Programs’'nin sanilary, hi¢ beklenmedik ve derinlikli bir bigimde
Galois grubunun n-boyutlu gosterimleri (Shimura-Taniyama-Weil
sanusindaki tgtincii dereceden denklemlere karsilik gelen iki boyut-
lu gosterimleri genellestirirler) ile otomorfik fonksiyonlar (Shimura-
Taniyama-Weil sanisindaki modiiler formlar: genellestirirler) adin-

daki yapilar arasinda baglant: kurarlar:

Galois grubunun otomorfik
gosterimleri fonksiyonlar

Bu sanilarin dogrulugundan pek siiphe edilmese de, son 45 yilda
birkag nesil matematik¢inin yogun ¢abalarina ragmen ¢ogu heniiz

ispatlanamamugtir.

Bir kisinin bu tiir sanilar1 ilk olarak nasil ortaya ¢ikarabildigini
merak ediyor olabilirsiniz.

Bu tamamen matematiksel sezginin dogasi ile alakali bir soru-
dur. Daha 6nce kimsenin géremedigi 6riinti ve baglantilar: go-
rebilmek, kolayca edinilebilecek bir beceri degildir. Cogunlukla,
aylar, hatta belki yillarca gok ¢aligmanin triinidir. Yeni bir ol-
gunun ya da teorinin ipuglari yavag yavag goriinmeye baglar ve ilk
basta buna kendiniz de inanmazsiniz ama sonra “Ya dogruysa?”
dersiniz. Ornek hesaplar yaparak fikrinizi test etmeye galisirsiniz.
Bazen bu hesaplar ¢ok zor olur ve agir formiil yiginlar: arasinda
yolunuzu bulmaniz gerekir. Hata yapma ihtimaliniz ¢ok yik-
sektir, ilk seferde ige yaramazsa tekrar tekrar deneyerek yeniden
yapmaya ¢aligirsiniz.

Muhtemelen, giiniin (ay veya y1l da olabilir) sonunda, baglangicta-

ki fikrinizin yanlis oldugunu ve baska bir ey denemeniz gerektigini
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fark edersiniz. Bunlar, hiisran ve ¢aresizlik dolu anlardir. Cok fazla
zamanin boga gittigini ve elinizde gosterecek higbir sey olmadigin
hissedersiniz. Bunu hazmetmek zordur ama asla pes edemezsiniz.
Yazi tahtasinin bagina geri doner, daha fazla veriyi analiz eder, 6nce-
kihatalarinizdan 6grendiklerinizle beraber daha iyi bir fikir ortaya
¢ikarmaya ¢aligirsiniz ve nadiren de olsa bazen bir anda fikriniz ie
yarar. Sorf yapabilmek i¢in netice alamadan ugrasip durdugunuz
bir giiniin sonunda, nihayet bir dalga yakalamak gibidir: Uzerinde
ayaga kalkip, miimkiin oldugunca uzun gitmeye galisirsiniz. Oyle
anlarda, hayal giiciiniizii serbest birakmaniz ve dalganin sizi alip
gotlirmesine miisaade etmeniz gerekir. Fikir baglangicta ne kadar
¢ilginca goziikiiyor olursa olsun.

Shimura-Taniyama-Weil sanusinin ifadesi, baglangicta yaraticila-
rina da ¢ilginca goriinmis olmali. Aksi miimkiin mi? Evet, saninin
kokleri, Eichler’in yukarida ele aldigimiz galigmalar: gibi (bunlar
daha sonra Shimura tarafindan genellestirildi) 6nceki sonuglara
uzaniyordu; 6rnegin tigiincili dereceden 4az: denklemler igin, mod p
aritmetigindeki ¢6ziimlerin sayisinin modiiler formun katsayilarinda
kayitli oldugunu gosterdiler. Ancak bunun tgiincii dereceden #im
denklemler i¢in gegerli oldugu fikri, o zamanlar bisbiitiin siradisi
gortiinmis olmali. Higbir kanita dayanmayan bu inang, ilk olarak
Japon matematik¢i Yutaka Taniyama tarafindan bir soru geklinde
ortaya kondu. Taniyama, 1955 yili Eyliil ayinda Tokyo'da gergekles-
tirilen Uluslararas: Cebirsel Say1 Teorisi Sempozyumu’nda konuyu
gundeme getirmigti.

Hep merak etmisimdir: Taniyama’y: bu fikrin sagma degil de
gercek olduguna inandiran neydi? Fikrini uluorta agiklama cesa-
retini veren neydi?

Bu sorularin cevabini higbir zaman 6grenemeyecegiz. Maalesef
Taniyama, biiyiik kegfinden kisa bir siire sonra, Kasim 1958'de inti-
har etti. Heniiz 31 yagindaydi. Evlenmeyi planladig: kadinin da ar-

kasinda su notu birakarak canina kiymasi, trajediyi daha da buyitti:
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Nereye gidersek gidelim, asla ayrilmayacagimiza dair birbiri-
mize soz verdik. Simdi o gitti ve ben de ona kavugmak igin gitmek

zorundayim.

Sani, Taniyama’'nin dostu ve i arkadagi olan bir diger Japon ma-
tematik¢i Goro Shimura tarafindan daha kesin bir hile getirildi.
Shimura, kariyerinin biiyiik bir kisminda Princeton Universitesinde
caligt1 ve bugiin de emekli 6gretim tyesi olarak hala orada gérev-
li. Matematige ¢ogu Langland Programu ile alakali ¢ok kiymetli
katkilar yapmigtir ve bu alandaki bir¢ok temel kavram (“Eichler-
Shimura kongriians bagintilar1” (congruence relations) ve “Shimura
varyasyonlar1” gibi) onun adini tagimaktadur.

Shimura, Taniyama hakkinda yazdigi 6zenli denemesinde, su

dikkat cekici yorumda bulunmugtur:'®

Higbir sekilde dikkatsiz bir tip olmamakla birlikte, ¢ok hata
yapmak gibi 6zel bir yetenegi vardi ve bu hatalarin ¢ogu da ge-
nellikle dogru yondeydi. Bunun igin ona 6zenir ve beyhude bir
sekilde onu taklit etmeye ¢aligirdim ama giizel hatalar yapmak

bana hep ¢ok zor gelirdi.

Shimura’ya gore, Taniyama Eylil 1955’te Tokyo'da gergekles-
tirilen sempozyumda “problemini ifade ederken ¢ok dikkatli de-
gildi”.'® Baz1 diizeltmeler yapilmas: gerekiyordu. Ancak yine de
devrim niteligindeki bu sezgi, bizleri yirminci yiizy1lin matematik
alanindaki en kayda deger bagarilardan birine gotiirdd.

Ismi sanida gegen tigiincii kisi ise, daha 6nce de bahsettigimiz
André Weil’dir. Kendisi, yirminci ylizyilin matematik devlerin-
den birisidir. Parlak zekas: kadar huysuzluguyla da taninan Weil,
Fransa’da dogmus ve Ikinci Diinya Savagi esnasinda Amerika
Birlesik Devletlerine gelmisti. Cesitli Amerikan tniversitelerin-

de akademik gérevlerde bulunduktan sonra, Princeton’daki Ileri
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Arastirmalar Enstitiisi’ne yerlesmis ve 1998 yilinda, 92 yasinda
olene kadar da burada kalmigtur.

André Weil, 1981. Fotograf: Herman Landshoff. Kaynak: Shelby White ve
Leon Levy Arsiv Merkezi, lleri Aragtirmalar Enstitist, Princeton, NJ.

Weil'in, Langlands Programr’na 6zel bir ilgisi vardi. Bunun se-
bebi, Robert Langlands’in fikirlerini ilk olarak formiile ettigi meg-
hur mektubu ona gondermesi ya da Shimura-Taniyama-Weil sanis
degildi. Langlands Programi en iyi André Weil'in kiz kardesine
yolladig:1 bir mektupta ana hatlarini ¢izdigi matematigin “biyik
resmi” prizmasindan bakilarak goriliir. Bu konuyu, bir sonraki bo-
limde ele alacagiz. Bu, Langlands Programs’ni geometri diinyasina

tagirken bizim sigrama tagimiz olacak.



9. Boliim:
Resid Tas1

André Weil, savag sirasinda askerlik gérevini yapmay: reddettigi
i¢in, 1940 yilinda Fransa’da tutuklandi. The Economist’te yayinla-
nan 6liim ilaninda goyle deniyordu:!

“Fedakarlik kargisinda yolundan sapmus bir esitlik fikri” tilke-
nin seckin geng bilim insanlarinin kiyimina yol a¢tiginda Birinci
Diinya Savagi'nin Fransa’da matematige verdigi agir hasar... [Weil'i]
derinden sarsmigt1. Bunun etkisiyle, sadece kendisi igin degil tiim
uygarlik adina bir gérevi olduguna, hayatini matematige adamasi
gerektigine inand1. Aslinda, konudan sapmasina izin vermesinin
bir glinah oldugunu ileri siirdi. Bagkalari, “ya herkes senin gibi
davranirsa...” diye itiraz ettiklerinde, bu olasiligin onu dikkate
almak zorunda hissetmedigi kadar mantiksiz gériindiigiini soy-

leyerek cevap verdi.

WEeil hapisteyken, kiz kardesi tinli felsefeci ve hiimanist Simone
Weil’e bir mektup yazdi. Matematigin “biiyiik resmini” nasil gor-
digini gayet basit ifadelerle (felsefecilerin dahi anlayabilecegi se-
kilde —saka yapiyorum!) agiklamaya ¢aligtig1 bu mektup, onemli
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bir belge niteligindedir. Bu sayede, tiim matematikgilerin feyz ala-
bilecegi sahane bir 6rnek ortaya koydu. Bazen, belki de 6nde gelen
matematikgilerin bazilarini hapse atip digiincelerini tipk1 Weil’in
yaptig1 gibi anlagilabilir gekilde ifade etmeye zorlamamiz gerekti-
gini yoniinde takilirim insanlara.

Weil mektubunda benzerligin matematikteki roliine deginiyor
ve bunu kendisini en ¢ok ilgilendiren, say1 teorisi ile geometri ara-
sindaki benzerlikle gosteriyordu.

Bu benzerlik, Langlands Programs’nin gelisimi agisindan gok
onemli oldugunu kanitladi. Daha once de tartigtigimiz tzere,
Langlands Programr’nin kékleri say1 teorisine uzanir. Langlands,
say1 teorisinin zorlu sorularinin (p asal say1 olmak kaydiyla mod p
aritmetigindeki denklemlerin ¢6ziimlerinin sayilmasi gibi) harmo-
nik analiz yéntemleri (daha belirli olarak otomorfik fonksiyonlarin
incelenmesi) kullanilarak ¢6ziilebilecegini varsaytyordu. Bu heyecan
vericidir ¢linki ilk olarak, daha 6nce zorlu gibi goriinen problemleri
¢6zmek igin bize yeni bir yol sunar. Ikinci olarak ise matematigin
farkli alanlar: arasindaki derin ve temel baglantilara igaret eder.
Cok dogal olarak, burada gergekten neler olup bittigini bilmek is-
tiyoruz: Bu gizli baglantilarin var olma sebebi ne olabilir? Halen
daha tam olarak kavrayabilmis degiliz. Shimura-Taniyama-Weil
sanisinin ¢oziilmesi bile ¢ok uzun zaman aldi. Kaldi ki STW sani-
s1, genel Langlands varsayimlarinin sadece 6zel bir hélidir. Heniiz
ispatlanmamugs yiizlerce, hatta binlerce benzer ifade bulunmaktadur.

Oyleyse bu zor sanilara kargi nasil bir yaklagim sergilemeli-
yiz? Olasi yollardan bir tanesi, siki ¢aligmaya devam edip, yeni
fikir ve i¢goriiler ortaya koymay: denemektir. Bu bir siiredir yapi-
liyor ve 6nemli ilerlemeler kaydedildi. Diger olasilik ise Langlands
Programrnin kapsamini genigletmeye ¢aligmaktir. Sayi teorisi ve
harmonik analizdeki bazi temel yapilara ve bunlarin arasindaki
baglantilara isaret ettiginden, matematigin diger alanlari arasinda
da benzer yapilar ve baglantilar bulunabilir.
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Yapilmas: gerekenin de bu oldugu ortaya gikmigtir. Geometri
gibi matematigin farkl alanlarinda ve hatta kuantum fiziginde de
ayn1 gizemli oriintiler gozlenebilecegi zamanla fark edildi. Biz bu
oruntilere dair bir sey 6grendigimizde, bunlarin bagka alanlarda-
ki anlamlarina dair ipuglar: elde ederiz. Langlands Programi’nin,
matematigin Biyik Birlesim Teorisi oldugunu daha 6nce belirt-
migtim. Burada, Langlands Programs’nin bazi evrensel olgulara ve
matematigin farkli alanlarinda bu olgular arasindaki baglantilara
igaret ettigini kastediyorum. Ben bunun matematigin gergekte neyle
ilgili oldugunu Langlands varsayimlarinin ¢ok 6tesinde anlamanin
yolunu agacagina inaniyorum.

Langlands Programi giinimiizde ¢ok genis bir konudur. Say1
teorisi, harmonik analiz, geometri, gésterim teorisi, matematiksel
fizik gibi farkli alanlarda ¢aligan genis bir camia bulunmaktadir. Cok
farkli konular izerine ¢alistyor olsalar da hepsi de benzer olgular:
gozlemliyorlar. Bu olgular da bize tipk: dev bir yapbozun pargalar:
gibi birbirlerinden oldukga uzak olan bu alanlarin birbirlerine nasil
bagli olduklarini anlamamiz: saglayacak ipuglar: sunuyor.

Langlands Programr’na girig noktam, ileride ayrintili olarak an-
latacagim Kac-Moody cebirleri tizerine yaptigim ¢aligmalar oldu.
Ancak Langlands Program: hakkinda daha ¢ok bilgi sahibi olduk¢a
matematik igerisinde o denli sik yer almasindan daha da etkilendim.

Matematigin farkli alanlarini birer lisan olarak digiinin.
Elimizde bu lisanlarda aym anlama geldigini distindigiimiiz ciim-
leler var. Bunlari yanyana koyuyoruz ve matematigin farkli alanlar
arasinda geviri yapmamizi miimkiin kilan bir s6zligi yavas yavag
olugturmaya basliyoruz. André Weil, say: teorisi ile geometri ara-
sindaki baglantilarin anlagilmast i¢in uygun bir gergeve sundu; buna
modern matematigin bir tir “Resid Tag1” diyebiliriz.

Bir tarafta say: teorisinin nesneleri var: rasyonel sayilar ve bir
onceki boliimde ele aldigimiz diger say1 cisimleri (v'2 ekleyerek elde
ettiklerimiz ve onlarin Galois gruplar gibi).
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Diger tarafta ise, Riemann ismiyle anilan ytzeyler var. Bunun

en basit ornegi kiiredir.?

Verebilecegimiz bir diger 6rnek ise, simidin dig ytizeyidir (torus).
Simidin ds yiizeyini ele aldigimizi ve ig kismu ile ilgilenmedigimizi

vurgulamak isterim.

Ele alabilecegimiz bir diger 6rnek ise, agagidaki resimde goste-
rilen ve bir tiir Danimarka béregini (ya da bir krakerin dis ytize-

yini) andiran gekildir.
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Simidin tek bir “deligi” varken, Danimarka béreginin iki “de-
ligi” vardir. Ayrica n = 3, 4, 5 olmak tizere, n degeri kadar delige
sahip ylizeyler de bulunur. Matematikgiler delik sayisina Riemann
yiizeyinin cinsi ismini verirler.” Bu ifade, on dokuzuncu yiizyilda
yagamig Alman matematik¢i Bernhard Riemann’a atfen kulla-
nilmaktadir. Riemann’in ¢aligmalari, matematikte bazi 6nemli
yollar agmigtir. Riemann’in egri yiizeyler teorisi (giinimizde
Riemann geometrisi olarak anilmaktadir) Einstein’in genel go6-
relilik teorisinin koge tagidir. Einstein’in denklemleri, yergekimi
kuvvetini uzay-zamanin egriligini ifade eden Riemann tensori

cinsinden agiklar.

I1k bakista, say: teorisi ile Riemann yiizeyleri arasinda herhangi
bir ortak nokta yokmus gibi goriiniir. Fakat birgok benzerlikleri
oldugu anlagilmigtir. Buradaki kilit nokta, ikisi arasinda bir bagka
cisim sinif olmasidir.

Bunu anlayabilmek i¢in, Riemann yiizeylerinin cebirsel bir denk-
lemle tanimlanabildiklerini anlamamiz gerekiyor. Ornek olarak
asagidaki gibi yine tiglincli dereceden bir denklemi ele alalim:

y2+y=x3—x2.

* Editoriim, evinin yakinindaki bir barda yapilan krakerlerin cinsinin 3 oldugunu
soyliyor (lezzetlilermis).
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Daha 6nce de degindigimiz tizere, boyle bir denklemin ¢6ziimiin-
den bahsederken hangi say: sistemine ait olduklarini belirtmemiz
gerekir. Bu noktada birgok segenek s6z konusudur ve farkl: sege-
nekler farkli matematiksel teorilere yol agar.

Bir onceki bolimde, asal say1 modundaki ¢éziimleri ele aldik
ve bu, teorilerin sadece bir tanesidir. Ancak £armagik sayilar igin de
¢oztimler arayabiliriz. Bu da farkl: bir teoridir ve Riemann yiizey-
lerini glindeme getirir.

Insanlar genellikle karmagik sayilara sanki inanilmaz derecede
zor cisimlermis gibi gizemli denilebilecek nitelikler atfederler. Igin
asli, bir 6nceki bolimde 2’nin karekokiinii anlamaya ¢aligirken de-
gindigimiz sayilardan daha karmagik degillerdir.

Agiklayayim. Bir énceki béliimde, rasyonel sayilara % = 2 denk-
leminin iki ¢oziimiinii ( V2 ve -/2) ekledik. Simdiyse, «? = 2 denk-
lemi yerine % = -1 denklemini ele alalim. Bir 6ncekinden daha mi
karmagik goziikiiyor? Hayir. Rasyonel sayilar kiimesinde bir ¢6zii-
mi yok ama bundan korkacak degiliz. Bu denklemin iki ¢6ziimiini
rasyonel sayilara ekleyelim. Onlar1 v/-1 ve -v/-1 olarak ifade edelim.
Bu degerler, #° = -1 denklemini ¢ozerler; soyle ki:

J12=-1, (/)%=

Bir 6nceki 6rnekle arasinda sadece ufak bir fark var. +/2 sayusi,
rasyonel say1 degil ancak bir gerfe/ sayidir; dolayisiyla onu rasyonel
sayilara ekleyerek gercel sayilar dleminden ¢ikmayiz.

Gergel sayilar1 geometrik olarak agagidaki gibi disiinebiliriz.
Bir ¢izgi ¢izelim ve tizerine O ve 1 sayilarini gosteren iki nokta
koyalim. Sonra T’in saginda, 0 ile 1 arasindakine egit uzunluktaki
yere bir nokta koyalim ve bu nokta 2’yi gostersin. Diger tiim tam
sayilar1 benzer gekilde gosterelim. Daha sonra, tam sayilari gosteren
noktalar arasindaki araliklari bélerek rasyonel sayilari isaretleyelim.
Ornegin % sayis1 O ile 'in tam ortasidur; —37—say131 2 ile 3 arasindaki
mesafenin Ugte biridir vs. Bu durumda, gergel sayilar sezgisel olarak

bu ¢izgi lizerindeki biitiin noktalarla bire bir egleme halindedir.®
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Hatirlarsaniz, v2 saysiyla dik kenarlarinin uzunlugu Te esit
olan dik tiggenin hipoteniisiiniin uzunlugu olarak kargilagmigtik.
Dolaysiyla, gergel sayilar gizgisi izerinde +/2'yi isaretlemek igin,
0’in saginda 0’a uzaklig1 bu hipoteniisiin uzunluguna esit noktay:
buluruz. Benzer gekilde, bu ¢izgi izerinde, ¢ap1 1 olan bir gemberin
gevre uzunluguna kargilik gelen yi de isaretleyebiliriz.*

Ote yandan, #? = -1 denkleminin ne rasyonel sayilar ne de ger-
¢el sayilar arasinda bir ¢6ziimii vardir. Aslinda herhangi bir gergel
sayinin karesi ya pozitif ya da 0 olmalidir; yani -T’e esit olamaz.
Dolayisiyla, v2 ve -2 den farkli olarak, v-1 ve -+/-1 sayilar1 gercel
sayilar degildir. Peki ya nedirler? Ayn siireci izleyip, onlar1 da tipk:
V2 ve -V/2 sayilarimi gosterdigimiz gekilde gosteririz. Bu yeni sayi-
larla aritmetik yapmak igin de ayni kurallar1 kullaniriz.

Daha 6nce nasil kanitlamaya galigtigimizs bir hatirlayalim: &2 = 2
denkleminin rasyonel sayilar arasinda bir ¢6ziimi olmadigini fark
ettik. Bu yiizden, bu denklemin iki ¢6ziimiinii yarattik, bunlara 2
ve -v'2 dedik. Ardindan, bunlar: rasyonel sayilara ekleyerek yeni
bir sayisal sistem olugturduk (ve adin1 “sayi1 cismi” koyduk). Benzer
sekilde, x° = -1 denklemini ele alalim ve bunun da rasyonel sayilar
arasinda ¢6ziimii olmadigini hemen not digelim. Bu durumda, bu
denklemin iki ¢6ziimiini yaratalim, bunlar 4/-1 ve -/-1 olarak gos-
terelim ve rasyonel sayilara ekleyelim. Gordigiiniiz gibi, tamamen
ayni prosediir! Yeni sayisal sistemin v/21i eski sayisal sistemimizden
daha karmagik bir sey oldugunu neden diigtinelim ki?

Sebebi tamamen psikolojik: +/2yi, bir dik iggenin kenarlarindan
birisinin uzunlugu olarak gésterebiliyorken, v i¢in bu kadar bariz
bir gosterim bulunmamaktadir. Ancak v-1 sayisin cebirsel olarak

en az v2kadar etkin bir bigimde maniple edebiliriz.
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/Ti rasyonel sayilara ekleyerek elde ettigimiz yeni sayisal sis-
temin elemanlarina karmagik sayilar denir. Bu sayilarin her birini,

rve s rasyonel say1 olmak lizere, su sekilde yazabiliriz:
7+ /-1

Bu formiilii, v/2 ekleyerek elde ettigimiz sayisal sistemin genel ele-
manlarini ifade eden, 108. sayfadaki formiil ile kargilagtirin. Bu bi-
¢imdeki herhangi iki say1y1 toplamak igin 7-kisimlari ile s-kisimlarim
ayri ayr toplariz. Ayrica, parantezleri agarak ve v-1-v-1 = -1 gerce-
ginden hareketle, bu tiirden iki say1y1 garpabiliriz. Benzer gekilde,
bu sayilar: ¢ikarabilir veya bolebiliriz.

Son olarak, yukaridaki formiilde 7 ve s sayilarinin rastgele ger-
cel sayilar (yani sadece rasyonel sayilar degil) olmalarina izin ve-
rerek, karmagik sayilar tanimini genigletebiliriz. Bu durumda en
genel karmagik sayilar1 elde ederiz. Burada, v/-I'in genellikle 7 har-
fi (Ingilizce’de “sanal” anlamina gelen “imaginary” kelimesinden
hareketle) ile gosterildigini de belirtelim. Fakat ben, bu sayinin
cebirsel anlamini vurgulayabilmek adina bunu yapmamayi tercih
ediyorum: Bu say1 gercekten de sadece -1'in karekokidiir; ne daha
fazlas1 ne de daha azidir. En az 2’nin karekokii kadar somuttur;
gizemli bir taraf1 yoktur.

Bu sayilarin ne kadar somut oldugunu onlar1 geometrik olarak
gostererek anlayabiliriz. Gergel sayilar bir ¢izginin noktalar: sek-
linde geometrik olarak gosterilebilirken, karmagik sayilar bir diiz-
lemin noktalar: seklinde gosterilebilir. $oyle ki, 7 + sv/-1 karmagik
sayisini, diizlem tizerinde koordinatlari  ve s olan bir nokta olarak

g('jsteririz:5
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r+ sy -1

Ugiincii dereceden
2

Fry=o-x
denklemimize geri donelim ve karmagik sayilar olan x ile y ¢6ziim-
lerini bulmaya ¢aligalim.

Bu tiir ¢6ziimlerin olugturdugu kiimenin tam olarak yukarida
¢izimini gérdigimiz simidin dig yiizeyindeki (torus) noktalarinin
meydana getirdigi kiime olmasi dikkat gekicidir. Diger bir deyisle,
simidin dig yilizeyi iizerindeki noktalarin her biri, yukaridaki t¢iincii
dereceden denklemi ¢6zen sadece tek bir x, y karmagik sayi giftine
kargilik gelebilir ve bunun tersi de dogrudur.®

Karmagik sayilar tizerine daha 6nce hig kafa yormadiysamz bu aga-
mada kafaniz karigmaya baglams olabilir. Bu gok dogal bir durum. Tek
bir karmagik say1y1 anlamak bile yeterince zorken, baz1 denklemlerin
¢oziimiini veren bir karmagik say1 ¢iftinin kafanizi karigtirmas: gayet
normaldir. Bu ¢iftlerin hepsinin simidin di§ yiizeyindeki noktalarla
bire bir egleme hilinde olmasi, ¢ok bariz olarak gozlemlenebilecek bir
olgu degildir. Bu yiizden, bunun nasil miimkiin oldugunu géremi-
yorsaniz endiselenmeyin. Aslina bakarsaniz birgok profesyonel mate-
matikgi, bu sagirtic1 ve bariz olmayan sonucu ispat etmekte zorlarur.’

Cebirsel denklemlerin ¢6ziimlerinin geometrik sekiller mey-
dana getirebildigine ikna olabilmek i¢in daha basit bir duruma
bakalim: Karmagik sayilar yerine gercel sayilar izerinden bulunan
goziimler. Ornegin,

x2+y2=1
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denklemini ele alalim ve buldugumuz ¢6ziimleri bir diizlem tizerinde
koordinatlar: x ve y olan noktalar seklinde isaretleyelim. Bu esitli-
gin tim ¢6zlimlerinden olugan kiime, merkezi orijinde bulunan ve
yarigap uzunlugu 1 olan ¢gemberdir. Benzer sekilde, iki gerge/ degerli
degiskenden (x ve y) olusan diger cebirsel denklemlerin ¢6ziimleri
bu diizlem tizerinde bir egri meydana getirir.

Karmagik sayilar, bir anlamda, gergel sayilarin giftleridir (gergek-
ten de her karmagik say1 bir gercel say: ¢ifti tarafindan belirlenir).
Dolayisiyla, karmagik degerli degiskenlerden (x ve y) olugan bir ce-
birsel denklemin ¢6ziimlerinin bir Riemann yiizeyi olugturmasi hig
de sagirtic1 degildir. (Bir egri tek boyutlu, bir Riemann yiizeyiyse
iki boyutludur. Ayrintisini 10. Boliim’de inceleyecegiz.)

Bu tiir denklemlerin gergel ve karmagik say1 ¢oziimlerine ek ola-
rak, bu denklemlerin (p asal say1 olmak kaydiyla) {0,1, 2, ...., p-2,
p-1} sonlu cismi iginde degerler alan x, y ¢6ztimlerini de bulmaya
¢aligabiliriz. Bunun anlami sudur: x ve y’yi yukaridaki tigiincii de-
receden denklemlere yerlestirdigimizde sag ve sol taraflar, p’nin tam
say1 katlarina kadar birbirine eit olan tam sayilar olacaktir. Bu bize
matematikgilerin “sonlu cisim tzerindeki egri” adini verdikleri bir
nesne verir. Tabii ki bunlar gercek egriler degildir. Terminolojinin
bu gekilde olmasi, gergel sayilar icinde ¢6ziimler aradigimizda diiz-
lem iizerinde egriler elde etmemizden kaynaklamr.’

Wil giicli sezgisi ile buradaki en temel 6genin yukaridaki tigtin-
cli dereceden denklem gibi cebirsel denklem oldugunu gérmiistiir.
I¢inde denklemin ¢6ziimiini bulmaya galistigimiz tamm kiime-
sinin segcimine bagli olarak, ayni denklem ya bir yiizey ya bir egri
ya da nokta demeti meydana getirir. Bunlar tanimlanamayan bir
varligin (yani denklemin kendisi), avatarlarmdan baska bir sey de-
gildir; tipki1 Hinduizm inancinda, Vignu'nun on adet avatari ya da
enkarnasyonu oldugu gibi. André Weil de kiz kardesine yazdig:
mektupta, rastlantisal bir sekilde Bhagavad Gita'y: hatirlatmigts.!®

Hinduizm'in bu kutsal kitabinin Vignu'nun avatarlari 6gretisini ilk
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kez ortaya koyduguna inanilmaktadir.’! Weil, iki teori arasindaki
benzerligin ipucunun somut bilgi birikimine donigtigiinde neler

oldugunu siirsel bir tislupla yazmig:*2

Iki teori gitti, yarattiklari sorunlar ve birbirleri iizerindeki hog
yansimalar, sinsi oksayiglari, agiklanamaz ¢ekigmeleri gitti; yazik,
elimizde sadece biyiileyici giizelligi bizi daha fazla heyecanlan-
diramayacak tek bir teori kaldi. Higbir ey, bu yasak iliskilerden
daha bereketli olamaz; higbir sey erbabina daha fazla haz veremez...
Keyif yanilsamadan ve duyularin tutugmasindan geliyor; yanilsama
ortadan kalktiginda ve bilgi birikimi kazanildiginda umursamaz
oluruz; birlige kavusuruz; Gita'da bu etkiye dair kolay anlagilabi-

len baz: dizeler var. Ama biz cebirsel fonksiyonlara geri dénelim.

Sonlu cisimler Riemann yiizeyleri ile egriler arasindaki iligki
artik daha net olmali: Her ikisi de ayni tiir denklemlerden geliyor
ama biz ¢6zlimlerini farkli tanim kiimelerinde (sonlu cisimlerde
ya da karmagik sayilarda) ariyoruz. Ote yandan, Weil’in mektu-
bunda belirttigi bigimiyle “say1 teorisine ait herhangi bir iddia ya
da sonug”, sonlu cisimler izerindeki egrilere “kelime kelime ter-
ciime edilebilir”.!3 Bu nedenle Weil’e gore, sonlu cisimler tzerin-
deki egriler, say1 teorisi ile Riemann yiizeyleri arasinda aracilik
eden cisimlerdir.

Boylelikle, say1 teorisi ile Riemann ytizeyleri arasinda bir kop-
rii ya da Weil'in ifade ettigi bi¢imiyle bir “demiryolu makas:” bu-
luruz. Diger bir deyisle, ti¢ adet paralel rayimiz ya da stitunumuz

bulunuyor:
Sayr Teorisi - Sonlu Cisimler Uzerindeki Egriler Riemann Yiizeyleri

Weil bundan su sekilde faydalanmak istemigti: Ug siitundaki
ifadelerden birisini alin ve onu diger siitunlardaki ifadelere terciime

edin. Kiz kardegine soyle yazmugts: 1*
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Yaptigim ¢alisma g dilli bir metnin sifrelerini ¢6zmekten iba-
ret; {i¢ siitunun her birinde tamamen farkl pargalar var; bu ig dilin
her biri hakkinda biraz fikir sahibiyim ama ayni1 zamanda bir stitun
ile digeri arasinda higbir seyin beni 6nceden hazirlamadig biyiik
anlam farkliliklari oldugunun da farkindayim. Uzerinde galigtigim

birkag y1l boyunca, sézligiin ufak tefek parcalarini bulabildim.

WEeil, kendi Resid taginin en muhtesem uygulamalarindan birini
bulmak i¢in ilerledi. Giiniimiizde biz buna Weil sanilar1 diyoruz.
Bu sanilarin ispati®®, yirminci yiizyilin ikinci yarisinda, matema-

tigin geligimini ciddi miktarda kériiklemigtir.

Langlands Programi’na geri dénelim. Langlands’in asil fikirleri,
Weil'in Resid taginin sol siitunuyla yani say: teorisi ile alakaliyd:.
Langlands, say: teorisinde ¢aligilan cisimler olan say: cisimlerinin
Galois gruplarinin gésterimlerini harmonik analizdeki (say1 teori-
sinden ve Resid taginin diger siitunlarindan gok uzak bir alan) ci-
simler olan otomorfik fonksiyonlarla iligkilendirdi. Simdi, Galois
gruplarinin yerine Weil’in Regsit taginin orta ve sag siitunlarindaki
baz: cisimleri koyarsak bu tiir bir bagintinin yine de bulunup bu-
lunamayacagini sorabiliriz.

Langlands’in bagintisini orta stituna terciime etmek makul dere-
cede kolay bir iglemdir ¢iinki gerekli bilesenlerin hepsi hélihazirda
var. Bunun igin, say1 cisimlerinin Galois gruplarinin yerine sonlu ci-
simler tizerindeki egrilere uygun Galois gruplarini koymamiz gerekir.
Ayrica harmonik analizin uygun otomorfik fonksiyonlar: inceleyen
bir kolu da bulunuyor. Langlands ilk ¢aligmasinda, Galois gruplarinin
otomorfik fonksiyonlarin gésterimlerini orta stitunla iligkilendirdi.

Ote yandan, bu bagintiy1 Resid taginin sag siitununa nasil ter-
ciime edebilecegimiz hig belli degil. Bunu yapmak i¢in, Riemann
yiizeyleri teorisindeki Galois gruplarinin ve otomorfik fonksiyonlarin
geometrik benzerlerini bulmamiz gerekiyor. Langlands bu fikirle-

rini ilk kez formiile ettiginde, ilki biliniyordu ama ikincisi buyiik
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bir gizemdi. Uygun kavramin aranmasina parlak Rus matematikgi
Vladimir Drinfeld’in 6ncii ¢aligmalariyla baglandi ve bulunmas:
1980’lere kadar siirdii. Langlands bagintisinin Resid taginin gtinci
stitununa terciime edilmesi de bu sayede mimkiin oldu.

I1k olarak, Galois grubunun geometrik benzeri ile baglayalim.
Bu yapiya, Riemann yiizeyinin temel grubu denir.

Temel grup, geometrik sekillerin en dikkatcekici (Riemann yii-
zeyi tzerindeki “delik”lerin sayis1 gibi) 6zelliklerine odaklanir ve
topolojiinin matematiksel alaninin en 6nemli kavramlarindan biridir.

Ornek olarak bir simidin dis yiizeyini (torus) ele alalim. Uzerinde
Pile gosterecegimiz bir nokta secelim ve bagladig: ve bittigi yer bu
nokta olan kapali yollar: inceleyelim. Asagidaki resimde bu tir iki

yol gosterilmigtir.

< >

Benzer gekilde, verilen herhangi bir Riemann yiizeyinin temel
grubu da bu Riemann yiizeyi izerinde ayni sabit p noktasinda bag-
layan ve biten bu tiir kapali yollardan olugur.'®

P noktasinda baglayp biten iki yol ile agagidaki gibi bir bagka
yol olugtururuz: Once birinci yolun iizerinden, ardindan da ikinci
yol izerinden gideriz. Bu gekilde yine P noktasinda baglayip biten
yeni bir yol elde etmis oluruz. Kapal: yollarla yapilan bu “toplama
isleminin” bir grubun 2. Bolim’de listeledigimiz tim ozellikleri
sagladig: goriiliyor. Béylece bu yollarin gergekten de bir grup olug-
turduklarini buluyoruz.!’

Temel gruplardaki yollarin toplanmasi kuralinin, 5. Bolim’de gor-

digiimiiz 7 6rgi gruplarinda orgiilerin toplanmas kuralina benzedigi-



RESIDTASI 151

ni fark etmis olabilirsiniz. Bu tesadiifi bir durum degildir. 5. Bolim’de
acikladigimiz gibi, #-ipli orgiiler, diizlem tzerindeki 7 tane ayr nok-
tadan olugan topluluklarin uzay: tizerindeki yollar olarak gortlebilir.
Aslinda B, 6rgii grubu, tam manasiyla bu uzayin temel grubudur.18

Yukaridaki resimde gosterilen simidin dig yiizeyi tizerindeki
iki yolun birbirleri ile yer degistirebilecekleri anlagilmigtir. Diger
bir deyisle, onlari olas iki sirada toplamak bize temel grubun ayni
elemanini verir.!? Bu yiizden, simidin dis ytizeyinin temel gru-
bunun en genel elemanini elde etmek igin birinci yolu M defa ve
ikinci yolu da NV defa katederiz. Burada M ve IV degerleri tam say:
olup, negatif deger almalar1 durumunda birinci yolu -M ve ikinci
yolu da - N defa ters yonde katederiz. Bu iki temel yol birbiri ile yer
degistirebildiklerinden, bu yollar: hangi sira ile takip ettigimizin
bir 6nemi yoktur; sonug yine ayni olacaktur.

Diger Riemann yiizeyleri igin, temel grubun yapis1 daha kar-
magiktir.2® Farkli yollar birbiri ile yer degistiremeyebilir. Bu,
5. Bolim’de gordiigimiiz ikiden fazla ipe sahip olan ve birbiriyle

yer degistiremeyen oOrgiilere benzer.

Galois gruplari ile temel gruplar arasinda ciddi benzerlikler oldugu
bir siiredir biliniyor.2! Bu durum, ilk sorumuza bir agiklama getiri-
yor: Weil'in Resid taginin sag siitununda bulunan Galois grubunun
benzeri nedir? Riemann yiizeyinin temel grubudur.

Bundan sonraki soru ise otomorfik fonksiyonlarin uygun ben-
zerlerinin yani Langlands bagintisinin diger tarafinda yer alan ci-
simlerin bulunmasidir. Burada bir kuantum sigramasi yapmak du-
rumundayiz. O eski giizel fonksiyonlarimiz burada yetersiz kaliyor.
Bu fonksiyonlarin modern matematigin daha karmagik cisimlerinden
olan ve 14. Bolim’de ayrintili olarak gorecegimiz demetler (sheaves)
ile yer degistirmeleri gerekmektedir.

Bu degisikligin yapilmasi, Vladimir Drinfeld tarafindan 1980’li

yillarda 6nerildi. Drinfeld, Langlands Programr’nin sonlu cisimler
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tzerindeki egriler ve Riemann yiizeyleri ile ilgili olan orta ve sag
situnlara uygulanan yeni bir formiilasyonunu ortaya koydu. Bu
formiilasyon giliniimiizde geometrik Langlands Program: olarak
anilmaktadir. Daha agik ifade etmek gerekirse Drinfeld otomorfik
fonksiyonlarin Weil’in Resid taginin sag stitunu igin uygun olan

benzerlerini buldu.

Drinfeld ile 1990 yilinin ilkbaharinda Harvard Universitesinde
tanigtim. Benim Langlands Programr’na olan ilgimi artirmakla
kalmads, programin gelistirilmesinde yer almam gerektigini de sdy-
ledi. Onu bu teklifi yapmaya iten, geometrik Langlands Programi
ile Moskova’'da 6grenciyken yaptigim ¢aligma arasinda bir baglant:
kurmastydi. Bu ¢aligmanin bulgulari, Drinfeld’in yeni yaklagimin-
da 6nemli yer tutuyordu ve bu da benim matematik hayatimi ge-
killendirdi: O andan itibaren yaptigim aragtirmalarda, Langlands
Programu belirleyici rol oynadu.

Moskova'ya geri donelim ve 6rgii gruplari hakkindaki ilk maka-

lemi bitirdikten sonra nereye gitmis olduguma bir bakalim.



10. Bolum:

Ilmigin Par¢as:1 Olmak

1986 sonbaharinda Moskova’da, Kerosinka’daki egitimimin tgiin-
cii yilina bagliyordum. Orgii gruplari iizerine olan makalem bitip
kabul edildiginde, Fuchs'un benim igin bir sorusu vard:: “§imdi ne
yapmak istiyorsun?”

Bagka bir problem ¢6zmek istedim. Fuchs eski 6grencilerinden
Boris Feigin ile birlikte “Lie cebiri’nin gosterimleri tizerine ¢ali-
styordu. Fuchs, bunun ¢ok sayida ¢6ziilmemis problem igeren ve
kuantum fizigi ile de yakindan alakali bir alan oldugunu séyledi.

Kuskusuz ilgimi gekti. Evgeny Evgenievich beni matematige “ce-
virmis” olmasina ve matematige bayilmama ragmen, ¢ocuklugum-
dan beri fizige kars1 duydugum ilgi devam etmekteydi. Matematik
ve kuantum fizigi diinyalarinin bir araya gelebilecek olmasi, beni
heyecanlandiriyordu.

Fuchs bana Feigin’in ile birlikte yazdiklar: seksen sayfalik bir
aragtirma makalesini verirken goyle dedi:

“I1k bagta sana Lie cebiri ile ilgili bir ders kitabi vermeyi dii-
sindiim ama sonra bu makaleyi dogrudan vermemek igin bir sebep

bulamadim.”

153
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Makaleyi 6zenle sirt cantama yerlestirdim. O siralar heniiz ya-
yinlanmamugt1 ve fotokopicilerdeki Sovyet yetkililerinin (Soljenitzin
kitaplar1 ya da Doktor Zhivago gibi yasakli edebi eserlerin basilma-
sindan korkuyorlardi) siki kontrolleri nedeniyle diinya tizerinde
sadece birkag kopyas: mevcuttu. Cok az insan o makaleyi gorebil-
migti. Feigin daha sonra s6z konusu makaleyi bagtan sona okuyan
tek kisi olabilecegimi sdyleyerek espri yaptu.

Makale Ingilizce olarak yazilmist: ve Amerika Birlesik
Devletleri'ndeki bir akademik yayinevinin segkilerinden birinde
yer alacag: diglinililyordu. Ne var ki yayinci siireci yonetemedi ve
kitabin basimi yaklagik on bes yil kadar gecikti. Bu zaman zarfin-
da sonuglarin ¢ogu bagka yerlerde yeniden iiretildi ve bu yizden
de ortaya ¢iktiginda pek okunmadi. Ancak makale yine de mes-
hur oldu ve Feigin ile Fuchs hak ettikleri degeri sonunda gérdiiler.
Literatiirde, makalelerine ¢okga atifta bulunulmaktadir (“Moskova
Onbaskis1” seklinde). Hatta Lie cebirinin bu makalede ele aldiklari
yeni gosterimlerine atifta bulunmak i¢in “Feigin-Fuchs gésterim-
leri” diye yeni bir terim uyduruldu.

Makaleyi okumaya basladigimda, aklima digen ilk soru su oldu:
“Lie cebiri” gibi tuhaf bir isme sahip olan bu cisimler nedir? Fuchs'un
bana verdigi makale, daha 6nce hig ¢aligmadigim konularda belli
bir seviyede bilgi birikimine sahip olundugunu varsayiyordu. Bu
yizden bir kitabevine gittim ve Lie cebiri ile ilgili bulabildigim
biitiin kitaplar1 satin aldim. Bulamadiklarimi da Kerosinka’daki
kitiiphaneden 6diing aldim. Ttim bu kitaplar: Feigin ve Fuchs'un
yazdiklar: makale ile paralel olarak okuyordum. Bu tecriibe, 6g-
renme geklimi bi¢imlendirdi. Ondan beridir asla tek bir kaynakla
yetinmem; ulagilabilir tiim kaynaklar: edinmeye ve onlari bir so-

lukta okumaya ¢aligirim.

Size Lie cebirlerinin ne oldugunu agiklayabilmek igin, ilk olarak

“Lie gruplarini” anlatmaliyim. Her ikisi de ismini onlar1 kegfeden
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Norvegli matematik¢i Sophus Lie’den (Li seklinde okunur) almugtir.

Hayvan tiirlerinin bir araya gelerek Hayvan Kralligi’'ni olug-
turmas: gibi, matematiksel kavramlar da Matematik Kralligr'n
olugtururlar: Birbirlerine baglidirlar, bir araya gelerek alt-aileleri
ve aileleri olustururlar ve genellikle iki farkli kavram eslegir ve
yavrulari olur.

Grup kavramu giizel bir 6rnektir. Gruplari, Hayvan Krallig’'nda
ya da Animalya’da bir sinif olugturan kuslarin (kuggiller sinifi di-
yelim) benzerleri olarak diigiinelim. Bu sinif 23 takima ayrilir; her
bir takim ise familyalara ve bunlar da cinslere ayrilir. Ornegin,
Afrika balik kartali, glindiiz yirtic1 kuglari (Accipitriformes) taki-
mindan; atmacagiller familyasindan (Accipitridae) Deniz Kartali
(Haliaeetus) cinsine aittir (bu isimlerle kargilagtirinca “Lie grubu”
hi¢ de entresan bir isim sayilmaz). Benzer gekilde, gruplar genis
bir matematiksel kavram sinifi olugtururlar ve bu sinifin i¢inde de
farkli “takimlar”, “aileler” ve “cinsler” bulunur.

Sonlu sayida birgok elemani olan tiim gruplari igeren bir sonlu
gruplar takimini 6rnek verebiliriz. 2. Béliim’de gordiigimiz kare
masanin simetriler grubunun doért eleman: bulundugundan, sonlu
bir gruptur. Benzer sekilde, rasyonel sayilara bir polinom denkle-
minin ¢6ziimleri eklenerek elde edilen say1 cisminin Galois grubu
da sonlu bir gruptur (6rnegin, ikinci dereceden denklemlerde grup
iki elemanlidir). Sonlu gruplar sinifi da Galois gruplar: ailesi gibi
ailelere boliiniir. Diger bir aile de gesitli kristallerin simetrilerinin
gruplari olan kristalografik gruplar igerir.

Sonsuz gruplar da bir bagka takim1 olusturur. Ornegin, tam say1
gruplari ve 5. Boliim’de gérdiigiimiiz her bir sabit 7 = 2, 3, 4, ... degeri
i¢in B, 6rgi gruplari da sonsuzdur (B, 7 ipli orgiiler igerir; sonsuz
sayida bu tiir 6rgii bulunur). Bir ¢ember tizerindeki tiim noktalar-
dan olugan yuvarlak masanin dénme gruplar1 da sonsuz bir gruptur.

Tam say1 gruplari ile gember grubu arasinda 6nemli bir fark var-

dir. Tam sayilar grubu ayriktir; yani elemanlar: bir araya gelerek,
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dogal anlamda siirekli bir geometrik sekil olugturmazlar. Bir tam
sayidan digerine araliksiz olarak gidemeyiz, birinden digerine atla-
mamuz gerekir. Halbuki dénme agisini 0 ile 360 arasinda araliksiz
olarak degistirebiliriz. Ayrica bu agilar bir araya gelerek geometrik
bir gekil olustururlar: gember. Matematikgiler bu tiir gekillere ma-
nifold adin verirler.

Tam sayilar grubu ve 6rgii gruplari, Matematik Kralliginin ayrik
sonsuz gruplar ailesine mensuptur. Cember grubu ise bir bagka aile-
ye, Lie gruplar ailesine mensupturlar. Basitge ifade etmek gerekirse
Lie grubu, elemanlar: bir manifoldun noktalar1 olan gruptur. Bu
ytizden bu kavram, iki matematiksel kavramin (grup ve manifold)

evliliginden dogan ¢ocuktur.

grup

i

Lie
grubu

Asagidaki sekilde, bu béliimde ele alacagimiz, gruplarla alakali
kavramlarin soyagaci goriilmektedir (bu kavramlarin bir kismini

heniiz gérmedik ama bu bélim bitmeden tanigmig olacaksiniz).
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gruplar
sonsuz sonlu
gruplar gruplar
Lie ayrik
gruplari gruplar

sonsuz sonlu
boyut boyut
ilmik
gruplari

Dogada karsimiza ¢ikan simetrilerin gogu Lie gruplari ile agik-
lanir; bu nedenle de tizerlerinde galigmalar yapilmas: ¢ok 6nemlidir.
Ornegin 2. Boliim’de ele aldigimiz, temel pargaciklarin siniflandi-
rilmasinda kullanilan SU(3) grubu, bir Lie grubudur.

Lie gruplarina verilebilecek bir diger 6rnek ise bir kiirenin dén-
me hareketlerinin grubudur. Yuvarlak bir masanin dénis agisi ile
belirlenir. Ancak kiire 6rneginde daha fazla serbestlik s6z konusu-
dur: Dénme agis1 ile birlikte ekseni de tanimlamak zorundayiz. Bu
durum agagidaki gekilde gosterilmigtir. Eksen, kiirenin merkezinden

gegen herhangi bir ¢izgi olabilir.
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Matematikte kiirenin donme hareketlerinin grubunun bir ad:
vardir: 3-boyutlu uzayin 6zel dikey (ortogonal) grubu ya da yaygin
olarak kullanilan kisaltmas: ile SO(3) olarak bilinirler. Kiirenin
simetrilerini kiirenin gémiili oldugu ti¢ boyutlu uzayin dénigim-
leri olarak distinebiliriz. Bu déniigiimler ortogonaldir; yani biitiin
mesafeleri korurlar.! Bu bize, 2. Bélim’de ortaya koyulan SO(3)
grubunun ii¢ boyutlu gésterimini verir.

Benzer sekilde, yukarida ele aldigimiz yuvarlak masanin dénme
hareketlerinin grubunun ad: da §O(2) dir; bu donme hareketleri,
2 boyutlu diizlemin 6zel ortogonal donisiimleridir. Boylece, SO(2)
grubunun iki boyutlu gésterimini elde ederiz.

SO(2) ve SO(3) gruplar: sadece birer grup olmayip, ayni zaman-
da birer manifolddurlar (yani geometrik sekildirler). SO(2) grubu,
ayni zamanda bir manifold olan ¢emberdir. Bu durumda SO(2), hem
grup hem de manifolddur. Iste bu nedenle bir Lie grubu oldugu-
nu soyleriz. Benzer gekilde, SO(3) grubunun elemanlar: bir bagka
manifoldun noktalaridir ama bunu akilda canlandirmak biraz daha
zordur. (Bu manifoldun kiire o/madigim: unutmayin.) Hatirlarsaniz,
kireninin her donme hareketi, eksen ve donme agisiyla belirlenir.
Burada, kiirenin her bir noktasinin bu noktay: kiirenin merkezi ile
birlestiren ¢izgi olan bir donme ekseni meydana getirdigini gore-

biliriz. Ayrica, donme agis: ile gemberin tizerindeki bir nokta aym
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seylerdir. Dolayisiyla, SO(3) grubunun bir elemani, kiirenin bir
noktasi (donme eksenini tanimlar) ile gemberin bir noktas: (d6nme
agisini tanimlar) ile belirlenir.

Belki de daha basit bir soru ile baglamaliyiz: SO(3) kag boyutlu-
dur? Bu soruyu cevaplayabilmek i¢in, boyut kavramini daha sistema-
tik bir bigimde ele almaliyi1z. 2. Bolim’de, etrafimizdaki diinyanin ii¢
boyutlu oldugunu belirtmigtik. Bu da demek oluyor ki uzaydaki bir
noktanin konumunu belirtmek igin, ti¢ say1y1ya da diger bir deyisle
koordinati (x, y, z) belirtmemiz gerekir. Ote yandan bir diizlem iki
boyutludur: Uzerindeki bir konum iki koordinatla (x, ) belirtilir.
Cizgi ise bir boyutludur: Tek bir koordinati (x) vardir.

Peki, bir gember kag boyutludur? Cemberin iki boyutlu oldugunu
soylemek bagtan ¢ikaricidir ¢iinki onu genellikle bir diizlem tizerin-
de gizeriz ve diizlem de iki boyutludur. Cember iizerindeki her bir
nokta diizlemin bir noktas: olarak goriildigiinde, iki koordinat ile
tanimlanir. Fakat belli bir geometrik cismin (cember gibi) boyutunun
matematiksel tanimy, tizerinde herhangi bir konumu igaretlemek igin
bu cisim tizerinde ihtiyacimiz olan bagimsiz koordinatlarin sayisidir.
Bu sayinin cismin gémiili oldugu ortamin (diizlem gibi) boyutu ile
higbir alakas: yoktur. Aslina bakarsaniz bir gember ti¢ boyutlu uzaya
(parmaga takili bir yiziigi diginin) ya da daha fazla boyutlu bir
uzaya da gémiilebilir. Belli bir gember i¢in 6nemli olan, iizerindeki
bir noktanin konumunun adina a¢1 dedigimiz tek bir say ile tanim-
lanabiliyor olmasidir. Bu, gember iizerindeki tek koordinattir. Iste
bu nedenle, gemberin tek boyutlu oldugunu soyleriz.

Pek tabii ki agidan bahsedebilmek i¢in, gember tizerinde 0 agisina
kargilik gelen bir referans noktas: segmemiz gerekir. Benzer gekil-
de, ¢izgi lizerindeki her bir noktaya bir x koordinati vermek igin,
tzerinde x=0a kargilik gelen bir referans noktas: segmemiz gerekir.
Verilen bir cisim tizerinde birgok farkli bigimde bir koordinat siste-
mi kurabiliriz. Fakat bu koordinat sistemlerinin her birinin koor-

dinat sayzsz aymi olacaktir ve bu sayiya bu cismin boyuru ad1 verilir.
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Cember tizerindeki bir noktaya zum yapip noktanin etrafini daha
da daraltarak incelersek ¢emberin biikiimii de ortadan kaybolur.
Cember tizerindeki bir noktanin yakin komgusu ile ayn konumda
gembere teget olan dogrunun tizerindeki ayni noktanin yakin kom-
susu arasinda pratik agidan herhangi bir fark yoktur; bu, s6z konusu
noktanin yanindaki ¢embere en yakin dogrudur. Bu da bize gember

ile dogrunun boyutlarinin ayn1 oldugu gésterir.?

7\

Bir noktaya zum yaptigimizda, cember ve teget ¢izgi
gittikge birbirlerine daha yakin gériiniirler.

Benzer sekilde, kiire de ti¢ boyutlu bir uzaya gomiilidiir ama
yapisal olarak iki boyutludur. Aslinda kiire izerinde iki bagimsiz
koordinat vardir: enlem ve boylam. Bu kavramlari kiireye yakin bir
sekle sahip olan Yeryiizii tizerinde konum belirtirken kullandigimiz
i¢in iyi biliyoruz. Yukaridaki resimde gérdigimiiz kiire izerindeki
ag, sabit enlem ve boylam degerlerine kargilik gelen “paraleller” ve
“meridyenler”den meydana gelmistir. Kiire Gizerinde iki koordinat
oldugu gergegi, bize onun iki boyutlu oldugunu séyler.

Peki ya SO(3) Lie grubu i¢in ne diyebiliriz? §O(3)’tin her nok-
tasi, kiirenin bir dénme hareketidir, dolayisiyla ii¢ koordinatlidir:
Donme ekseni (eksenin kiireyi deldigi nokta ile belirtilebilir) iki
koordinat ile tanimlanirken, dénme agis1 tiglincii koordinati olug-
turur. Bu yilizden, §O(3) grubu ti¢ boyutludur.

Ugten fazla boyuta sahip bir Lie grubu ya da herhangi bir mani-
fold diiginmek, gok zor olabilir. Beynimiz, sadece ti¢ boyuta kadar

olan geometrik gekilleri ya da manifoldlar1 aklimizda canlandira-
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bilecegimiz bir yapiya sahiptir. Mekin ve zamanin bilegimini dort
boyutlu hayal etmekte bile zorlaniriz: Zamani (d6rdiincii boyutu
olusturur), mekénsal boyutun dengi olarak algilayamayiz. Bu du-
rumda, daha fazla boyut igin ne diyecegiz? Bes, alt1 ya da yiiz bo-
yutlu manifoldlar: nasil analiz edebiliriz?

Bunun hakkinda digiinmek igin goyle bir benzetmeden fay-
dalanabiliriz: Sanatsal ¢aligmalar bize, ii¢ boyutlu nesnelerin iki
boyutlu gosterimlerini sunar. Sanatgilar, bu nesnelerin iki boyut-
lu izdigtimlerini tual Gizerine ¢izerler ve ¢izimlerine derinlik his-
si (Ugtinct boyut) katmak igin de perspektif teknigini kullanirlar.
Benzer sekilde, dort boyutlu cisimleri ii¢ boyutlu izdigiimlerini
analiz ederek hayal edebiliriz.

Dérdiinci boyutu hayal etmenin daha etkili bir diger yol ise,
dort boyutlu bir cismi, ti¢ boyutlu “dilim”lerinin bir toplulugu ola-
rak digiinmektir. Bu, ti¢ boyutlu bir cisim olan bir somun ekmegi
iki boyutlu oldugunu digiindiirecek kadar ince dilimlere bolmeye
benzer.

Eger dordiincii boyut zamami temsil ediyorsa, bu durumda bu
dértboyutlu “dilimleme” fotografcilik olarak bilinir. Aslinda hareket
halindeki bir insanin sipsak fotografini ¢ektigimizde, dort boyutlu
uzay-zamandaki o insani temsil eden dort boyutlu bir cismin tig bo-
yutlu dilimini elde ederiz (daha sonra bu dilimin iki boyutlu diizlem
tzerine izdligimi alinir). Art arda bir dizi fotograf ¢ektigimizde, bu
tiir dilimlerin bir toplulugunu elde ederiz. Bu resimleri géziimiiziin
onilinde hizla hareket ettirirsek s6z konusu hareketi gérebiliriz. Bu
aslinda sinema teknolojisinin ardindaki basit ilkedir.

Bir insanin hareket ettigi kanisin1 uyandirmak igin, resimleri
yan yana da koyabiliriz. Yirminci yiizyilin baglarinda, sanatgilar bu
fikirle ilgilendiler ve onu ¢izimlerine dordiincii boyutu dahil ederek
dinamik hile getirmenin bir yolu olarak kullandilar. Bu y6ndeki kége
taglarindan biri de Marcel Duchamp’in 1912 tarihli Merdivenden
Inen Ciplak resmidir. (Nude Descendin ¢ a Staircase, No.2)
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Einstein’in uzay ve zamanin birbirinden ayrilamayacagini goste-
ren gorelilik teorisinin yaklagik olarak ayni zamanda ortaya ¢ikmig
olmasi ilgingtir. Bu teori, dort boyutlu uzay zamanin siirekliligi
olgusunun fizik ¢aligmalarinda 6n plana alinmasini saglamugtar.
Buna paralel olarak, Henri Poincaré gibi matematikgiler de daha
¢ok boyutlu geometrinin gizemli diinyasinda derinlere iniyor ve
Oklid paradigmasin1 agma yolunda ilerliyorlardu.

Duchamp, Oklid-disi geometriden oldugu kadar dérdiincii boyut
fikrinden de etkilenmigti. Unlii ressam E. P. Jouffret'nin 6zellik-
le Poincaré’nin ¢1g1r agan fikirlerine yer veren Elementary Treatise
on Four-Dimensional Geometry and Introduction to the Geometry of n

Dimensions isimli kitabini okurken séyle bir not diigmiig:®

Déort boyutlu bir seklin bizim uzamimiza digen gélgesi ti¢ bo-
yutludur (bakiniz Jouffret — Geom. of 4-dim., sayfa 186, son 3 satir)
... mimarlarin evlerin her bir kat1 i¢in plan ¢izerken kullandiklar
yonteme benzer sekilde, 4-boyutlu bir sekil (katlarinin her birin-
de) ¢ boyutlu kesitlerle gosterilebilir. Bu farkli katlar, dordiincii

boyut sayesinde birbirlerine baglanacaktir.
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Sanat tarihgisi Linda Dalrymple Henderson,* durumu soyle agik-
liyor: “Duchamp, uzun zamandir kabul goren ‘gergekler’le ¢elisen
yeni geometrilere dair, ezber bozan bir gey bulmugtu.” Henderson,
Duchamp’in ve ¢aginin diger sanatgilarinin dérdiincii boyuta gos-
terdikleri ilginin soyut sanatin dogmasina yol agan etkenlerden biri
oldugunu yazar.

Boylece, matematik sanat:1 bilgilendirmigtir; sanatgilarin sakl
kalan boyutlar1 gérmelerini saglamig ve diinyamiz hakkindaki baz:
derin gergekleri bagtan ¢ikarici estetik bir formda ortaya gikarabil-
meleri i¢in esin kaynag1 olmustur. Yarattiklar1 modern sanat ¢alig-
malari, ortak bilincimizi etkileyerek gergeklik algimizin gelisme-
sine yardimci olmugtur. Bu da arkadan gelen matematikgi neslini
etkilemigtir. Bilim felsefecisi Gerald Holton, bu durumu giiglii bir
bigimde agiklar:®

Aslina bakarsaniz bir kiiltiirii canli tutan, tiim bilegenleri ara-
sindaki etkilesimdir. Kiiltiiriin ilerleyisi, tiim farkl bilegenlerinin
yeni bir miicevher olugturmak i¢in bir araya gelebildigi simyayla
ilgili bir siirectir. Bu nokta, Poincaré ve Duchamp’in benimle ve
birbirleriyle hemfikir olduklarini ve ikisinin, kendilerine has farkli
bi¢imlerde ¢ok sevdikleri o hiper-uzayn bir yerinde, simdiye dek
kesinlikle kargilagtiklarini hayal ediyorum.

Matematik, geometrinin viicuda biiriindiigi tim halleri, sekil-
leri ve formlar algilamamizi miimkin kilar. Bizler ilgili cisimleri
gorsel olarak kafamizda canlandirsak da canlandiramasak da ma-
tematik tiim boyutlarda esit derecede gegerli evrensel bir dildir ve
kisitli gorsel hayal giiciimiiziin 6tesine gitmemizi saglar. Oyle ki
Charles Darwin matematigin bizlere “fazladan bir duyu” bagisla-
digini yazmugtir.®

Ornegin bizler dort boyutlu bir uzay hayal edemiyor olsak da
matematiksel olarak gercege doniistiirebiliriz. Ug boyutlu uzayda

bulunan noktalari (x, y, z) bigiminde gosterdigimiz gibi, dort boyut-
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lu uzayda bulunan noktalar1 da say:1 dortlilleri (x, y, 2, #) bigiminde
gosterebiliriz. Yine ayni sekilde, # herhangi bir dogal say1 olmak
kaydiyla, - boyutlu diiz bir uzayda bulunan noktalar1 #-li sayilar
olarak gérebiliriz (bunlar: 2. Bélim’de ele aldigimiz tizere, bir he-
sap tablosunun satirlariyla ayni sekilde analiz edebiliriz).

Bahsi gegen uzaylara neden diiz dedigimizi agiklamam gereke-
bilir. Bir ¢izgi agik¢a diizdiir ve bir diizlem i¢in de aynisini s6yle-
yebiliriz. Fakat, ii¢ boyutlu uzayin diiz oldugunu diiginmemiz ge-
rektigi bu kadar agik degildir. (Kiire veya simidin dig yizeyi gibi
ti¢ boyutlu uzay igerisine gébmiilmiis gesitli bikimli manifoldlar:
kastetmedigime dikkat ediniz. Burada, ii¢ boyutlu uzayin kendisin-
den bahsediyorum.) Ug boyutlu uzayin diiz olmasinin sebebi, egri-
liginin olmamasidir. Egriligin tam matematiksel tanim: Riemann
ylizeylerinin yaraticist Bernhard Riemann tarafindan yapilmigtir ve
bazi kritik noktalari igerir; 6ncelikli hedeflerimize teget gectigi igin
burada fazla ayrintiya girmeyecegiz. Ug boyutlu uzayin diiz olmas:
tizerine diglinmenin giizel bir yolu, birbirlerine dik ti¢ koordinat
ekseninden olugtugunu gérmektir. Tipk: bir diizlemin birbirine
dik iki koordinat ekseninden olugmas: gibi. Benzer sekilde, 7 adet
birbirine dik koordinat ekseninden olugan n-boyutlu bir uzayin da
egriligi yoktur ve bu ytizden dizdir.

Fizikgiler ytizyillardir, diiz bir ti¢ boyutlu uzayda yagadigimi-
z1 diigiinmiislerdir ama Onsoz béliimiinde de degindigimiz iizere,
Einstein genel gorelilik teorisinde yergekiminin uzayin egrilme-
sine yol agtigin1 gostermistir (bu egrilik az oldugu igin giindelik
hayatimizda onu fark edemiyoruz ama bu deger 0’a esit degildir).
Dolayisiyla, yagadigimiz uzay aslinda egri bir ii¢ boyutlu manifold
ornegidir.

Bu bizi yu soruyu sormaya itiyor: Bir egri uzay, daha ¢ok boyut-
lu diiz bir uzaya gomiilmeksizin (kiirenin diiz bir ii¢ boyutlu uzaya
gomiilmesi gibi) tek bagina nasil var olabilir? Yagadigimiz uzayin

diiz oldugunu diginmeye aligtigimizdan, giindelik hayatimizda
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egri sekiller sadece o diiz uzayin sinirlari igerisinde ortaya ¢iki-
yormus gibi goriiniirler. Ancak bu bir yanliganlama, dar gergeklik
algimizin yarattig1 yapay bir olgudur. Buradaki ironi ise oncelikle
yagadigimiz uzayin diiz olmamasidir! Matematik bize bu tuzak-
tan kurtulmak i¢in bir yol sunuyor: Riemann’in gésterdigi tizere,
egri uzaylar, onlari igeren bir diiz uzay olmaksizin, dogalari itiba-
riyla kendiliklerinden mevcutturlar. Boyle bir uzay: tanimlamak
i¢in ihtiyacimiz olan gey, bu uzayda yer alan iki nokta arasindaki
mesafeyi 6l¢memizi saglayacak bir kuraldir (bu kuralin belli dogal
ozellikleri kargilamas: gerekir); matematikgiler buna merrik adini
veriyor. Riemann’in ortaya attig1 metrik ve egrilik tensérii (curva-
ture tensor) matematiksel kavramlar1 Einstein’in genel gorelilik
teorisinin kége taglaridir.”

Egri sekiller ya da manifoldlar, rastlantisal olarak yiiksek bo-
yutlara sahip olabilir. Hatirlarsak, gember bir diizlem tzerindeki
verilen bir noktadan esit uzakliktaki noktalar kiimesi olarak ta-
nimlanir (ya da MGU'daki sinav gézetmenimin vurguladig tizere,
bu tiirdeki ##m noktalarin kiimesi!). Benzer gekilde, bir kiire de ¢
boyutlu uzayda verilen bir noktadan esit uzakliktaki tiim noktala-
rin kiimesidir. Bu durumda, bir kiirenin daha yiiksek boyutlu bir
benzerini (kimileri buna hiperkiire diyor), 7-boyutlu uzayda verilen
bir noktadan esit uzakliktaki noktalar kiimesi olarak tanimlayabi-
liriz. Bu kogul bize 7 tane koordinat olmas: kisitlamasini getiriyor.
Bu yiizden, n-boyutlu uzay igerisindeki bir hiperkiirenin boyutu
(n-1ydir. Daha da ileri giderek, bu hiperkiirenin dénme hareketle-
rinin Lie grubunu inceleyebiliriz.® Bunlar SO(r) olarak gésterilir.

Matematik Kralligi'nda gruplarin siniflandirilmasi agisindan ba-
karsak Lie gruplan ailesi iki cinse ayrilir: sonlu-boyutlu Lie gruplar:
(¢ember ve SO(3) gruplar: gibi) ve sonsuz-boyutlu Lie gruplari. Her
sonlu-boyutlu Lie grubunun da sonsuz sayida ¢ok eleman: olmasin-
dan dolay1 sonsuz olduguna dikkat edin. Ornegin gember grubu-

nun sonsuz sayida ¢ok elemani (gember tizerindeki noktalar) vardur.
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Ancak elemanlarinin hepsi tek bir koordinatla (a¢1) tanimlanabildigi
i¢in tek boyutludur. Sonsuz-boyutlu bir Lie grubunun elemanlarini
tanimlamak iginse sonsuz sayida koordinata ihtiyacimiz vardir. Bu
tir bir “cifte sonsuzluk” kavramini akilda canlandirmak gergekten
zordur. Ancak dogada bu tiir gruplar ortaya ¢iktig1 i¢in, bunlari da
incelememiz gerek. Simdi 6rnek olarak, i#/mik grubu olarak bilinen
sonsuz-boyutlu bir Lie grubunu tanimlayacagim.

Ilmik gruplarini agiklamak igin, ilk olarak {i¢ boyutlu uzaydaki
ilmikleri ele alalim. Basitge ifade etmek gerekirse ilmik, kapali bir
egridir (agagidaki sol tarafta gosterilen gibi). Bunlari, 6rgii grup-
larindan bahsederken gormiigtiik (ve “diigiim” adin1 vermigtik).?
Asagida sag tarafta gosterilen gibi kapali olmayan egrilerin ilmik

olarak degerlendirilmedigini vurgulamak istiyorum.

GO 3%

ilmik ilmik degil
Benzer gekilde, ilmikleri, herhangi bir M manifoldunun igin-
dekileri (kapali ilmikleri kastediyorum) de ele alabiliriz. Ttim bu
ilmiklerin uzayina, M’nin ilmik uzay: ad1 verilir.

17. Boliim’de daha ayrintili olarak ele alacagimiz tizere, bu il-
mikler, sicim teorisinde 6nemli bir yer tutmaktadirlar. Geleneksel
kuantum fiziginde, temel cisimler, elektron ve kuarklar gibi temel
pargaciklardir. Herhangi bir i¢sel yap: barindirmayan bu nesneleri
noktaya benzetebiliriz; bu yiizden, sifir boyutludurlar. Sicim te-
orisinde, doganin temel cisimlerinin tek boyutlu sicimler oldugu

varsayilir.1® Kapali sicim, M manifoldu (uzay-zaman) igine gomiili
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bir ilmikten ibarettir. Ilmik uzaylarinin sicim teorisinin dayanak
noktasi olmasinin sebebi de budur.

Simdi, §O(3) Lie grubunun ilmik uzayin ele alalim. Bu grubun
elemanlari, SO(3) i¢indeki ilmiklerdir. Bu ilmiklerden birini yakin-
dan inceleyelim. Oncelikle, yukaridaki resimde gosterilen ilmige
benzer. Gergekten de SO(3) tig boyutludur ve bu nedenle kiigik
Slgekte tig boyutlu diiz uzay gibi gozitkmektedir. Ikincisi, bu ilmik
tuzerindeki her bir nokta, SO(3)’in elemanidir; yani kiirenin dénme
hareketidir. Bu yilizden, ilmigimiz karmagik bir cisimdir: Kiirenin
dénme hareketlerinin olugturdugu tek parametreli bir topluluktur.
Bu tiir iki ilmik verildiginde, kiirenin ilgili donme hareketlerini dii-
zenleyerek bir tigiincisiini uretebiliriz. Dolayistyla SO(3)'tin ilmik
uzay1 bir grup hiline gelir. Biz buna SO(3)in ilmik grubu adin
veriyoruz.!! Bu, sonsuz boyutlu Lie grubunun giizel bir érnegidir:
Gergekten de sonlu sayida koordinatlar kullanarak bu gurubun ele-
manlarini tanimlayamayiz.2

Diger herhangi bir Lie grubunun ilmik grubu (6rnegin hiper-
kiirenin dénme hareketlerinin §O(n) grubu) da sonsuz-boyutlu bir
Lie grubudur. Bu ilmik gruplari, sicim teorisinde simetri gruplar:

olarak kargimiza ¢ikar.

Feigin ve Fuchs’'un tizerinde galigtigim makaleleriyle ilgili ikinci
kavram, Lie cebiri kavramiydi. Her bir Lie cebiri, bir anlamda ve-
rilen bir Lie grubunun basitlestirilmis halidir.

“Lie cebiri” terimi, mecburen kafa karigikli1 yaratiyor olabilir.
“Cebir” kelimesini duydugumuzda, ikinci dereceden denklemle-
ri ¢6zmek gibi, lisede gordiigiimiiz seyler aklimiza gelir. Halbuki
burada, “cebir” kelimesi farkli bir yan anlamda kullaniliyor: Belirli
ozellikleri olan matematiksel cisimleri ifade eden ve bolinmeden
kullanilan “Lie cebiri” teriminin pargast. Isminin hissettirdigi an-
lama ragmen, bu cisimler biitlin cebirler sinifi iginde, Lie gruplari-

nin biitiin gruplar sinifi iginde olugturdugu gibi aile olugturmazlar.
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Ama takilmaya gerek yok, bu terminoloji tutarsizligiyla yasamak
zorunday1z.

Lie cebirinin ne oldugunu agiklayabilmek igin, sizlere ilk 6nce
teget uzay kavramini agiklamaliyim. Endiselenmeyin, konudan
sapmayacag1z; kalkilistin ana fikirlerinden biri olan ve egri ge-
killerin dogrusal ya da diiz olanlara yaklagtirilmasin1 ifade eden
“dogrusallagtirma”y: (linearization) takip ediyoruz.

Ornegin bir gembere verilen bir noktadaki teget uzay, bu nok-
tadan gegen tiim ¢izgiler arasinda ¢embere en yakin olan ¢izgidir.
Yukarida ¢emberin boyutunu ele alirken bununla kargilagmigtik.
Teget ¢izgi, bu 6zel noktada gembere ¢ok hafifce degerken nok-
tadan gegen diger tim gizgiler, resimde gosterildigi gibi, gemberi
bagka bir noktada da keser.

Ayni gekilde, egri (yani tek boyutlu bir manifold) bir teget ¢iz-
giyle verilen bir noktaya yaklagtirilabilir. 1637 yilinda yayinlanan
Géométrie isimli kitabinda bu teget ¢izgileri hesaplamak igin etkili
bir yéntem tanimlayan René Descartes, oyle yazmigti:'> “Sunu
rahatlikla s6yleyebilirim ki bu problem sadece geometrinin benim
bildigim en yararli ve en genel problemi degil; ayn1 zamanda, be-
nim de ¢6ziimiini bilmeyi en ¢ok arzuladigim problemdir.” Benzer
sekilde bir kiire de teget bir diizlemle verilen bir noktaya yaklag-

tirilabilir. Bir basketbol topunu digiinelim: Yere koydugumuzda,
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zemine tek bir noktada temas eder ve zemin topun bu noktadaki
teget diizlemi olur.* #-boyutlu bir manifoldda verilen bir noktaya
n-boyutlu diiz bir uzay ile yaklagtirilabilir.

Bu durumda, her Lie grubu tizerinde grubun 6zdeglik (birim)
elemani olan 6zel bir nokta vardir. Lie grubunun teget uzayini
bu noktadan aliriz. Iste karsinizda bu Lie grubunun Lie cebiri!
Dolayisiyla, her Lie grubunun kiigiik kiz kardesi olarak goérebile-
cegimiz kendi Lie cebiri vardir.1>

Ornegin gember grubu bir Lie grubudur ve bu grubun 6zdeslik
eleman, bu cember 6 {izerinde 0 dereceye karsilik gelen verilen
bir noktadir. Dolayisiyla, bu noktadan gegen teget ¢izgi, cember
grubunun Lie cebiridir. Maalesef, SO(3) grubunun ve teget uza-
yinin resmini ¢izemiyoruz ¢iinki her ikisi de ti¢ boyutlu. Fakat
teget uzaylar: tanimlayan matematiksel teori, tim boyutlarda ayni
derecede iyi ¢aligacak gekilde kurulmugtur. Nasil iglediklerini ak-
limizda canlandirabilmek igin, onlari tek ya da iki boyutlu 6rnek-
ler (cember ya da kiire gibi) izerinde modelleyebiliriz. Bu gekilde,
daha az boyutlu manifoldlar: daha yiiksek boyutlu manifoldlarin
metaforlar1 olarak kullanmig oluruz. Ancak bunu yapmak zorunda
degiliz; matematigin dili, kisitl: gorsel sezgilerimizin Gtesine geg-
memizi saglar. Matematiksel olarak, n-boyutlu bir Lie grubunun
Lie cebiri, vektér uzayi olarak da bilinen 7-boyutlu bir diiz uzaydir."”

Dahasi var. Bir Lie grubu tizerindeki ¢arpma isleminin Lie ce-
birinde miimkiin kildig1 bir islem daha vardir: Lie cebirinin verilen
herhangi iki elemanu ile bir Gigiinciisiini olugturabiliriz. Bu islemin
ozelliklerini tanimlamak, bir Lie grubundaki ¢arpma igleminin
ozelliklerini tanimlamaktan daha zordur ve su an igin bunlar bize
gerekli degil.!® U¢ boyutlu uzayda ¢apraz carpim islemi vektor kal-
kiiliis galismig olan okurlarin agina olabilecegi bir 6rnektir.” Eger
bu islemi gordiiyseniz garip goriinen 6zelliklerini merak etmis ola-
bilirsiniz. Ne oldugunu tahmin edin. Bu islem aslinda ii¢ boyutlu

uzay1 Lie cebirine dontgtiirmektedir!
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Bunun aslinda SO(3) Lie grubunun Lie cebiri oldugu anlagili-
yor. Yani ezoterik goriinimlii ¢apraz ¢arpim iglemi, kiirenin dénme
hareketlerinin bilegimi kuralindan mirastur.

Uzerinde yapilan islem bu kadar garip gériiniiyorsa, Lie cebir-
leri ile neden ilgilendigimizi merak ediyor olabilirsiniz. Neden Lie
gruplar degil? Ilgimizin asil sebebi, genellikle egri olan (¢ember
gibi) bir Lie grubunun aksine, Lie cebiri diiz uzaydir (gizgi, diiz-
lem, vb). Bu 6zellik, Lie cebirlerinin incelenmesini Lie gruplarinin
incelenmesinden daha basit hile getirmektedir.

Ornegin, ilmik gruplarinin Lie cebirlerinden bahsedebiliriz.°
Ilmik gruplarinin basitlegtirilmis hali olarak diisiinmemiz gereken
bu Lie cebirlerine Kac-Moody cebirleri adi verilmistir. Ismini, Victor
Kac (Rusya’ dogdu, ABD'ye gog etti ve su anda MIT de 6gretim
iiyesi) ile Robert Moody’den (Ingiltere’de dogdu, Kanada’ya gog
etti ve simdilerde University of Alberta’da 6gretim tyesi) alir. Kac
ve Moody, 1968 yilinda birbirlerinden ayr1 olarak bu Lie cebirlerini
aragtirmaya baglamiglardir. O giin bu giindiir, Kac-Moody cebirleri
teorisi, matematigin en hizl biyiiyen ve atesli alanlarindan birisi

olmugtur.?!

Bir sonraki aragtirma projemin konusu olarak Fuchs bana bu Kac-
Moody cebirlerini 6nermisti. Konuyu 6grenmeye bagladigimda, ken-
di kendime bir sey yapabilecek hile gelinceye kadar ¢ok galigmam
gerektigimi fark ettim. Bununla beraber, konu ¢ok ilgimi ¢ekmigti.

Fuchs, Moskova'nin kuzeydogu bolgesinde, evime giden trene
binebilecegim istasyonlardan birinin yakinlarinda oturuyordu. Her
cuma, hafta sonunu gecirmek tizere eve gidiyordum. Bu yiizden
Fuchs, her cuma 6gleden sonra saat 5’te evinde bulusmamizi ve gé6-
rigmemizin ardindan evime giden trene binmemi 6nerdi. Onunla
genellikle yaklagik li¢ saat kadar ¢aligir (bu arada bana akgam ye-
megi de yedirirdi) ve ardindan son treni yakalardim; gece yarisina

dogru da evde olurdum. Bu bulugmalar, matematik egitimimde ¢ok
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onemli bir rol oynadi. 1986 yili giiz désnemimde her hafta bu bu-
lugmalar gerceklestirdik ve 1987 bahar doneminde de devam ettik.

Feigin ve Fuchs’'un uzun makalesini tamamen okuyup, kendi
aragtirma projeme baglayabilecegimi hissetmem, Subat 1987’yi buldu.
Bu arada, sadece Rusga degil bagka dillerde de kitap ve dergilerin
bulundugu (bunlarin 6nemli bir kismi Kerosinka’nin kiitiiphanesinde
de vardi) devasa bir argiv olan Moskova Bilim Kiitiphanesi'ne girig
hakki elde ettim. Kac-Moody cebirleri ve ilgili konular hakkinda
makale bulmak i¢in diizinelerce matematik dergisini incelemek
amactyla bu kiitiiphaneye diizenli olarak gitmeye bagladim.

Kac-Moody cebirlerinin benim géziimde yiiksek bir cazibeye
sahip olan kuantum fizigi uygulamalar: hakkinda bilgi edinmeye
de ayrica hevesliydim. Yukarida belirttigim tizere, Kac-Moody ce-
birleri sicim teorisinde 6nemli bir rol oynamaktadir ama iki boyutlu
kuantum fizigi modellerinin simetrileri olarak da kargimiza ¢ikar-
lar. Bizler ti¢ boyutlu bir uzayda yagiyoruz ve bu yiizden diinyami-
z1 tanimlayan gergek¢i modellerin de ti¢ boyutlu olmas: gerekiyor.
Eger zamani da eklersek dort boyuta gikariz. Ancak matematiksel
agidan, bagka boyutlardaki diinyalar: tanimlayan modeller kurup
onlari analiz etmemizi engelleyen higbir sey yok. Usten az boyutlu
modeller daha basittir ve onlar1 ¢6zme gansimiz da daha yiiksektir.
Daha sonra, i¢ ve dort boyutlu daha karmagik modellerle baga ¢ika-
bilmek i¢in, bu basit modellerden 6grendiklerimizi kullanabiliriz.

Bu aslinda, fiziksel diinyamiza dogrudan uygulanamayabilecek
ama gercekci modellerin dikkat gekici 6zelliklerinden bazilarini
tagiyan farkli boyutlardaki modelleri incelemek anlamina gelen ve
“matematiksel fizik” ismiyle bilinen ¢aligma alaninin ana fikirle-
rinden biridir.

Bu az boyutlu modellerin bazilarinin gergek diinya uygulamalar:
da mevcuttur. Ornegin, ¢ok ince bir metal tabakas iki boyutlu bir
sistern olarak gortilebilir ve dolayisiyla bir iki boyutlu model olarak
etkin bir gekilde tanimlanabilir. Bunun yaygin olarak bilinen bir
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ornegi, iki boyutlu kafes yapisinin diigiimlerinde yer alan birbirle-
riyle etkilegimli par¢aciklarin Ising modelidir. Tam ¢6ztimi Lars
Onsager tarafindan bulunan Ising modeli, ferromanyetizma (ken-
diliginden miknatislanma) olgusuna 1tk tutmugstur. Onsager’in
hesaplarinin merkezinde, bu modelin gizli bir simetrisi vardi. Bu
bize simetrinin fiziksel sistemleri anlamamizda harikulade bir rol
tstlendigini bir kez daha gosteriyor. Bu simetrinin Kac-Moody ce-
birlerinin yakin akrabalarindan biri olan ve Virasoro ismiyle bilinen
cebir tarafindan tanimlandig1 ok gegmeden anlagildi.?2 (Aslinda,
Feigin ve Fuchs'un incelemekte oldugum makalelerinin ana konusu
da Virasoro cebiriydi.) Simetrileri Kac-Moody cebirleriyle diizgiin
bi¢imde tanimlanan bu tiir modeller, olduk¢a genis bir sinif olugtur-
maktadir. Bu modelleri anlayabilmek igin Kac-Moody cebirlerinin

matematiksel teorisini bilmek sarttir.?®

Kerosinka’nin kiitiiphanesi, Referativny Zhurnal isimli (Referanslar
Dergisi) bir yayina tyeydi. Bu aylik dergi, tim dillerde ¢ikan yeni
makalelerin konulara gére diizenlenmis kisa 6zetlerini ve kisa bir
degerlendirmesini igeriyordu. Bu dergiyi diizenli olarak okumaya
basladim ve kisa siirede ne kadar degerli bir kaynak oldugunu anla-
dim. Her ay matematik makaleleri ile ilgili yeni bir cilt gelir ve ben
de ilgili bolimleri tarayarak ilging bir seyler bulmaya galigirdim.
Eger ilgimi geken bir sey bulursam kiinyesini not eder ve Moskova
Bilim Kitiiphanesi'ne bir sonraki gidisimde alirdim. Bu sekilde
birgok ilging sey kesfettim.

Bir giin, Referativny Zhurnal dergisinin sayfalarini gevirirken,
Japon matematik¢i Minoru Wakimoto’'nun bir makalesine dair
bir degerlendirme yazisina rastladim. Makale, yakindan takip
ettigim Communications in Mathematical Physics isimli dergide
yayinlanmigti. Degerlendirme yazisi ¢ok fazla bilgi vermiyordu
ama makalenin bagligi, kiirenin dénme hareketi gruplari SO(3)

ile iligkili olan Kac-Moody cebirine atifta bulunuyordu. Bu yiiz-
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den makalenin kiinyesini kaydettim ve Bilim Kiitiiphanesi'ne bir
sonraki gidisimde okudum.

Yazar makalede, SO(3) ile iligkili Kac-Moody cebirinin yeni ger-
¢eklesimlerini kurmugtu. Bunlarin neler olduguna dair fikir vermek
i¢in kuantum fiziginin dilini kullanacagim (Kac-Moody cebirleri
kuantum fizigi modellerinin simetrisini tanimladig i¢in burada
uygundur). Temel parcaciklar arasindaki etkilesimi tanimlayan
modeller gibi, gercek¢i kuantum teorileri de oldukg¢a karmagiktir.
Bununla birlikte, etkilesimin neredeyse hi¢ s6z konusu olmadig:
daha basit, ideallestirilmis, “serbest alan modelleri” olugturmak
mumkindir. Bu tir modellerde, kuantum alanlar: birbirlerinden
“bagimsiz” oldugu igin bu ismi almiglardir.?* Bu tiir serbest alan
modellerinin birinin i¢inde, karmagik ve bu ytizden daha ilging
kuantum modeliyle kargilagsmak gayet olasidir. Bu, karmagik mo-
delleri bilesenlerine ayirip ¢6ziimlememize ve bagka tiirli miimkiin
olmayan hesaplari1 yapmamiza olanak tanir. Sonug olarak, bu tiir
gerceklesimler oldukga faydali olmugtur. Bununla birlikte, simetri
olarak Kac-Moody cebirlerine sahip olan kuantum modelleri igin
bu tiir serbest alan gergeklesimlerinin bilinen 6rnekleri oldukga dar
gerceveli olmustu.

Wakimoto'nin makalesini okurken, sonucun SO(3) ile iligkili
ve en basit Kac-Moody cebirinde miimkiin olan en genis serbest
alan gergeklesimi olarak yorumlanabilecegini fark ettim. Bu sonu-
cun 6nemini anladim ve beni su konu hakkinda diginmeye sevk
etti: Bu gergeklesim nereden geliyordu? Bunu diger Kac-Moody
cebirlerine genellemenin bir yolu var miydi? Kendimi bu sorularla
ugragmaya hazir hissettim.

Bu giizel ¢alismay1 goriip potansiyelini fark ettigimde hissettigim
heyecani nasil tanimlayacagimi bilemiyorum. Uzun bir yolculugun
ardindan birdenbire karginiza gikiveren dagin tepesi gibi oldugunu
soyleyebilirim. Nefesinizi tutup o bityilii giizelligi iginize aldiginiz-

da sdyleyebileceginiz tek sey “Vay canina!” olur. Bu, ilhamin geldigi
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andir. Heniiz zirveye ulagmadiniz, karginiza ¢ikacak engellerden
bihabersiniz ama cazibesi karg1 konulamaz ve siz kendinizi simdiden
zirvede hayal ediyorsunuz. Artik onu fethetmek sizin isiniz. Peki,

acaba bunu bagaracak gii¢ ve dayanikliliga sahip misiniz?



11. Bolum:

Zirvenin Fethi

Yaz geldiginde, bulgularimi Fuchs ile paylagmak i¢in hazirdim.
Wakimoto'nun makalesinden benim kadar etkilenecegini biliyor-
dum. Kendisi ile goriigmek tizere sayfiye evine gittigimde, kiigiik
bir sorunumuz oldugunu séyledi: Beraber ¢aligmalar yaptig: eski
ogrencisi Boris Feigin ile bana yanliglikla ayn: giin igin randevu
vermigti—yanliglikla oldugunu séyledi ama ben inanmadim (Fuchs
¢ok sonralari, bunu kasten yapmig oldugunu kabul etti).

Fuchs birkag ay 6nce beni Feigin ile tanigtirmigti. Gelfand’in
seminerlerinin birinden hemen 6nceydi; 6rgii gruplar hakkindaki
makalemi heniiz bitirmig ve Feigin ile Fuchs’un yazisin1 okumaya
baslamigtim. Fuchs'un tegviki ile Feigin’den bagka neler okumam
gerektigi yoniinde tavsiyelerde bulunmasini rica ettim. Boris Lvovich
(ona 6yle hitap ediyordum), heniiz otuz iig yaginda olmasina ragmen
Moskova matematik camiasinin en biiyiik yildizlarindan biriydi.
Kot pantolon ve iyice yipranmig spor ayakkabilar giyen, olduk¢a
utangag biriydi. Gozlerini ¢evreleyen genis kalin gézlikleri var-
d1 ve gorligmemizin bityiik kisminda g6z temasindan kagmak igin

yere bakmigt1. Kugkusuz ben de utangagtim ve kendimden pek
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emin sayilmazdim: Ben heniiz yolun baginda bir 6grenci, o ise tinli
bir matematik¢iydi. Dolayisiyla, pek de hos bir kargilagma oldugu
soylenemezdi. Fakat bir ara gozlerini yerden kaldirip yatigtiric1 bir
gilimseme ile bana bakti ve o an tiim buzlar eridi. Samimi neza-
ketini hissedebiliyordum.

Ne var ki, Feigin’in ilk tavsiyesi beni trkiittii: Landau ve
Lifshitz’in Statistical Physics kitabin1 okumam gerektigini soyledi.
Bu beklentinin o sirada bana tam anlamuyla drkiitiicii gériinmesi-
nin bir nedeni, kitabin biyikligi ve agirlig: itibariyla okullarda
hepimize zorunlu olarak okutulan Komunist Parti tarihi ile ilgili
ders kitabina benzemesiydi.

Feigin, bunun siki bir tavsiye oldugunu savunuyordu; bu gergek-
ten de 6nemli bir kitaptir ve nitekim yaptigim arastirma ileride tam
olarak o alana y6neldi (yine de utanarak itiraf ediyorum ki kitab:
hild okumadim). Ama bu fikir o zamanlar kulagima pek hos gel-
medi ve belki de bu yiizden ilk gériismemizde bir yere varamadik.
Dogruyu soylemek gerekirse, Fuchs’un yazliginda goristigimiz
gine kadar Feigin ile olan hukukum, Gelfand’in seminerlerinde
karsilagtigimizda “Merhaba” demenin Gtesine gitmedi.

Yazliga vardiktan kisa bir siire siire sonra, Feigin’in camin 6niinde
bisikletinin pargalarini sékmekle ugragtigini fark ettim. Selamlagma
ve ufak bir sohbetin ardindan mutfaktaki yuvarlak masanin etrafina
oturduk ve Fuchs bana “Yeni bir geyler var m1 bakalim?” diye sordu.

“Aslina bakarsaniz evet... Japon matematik¢i Wakimoto'nun
ilging bir makalesini buldum.”

“Himmm...” Fuchs Feigin’e déndi: “Bunu biliyor muydun?”

Feigin hayir anlaminda bagini sallayinca, Fuchs bana “Genellikle
her seyi bilir ... ama bu makaleyi gormemis olmas: iyi —bdylece,
soylediklerini dinlemek onun igin de ilging olacak,” dedi.

Ikiliye, Wakimoto’nun ¢aligmasini anlatmaya koyuldum.
Beklendigi tizere, her ikisi de ¢ok ilgi gosterdi. Feigin ile matema-

tiksel kavramlari derinlemesine tartigma firsatini ilk kez yakaliyor-
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dum ve hemen o an uyustugumuzu hissettim. Dikkatle dinliyor ve
tam yerinde sorular soruyordu. Bulduklarimin 6nemini kavramagts;
sakin ve rahat tavrin1 korumakla beraber heyecanlanmig goriini-
yordu. Fuchs olan biteni izliyordu ve Feigin ile birbirimizi daha iyi
tanimamiz i¢in yaptig1 gizli planin bu kadar iyi gitmesine sevindi-
ginden eminim. Gergekten de harika bir sohbetti. Onemli bir seye
yaklagmakta oldugumu hissediyordum.

Fuchs da benzer bir hissiyattaymag gibi goriiniyordu. Ayrilirken
bana “Iyi is gikardin. Bunun senin makalen olmasini isterdim ama
artik bunu bir sonraki agamaya tagimaya hazir oldugunu distini-
yorum,” dedi.

Eve dondiim ve Wakimoto'nun makalesinde ortaya konan soru-
lar iizerinde ¢aligmaya devam ettim. Wakimoto, formiillerine dair
higbir agiklama vermemigti. Adli bir sorugturma yiritircesine
formiillerin ardindaki biiyiik resmin izlerini bulmaya galigtyordum.

Birkag giin sonra, resim belirmeye basladi. Yurttaki odamda tur-
larken, anlik bir i¢g6rii ile Wakimoto'nun formiillerinin geometriden
geldigini fark ettim. Bu sagirtic1 bir kesifti ¢linkii Wakimoto'nun
yaklagimi tamamen cebirseldi; geometriye dair higbir ipucu yoktu.

Bu geometrik yorumumu agiklayabilmek i¢in, kiirenin ve onun
ilmik grubunun simetrilerinin SO(3) Lie grubuna geri dénelim.
Bir 6nceki bolimde de agiklandigi tizere, SO(3)'tin ilmik grubu-
nun bir elemani, §O(3)in elemanlarinin bir toplamidir; ilmigin
her bir noktas: SO(3)’lin bir elemanina karsilik gelir. SO(3)’in bu
elemanlarinin her biri kiireye belirli bir donme hareketiyle etki
eder. Bu ise, SO(3)"in ilmik grubunun her bir elemaninin kiirenin
ilmik uzayinin bir simetrisini meydana getirdigi anlamimna gelir.!

Bu bilgiyi, §O(3) ile iligkili Kac-Moody cebirinin bir gdsterimi-
ni elde etmek tzere kullanabilecegimi fark ettim. Bu yine de bize
Wakimoto'nun formiillerini vermez. Bu yiizden, formiilleri oldukga
radikal bir bicimde yeniden diizenlememiz gerekir. Bunu, bir ceketi

ters yiiz etmeye benzetebiliriz. Ttim ceketler ters yiiz edilebilir ama
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genellikle giysi kullanilamaz bir hil alir —bu gekilde toplum igine
¢ikamayiz. Ancak her iki tarafi da giyilebilen ceketler var. Ayni sey
Wakimoto'nun formiilleri i¢in de gegerliydi.

Kazandigim bu yeni bakis agistyla, Wakimoto'nun formiillerini
hemen daha karmagik yapiya sahip olan diger Kac-Moody cebirleri-
ne genellemeye caligtim. Geometrik olan ilk agamada, tipki SO(3)'te
oldugu gibi basarili oldum ama formiilleri “ters yiiz” etmeye ¢ali-
sirken kafam karigt1. Ortaya ¢ikan matematigin bir anlami yoktu.
Formiillerle oynamaya galigtim ama problemin stesinden gelecek
yolu bir tiirlii bulamadim. Gayet gergekgi bir olasilik olan, bu yapinin
sadece SO(3) i¢in ige yarayip daha genel Kac-Moody cebirleri igin ige
yaramadigini degerlendirmek zorunda kaldim. Problemin bir ¢6ziimii
olup olamadigindan emin olmanin bir yolu yoktu ve olsa dahi eli-
mizdeki yontemlerle elde edilip edilemeyecegi belli degildi. Elimden
geldigi kadar ¢ok caligmali ve en iyi sonucu elde etmeyi ummaliydim.

Bir hafta gegti ve Fuchs ile tekrar bulugsmanin zaman gelip cattu.
Ona yaptigim hesaplardan bahsetmeyi ve tavsiyelerini almayi plan-
liyordum. Yazliga vardigimda Fuchs, karisinin bazi 1vir zivir igleri
halletmek tizere Moskova'ya gitmek zorunda kaldigini ve kendisinin
de iki kiigiik kiziyla ilgilenmesi gerektigini soyledi.

“Ama” dedi ve devam etti, “Feigin diin buradaydi, gecen hafta
bize anlattiklarindan ¢ok etkilenmis. Neden onu ziyaret etmiyor-
sun; evi buraya sadece on beg dakikalik mesafede. Ona, seni yolla-
yacagimi s6yledim yani seni bekliyor.”

Bana yolu tarif etti ve Feigin'in yazlik evine gittim.

Feigin, gercekten de bekliyordu. Beni sicak bir bigimde kargi-
lads, cana yakin esi Inna ve ii¢ ¢ocugu (isimleri Roma ve Zhenya
olan, sekiz ve on yaslarinda, yerinde duramayan iki erkek gocugu
ve iki yagindaki sevimli kizlar1 Lisa) ile tanigtirdi. O an, ilerleyen
yillarda bu giizel aile ile ¢ok yakin olacagimizin farkinda degildim.

Feigin’in esi bize gay ile kek ikram etti ve terasa oturduk. Giizel

bir yaz ikindi vaktiydi; giines 1ginlar1 yapraklarla bezeli agaglarin
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arasindan figkiriyor, kuglar civildagtyordu; siir gibi bir kir ortamuy-
d1. Fakat pek tabii ki sohbet hemen Wakimoto’nun olugturdugu
yaptya geldi.

Feigin’in de konu hakkinda digindiigi ve goriglerinin benzer
dogrultuda oldugu anlagiliyordu. Sohbetimizin baginda esasen bir-
birimizin ciimlelerini tamamliyorduk. Cok giizel bir duyguydu: O
beni tamamen anliyor, ben de onu anliyordum.

Yapiy: diger Kac-Moody cebirlerine genellerken ¢uvalladigimi
soyleyerek soze bagladim. Feigin beni dikkatle dinledi ve bir siire
sessizce oturup, konu hakkinda digiindiikten sonra, géziimden ka-
¢an bir noktaya dikkatimi ¢ekti. Wakimoto’'nun yapisin1 genelles-
tirirken kiirenin uygun bir genellemesini — $O(3)’in simetriler ile
etki ettigi bir manifold— bulmamiz gerekiyordu. SO(3) s6z konusu
oldugunda, bu pratik olan tek segenektir. Diger gruplar iginse bir-
den fazla segenek bulunuyor. Yaptigim hesaplarda, kiirenin dogal
genellemelerinin izdigtimsel uzaylar (projective spaces) oldugunu
kabul etmistim ama aslinda boyle bir zorunluluk s6z konusu degildi.
Bir yere varamamig olmam, uzaylar se¢imimin yetersiz olmasindan
kaynaklaniyor olabilirdi.

Yukarida da agikladigim gibi, her sey g6z 6niinde bulunduruldu-
gunda, formiilleri “ters yiiz” etmem gerekiyordu. Tiim yap, sonunda
ortaya ¢tkacak formiillerin hala gegerli olmasi gibi mucizevi bir bek-
lentiye dayanmaktaydi. En basit SO(3) grubu igin, Wakimoto'nun
durumunda da olan buydu. Benim yaptigim hesaplar, izdigtimsel
uzaylar i¢in bunun gegerli olmadigini gésteriyordu ama bu, daha iyi
bir yapinin bulunamayacagi anlamina gelmiyordu. Feigin, bayrak
manifoldlarini (flag manifolds) denememi onerdi.?

§O(3) grubu i¢in bayrak manifoldu kiiredir; bu yiizden diger
gruplar i¢in bu uzaylar, kiirenin dogal ikameleri olarak gériilebilirler.
Bununla beraber bayrak manifoldlari, izdiigiimsel uzaylardan daha
zengin ve ¢ok yonlidiirler. Bu ylizden, Wakimoto’nun yapisinin bir

benzerinin onlar i¢in ige yartyor olmasi miimkiindi.



180 ASK VE MATEMATIK

Hava kararmus, eve gitme vakti gelmigti. Bir sonraki hafta tekrar
bulugmayi kararlagtirdiktan sonra Feigin’in ailesi ile vedalagtim ve
tren istasyonuna geri dondim.

Eve doniig yolunda, agik camlarindan igeri 1lik yaz havas: dolar-
ken bog vagonda problem hakkinda diigiinmekten kendimi alikoya-
miyordum. Problemi hemen oracikta halletmeliydim. Bir kalem ve
not defteri ¢ikartip, en basit bayrak manifoldu igin formiilleri yaz-
maya koyuldum. Kesik kesik ve yiiksek sesler ¢ikartan eski tren, bir
ileri bir geri salliyor ve kalemi diizgiin tutmamu zorlagtirtyordu; bu
yiizden de yazdigim formiiller karman ¢ormandi. Yazdiklarimi zor
okuyordum ama bu karmaganin ortasinda beliren bir oriinti vardi.
Sonug alamadan ugragtifim ve gegen hafta tim zamanim tiiketen
izdigiimsel uzaylarla kargilagtirdigimizda, bayrak manifoldlar: igin
isler daha iyi gidiyordu.

Birkag satir hesap daha, ve... Evreka! Ise yariyordu. “Ters yiiz”
edilen formiiller, Wakimoto’'nun ¢aligmasindaki kadar iyi igliyordu.
Yapi gayet giizel bir bigimde genellegti. Mutluluktan kendimden
gectim: Dikkate deger bir sonugtu. Yapmigtim, Kac-Moody cebir-
lerinin, yeni serbest-alan gergeklesimlerini bulmugtum!

Ertesi sabah hesaplarimi dikkatle gézden gegirdim. Her sey
¢ozilmigti. Feigin’in yazlik evinde telefon yoktu; bu yiizden onu
arayip, yeni kesiflerimi anlatamazdim. Onlari bir mektup bigi-
minde yazdim ve sonraki hafta bulugtugumuzda ona yeni sonug-

lar anlattim.

Beraber ¢aligmaya bu sekilde bagladik. Benim 6gretmenim, akil
hocam, danigmanim ve arkadagim oldu. Baglarda ona eski moda
Rus tarzi olan ve baba adin1 da igeren Boris Lvovich geklinde hitap
ediyordum ama sonradan daha gayriresmi olan Borya’y: kullan-
mam icin 1srar etti.

Ogretmenlerim konusunda oldukga gansliydim. Evgeny

Evgenievich bana matematigin giizelligini gosterdi ve ona dgik ol-
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mamu sagladi. Ayrica, temel konular1 6grenmeme yardimc: oldu.
Fuchs, MGU’ya giris sinavi felaketinden sonra beni kurtard: ve
kararsiz kaldigim matematik kariyerime hizli bir baglangi¢ yapma-
mu sagladi. Becerilerime glivenmemi saglayan ilk ciddi matematik
projemde rehberlik etti ve matematik ile fizigin ¢akistig1 ilging bir
aragtirma alanina yénelmemi sagladi. Sonunda birinci lige ¢tkmak
i¢in hazirdim. Borya, yolculugumun bu agamasinda, hayal edilebi-
lecegim en iyi danigman oldugunu gésterdi. Matematik kariyerim
olaganiisti bir hiza kavuguyor gibiydi.

Borya Feigin, hi¢ kugkusuz, neslinin tiim diinyadaki en 6zgiin
matematikgilerinden biridir, en derin matematik algisina sahip bir
vizyonerdir. Modern matematigin biiyili giizellikler ve miithis bir
uyumla dolu harikalar diinyasina girmemi saglad: ve orada ilerle-
mem i¢in bana yol gosterdi.

Bugiin artik kendi 6grencilerim var ve Borya'nin (ve daha 6nce
Evgeny Evgenievich ile Fuchs'un) benim i¢in yaptiklarinin dege-
rini daha iyi anliyorum. Ogretmen olmak zor zanaat! Birgok agi-
dan, ¢ocuk sahibi olmaya benzedigini zannediyorum. Higbir sey
beklemeden, ¢ok fazla fedakarlikta bulunmaniz gerekir. Tabii ki
miikafatlar1 da ¢ok biiyiik olabilir. Ancak 6grencilerinize hangi
yoni isaret edeceginize, onlara ne zaman yardim eli uzatacaginiza
ve onlar1 ne zaman derin sulara salip, kendi baglarina yiizmeyi 6g-
renmelerine firsat vereceginize nasil karar verirsiniz? Bu bir sanat.
Hig kimse bunu nasil yapabileceginizi size 6gretemez.

Borya bana ve bir matematikgi olarak kaydettigim ilerlemeye cok
ozen gosterdi. Higbir zaman ne yapmam gerektigini sylemedi ama
onunla konugmak ve ondan bir seyler 6grenmek, bana her zaman
bir yon hissi verdi. Artik her nasil yapiyorduysa, bir sonraki adimda
ne yapmak istedigimi bildigimden emin olmami saglayabiliyordu.
O benim yanimda olunca dogru yolda olduguma daima inandim.

Onun hocam olmasi, benim igin biiyiik bir ganstu.
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1987 giiz dénemi bagliyordu, artik Kerosinka’daki dérdiincii yilim-
di. On dokuz yagindaydim ve hayatim hi¢ olmadig: kadar heyecan
doluydu. Yurtta kalmaya devam ediyor, arkadaglarimla disar1 ¢iki-
yor ve 41k oluyordum... Bir yandan da ¢aligmalarim siirdiiriiyor-
dum. O zamana kadar, derslere pek girmeyip, sinavlara kendim
hazirlaniyordum (genellikle sinava birkag giin kala). Yine de tam
A aliyordum - B aldigim tek ders Marksist Ekonomi Politik’ti (ne
kadar utang verici).

Zamanimin ve enerjimin bitytik kismini alan Borya'yla stirdiir-
digimiz matematik ¢aligmalarini, “ikinci bir hayatim” oldugunu
¢ogu insandan gizliyordum.

Borya ile genellikle haftada iki kez buluguyorduk. Asil olarak
Kat1 Hal Fizigi Enstitiisi'nde ¢aligtyordu ama orada pek isi olmu-
yordu ve haftada bir kez goriinmesi yetiyordu. Diger giinler, anne-
sinin kendi evine on dakikalik yiiriime mesafesindeki dairesinde
caligtyordu. Bu ev, Kerosinka'ya ve yurduma da yakindi. Cogunlukla
orada buluguyorduk. Sabah erkenden ya da 6gleden hemen sonra
giderdim ve bazen tiim glinimiizii alacak sekilde projemiz iizerin-
de galigirdik. Borya’nin annesi akgam igten déniince yemegimizi
hazirlardi ve saat dokuz gibi Borya'yla birlikte ¢ikardik.

Boryaile yaptigimiz ilk ig, bulgularimizin kisa bir 6zetini yazip,
Russian Mathematical Surveys dergisine yollamak oldu. Makalemiz,
matematik dergileri igin kisa sayilabilecek bir siirede, bir y1l i¢in-
de yayinlandi.® Bunu hallettikten sonra projemizi daha da gelig-
tirmeye koyulduk. Ortaya koydugumuz yap: giiglilydii ve birgok
yeni aragtirma alani agiyordu. Bulgularimizi Kac-Moody cebir-
lerinin gosterimlerini daha iyi anlayabilmek amaciyla kullani-
yorduk. Caligmamiz iki boyutlu kuantum modellerinin serbest
alan gergeklesimlerini gelistirmemizi de sagladi. Bu, s6z konu-
su modellerde daha 6nce ulagilamayan hesaplar: yapabilmemize
imkan tanidi ve kisa siire igerisinde fizikgilerin ¢aligmamiza ilgi
duymasina sebep oldu.
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Bunlar heyecan dolu giinlerdi. Borya ile bulusmadigimiz giinler
kendim ¢alistyordum —hafta igleri Moskova’'da, hafta sonlari ise
evde. Bilim Kiitiiphanesine gitmeye ve yakindan ilgisi olan konu-
larda giderek daha fazla kitap ve makaleyi bir solukta okumaya de-
vam ediyordum. Bu yayinlar1 yagiyor, yiyor ve igciyordum. Bu giizel
paralel evrene gegmis gibiydim ve orada kalip, bu riiyanin daha da
derinine inmek istiyordum. Her yeni kesif ve her yeni fikirle bu
biiyili diinya gittik¢e daha fazla benim evim oluyordu.

1988 giiziine geldigimizde ise Kerosinka’daki besinci ve sonuncu
yilima bagladim ve gercek hayata geri ¢ekildim. Gelecek hakkinda
disiinmeye baglamanin zamani gelmisti. Sinifimda zirvede olma-
ma ragmen bagari gansim pek i¢ agic1 sayilmazdi. Lisansiisti egitim
alabilecegim okullarda ve lisans mezunlarinin girebilecegi iyi islerde
anti-Semitizm hikimdi. Moskova’da oturma iznimin (propiska) ol-

mamast igleri daha da zorlastiriyordu. Kiyamet giinii yaklagtyordu.



12. Boliim:
Bilgi Birikimi Agaci

Akademik kariyer sahibi olmama asla izin verilmeyecegini bilmeme
ragmen matematik ¢aligmalarimi siirdiirdim. Mark Saul bir yazi-
sinda! bu konuya degindi (benden adimin kisaltmas: olan “Edik”

diye bahsederek):

Edik ve digerlerini akintiya kars: yilizen somon baliklar1 gibi
devam etmeye iten neydi? Universitede maruz kaldiklari ayrimci-
ligin profesyonel hayatlarinda da devam edecegine dair her tiirld
gosterge mevcuttu. Hal béyleyken, matematikte kariyer yapmak
i¢in neden bu kadar yogun bigimde ve bu tiir garipliklere gogiis

gererek hazirlaniyorlard: ki?

Entelektiiel ugragin verdigi katiksiz haz ve tutkudan bagka bek-
ledigim higbir gey yoktu. Hayatimi matematige adamak istememin
tek sebebi onunla ugragmaktan hoglaniyor olmamd:.

Sovyet déneminin ruhsuz hayatinda, tutkulu gengler enerjilerini
i hayatina aktaramiyorlard; ekonomik sistemde 6zel sektr yoktu.
Aksine siki bir devlet kontroli hikimdi. Benzer sekilde, komunist

ideoloji begeri bilimler, ekonomi bilimi ve sosyal bilimler alanindaki
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entelektiiel ugraglari kontrol altinda tutuyordu. Bu alanlardaki tim
kitaplar ve bilimsel makaleler Marks, Engels veya Lenin’den alinti-
larla baglamak ve konuya iligkin Marksist bakig agisin1 desteklemek
zorundayd1. Yabanci bir felsefeye dair makale yazabilmenin tek yolu,
mesela makaleyi filozoflarin “gerici burjuva gorislerini” kinayan
bir metin olarak takdim etmekti. Bu siki kurallara uymayanlar
suglanir ve eziyete maruz kalirdi. Ayni ey sanat, miizik, edebiyat
ve sinema i¢in de gegerliydi. Sovyet toplumunu, politikalarini ya
da yagam tarzin elestirdigi —ya da sadece “sosyalist gergekgilik”
olgiitlerinden saptigi— ancak dolayl olarak digiiniilebilecek her
sey tez elden sansiirlenirdi. Kendi sanatsal gorislerini takip etmeye
cliret eden yazar, besteci veya yonetmenler yasaklanir ve yaptiklar
caligmalar ya rafa kaldirilir ya da yok edilirdi.

Bilimin birgok alanina da parti ¢izgisi hakimdi. Ornegin genetik
bilimi uzun yillar yasakliyd: ¢iinkii bulgularinin Marksizm 6gretileri
ile geliski icinde oldugu diginiiliyordu. Dil bilimi i¢in de durum
ayniyd1: Kendisini bu alanda (diger pek goklar: gibi) uzman sayan
Stalin, On Certain Questions of Linguistics (Bazi Dilbilim Sorunlari
Uzerine) isimli yiiz kizartict denemeyi yazdiktan sonra, bu genis
¢aligma alani biiyiik 6lglide anlamsiz olan bu tezin yorumlanmasi-
na indirgendi. Bu yolu izlemeyen kisiler baskiya maruz kaliyordu.

Boyle bir ortamda matematik ve teorik fizik, 6zgiirligiin yeser-
digi birer vaha gibiydi. Komiinist apparatgikler hayatin her alanini
kontrol etmek istiyor olsalar da bu alanlar onlarin anlayamayacag
kadar soyut ve zordu. Stalin bile matematik hakkinda herhangi bir
goriis bildirmeye higbir zaman ciiret etmedi. Ote yandan Sovyet
liderler, anlagilmas: gii¢ ve ezoterik gériinen bu alanlarin niikleer
silah geligtirmek i¢in 6nemli oldugunu kavradilar ve bu yiizden de
s6z konusu alanlar1 “karigtirmak” istemediler. Sonug olarak, atom
bombasi projesinde ¢aligan matematikgilere ve fizikgilere (ogunun
goniilsiiz oldugunu sdyleyebilirim) miisamaha gosteriliyordu, hatta

Biiyiik Birader bazilarina gayet iyi davraniyordu.
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Dolayisiyla, matematik bir yandan soyut ve ucuzdu, diger yan-
dan Sovyet liderlerinin ¢ok 6nem verdigi alanlara —o6zellikle reji-
min ayakta durmasini saglayan savunma gibi— da fayda sagliyordu.
Matematikgilerin aragtirmalarini yapmalarina biyik oranda izin
verilmesinin ve diger alanlarda uygulanan sinirlamalara maruz
kalmamalarinin (daha 6nce bahsettigim “99’larin Mektubu’nda
oldugu gibi burunlarini politikaya sokmadiklar: miiddetge) sebe-
bi buydu.

Birgok yetenekli gencin uzmanlik olarak matematigi segme sebe-
binin bu oldugunu zannediyorum. Entelektiiel ugraglarini 6zgiirce

surdirebilecekleri yegine alan buydu.

Matematige tutkuyla bagh ve ondan ¢ok keyif aliyor olsam da, bir
ise ihtiyacim vardi. Bu yilizden, Borya ile gizli olarak yirittigim
as1l matematik ¢aligmalarima paralel olarak, Kerosinka’da bir mik-
tar “resmi” aragtirma yapmam gerekiyordu.

Kerosinka’daki danigmanim, Uygulamali Matematik Bolimi’'niin
ogretim uyelerinden biri olan ve fakiiltenin en karizmatik ve saygide-
ger uyeleri arasinda yer alan Yakov Isaevich Khurgin idi. Gelfand’in
eski 6grencilerinden olan Yakov Isaevich, o siralar altmish yaslarinin
sonlarinda olmakla beraber en havali 6gretmenlerimizden biriydi.
Dersleri ilgi ¢ekici bir bigimde islemesine ve sahip oldugu mizah
duygusuna bagli olarak, en yiiksek 6grenci katilimi onun derslerinde
olurdu. Ugiincii yilimdan itibaren derslerin ¢ogunu asmama rag-
men, olasilik teorisi ve istatistik Gzerine verdigi derslere her zaman
katilmaya ¢aligirdim. Onunla ¢aligmaya tiglincii yilimda bagladim.

Yakov Isaevich, bana karsi ok nazikti. Bana iyi davranilmasim
saglamaya ¢aligir ve ne zaman yardima ihtiyacim olsa hep yanimda
olurdu. Ornegin yurtta bazi sorunlarim oldugunda miidahale et-
mek i¢in yetkisini kullandi. Yakov Isaevich “isleri nasil yiritece-
gini” ¢6zmis akilli bir adamdi: Yahudi olmasina ragmen, tam za-

manl 6gretim lyesi ve petrol aramadan ilag sektériine kadar gegitli
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alanlarda galigmalar yapan laboratuvarin bag1 olarak, Kerosinka’da
prestijli bir konumu vardi.

Ote yandan, uzman olmayanlar i¢in yazdig1 birtakim gok satan
matematik kitabi ile matematigin popiilerlesmesini de sagliyordu.
Bu kitaplar arasindan So What? adindakini bilhassa severim. Bu,
Yakov Isaevich’in bilim insanlari, mithendisler ve doktorlarla igbir-
ligini anlatan bir kitaptir. Onlarla olan diyaloglar: iizerinden ilging
matematiksel kavramlari (bunlar ¢ogunlukla uzmanlik alani olan
olasilik ve istatistige dairdi) ve bunlarin uygulamalarini anlagilir
ve eglenceli bir bigimde anlatir. Kitabin baglig1, bir matematikgi-
nin gergek hayattaki problemlere yaklagimindaki merak duygusu-
nu yansitmay1 amagliyor. Bu kitaplar ve matematiksel kavramlar:
halkin anlamasini saglama yoniindeki hevesi beni ¢ok etkilemigtir.

Yakov Isaevich uzun yillar bagta iirologlar olmak tizere tip dok-
torlariyla birlikte ¢aligti. Bu motivasyonunun ardinda sahsi bir sebep
vardi. Mekh-Mar'a kayit oldugu sirada, Ikinci Diinya Savag'nda 6n
saflarda gorevlendirilmis ve o buz gibi siperlerde ciddi bir bobrek
hastaligina yakalanmigti. Aslinda gansli sayilird: ¢iinki bu sayede
hastaneye kaldirilmig ve hayat: kurtulmugtu; orduda beraber oldugu
birgok sinif arkadag: cephede hayatini kaybetmigti. Bununla bera-
ber, o tarihten itibaren bobrek problemleri ile ugragmas: gerekti.
Sovyetler Birligi'nde ilag ticretsizdi ama saglik hizmetlerinin ka-
litesi diisiiktii. Iyi tedavi olabilmek i¢in bir doktorla sahsi baglan-
tin1zin olmasi ya da rigvet teklif edebilmeniz gerekiyordu. Yakov
Isaevich ise gok az insanin teklif edebilecegi bagka bir geye sahipti:
matematikteki uzmanligi. Bunu Moskova’daki en iyi iirologlarla
arkadag olmak i¢in kullandi.

Bu onun igin harika bir anlagmayd: ¢iinkd bobrekleri ne za-
man sorun ¢ikarsa Moskova'nin en iyi hastanelerinde, en yetkin
tirologlardan en giizel tedaviyi goriyordu. Bu, doktorlar igin de
iyi bir anlagmayd: ¢inkii Yakov Isaevich ellerindeki verileri analiz

etmelerine yardimci oluyordu ki bu sayede bazen ilging ve once-
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den bilinmeyen olgulara ulagiyorlardi. Yakov Isaevich, doktorlarin
digtlince tarzinin, belli hastalar1 analiz etmek ve vaka bazinda ka-
rarlar almak i¢in uygun oldugunu sdylerdi. Fakat bu durum bazen
biiyiik resme odaklanmalarini, genel riintiileri ve ilkeleri bulmaya
¢aligmalarini engelliyordu. Matematikgilerin ige yaradiklar1 nok-
ta burasiyd: ¢linki bizlerin diglince yapis: tamamen farklidir: Biz
bu tiir genel oriintiileri gormek ve analiz etmek tizere yetistiririz.
Yakov Isaevich’in doktor arkadagslari bunun kiymetini biliyordu.

Ogrencisi olunca, Yakov Isaevich beni tip projelerine dahil etti.
Onunla ¢aligt1gim iki buguk y1l boyunca, iiroloji alaninda ig proje
gelistirdik. Bulgularimiz ii¢ geng doktora 6grencisi tarafindan dok-
tora tezlerinde kullanildi. (Rusya’da tip alaninda yiiksek lisanstan
sonra gelen ve 6zgiin bir tip aragtirmas: hakkinda tez yazmanin
zorunlu oldugu doktora seviyesinde bir derece daha vardi.) Tip
dergilerinde ¢ikan birkag yayinin ortak yazarlarindan biri oldum
ve bir patentin de hak sahipleri arasinda yer aldim.

11k projenin baglangicini daha diinmiis gibi hatirliyorum. Yakov
Isaevich ile birlikte Moskova’nin en iyi hekimlerinden birinin oglu
olan geng tirolog Alexei Velikonov'u ziyarete gittik. Yakov Isaevich,
kendisinden ogluna yardim etmesini isteyen baba Velikanov'un eski
arkadag1 (ve hastasi) idi. Alexei bize, prostat adenomu (yash erkek-
lerde siklikla kargilagilan iyi huylu bir tiimér) alinan yaklagik yiiz
kadar hastadan toplanan ¢egsitli verilerle dolu kocaman bir kagt
gosterdi. Veriler, ameliyat oncesi ve sonrasina ait kan basinci ve
diger test sonuglar1 gibi ¢esitli 6zellikler igeriyordu. Bu verilerden
hareketle ameliyatin hangi durumlarda daha bagarili olduguna dair
sonuca ulagmay: ve bdylece timériin ne zaman alinacagina iligkin
bir dizi tavsiyede bulunabilmeyi umuyordu.

Alexei Velikanov’'un bu verilerin analizi i¢in yardima ihtiyaci
vard1 ve bizim yapabilecegimizi umut ediyordu. Daha sonra 6gre-
necegim tzere, bu tipik bir durumdu. Doktorlar, miithendisler ve

diger mesleklerden insanlar, matematikgilerin toplamig oldukla-
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r1 her tiirld veriden hizla sonuglar elde etmelerini saglayan sihirli
bir sopaya sahip olmalarini bekler siklikla. Bu tabii ki sadece bir
hayaldir. Baz: giigli istatistiksel analiz yéntemleri biliyoruz ama
bunlar genellikle uygulanamaz ¢iinkii ya veriler kesin degildir ya
da farkli tiirden veriler vardir: Bir kismi nesnel iken diger kismi1
oznel (6rnegin hastanin kendisini nasil “hissettigi”) ya da bir kis-
mu nicel (kalp basinci ya da kalp atig hiz1 gibi) ve bir kismi da nitel
(belli sorulara verilen “evet” ya da “hayir” cevaplar: gibi) olabilir.
Homojen olmayan bu verileri istatistiksel bir formiilde kullanmak,
_tamamen imkansiz degilse bile oldukga zordur.

Ote yandan dogru sorulari sormak, bazi durumlarda kimi veri-
lerin alakasiz oldugunu ve onlari bir kenara ayrilmalar: gerektigini
fark etmeyi saglayabilir. Sahsi tecriibem, doktorlarin topladiklar:
verilerin yaklagik olarak sadece yiizde 10 veya 15’ini tan1 koymada
veya tedavide kullanildig1 yoniindedir ama onlara sorsaniz bunu
size asla dogrudan s6yleyemezler. Tamaminin gerekli oldugunda
diretir ve tiim bu bilgiyi dikkate alacaklar: senaryo veya ona benzer
bir seyi 6niiniize koyarlar. Bu vakalarin ¢ogunda, verilerin biiyiik
kismini g6z ard:1 edip az sayidaki birkag temel kritere gore karar
verdiklerine ikna olmalari i¢in biraz zaman gerekir.

Elbette, sadece verileri bazi istatistiksel programlara girerek
cevaplarin bulunabildigi sorularla kargilagtigimiz da oluyordu. Bu
tir projeler tizerinde ¢aligirken sunu fark ettim: Biz matematikgi-
lerin doktorlara sagladig: fayda, bu istatistik programlarini biliyor
olmaktan ¢ok (bunun zor oldugu pek séylenemez, hemen herkes
ogrenebilir) dogru sorulari kurgulayabilmek ve sonrasinda da cevap
elde edebilmek i¢in nesnel ve yansiz analiz yapabilme becerimizden
kaynaklaniyordu. Matematikgiler gibi diigiinecek bigimde yetigti-
rilmeyenlerin igine yarayan, asil bu “matematiksel kafa yapisi”dur.

Bu yaklagim, ilk projemde alakasiz verileri ayiklayip, kalan pa-
rametreler arasinda birtakim bariz olmayan baglantilar ya da kore-

lasyonlar bulabilmemize yardimci oldu. Pek kolay olmad: ve birkag
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ayimizi aldi ama sonugtan memnunduk. Bulgularimiz: anlatan or-
tak bir makale yazdik ve Alexei bunlar1 doktora tezinde kulland..
Yakov Isaevich ve ben, yine bir Kerosinka 6grencisi ve yakin arka-
dagim olup bu projede de galigan Alexander Lifshitz ile birlikte, tez
savunmasina davet edildik.

Tez savunmasi esnasinda, doktorlardan biri bu sonuglara ulagmak
i¢in kullanilan bilgisayar programinin ismini sordugunda, Yakov
Isaevich’in “isimleri Edward ve Alexander,” diye cevap verdigini
hatirliyorum. Séyledigi dogruydu: Bilgisayar kullanmamigtik, onun
yerine tiim hesaplari elle ya da basit bir hesap makinasi ile yapmugtik.
Isin piif noktast hesaplamalar degil (bu isin kolay yaniydi), dogru
sorular1 sormakti. Savunmada yer alan ist diizey cerrahlardan biri,
matematigin tip icin bu kadar faydali oldugunun ortaya konmasini
ok etkileyici buldugunu ve belki gelecek yillarda daha da faydal:
olacagini belirtti. Caligmamiz tip camiasindan olumlu tepkiler ald:
ve Yakov Isaevich bu durumdan hognuttu.

Bu proje biter bitmez, Yakov Isaevich benden bobrek tiimori ile
ilgili bir bagka tiroloji projesinde (bagka bir doktora tezi igin) galig-
mamu istedi. O projeyi de bagariyla tamamladim.

Caligtigim Ggiincii ve son tip projesi, benim igin en ilging olaniy-
d1. Tezi igin verilerinin analizine ihtiyac1 olan geng doktor Sergei
Arutyunyan ile harika bir uyum yakaladik. Bagisiklik sistemleri
nakledilen bobrekleri kabul etmeyen hastalar tizerine ¢aligtyordu.
Bu tiir durumlarda doktorun uzun erimli sonuglari olan, bébregin
kalmas: ya da alinmas: yoniindeki bir karar1 hizla vermesi gerekir:—
Eger bobregi tutarlarsa hasta olebilir; 6te yandan, bobregi alirlar-
sa hastanin bir bagka bobrege ihtiyaci olacaktir ki bulunmas: ¢ok
zor olabilir.

Sergei, nicel ultrason tanilarina dayanarak, istatistiksel olarak
hangi tavsiyenin en uygun oldugunu géstermenin bir yolunu ari-
yordu. Bu alanda epeyce deneyim sahibiydi ve ¢ok miktarda veri

toplamisti. Benden bu verileri analiz edip, diger doktorlarin da



BILGI BIRIKIMI AGACI 191

karar almak i¢in faydalanabilecekleri anlamli ve nesnel kriterleri
belirlemesinde ona yardimci olmami umuyordu. Bana sdyledigine
gore, daha 6nce bunu kimse yapamamugts; doktorlarin ¢ogu bunun
imkansiz oldugunu disiiniyor ve kendi ad Aoc yaklagimlarina gii-
venmeyi tercih ediyordu.

Verileri gézden gegirdim. Bir 6nceki projemizde oldugu gibi,
her bir hasta igin 6l¢iilen yaklagik kirk tane farkli parametre var-
d1. Diizenli bulugmalarimizda Sergei’ye yerinde sorular yonelterek
bu verilerin hangilerinin alakali, hangilerinin alakasiz oldugunu
kavramaya ¢aligtyordum. Ancak bu zor bir isti. Diger doktorlar
gibi o da, belirli vakalara dayanan cevaplar veriyordu ki bu da pek
yardimci olmuyordu.

Farkli bir yaklagim kullanmaya karar verdim. $6yle digiindiim:
“Bu adam bu tiir kararlar: her giin veriyor ve bunu ¢ok iyi yaptig1
da ortada. ‘Sergei olmay1’ 6grenebilsem nasil olur? Problemin tib-
bi yoniine dair pek bir sey bilmesem de karar verme siirecini takip
ederek metodolojisini 6grenmeye ¢aligabilir ve sonra da bu bilgi
birikiminden hareketle bir kurallar dizisi ortaya koyabilirim.”

Bir tiir oyun oynamay1 6nerdim.? Sergei yaklagik 270 hastadan
veri toplamigt1. Rastgele 30 hastanin verilerini segtim ve digerlerini
bir kenara koydum. Rastgele secilen bu hastalarin ge¢mis bilgilerini
elime alacaktim ve ofisin kars1 késesinde oturan Sergei’nin hasta
hakkinda sordugu sorular: dosyalarina bakarak cevaplayacaktim.
Buradaki amacim, sorularinin ardindaki sablonu kavramakt: (so-
rularin anlamini onun kadar bilmiyor olmama ragmen). Ornegin
bazen farkli sorular ya da ayni sorular: farkli sirada soruyordu. Bu
tiir durumlarda, “Gegen sefer bunu sormamigtin. Simdi neden so-
ruyorsun?” diye araya giriyordum.

O ise goyle agikliyordu: “Ciinki o son hastanin bobrek biiyik-
ligi soyle s6yleydi ve bu durum bu senaryoyu devre dig1 biraktu.
Opysa su anki hasta igin bobrek buyikligi soyle séyle ve bu senar-
yo gayet olast.”



192 ASK VE MATEMAT K

Tim bunlari not aliyor ve miimkiin oldugunca igsellestirmeye
¢aligtyordum. Aradan ¢ok yillar ge¢mis olmasina ragmen o 4nin
resmihala aklimda: Sergei ofisinin kosesindeki sandalyede digiin-
celere dalmug bir halde oturuyor, sigarasini tiittiirtiyordu (tiryakiydi).
Onun digiinme seklini ¢6ziimlemeye ¢alismak, benim igin ¢ok he-
yecan vericiydi —bir nevi, bir yapbozun temel pargalarin1 anlamak
i¢in onu bozmaya benziyordu.

Sergei’nin cevaplari bana olduk¢a degerli bilgiler verdi. Genellikle
Ui¢ ya da dort sorudan fazlasina gerek kalmadan taniy: koyardi. Ben
de bu taniy: hastaya gercekte ne oldugu bilgisi ile kargilagtirtyor-
dum. Sergei’nin tanilar1 her zaman isabetliydi.

Birkag diizine kadar vakanin ardindan ben de, onu sorgularken
ogrendigim bir dizi basit kurala uyarak tan1 koyabilmeye bagladim.
Yarim diizine kadar hastadan sonra, artik ben de sonucu onun ka-
dar iyi tahmin eder hale geldim. Aslinda isleyen basit bir algoritma
vardi ve Sergei ¢ogu vakada bunu takip ediyordu.

Tabii ki algoritmanin ige yaramadigi az sayida vaka her zaman
oluyordu. Bir kisi hastalarin ylizde doksan-doksan besi i¢in etkili ve
huizli bir gekilde teshis koyabilirse bu biiyiik bir bagaridir. Sergei’nin
dedigine gore, ultrasonla tani alani tzerine mevcut literatiirde bu
tirde bir bagar1 yoktu.

“Oyunumuzu” tamamladiktan sonra, agagida karar agaci olarak
¢izdigim basit algoritmay1 ¢ikardim. Agacin her bir diigiimiinden
¢tkan ve alttaki diigiimlere uzanan iki dal bulunur. Birinci diigim-
deki belirli bir soruya verilen cevap, kullanicinin sonraki iki olast
daldan hangisine gitmesi gerektigini belirler. Ornegin ilk soru,
nakledilen organin i¢indeki kan damarinin periferik direg (PD)
endeksine iligkindir. Bu, Sergei’in yaptig1 aragtirmada kendisinin
one slirdigi bir parametreydi. Eger bu endeksin degeri 0,79’dan
biiyiikse viicudun bobregi kabul etmeme ve hastanin acil cerrahi
miidaheleye ihtiyag duyma olasilig1 yiiksektir. Bu durumda, sagda-
ki siyah digime gideriz. Aksi durumda ise soldaki digime gidip
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bir sonraki soruyu sorariz: Bobregin hacmi (v) nedir? Ve bu sekilde
devam eder. Dolaysiyla her hastanin verisi, bu agag tizerinde belirli
bir yol ortaya koyar. Agag dort-bes adimin ardindan sonlanmakta-
dir (kalan iki parametrenin, TP ve MPI, su an bizim i¢in bir 6ne-
mi bulunmuyor). Sekilde gosterildigi tizere, son digimler verilen
karar1 igermektedir: Siyah diigiim “operasyon yapilacak” anlamina
gelirken, beyaz diigiim “operasyon yapilmayacak” demektir.

Bir kenara koydugum dosyalardaki yaklagik 240 hastaya ait ve-
riler igin de algoritmayi iglettim. Ciddi bir uyusma s6z konusu idi.
Vakalarin yaklagik yiizde 95’inde, dogru bir tani konulabiliyordu.

PR

Algoritma, karar veren doktorun distiince siirecinin baglica nok-
talarini basit bicimde tanimliyor ve hastanin durumunu tanimla-
yan parametrelerden hangilerinin taniyla en fazla iligkili oldugunu
gosteriyordu. Baslangicta elimizde olan yaklagik kirk parametrelik
listeye ragmen sadece dort parametre bu 6zelligi tagiyordu. Ornegin
algoritma, Sergei’nin getirdigi ve bobreklerdeki kan akigini 6lgen
periferik direng endeksinin 6nemini ortaya koydu. Bu parametre-
nin, karar verme agamasinda bu kadar 6nemli rol oynamasi bile basli
basina 6nemli bir kesifti. Tiim bu bulgular, bu alanda daha ileride
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yapilacak aragtirmalarda kullanilabilirdi. Bagka doktorlar algorit-
may1 hastalarina uygulayabilir, test edebilir ve belki daha da etkili
olmasina yardim etmek igin ince ayarlar yapabilirlerdi.

Bunun hakkinda, Sergei’in doktora tezinin temelini olugturacak
bir makale yazdik ve bir patent bagvurusunda bulunduk. Bagvurumuz
bir y1l sonra onaylandu.

Yakov Isaevich ile yaptigim isten gurur duyuyordum; o da ben-
den. lyi bir iligkimiz olmasina ragmen, “diger” matematik hayati-
m1 (Fuchs ve Feigin ile yaptigim ¢aligma vs) ondan ve diger birgok
insandan yine de gizli tutuyordum. Uygulamali matematik egim,
soyut matematik ise gizli agkim gibiydi.

Buna ragmen, bir ig bulma vakti gelip ¢attiginda Yakov Isaevich
beni Kerosinka’daki laboratuvarina asistan olarak ige almay1 de-
neyebilecegini sdyledi. Bu bana bir y1l sonra doktora 6grencisi
olma imkani da saglayacak ve yakin gelecekteki is hayatim igin
onlime temiz bir yol agacakti. Gayet iyi bir plan gibi g6ziikmekle
birlikte birgok engel vardy; 6zellikle de ben Kerosinka'ya bagvur-
madan 6nce babamin uyarildig: iizere, anti-Semitizm ile tekrar
kargilagacaktim.

Pek tabii ki Yakov Isaevich bunun farkindaydi. Onlarca yildir
Kerosinka’dayd: ve islerin nasil yiiridiigini biliyordu. Aslinda
kendisi bizzat Rektor Vinogradov tarafindan ige alinmigti ve ona
ok sayg1 duyuyordu.

Benim bagvurumla ilgili sorular ise Vinogradov tarafindan degil,
orta kademedeki biirokratlar tarafindan ele alinacakti ve bu adam-
lar, soyad: Yahudiligi ¢agrigtiran kigilere tiim kapilar: kapattikla-
rindan emin olacakt: ama Yakov Isaevich sistemi nasil igletecegini
biliyordu. Kerosinka’daki son yilimin bahar déneminin baglarinda
is sorunum oncelikli hile geldiginde, beni laboratuvarinda goreve
alan bir mektup yazdi. Mektubu evrak ¢antasina koyarak yaninda
tagidi. Zira Vinogradov ile benim hakkimda 6zel olarak konugabil-

me gansini yakaladiginda, hazirlikli olmak istiyordu.
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Iste o firsat kisa bir siire i¢inde kargisina ¢ikti. Bir giin
Kerosinka'ya girerken Vinogradov ile ¢arpigmis. Onu gérdigiine
sevinen Vinogradov, “Yakov Isaevich, nasilsin?” diye sormus.

Yakov Isaevich ise suratini asarak (iyi bir aktor olabilirdi), “Cok
fena,” diye cevaplamus.

“Ne oldu?”

“Eskiden laboratuvarimda iyi igler ¢ikariyorduk ama artik yapa-
may1z, olmuyor. Yeni yetenekler alamiyorum. Bu sene mezun olacak
harika bir 6grencim var ama onu ige alamiyorum.”

Tahminimce, Vinogradov ona patronun kim oldugunu géstermek
istemis —ki Yakov Isaevich’in istedigi de buydu— ve “Endiselenme,
bu konuyla ilgilenecegim,” demis.

Bu s6z tizerine Yakov Isaevich bagvuru kagidimi ¢ikarmus,
Vinogradov’'un da imzalamaktan bagka ¢aresi kalmamus.

Normalde bu mektubun Vinogradov’un masasina ulagana kadar
bir diizine insan tarafindan imzalanmasi gerekirdi: yerel Komsomol’
Orgiiti’niin ve Komiinist Parti’nin sefleri, diger her tiirden biirok-
ratlar. Bu kisiler, isin olmasini engelleyecek sekilde siireci durdur-
manin bir yolunu mutlaka bulurlardi. Oysa simdi, Vinogradov'un
imzas1 ¢oktan alinmigt1! Bundan sonra ne yapabilirlerdi ki? Patron
oydu ve onun isteklerini geri ¢eviremezlerdi. Dislerini gicirdatacak
ve bir siire oyalayacak ama sonunda pes edip imzalayacaklardi. Altta
Vinogradov’un imzasini fark ettiklerinde yizlerinin aldig: sekli

gormeliydiniz! Yakov Isaevich sistemi zekice alt etmisti.

* Leninist Geng Komiinistler Birligi.



13. Boliim:

Harvard’in Daveti

Tim bu o stres ve belirsizligin ortasinda, Mart 1989’da, Amerika
Birlesik Devletlerinden Harvard Universitesi'nin antetli kigidina
yazilmig bir mektup geldi.

Sayin Dr. Frenkel,

Matematik B6limi’niin tavsiyesi izerine sizi 1989 yili Giiz
Dénemi'nde Harvard Prize Fellowship ile Harvard Universitesi'ni
ziyaret etmeye davet etmek isterim.

Saygilarimla,

Derek Bok

Harvard Universitesi Rektorii

Harvard Universitesi'ni daha énce duymugtum ama itiraf etme-
liyim ki o zamanlar akademik diinyadaki 6neminin pek farkinda
degildim. Yine de gok mutluydum. Amerika’ya burs kazanarak davet
edilmis olmay: biiyiik bir onur olarak gériiyordum. Universitenin
rektorii bana bizzat yazmsti! Ustelik heniiz lisans derecemi bile al-
mamigken (o siralar Kerosinka’daki son donemimdi) bana “Doktor”

diye hitap etmigti.

196
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Bu nasil olmugtu? Borya ile yaptigimiz ¢aligma duyulmaya bag-
lamigts. T1k kisa makalemiz yayinlanmigt: ve daha uzun ii¢ tanesi
de (hepsi Ingilizceydi) bitmek iizereydi. Isvegli fizikei Lars Brink,
Moskova ziyaretinde bu makalelerin bir tanesini editorligini yap-
t1g1 bir kitap i¢in istemigti. Makalemizi kitaba dahil etmesi igin ona
verdik ve yaklagik yirmi kopyasini ¢ikartip, yurt diginda bu konu ile
ilgilenebilecek matematikgi ve fizikgilere yollamasini rica etmigtik.
Bu kisilerin adreslerini Moskova Bilim Kitiphanesi'ndeki yayin-
lanmig makalelerden bulmug ve Lars’a bir liste seklinde vermigtim.
Bizim bu kopyalar1 yollamamizin ne kadar zor olacagin: bildigin-
den, gayet nazik bir bigimde bize yardim etmeyi kabul etmigti.
Makale, kismen kuantum fizigi uygulamalar: dolayisiyla, yaygin
olarak bilinir hile gelmigti.

Tim bunlar internet kullaniminin yayginlagmasindan yillar 6nce
oluyordu ama bilimsel literatiiriin yayilma sistemi gayet etkindi:
Yazarlar, makaleleri yayinlanmadan 6nce yazili 6zetlerini (bunlara 6n
baski deniliyordu) dagitirdi. Makaleyi alanlar onu ¢ogaltur, ¢aligma
arkadaglarina ve universite kiitiphanelerine iletirdi. Lars Brink’in
makalemizi yolladig: yaklagik yirmi kisi de 6yle yapmig olmaliyd..

O siralar Sovyetler Birligi'nde biyik degisiklikler oluyordu:
Mikhail Gorbagov tarafindan baglatilan prestroyka donemiydi. Bunun
sonuglarindan biri de, halkin yurt digina daha 6zgiir bir gekilde se-
yahat etmesine izin verilmesi oldu. Daha 6nce de Feigin ve Fuchs
gibi matematikgiler, Bat’’da konferanslara katilmak ve iniversiteleri
ziyaret etmek tizere davet edilmisti ama yurt dis1 gezileri tamamen
hitkiimetin kontrolii altindayd:. Bagka bir tilkeye giris vizesi almadan
once, Sovyetler Birligi'nden ayrilabilmeyi saglayan ¢ikis vizesinin
temin edilmesi gerekiyordu. Insanlarin geri donmeyebileceginden
korkuldugu igin, bu vize ¢ok az kisiye verilirdi (gergekten de ¢ikig
vizesi alabilenlerin ¢ogu geri dénmedi). Neredeyse tiim bagvurular,
genellikle yalan yanlis sebeplerle geri gevriliyordu. Fuchs bir keresinde

bana ¢ikis vizesi i¢in son denemesini yillarca 6nce yaptigini sdylemisti.
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Ancak 1988 giiziinde birdenbire, aralarinda Gelfand’in da bu-
lundugu bir¢ok kisinin yurt dig1 seyahati yapmasina izin verildi. Bu
kisilerden bir digeri, Borya’nin arkadaslarindan yetenekli ve geng
matematik¢i Sasha Beilinson’du; daha 6nce ortak yayin yaptigs,
birkag y1l 6nce gog edip Harvard’da 6gretim gérevlisi olan Joseph
Bernstein’1 ziyaret etmek tizere Amerika Birlesik Devletleri'ne gitti.

Bu zaman zarfinda Batili bilim insanlar1 da degisimlerin gel-
mekte oldugunu fark ettiler ve bunu Sovyetler Birligi’nden bilim
insanlarini davet etmek igin firsat bildiler. O siralarda Harvard
Matematik Béliimii'niin bagkani olan iinlii matematiksel fizikgi
Arthur Jaffe de bunlardan biriydi. Yetenekli geng Rus matematik-
giler igin yeni bir konuk pozisyonu agmaya karar verdi. Harvard’dan
onur derecesi almig olan Gelfand’in 1988 giiziindeki ziyaretinde,
Jaffe ondan bu programa fon ve destek saglamasi i¢in Gelfand’in
sahsen tanidig1 Rektor Derek Bok’u ikna etmesini rica etti. (Bu
fonun bir kismi, daha sonralar1 Clay Matematik Enstitiisi'ni ku-
racak olan Landon Clay tarafindan saglaniyordu.) Jaffe bu destege
Harvard Prize Fellowship adin1 koydu.

Program i¢in gerekli hazirliklar tamamlandiginda sira kimlerin
davet edilecegine karar vermeye geldi ve Jaffe bunun igin birgok
matematik¢inin fikrini aldi. Anlagilan, benim adim da birkag kisi
(Beilinson da dahil olmak tizere) tarafindan zikredilmigti ve bu
sayede 6diliin ilk dort aday: arasindan ben segildim.

Rektor Bok’un mektubunun hemen ardindan Jaffe’nin kendi-
sinden, isin sartlarin1 agiklayan uzunca bir mektup daha geldi. Ug
ile beg ay aras: bir siire igin gidebiliyordum; konuk 6gretim tyesi
olarak davet edilmigtim ama ¢aligmalarim hakkinda verecegim
birkag konferans diginda herhangi bir resmi sorumlulugum yoktu;
Harvard seyahat, konaklama ve giindelik masraflarimi kargila-
yacakt1. Kisacasi, Sovyetler'den ¢ikis vizesi hari¢ hemen her seyi
kargiliyorlardi. Neyse ki, gayet sagirtict bir bigimde, ¢ikig vizesini
bir ay igerisinde aldim.
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Arthur Jaffe mektubunda, Agustos’un sonuna dogru gelip Ocak
aymnn sonuna kadar kalabilecegimi yazmigt1 ama ben i ay kal-
may1 sectim; bu, mektupta belirtilen kalabilecegim en kisa siireydi.
Neden? Amerika Birlesik Devletlerine gog etme niyetim yoktu, geri
dénmeyi planliyordum. Bunun yani sira Yakov Isaevich’in o kadar
ugragarak sagladig: is imkanina sirt ¢evirmis olmaktan dolay: da
kendimi suglu hissediyordum.

Cikis vizemi almamin ardindan ziyaretin gerceklesmesi kesin-
lestiginde, Yakov Isaevich’e itirafta bulunup “miifredat dig1 faali-
yetlerimden” (Feigin ile yaptigim ¢aligmalar1 ve Harvard'in daveti)
bahsetmem gerekti. Dogal olarak ¢ok sagirdi. Tiim enerjimi onunla
siirdiirdiigiim tip projelerine ayirdigimdan emindi. 11k tepkisi epey
olumsuz oldu:

“Peki sen Harvard’a gidersen laboratuvarimda kim ¢aligacak?”
diye sordu.

Bu noktada, beni evlerinde her zaman sicak bir bi¢imde kargila-
mis olan, Yakov Isaevich’in egi Tamara Alekseevna imdadima yetigti:

“Yasha, sagmaliyorsun. Cocuk Harvard’a davet edilmig. Bu ha-
rika bir haber! Kesinlikle gitmeli ve geri déndigiinde seninle ga-
ligmaya devam eder.”

Yakov Isaevich goniilsiizce kabul etti.

Yaz aylar1 hizlica gegti ve gidis vaktim, 15 Eyliil 1989 gelip cattu.
Moskova’dan New York JFK Havalimanr'na ve oradan da Boston’a
uctum. Jaffe beni havalimaninda kargilayamadi ama bir yiiksek lisans
ogrencisini beni almak tzere yollamigti. Matematik Bolimi’niin
birkag giin sonra gelecek olan Harvard Prize Fellowship’in diger
kazanani Nicolai Reshetikhin ve benim igin kiraladigy, iki yatak
odali daireye gotiiriildiim. Ev, Botanik Bahgesi'nin i¢cinde, Harvard’a
ait bir konut sitesinde yer aliyordu ve Harvard Yard’a on dakikadan
az yirime mesafesindeydi. Her sey degisik ve ilging goriintiyordu.

Gecenin geg saatlerinde eve vardim. Jet-lag olmug bir hilde

hemen yattim. Ertesi sabah yakinlardaki bir manava gittim ve bir
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seyler aldim. Eve dondiigiimde salata yapmaya koyuldum ama tuz
olmadigini fark ettim ve salatay: tuzsuz yedim.

Tam bitirdigim esnada kap: ¢aldi. Gelen, Arthur Jaffe idi.
Arabasiyla sehirde kiigiik bir tur atmay teklif etti. Dogrusu ¢ok
havaliydy; yirmi bir yaginda bir geng, Harvard Matematik Bélimi
Bagkani'nin kullandig arabayla gehir turu atacakti. Harvard Yard,
Charles Nehri'ni, giizel kiliseleri ve Boston gehir merkezindeki gok-
delenleri gérdiim. Giizel bir hava vardi. $ehirden ¢ok etkilenmigtim.

Iki saatlik bir gezinin ardindan geri dénerken Arthur'a tuz al-
mam gerektigini sdyleyince, “Sorun degil, yakinlardaki bir siiper-
markete ugrariz,” dedi.

Beni Porter Meydanr'ndaki Star Market'e gétiirdii ve arabada
bekleyecegini soyledi.

I1k defa bir siipermarkette bulunuyordum ve benim igin tirkiitiicii
bir tecriibeydi. O siralar Rusya’da gida sikintisi vardi. Memleketim
Kolomna’da sadece ekmek, siit ve patates gibi temel sebzeler satin
alinabiliyordu. Daha fazlasi igin Moskova'ya gitmeniz gerekiyordu
ki orada bile olsa olsa diisiik kaliteli Italyan sucugu ile peynir bulu-
nabiliyordu. Moskova’dan geldigim her hafta sonu ailem i¢in biraz
yiyecek getiriyordum. Siipermarkette her tiirden yiyecek ile dolu art
arda koridorlar1 gérmek gergekten inanilmazdi.

“Burada aradigin seyi nasil bulabilirsin ki?” diye digiin-
diim. Tuz arayarak koridorlarda yiirimeye bagladim ama nafile.
Stuipermarketteki irtin bollugundan biraz sersemledim sanirim; her
nasilsa tepedeki igaretleri bile fark etmemigtim. Siipermarket ¢ali-
sanlarindan birine, “T'uz nerede?” diye sordum ama dediklerinden
tek kelime anlamadim. Ingilizcem matematik dersi vermek igin ye-
terince iyiydi ama giindelik konugma dili tecriibem hig yoktu. Agir
Boston aksani da anlamay hig kolaylagtirmiyordu.

Aradan yarim saat gegmis ve devasa bir labirente benzeyen Star
Market’in i¢inde kayboldugum igin gergekten umutsuzluga kapil-

maya baglamigtim. Sonunda, iginde sarimsak-tuz karigimi olan bir
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paket gordim. “Bu da olur,” dedim kendi kendime, “derhal ¢ik
buradan.” Odemeyi yaptim ve diikkandan giktim. Zavalli Arthur
endigelenmis —bu ¢ocuk kirk bes dakikadir igeride ne yapiyordu
ki*— ve beni aramaya baglamigti.

“Kapitalizmin bollugunda kendimi kaybetmis oldugumu” di-
stindim.

Amerika’ya uyum saglamaya bagliyordum.

Harvard Prize Fellowship ile giiz déneminde gelecek diger iki kisi,
kaldigim daireyi paylagtigim Nicolai Reshetikhin (benden bir hafta
sonra geldi) ile Boris Tsygan™ idi. Her ikisi de benden on yag bii-
yiikti ve héilihazirda matematige ¢igir agic1 katkilarda bulunmug
kisilerdi. Caligmalarindan haberdardim ama onlarla sahsen tanig-
mamigtim. O ilk donem boyunca aramizda bir bag olugtu ve 6miir
boyu siirecek bir dostlugun temelini attik.

Nicolai ya da g¢ogu kisinin sicakkanliligi dolayisiyla yakigtirdi-
g1 ismiyle Kolya, St. Petersburg’luydu. Basit gruplarin genellenmis
hili olan kuantum gruplarini bulanlardan biri olarak iin salmigt.
Daha kesin ifade etmek gerekirse, kuantum gruplari Lie gruplarinin
(daha 6nce degindigimiz matematiksel cisimler) birtakim defor-
masyonlaridir ve giinimiizde matematik ve fizigin birgok alaninda
Lie gruplari kadar yaygin olarak kargimiza gikarlar. Ornegin Kolya
ile bir diger matematik¢i Vladimir Turaev, bunlari diigiimler ve tig
boyutlu manifoldlar i¢in sabitler olugturmakta kullandilar.

Borya Tsygan, hocam Boris Feigin ile uzun siiredir birlikte ¢ali-
styordu. Aslen Ukrayna’nin Kiev kentinden olan Tsygan’in okuldan
mezun oldugunda, daha sonradan “degismeli-olmayan geometri”
alaninda ¢1gir agan bir fikri vardi. Diger Yahudi matematikgiler
gibi onun da lisansiistii egitim almas: engellenmigti. Bu yilizden,

tiniversiteden mezun olduktan sonra, tiim ginini Kiev’deki bir

* Harvard Prize Fellowship’i kazanan d6rdiinci kisi, Vera Serganova baharda geldi.
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agir makine tesisinde giriiltilii makinalar iginde gegirerek ¢aligmak
zorunda kalmigt:1 ama pek mitkemmel olmayan bu sartlar altinda
bile kegfini yapti.

Insanlar genellikle matematikgilerin steril bir ortamda kohne bir
ofiste bog bog oturup bir bilgisayar ekranina ya da tavana bakarak,
caligtiklarini zannederler. Oysa en iyi fikirlerin bazilari, onlari hig
beklemediginiz bir anda, muhtemelen sinir bozucu sanayi giiriil-

tisi arasinda gelir.

Harvard Yard’da yiiriiyiip tugla binalarin eski moda mimarisini,
Harvard’in heykelini ve eski kiliselerin ¢an kulelerini inceleyerek ister
istemez eskilere dayanan bilgi birikimi ugras: gelenegi ve sonu gel-
mez kegfetme tutkusu ile bu meké4nin 6zglinligiini hissediyordum.

Harvard’in Matematik Bolimi, Harvard Yard'in hemen digin-
daki modern bir gériiniime sahip olan Bilim Merkezi’'nin iginde yer
aliyordu. Cambridge’e (Massachusetts) ini yapmus ve orada kalmaya
karar vermis dev bir uzay gemisine benziyordu. Matematik Bolimij,
bu binanin i¢ katina yayilmigti. Binanin iginde ofisler, kahve maki-
nalari ve rahat koltuklarla dolu ortak alanlar ile yan yanaydi. Ayrica,
iyi tasarlanmig bir kurum i¢i matematik kiitiiphanesi ve hatta bir de
pinpon masasi vardi. Tiim bunlar insana kendini evdeymis gibi his-
settiren bir ortam yaratiyordu ve burada gece yarisinda bile ¢aligan,
kitiphanede okuma yapan, koridorlarda sinirli sinirli volta atan,
hararetli sohbetlere katilan ve bir kism: da sadece kanepe ustiinde
sekerleme yapan geng ya da yagh insanlar bulmak miimkiindd... Bu
mekandan hi¢ ayrilmayacakmigsiniz gibi bir hisse kapiliyordunuz
(ve goriinige gore bazilar: hig ayrilmiyordu).

Bolim, bagka okullarla kargilagtirildiginda oldukea kigikti:
Fakiilte, sayilar1 on besi gegmeyen tam zamanli 6gretim tyeleri ile tig
yillik 6gretmen pozisyonu olan yaklagik on kadar doktorasini bitir-
mis kisiden oluguyordu. Ben katildigimda kadroda Joseph Bernstein,
Raoul Bott, Dick Gross, Heisuke Hironaka, David Kazhdan, Barry
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Mazur, John Tate ve Shing-Tung Yau gibi zamanimizin en biyik
matematikgilerinden bazilari vardi. Onlarla tanigmak ve onlardan
bir seyler 6grenmek, hayatta insanin eline bir kere gegebilecek bir
firsattr. O siralar atmigh yaslarinin sonunda olan, kir sagli, dost
canlist ve karizmatik dev adam Raoul Bott’la giizel anilarim oldu.
Bir keresinde beni koridorun kenarina ¢ekmis ve giir sesiyle “Nasil
gidiyor delikanli?” diye sormugtu.

Orta katta ise her birinin kendisine ait kiigiik b6lmesi bulunan
otuz kadar yiiksek lisans 6grencisi vardi.

Us Rus —Kolya, Borya ve ben— olarak, herkes tarafindan gayet
sicak bir bigimde kargilandik. Izleyen yillarda Amerikan tiniversitele-
rine akacak Rus bilim insan1 dalgasinin 6nciileri olmamizla birlikte,
o giinlerde Sovyetler Birligi’nden ziyaretgi gelmesi heniiz olduk¢a
sira dig1 bir durumdu. Cambridge’de gegen yaklagik bir haftanin
ardindan, artik kendimi tamamen oradan biri gibi hissediyordum.
Her sey gayet dogal ve giizel goriiniiyordu. Kendime en hippisinden
bir kot pantolon ve bir Sony Walkman satin aldim (hatirlarsaniz
1989 yilindaydik!), taktigim kulakliktan en klas pargalar: dinleye-
rek etrafta turluyordum. Tanimayan biri igin, 21 yagindaki tipik bir
dgrenciye benziyordum. Hala istedigim diizeyde Ingilizce konuga-
miyordum. Ingilizcemi gelistirebilmek igin her giin The New York
Times alip, elimde sozliikle (sonradan bazilarinin Ingilizcenin en
gizemli kelimeleri olduklarini anladigim kelimeleri ¢6ziimlemeye
caligarak) en az bir saat okuyordum. Gece geg saatlerde televizyon
izlemenin de miiptelas: oldum.

Favorim, David Letterman’in sovuydu (o zamanlar NBC’de
00:35’te baglards). I1k izledigimde bir kelime dahi anlamadim ama
yine de bunun benim govum oldugu agikea ortadayds; konugun de-
diklerini anladigimda, sov gercekten hosuma gidecekti. Bu bana
fazladan motivasyon kazandirdi. Sovu her gece inatla izliyordum
ve yavag yavas sakalari, igerigi ve arka plani anlamaya bagladim.

Amerikan popiiler kiiltiiriini bu gekilde kesfediyor ve her seyi yalayip
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yutuyordum. Erken yatmam gereken bazi geceler, sovu video kasete
kaydediyor ve sabah kahvalt1 yaparken izliyordum. The Letterman
Show, benim igin dini ritiel gibi bir ey olmugtu.

Benim ve burs alan digerlerinin resmi herhangi bir zorunlulugu
bulunmamasina ragmen, projelerimiz izerinde ¢aligmak, insanlarla
sohbet etmek ve diizenlenen ¢ok sayidaki seminere katilmak tize-
re boliime her giin geliyorduk. En ¢ok sohbet ettigim iki 6gretim
tdyesi, Rus gégmenleri olan Joseph Bernstein ile David Kazhdan
idi. Bu iki yakin arkadag, Gelfand’in eski 6grencileri ve ¢ok iyi
matematikgilerdi fakat birbirinden bu kadar farkli iki kisiligi hayal
dahi edemezdiniz.

Joseph, sessiz ve algak goniilliydd. Bir soru sorarsaniz, sizi ses-
sizce dinler, bir siire diistiniir ve genellikle de cevabi bilemedigini
soylerdi ama yine de konu hakkinda neler digiindtigiini ifade eder-
di. Agiklamalari kristal berrakliginda ve gergekgiydi; cogunlukla da
bilmedigini iddia ettigi cevab: agiklardi. Her seferinde, tiim bunlar:
anlamak i¢in dahi olmamz gerekmedigi hissine kapilmanizi saglards ki
bu, gelecek vaad eden geng bir matematikgi igin harika bir duygudur.

David ise bir dinamoydu: Son derece kurnaz, hazir cevap ve hiz-
liyd:1. Ansiklopedik bilgi hazinesi, gosterisi sevmesi ve ara sira sergi-
ledigi sabirsizligiyla hocasi Gelfand’r andiriyordu.Seminerlerde, eger
konugmacinin konuyu iyi agiklayamadigini diigiiniirse, karatahtaya
gidip, konugmacinin elinden tebesiri kapar ve kendisi devam ederdi
—tabii, eger konu ilgisini ¢ektiyse. Aksi halde siziverirdi. Bir soruya
“bilmiyorum” cevabini verdigini ¢ok nadiren isitirdiniz; gercekten
de neredeyse her seyi bilirdi. Zaman igerisinde onunla uzun sohbet-
lerimiz oldu ve ondan ¢ok ey 6grendim. Daha sonra ortak bir pro-
jede isbirligi yaptik ve bu benim igin gok faydali bir deneyim oldu.

Harvard’daki ikinci haftamda, ¢ok 6nemli biriyle daha kargi-
lagtim. Cambridge’de, Harvard’la kargilagtirildiginda daha az bi-

linen ve genellikle isminin kisaltmasiyla anilan bagka bir okul daha
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vardir: MIT. Tabii ki saka yapiyorum! Harvard ile MIT arasinda
her daim bir miktar rekabet olmugtur ama aslinda iki matematik
bolimii hep yakin iligki i¢indedir. Bir Harvard 6grencisinin danig-
maninin MIT den bir 6gretim liyesi olmasi ya da bunun tam tersi,
hig de garip bir durum degildir. Her iki okulun 6grencileri de diger
okulun agti1 derslere katilir.

Borya Feigin’in beraber makaleler de yayinladig1 arkadag: Sasha
Beilinson, MIT’ye 6gretim tiyesi olarak atanmigt1 ve ben de orada
verdigi derslere katiliyordum. 11k derste birisi bana birkag sira te-
de oturan kirkli yaglarinin ortasindaki yakigikli bir adamu igaret
etti. “Su adam, Victor Kac”. Vay canina! O adam, yillardir eserleri
tizerinde ¢aligtigim Kac-Moody cebirlerinin ve daha birgok seyin
yaraticistydi.

Dersten sonra bizi tanigtirdilar. Victor bana samimi davrandi ve
¢aligmalarim hakkinda daha fazla bilgi edinmek istedigini s6yledi.
Bana haftalik seminerinde konugmami 6nerdiginde ¢ok heyecan-
landim. Sonunda art arda li¢ cuma giind, seminerlerinde konugsma
yaptim. Bunlar, Ingilizce verdigim ilk seminerlerdi ve iistesinden
gelebildigimi zannediyorum: Katilim yiiksekti, insanlar ilgili g6-
riiniiyorlard: ve ¢ok¢a soru aldim.

Victor beni kanatlarinin altina aldi. Genellikle MIT deki ferah
ofisinde bulugup, matematik hakkinda konuguyorduk ve beni sik
stk aksam yemegi i¢in evine davet ediyordu. Daha sonralari, birgok

projede beraber ¢aligtik.

Cambridge’e gelisimden yaklagik bir ay sonra, Borya Feigin de oraya
geldi. Sasha Beilinson, iki aylik bir siire MIT’ nin konugu olmas:
i¢in ona bir davetiye yollamigti. Borya’nin Cambridge’e gelmesine
sevinmigtim: Hem hocamdi hem de aramiz gok iyiydi. Devam eden
bir dizi matematik projemiz vard: ve bunlar tizerine ¢aligmak igin
harika bir firsat yakalamigtik. Onun gelisinin benim hayatimi bi-
yik bir ¢alkantiya siiriikleyecegini bagta kestirememigtim.
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Batrya agilan kapilarin aralandigi ve matematikgilerin serbestge
seyahat edip, Amerika Birlesik Devletleri’'ndeki veya bagka yerler-
deki tiniversitelere konuk olabilecekleri haberi Moskovali matema-
tik¢iler arasinda hizla yayildi. Bir¢ok insan bu firsattan yararlanip
temelli olarak Amerika’ya tagindi. Cesitli Gniversitelere bagvuru-
lar yollamaya, ABD’deki meslektagslarina telefon agarak onlara is
aradiklarini sylemeye bagladilar. Bu “serbestlik” politikasinin ne
kadar siirecegini kimse bilmediginden (cogu kisi birkag ay sonra
stnirlarin tekrar kapanacagini diigiiniiyordu), bu durum Moskova’'da
bir nevi ¢ilginlik hali yaratti. Tim sohbetler ayni soruya baglani-
yordu: “En iyi nasil ¢ikar1z?”

Bagka tiirli olmasi miimkiin miydi ki? Bu insanlarin ¢ogu,
Sovyetler Birligi'ndeki anti-Semitizm ve diger engellerle baga ¢1k-
mak zorunda birakilmiglardi. Akademik diinyada ig bulamiyor ve
matematik ile ikinci is olarak ilgilenmeleri gerekiyordu. Ayrica,
Sovyetler Birligi'ndeki matematik camiasi ok giigli olmakla be-
raber, diinyanin geri kalanindan biiyiik 6l¢tide yalitilmig haldeydi.
Profesyonel gelisim i¢in Bati’da, Sovyetler Birligi'nde bulunmayan
harika firsatlar vardi. Yurt diginda daha iyi bir hayat firsat1 sunul-
dugunda, bu insanlarin onlar1 diglayan ve sevdikleri alanda ¢aligma-
larini engelleyen tilkelerine sadik kalmalari nasil beklenebilirdi ki?

Borya Feigin ABD'ye geldiginde, biiyiik “beyin gogiiniin” yak-
lagmakta oldugunu ve bunu higbir seyin durduramayacagini gordi.
Gida kithiginin her yere yayildig1 ve politik durumun giderek daha
da istikrarsizlagtig1 Rusya’da, ekonomi dagiliyordu. Amerika’da
daha yiiksek bir yagam standardi ve her agidan bir bolluk vards;
akademisyenlerin hayati da ¢ok rahat gériiniyordu. Tezat ¢ok bi-
yikti. Tim bunlar: birinci elden tecriibe eden bir kisi, Sovyetler
Birligi'ne geri donmeye nasil ikna edilebilirdi ki? Rusya’nin en st
seviyedeki matematikgilerinin ezici gogunlugunun —daha dogrusu
is bulabilen herkesin— go¢ etmesi kaginilmaz goriiniiyordu ve bu
cok ¢abuk olacakti.
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Borya, tim hayat: boyunca anti-Semitizmle miicadele etmek
zorunda kalmis olmasina ve Sovyetler Birligi'ndeki durumu gayet
iyi bilmesine ragmen, yine de Moskova'ya geri donme niyetindeydi.
Lisans egitimi i¢in Moskova Universitesi'ne kabul edilmisti (bag-
vurdugu 1969 yilinda baz: Yahudi 6grenciler hala kabul ediliyordu)
ama doktora yapmasina miisaade edilmemisti. Doktorasin: alabil-
mek igin, bir tagra sehri olan Yaroslavl’daki bir tniversiteye kay-
dolmasi gerekmisti. Daha sonra, Kat1 Hil Fizigi Enstitiisi’'nde bir
pozisyona yerlesene kadar, is bulmakta olduk¢a zorlanmugti. Borya
tim bunlara ragmen, bu kagis seferberliginden rahatsiz oluyordu.
Biiyiik bir degisim yagayan Rusya’y1 batan bir gemiden kagan fareler
gibi bbyle en masse terk etmeyi ahlaki agidan dogru bulmuyordu.

Borya, o sanli Moskova Matematik Okulu’nun yakinda kapa-
nacak olmasina ¢ok iziiliiyordu. Uzun yillar aralarinda yasadig,
birbirine siki sikiya bagli matematik camiasi, gézlerinin 6niinde
buharlagiyordu. Yakinda, hayatinin en biiyik tutkusu olan, arka-
daslar1 ve meslektaglari ile matematik yapma ugragindan mahrum
kalmis bir hilde Moskova’da yapayalniz kalacagini biliyordu.

Dogal olarak bu durum, Borya ile sohbetlerimizin ana konu-
suydu. Geri dénmem ve Batr'ya kagmaya ¢aliganlari ele gegirdigini
disiindigi toplumsal histeriye yenik digsmemem igin beni ikna
etmeye ¢aligtyordu. Ayrica, ABD’de iyi bir matematikgi olama-
yabilecegim y6niinde de endigeleri vardi. Ona gére, Amerika’daki
“tiiketim toplumu” kisinin motivasyonunu ve ¢alisma etigini yok
edebilirdi.

“Bak, sen yetenekli birisin,” diyordu bana, “ama bunun daha
da gelistirilmesi gerek. Tipki Moskova’da ¢alistigin gibi sik1 ¢alig-
mak zorundasin. Ancak bu sekilde potansiyelini gergeklestirebi-
lirsin. Burada, Amerika’da, bu imkénsiz. Dikkatini dagitacak ve
seni ayartacak ¢ok fazla sey var. Buradaki hayat, sadece keyfiyet,

* kitleler hilinde.—ed.n.
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eglence ve anlik tatminlerden ibaret. Burada ¢aligmalarina nasil
odaklanabilirsin ki?”

Ona katilmiyordum; en azindan biitiin séylediklerine.
Matematikle ugragmak igin giiglii bir motivasyona sahip oldugu-
mu biliyordum. Ote yandan, ben heniiz yirmi bir yagindaydim,
benden on beg yas biiyiik Borya ise akil hocamd:. Bir matematikgi
olarak bagardigim her seyi ona bor¢luydum. S6zleri beni digiin-
diirdi —ya hakliysa?

Harvard'in teklifi hayatimin déniim noktas: oldu. Cok degil
daha beg y1l 6nce MGU giris sinavinda elenmistim ve matematikgi
olma hayalim telafisi olmayacak bir bigimde yikilir gibi olmustu.
Harvard’a gidisim ise kendimi ispat etmemi saglamugti; aradan ge-
¢en bes yil boyunca Moskova’da siirdiirdiigiim stk ¢aligmanin bir
miikafatiyd: bu. Ancak ben devam etmek ve yeni kesifler yapmak
istiyordum. Olabilecegim en iyi matematik¢i hiline gelmek isti-
yordum. Harvard’in davetini uzun bir yolculugun bir adimi olarak
gordiim. Bu bir avansti: Arthur Jaffe ve digerleri bana inanmig ve
bu sans1 vermiglerdi. Onlar: hayal kirikligina ugratamazdim.

Cambridge’de, ellerinden gelen her konuda beni tesvik eden
ve yardimci olan Victor Kac gibi harika matematikgilerin des-
tegine sahip olma sansina eristim. Ote yandan baz1 arkadaglari-
min beni kiskandigini da hissediyordum: Bu adama bu kadar sey
neden bu kadar hizli bir bigimde veriliyor? Bunu hak etmek igin
ne yapti? Ben ise kendimi verdigim s6zi tutmak, ilk matematik
calismalarimin sans eseri olmadigini ve matematikte daha iyi,
daha biyiik seyler yapabilecegimi herkese ispatlamak zorunda
hissediyordum.

Matematikgiler, tipk: tiim diger insanlar gibi, kiigiik gruplar
halinde toplanip kimin ne oldugu hakkinda dedikodu yaparlar.
Harvard’da bulundugum kisa siire i¢inde ben de, erken tiikenen
dehilar hakkinda yeterince hikdye duymustum. Bu insanlara dair

hig de affedici olmayan yorumlar isitiyordum: “Sunu sunu hatirliyor
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musun? 11k ¢alismalari gok iyiydi. Ama son iig yil iginde o kadar
onemli hi¢bir sey yapamadi. Ne kadar utang verici?” gibi...

Ug yil iginde benim hakkimda da bunlari séylemelerinden kork-
tugum i¢in, kendimi siirekli bir iiretme ve bagarma baskisi altinda
hissediyordum.

Bu arada Sovyetler Birligi'ndeki ekonomik durum hizla kétiiye
gidiyordu ve genel durum oldukga belirsizdi. Tiim bunlari igeri-
den gézlemleyen ve Sovyetler Birligi'nde bir gelecegim olmadi-
gina inanan annem ve babam, beni diizenli bir bigimde arayarak
geri donmemem konusunda srar ediyordu. O giinlerde Sovyetler
Birligi'nden ABD’yi aramak oldukga zor (ve pahali) idi. Annem ve
babam, ev telefonlarinin dinlenmesinden korkuyor ve bu yiizden
Moskova’'daki merkezi postahaneye gidip oradan telefon agiyordu.
Bu yolculuk, onlarin neredeyse biitiin giiniine mal oluyordu. Yine
de, ¢ok 6zlemis olmalarina ragmen beni Amerika’da kalmaya ikna
etmek igin ellerinden geleni yapmaya kararliydilar. Benim igin en
dogrusunun bu oldugundan kesinlikle emindiler.

Borya da benim i¢in neyiniyi olacagina kafa yoruyordu ama tutu-
munu daha ¢ok ahlaki degerler belirliyordu. O, akintiya karg1 duruyor-
du ve bu yiizden ona saygi duyuyordum. Ancak bunu Moskova'daki
gorece rahat durumuna borglu oldugunu da kabul etmek zorundaydim
(bu da yakinda degisecek ve ailesinin gegimini saglamak i¢in y1lin
birkag ayini yurt disinda —genellikle Japonya’da— gecirmesi gere-
kecekti). Benim durumum ise tamamen farkliydi: Moskova’da kala-
cak bir yerim yoktu ve propiskam da (orada kalma hakkim) gegiciydi.
Yakoc Isaevich bana Kerosinka’da gegici bir asistanlik igi saglamigt:
saglamasina ama bu isten alacagim digiik maag ile Moskova’da an-
cak bir oda kiralayabilirdim. Anti-Semitizm dolayisiyla bir lisanststi
egitim kurumuna kaydolma siirecim getin bir savaga doniigebilirdi ve
gelecekteki is olasiliklarim daha da umutsuz goriiniiyordu.

Kasim'in sonunda Arthur Jaffe beni ofisine ¢agirdi ve Harvard'da

kalacagim siireyi Mayis'in sonuna kadar uzatmay teklif etti. Cabuk
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karar vermem gerekiyordu ama ben iki arada bir derede kalmigtim.
Boston’daki hayat tarzim hoguma gidiyordu. Olmam gereken ye-
rin burasi oldugunu hissediyordum. Harvard ve MIT nin bulun-
dugu Cambridge, matematigin 6nde gelen merkezlerinden biriydi.
Diinyanin en zeki beyinlerinin bir kismi buradayds; kapilarini ¢alip
onlara soru yo6neltebilir ve onlardan bir seyler 6grenebilirdim. Hepsi
birbirinden heyecan verici kesfin yapilir yapilmaz anlatildig: birgok
seminer de diizenlenmekteydi. Etrafimda son derece zeki 6gren-
ciler vardi. Burasy, gelecek vadeden geng bir matematikginin hayal
edebilecegi en cazip ortamdi. Daha 6nceleri Moskova da boyleydi
ama artik bu 6zelligini yitirmigti.

Ne var ki evden ilk kez bu kadar uzun siire uzak kaliyordum.
Ailemi ve arkadaglarimi 6zlemigtim. Cambridge’de kendimi en ya-
kin hissettigim kisi olan hocam Borya ise kararlagtirdigimiz tizere
Aralik’ta geri donmem gerektigi konusunda son derece katiyd:.

Her sabah, ne yapacagimi diigiinmekten y1lmig bir halde uyaniyo-
rum. $imdi doniip bakinca, izerinde ¢ok diigiiniilmesi gerekmeyen
bir kararmug gibi duruyor. Ancak ayni anda ¢atigan gok sayida farkls
etken, bu karar1 vermeyi zora sokuyordu. Sonunda, bazi 1zdirap dolu
gorigmelerin ardindan anne ve babamin tavsiyesine uyarak kalmaya
karar verdim ve bunu Jaffe’ye bildirdim. Arkadaglarim Reshetikhin
ve Tsygan da ayni yolu izlediler.

Borya bu karardan hi¢ de memnun olmadi ve onu hayal ki-
rikligina ugrattigimi hissettim. Aralik ayinin ortalarinda Logan
Havalimanr’nda onu Moskova’ya ugurlarken, ortama tziinti ve
korkung bir belirsizlik hakimdi. Ikimiz de gelecekte bizi nelerin
bekledigini bilemiyorduk; yakin bir zamanda tekrar bir araya gelip
gelmeyecegimizi bilemedigimiz gibi. Borya’nin soziint dinleme-
migtim. Bununla birlikte, korkularinin gergege déniigmesinden de

endise ediyordum.



14. Bolim:

Bilgeligin Demetlerini Ormek

Bahar dénemi ile birlikte Harvard’a daha fazla sayida ziyaretgi gel-
di; bunlardan biri olan Vladimir Drinfel, aragtirmamin yoniinii ve
birgok agidan da matematik kariyerimi degistirdi. Tim bunlar da
Langlands Programi yiiziinden oldu.

Drinfeld’in adim1 6nceden duymugtum. O zamanlar heniiz otuz
alt1 yaginda olmasina ragmen bir efsane olmugtu bile. Tanigmamizdan
alt1 ay sonra, matematik alanindaki en saygin 6diillerden biri olan
ve birgok kimse tarafindan Nobel ile es gériilen Fields Madalyasi’'na
layik gorildd.

Drinfeld ilk makalesini on yedi yaginda yayinlamigt1 ve yirmi
yasina geldiginde Langlands Programr’nda ¢1gir agmig bulunuyor-
du. Aslen Ukrayna’nin Kharkov sehrindendi; 1970’lerin baginda
Moskova Universitesinde okumus olan babasi, taninmig matema-
tik profesorlerindendi. (Yahudiler o donemlerde de MGU’dan ka-
bul almakta zorlaniyordu fakat yine de bir kismu kabul ediliyordu.)
Drinfeld MGU’dan lisans derecesini aldiginda, yaptig1 bir ¢alig-
maya bagli olarak diinya ¢apinda bir {ine sahipti ve bir Yahudi 6g-
renci i¢in hi¢ beklenmedik bir bigimde yiiksek lisansa kabul edildi.

211
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Danigmani, diinyanin en sira dig1 ve etkin matematikgilerinden biri
olan Yuri Ivanovich Manin’di.

Ne var ki Drinfeld dahi anti-Semitizm’den tamamen kurtula-
bilmis degildi. Doktorasini aldiktan sonra Moskova’da is bulama-
mis ve Ural Daglarr’nda yer alan endistri sehri Ufa’daki bir tagra
tniversitesinde ti¢ y1lin1 gegirmek zorunda kalmigti. Drinfeld’in
Ufa’ya gitme konusunda goniilsiiz olmasinin 6nemli sebeplerinden
biri de, bu gehirde onun ilgilendigi alanda ¢aligan bir matematik-
¢i bulunmamasiydi. Ancak Ufa’da kaldig: siire neticesinde, yerel
matematikgilerden Vladimir Sokolov ile birlikte, kendi ilgi alani-
nin ¢ok uzagindaki bir konu olan tiimiiyle integrallenebilen (com-
pletely integrable) sistemler teorisi hakkinda 6nemli bir eser yazd:.
Gelistirdikleri tiimiyle integrallenebilen sistemler giinimiizde
Drinfeld-Sokolov sistemleri adiyla anilmaktadir. Drinfeld, Ufa’daki
ti¢ y1lin ardindan memleketindeki Kharkov Distik Sicakliklar Fizigi
Enstitisi’'nde bir i bulabildi. Bu, gorece daha rahat bir isti ve ai-
lesine yakin bir yerde ikamet edebilmesini sagliyordu ama yine de
Moskova’da yogunlasan ve kismen de St. Petersburg’da bulunan
Sovyet matematik topluluguna uzakti.

Biitiin bunlara ragmen, tek bagina ¢aliymak zorunda kalan
Drinfeld, matematik ve fizigin gesitli alanlarinda olaganisti so-
nuglar retmeyi siirdiirdii. Langlands Programi iginde 6nemli var-
sayimlar: ispat etmesinin ve Sokolov ile birlikte timiiyle integral-
lenebilen sistemler teorisinde yeni bir bolim agmasinin yani sira
kuantum gruplarinin genel teorisini (ilk olarak Kolya Reshetikhin
ve ¢aligma arkadaglar: tarafindan ortaya konmugtu) ve bagka bir-
cok sey gelistirdi. Sundugu katkilar ¢ok genis bir alana yayiliyordu.

Drinfeld’in Moskova’da ¢aligmasini saglayacak girisimlerde bu-
lunuldu. Ornegin, fizikgi Alexander Belavin’in Drinfeld’i Moskova
yakinlarindaki Landau Teorik Fizik Enstitiisi'ne getirmeye ¢alig-
tigin1 duydum. Bunu bagarabilme olasiligini artirmak igin, Belavin

ve Drinfeld, o aralar birgok fizik¢inin ilgilendigi “klasik Yang-
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Baxter denkleminin” ¢6ziimlerinin siniflandirilmas: gibi 6nemli bir
problemi beraber ¢ozdiiler. Ilgili makaleleri, Gelfand'in Functional
Analysis and Applications dergisinde yayinlandi ve biiyiik 6vgii ald:
(bu ¢alismanin Gelfand’in yayimladig: en uzun makale oldugunu
santyorum ki bu, makalenin 6nemi hakkinda ¢ok sey ifade eder).
Drinfeld’i matematigin birgok alaninda devrim yaratan kuantum
gruplar teorisine yonelten de bu ¢aligma oldu. Ancak ne yazik
ki onu ige almak i¢in yapilan bu planlarin higbiri ige yaramadu.
Anti-Semitizm ile Drinfeld’in Moskova igin propiskasinin bulunma-
masi felaket bir bilesimdi. Drinfeld Kharkov’da kaldi ve Moskova'yr
nadiren ziyaret edebildi.

Drinfeld, 1990 baharinda konuk olarak Harvard’a davet edildi
ve bu benim i¢in de biiyiik bir sans oldu. Ocak ayinin sonuna dogru
geldi. Ona dair tim efsaneleri duydugumdan, basta biraz géziim
korktu ama son derece iyi ve kibar biri oldugunu gérdiik. Sézlerini
dikkatle tartarak sakin sakin konugan Drinfeld’in matematige dair
soyledikleri tam bir duruluk abidesiydi. Bir geyleri agiklarken, san-
ki o olmadan tek baginiza tam olarak anlama ihtimaliniz olmayan
bityiik bir gizemi agikliyormus gibi kendini yiicelterek yapmaya
¢alismazdi (ismini vermeyecegim bazi meslektaslarimiz maalesef
béyledir). Aksine, anlatacaklarini miimkiin olan en basit ve agik bi-
¢imde dile getirirdi; yle ki size bir geyler agikladiginda, o konuyu

uzun zamandir biliyormugsunuz gibi hissederdiniz.
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Tim bunlar bir yana, Drinfeld bana hemen Feigin ile yaptigim
¢aligmayla yakindan ilgilendigini ve onu Langlands Programu ile
alakali yeni projesinde kullanmak istedigini sdyledi.

Dokuzuncu Bélim'de gérdiigiimiiz, André Weil'in Resid Tag'nin

li¢ siitununu hatirlayalim:
Sayr Teorisi Sonlu Cisimler Uzerindeki Egriler ~ Riemann Yiizeyleri

Langlands Programi aslen sol ve orta stitunlar arasinda (say1 te-
orisi ve sonlu cisimler izerindeki egriler) geligtirilmigti. Langlands
Programr’nin ardinda yatan fikir, Galois gruplari ve otomorfik fonk-
siyonlarin gosterimleri arasinda bir iligki kurmakti. Galois grubu
kavrami, Regid Tagt'nin sol ve orta siitunlari i¢in olduk¢a anlamlidir
ve matematigin farkli bir konusu olan harmonik analiz alaninda
bulunabilecek uygun otomorfik fonksiyonlar vardir.

Drinfeld’in yaptig1 caligmaya kadar, sag siitun (Riemann ytizey-
leri teorisi) i¢in Langlands Programi’'nin bir benzerinin olup olma-
dig1 net degildi. Riemann yiizeylerini dahil etme gabalari1 1980’lerin
basinda Drinfeld’in galigmas: ile kargimiza ¢ikmaya bagladi ve onu

Fransiz matematik¢i Gérard Laumon takip etti. Bu iki matematikgi,
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Langlands Programr'nda, André Weil’in Resid Tag’'nin orta ve sag
situnlarinin her ikisi i¢in de anlamli olacak bir geometrik yeniden
diizenleme yapmanin miimkiin oldugunu fark ettiler.

Langlands Programi, Resid Tag’nin sol ve orta stitunlarinda,
Galois gruplar:1 ve otomorfik fonksiyonlar ile bir bagint: kurar.
Burada ortaya ¢ikan sorun ise Galois gruplar ile otomorfik fonk-
siyonlarin Riemann yiizeylerinin geometri teorisi iginde dogru
benzerlerini bulmaktir. Geometri teorisinde Galois grubunun ro-
lint Riemann yiizeyinin temel grubunun oynadigini 9. Bolim’de
gormistik. Ama otomorfik fonksiyonlarin geometrik benzerlerini
sorgulamadik.

Dogru geometrik benzerlerin fonksiyonlar degil, matematik-
gilerin demetler (sheaves) adini verdigi yapilar oldugu ortaya ikt

Bunlarin ne anlama geldigini agiklamak igin biraz sayilardan
bahsedelim. Dogal sayilar 1, 2, 3, ... gibi sayilardir ve ¢ok farkli
kullanimlar1 mevcuttur. Bunlardan biri de boyutlarin 6l¢iilmesidir.
Onuncu Boliim’de degindigimiz tizere, bir dogru tek boyutlu ve bir
diizlem iki boyulu olup, her bir #» dogal sayis1 igin de bir #-boyutlu
diiz uzay (flat space) bulunur ve buna vektér uzay: denir.! Bu aga-
mada, sayilarin vektor uzaylar ile yer degistirdigi bir diinya hayal
edelim; 6rnegin 1 say1st yerine bir dogru, 2 sayis1 yerine bir diizlem,
vb gelmis olsun.

Bu yeni diinyada, toplama isleminin yerini matematikgilerin
vektor uzaylarin direkt toplami adini verdikleri islem alir. Her biri
kendi koordinat sistemine sahip olan iki vektor uzayi verildiginde,
bu iki vektor uzayin koordinatlarini birlestiren yeni bir tanesini
yaratiriz; bu yiizden bu yeni vektdr uzayinin boyutu, iki boyutun
toplami olur. Ornegin dogrunun bir, diizlemin ise iki koordinatt
vardir. Bunlari birlestirdigimizde tig¢ koordinatli bir vektor uzay:
elde ederiz. Ortaya gikan bu uzay, i¢ boyutludur.

Vektor uzayinda, dogal sayilarin ¢arpma igleminin yerine bagka

bir iglem geger: Iki vektor uzay: verildiginde, bunlarin tensor garpi-
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mu (tensor product) ad1 verilen bir tiglinciisiinii olugtururuz. Tens6r
¢arpiminin ayrintili tanimina burada yer veremeyecegim; simdilik,
m ve n boyutlu iki vektor uzayiyla bagladigimizda tensér ¢arpiminin
m.n boyutlu olacaginin bilinmesi yeterlidir.

Dolayisiyla, vektor uzaylarindaki iglemler, dogal sayilardaki
toplama ve ¢arpma islemlerinin benzerleridir. Bununla birlikte, vek-
tor uzaylarinin bu paralel diinyasi, dogal sayilarin diinyasindan gok
daha zengindir! Bir sayinun igsel yapisi yoktur. Ornegin, 3 sayisint
tek bagina ele alirsak simetrisi yoktur ama ti¢ boyutlu uzayin vardur.
§O(3) Lie grubunun herhangi bir elemaninin ii¢ boyutlu uzayin bir
dondiirme hareketine neden oldugunu gérmugtiik. 3 sayis: 3-bo-
yutlu uzayin sadece bir golgesi olup bu uzayin sadece bir 6zelligini
yansitir: boyutluluk. Ancak bu sayi, vektdr uzaylarinin simetrileri
gibi diger 6zelliklerine gergek degerlerini veremez.

Modern matematikte, sayilarin vektdr uzaylar: olarak viicut
bulduklar: yeni bir diinya yaratiriz. Bunlarin her birinin zengin
ve tatmin edici bir 6zel hayati vardir ve aralarinda sadece toplama
ve ¢arpmaya indirgenemeyecek daha anlaml: bir iligki bulunur.
Gergekten de 1'i 2'den sadece bir gekilde ¢ikarabiliriz. Oysa bir
yuzeye bir ¢izgiyi bir¢ok farkli sekilde gémebiliriz.

Vektor uzaylar: kiime olugturan dogal sayilardan farkl olarak,
matematikgilerin kategori adini verdikleri daha karmagik bir yap:
olustururlar. Bir kategoride, vektor uzaylar: gibi “cisimlerin” yani
stira bir cisimden herhangi bir diger cisme “morfizmalar” (mor-
phisms) da bulunur.2 Ornegin, verilen bir kategori icinde, bir ci-
simden kendisine olan morfizmalar, aslinda cismin bu kategoride
miimkiin olan simetrileridir. Dolayisiyla kategorilerin dili, sadece
bu cisimlerin neden olustuklarina degil, ayn1 zamanda birbirleriyle
nasil etkilesim i¢inde olduklarina da odaklanabilmemizi saglar. Bu
yuzden, kategorilerin matematiksel teorisinin 6zellikle bilgisayar
bilimine iyi uyarlanabildigi anlagilmugtir.3 Haskell gibi fonksiyonel

programlama dillerinin geligtirilmesi, son zamanlardaki sayisiz uy-
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gulamalardan sadece biridir.* Yeni nesil bilgisayarlarin kiime teorisi
yerine kategori teorisi tizerine kurulacak olmas: kaginilmazdir ve
kategoriler, biz farkinda olalim ya da olmayalim giindelik hayati-
muza girecekler.

Kiimelerden kategorilere paradigma kaymasi, ayn1 zamanda
modern matematigin de itici gliglerinden birisidir. Buna kazegori-
zasyon ad1 verilir. Aslina bakarsaniz, agina oldugumuz kavramlarin
daha iist bir seviyeye evrildigi yeni bir diinya yaratiyoruz. Ornegin,
sayilarin yerini vektor uzaylar1 aliyor. Bir sonraki soru ise, bu yeni
diinyada fonksiyonlarin yerini neyin alacagidur.

Bu soruyu cevaplamak igin fonksiyon kavramini hatirlayalim.
Kiire, gember veya simidin dig yiizeyi (torus) gibi bir geometrik sekle
sahip oldugumuzu farz edelim ve buna § ismini verelim. Daha 6nce
de degindigimiz tzere, matematikgiler bu tiir gekillere manifold
ismini vermektedir. § manifoldundaki bir f fonksiyonu, §’deki her
bir s noktasina f fonksiyonunun s noktasindaki degeri denen bir say:
atayan kuraldir. Bu say1y1 £(s) seklinde gosteririz.

Fonksiyona bir 6rnek olarak sicaklig: digiinebiliriz, bu durum-
da § manifoldumuz i¢inde yagadigimiz ti¢ boyutlu uzay olur. Her
bir s noktasinda, bir say1 olan sicaklig1 6lgeriz. Bu gekilde, her bir
noktaya bir say1 atayan bir kural elde ederiz. Benzer gekilde, baro-
metrik basing da bize bir fonksiyon verir.

Daha soyut bir 6rnek verebilmek i¢in, $’yi bir ¢ember olarak
segelim. Cember tizerindeki her bir nokta, belli bir ag1 degeri ile
belirlenir ve daha 6nce yaptigimiz gibi buna yine ¢ diyelim. fsinis
fonksiyonu olsun. Bu durumda, bu fonksiyonun ¢ember iizerindeki
¢ agisina kargilik gelen noktadaki degeri sin(p) olur. Ornegin, eger
@ = 30 derece (derece yerine radyan cinsinden ifade edersek 11/6) ise
siniis fonksiyonunun degeri 1/2'dir. Eger ¢ = 60 derece (1/3) ise
fonksiyonun degeri +/3/2 olur, vb.

Simdi, sayilarin yerine vektdr uzaylarini koyabiliriz. Bu durumda
bir fonksiyon, § manifoldu tzerindeki her bir s noktasina bir say1
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yerine bir vektor uzayi atayan bir kural héline gelecektir. Bu tiir
kurallara demet (sheaf) denir. Eger bir demeti F semboli ile goste-
rirsek, bir s noktasina atanan vektdr uzayini da F (s) ile gosteririz.
Oyleyse, fonksiyonlar ile demetler arasindaki fark, manifoldu-
muzun her bir noktasina ne atadigimizla iligkilidir: Fonksiyonlarda
noktalara say: atarken, demetlerde vektor uzay: atariz. Verilen bir
demette, bu vektor uzaylar: farkls s noktalar: igin farkli boyutlarda
olabilir. Ornegin agagidaki resimde, bu vektor uzaylarinin gogu
diizlemken (iki boyutlu vektdr uzay), bir tanesi gizgidir (tek boyutlu
vektdr uzayi). Vektor uzaylari sayilarin kategorizasyonu oldugu gibi,

demetler de fonksiyonlarin kategorizasyonudur.

Kitabimizin sinirlarini agmakla beraber, bir demet aslinda ma-
nifoldumuzun noktalarina atanan vektdr uzaylarindan olugan ayrik
bir topluluktan daha fazlasidir. Verilen bir demetin farkli nokta-
larindaki liflerinin birtakim kesin kurallarla birbirlerine bagl ol-
malar1 gerekir.’

Bu agamada bizi ilgilendiren, fonksiyonlar ile demetler arasin-
da, biiyiik Fransiz matematikgi Alexander Grothendieck tarafindan
kesfedilen derin bir benzerlik oldugudur.

Grothendieck’in modern matematige egsiz denebilecek bir etkisi

olmugtur. Yirminci ylizyilin ikinci yarisinin en 6nemli matematik-
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¢isinin kim oldugunu sorarsaniz birgok matematikgi hig tereddiit
etmeden Grothendieck diyecektir. Modern cebirsel geometriyi ne-
redeyse tek bagina yaratmakla kalmamig, matematigi nasil bir biitiin
olarak digindigiimiizii de degistirmigtir. Langlands Programrnin
geometrik yeniden diizenlemesini yaparken kullandigimiz fonksi-
yonlar ve demetler arasi s6zlitk, Grothendieck’in galigmasina 6zgi
derin i¢g6riiniin harika bir 6rnegidir.

Size Grothendieck'’in fikrini kisaca anlatabilmek i¢in, 8. Boliim’de
gordigiimiiz sonlu cisim kavramina tekrar deginecegim. Her bir p
asal sayist igin, p elemanli bir sonlu cisim bulunur: {0, 1, 2 ,..., p-1}.
Daha 6nce de degindigimiz iizere, bu p adet eleman, rasyonel ve
gergel sayilardaki benzer islemlerle aym kurallara uyan, mod p arit-
metiginde toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bélme iglemleri ile bir say1
sistemi meydana getirirler.

Bu say1 sisteminin 6zel bir noktast vardir. {0, 1, 2, ..., p-1} sonlu
cisminin herhangi bir elemanini segip p’inci kuvvetini aldigimizda
—daha 6nce gordiiglimiiz mod p aritmetigi anlaminda— yine aym

say1y1 elde ederiz. Diger bir deyisle,
& =a (modp)

Bu formil, Fermat’'nin Son Teoremi’ni ortaya atan matematikgi
Pierre Fermat tarafindan ispatland1. Digerinden farkli olarak yuka-
ridaki formuliin ispat1 oldukga kolaydir. Bir kitabin kenar bogluguna
dahi sigabilir. Ben onu bu kitabin arkasindaki notlar kismina koy-
dum.® Bu sonucu Fermat'nin Son Teoremi’'nden (bazen Fermat'nin
Biiyik Teoremi olarak da anilir) ayirmak igin, Fermat'nin Kigiik
Teoremi ad:1 verilmigtir.

Ornek olarak p = 5 durumunu ele alalim. Bu durumda sonlu cis-
mimiz {0, 1, 2, 3, 4} olacaktir. Her birinin beginci kuvvetini alalim.
Kugkusuz, 0'in herhangi bir kuvveti 0 ve 1'in herhangi bir kuvve-

ti de 1 oldugundan, bunlar i¢gin sagilacak bir durum yok. Siradan
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gidelim ve 2'nin beginci kuvvetini alalim: 32 elde ederiz. Bununla
beraber 32=2+5.6 oldugundan bu say1 mod 5 aritmetiginde 2’ye
esittir —vadettigimiz Gzere yine 2'yi elde ettik. 3’in beginci kuv-
vetini alalim: 243 elde ederiz ve bu 3+5.48% esit oldugundan, mod
5 aritmetiginde 3'e esittir. Yine basladigimiz sayiya geri dondiik.
Sonolarak ayni iglemleri 4 ile deneyelim: besinci kuvveti 1024’tiir ki
mod 5 aritmetiginde 4 esittir. Bingo! mod 3 aritmetiginde 4 = 2
ve mod 7 aritmetiginde ’ = 2'y1 da kontrol etmenizi tavsiye ederim
(daha biyiik asal sayilarda Fermat'nin Kigiik Teoremi’ni dogrula-
mak i¢in hesap makinasina ihtiya¢ duyabilirsiniz).

Dikkate deger bir bagka nokta da benzer bir denklemin ¢evrim
i¢i bankacilikta yaygin olarak kullanilan RSA sifreleme algoritma-
sinin temelini olugturuyor olmasidir.”

& = aformiilii harika bir kesiften daha fazlasidir; sayilarin pinci
kuvvetini alma isleminin yani a’y1 2”’ye yollamanin sonlu cismin
Galois grubunun bir eleman: oldugu anlamina gelmektedir. Buna
Frobenius simetrisi ya da kisaca Frobenius denir. p elemanl sonlu
cismin Galois grubunun bu Frobenius sayesinde meydana geldigi
anlagilmigtir.®

Grothendieck’in fikrine geri donelim. Weil'in Resid Tagi'nin orta
sutunu ile bagladik. Daha sonra sonlu cisimler Gizerindeki egriler
ve sonlu cisimler izerindeki daha genel manifoldlar: ¢alisacagiz.

Bu manifoldlar, 9. Béliim’de bahsettigimiz,
yz +y= K3 - x?

gibi polinom denklemler sistemleriyle tanimlanirlar.

Bu tiir bir manifold tzerinde bir demetimiz oldugunu varsaya-
lim. Bu, manifoldun her bir noktasina bir vektor uzay: atayan bir
kuraldir ama aslinda daha fazla yap1 s6z konusudur. Demet kavrami,
manifoldumuzun zerinde tanimli oldugu say1 sisteminin herhangi

bir simetrisinin —ki bizim 6rnegimizde bu bir sonlu cisimdir— bu
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vektor uzayinin simetrisini meydana getirecegi bigimde tanimlan-
mustir. Ozellikle de sonlu cismin Galois grubunun bir elemani olan
Frobenius, zorunlu olarak bu vektdr uzayinin simetrisini meydana
getirmektedir.

Geldigimiz noktada, eger elimizde bir vektér uzayinin simet-
risi varsa bundan bir say1 tretebiliriz. Bunu yapmak i¢in standart
bir yéntem mevcuttur. Ornegin, eger vektor uzayimiz bir gizgi ise
bu uzayin Frobenius'tan elde ettigimiz simetrisi bize bir genisle-
me (dilation) verecektir: Her bir z elemani, bir A4 sayisi igin 4z’ye
donugtiirilecektir. Dolayisiyla, bu simetriye atadigimiz say: sadece
Adir. Birden fazla boyuta sahip vektor uzaylar: iginse simetrinin izi
(trace of the symmetry) denen yapiy1 kullamriz.” F(s) uzay: iizerin-
deki Frobenius'un izini alarak s noktasina bir say1 atariz.

En basit durum, Frobenius’un vektor uzay: iizerinde 6zdeslik
simetrisi iglevi gormesidir. Dolayisiyla, izi vektor uzayin boyutuna
esittir. Oyleyse boyle bir durumda, Frobeniusun izini aldigimizda,
bir vektor uzayina boyutunu atariz. Frobenius 6zdeslik degilse bu
yapy, bir vektor uzayina dogal say1 olma zorunlulugu bulunmayan
daha genel bir say: atar.

Sonug olarak, {0, 1, 2, ..., p-1} sonlu cismi tizerinde bir § mani-
folduna sahipsek (Weil’in Resid Tast’'nin orta siitunundaysak oldu-
gu gibi) ve § tizerinde bir F demetimiz varsa $’de bulunan her bir
s noktasina bir say1 atayabiliriz. Bu bize § tizerinde bir fonksiyon
verir. Béylece, Weil'in Regid Tagt'nin orta siitununda, demetlerden
fonksiyonlara gegisin bir yolu oldugunu gériiriiz.

Grothendieck buna “demetlerden fonksiyonlara s6zligi” adini
vermisti. Ancak bu garip bir s6zliktir. Yukaridaki islem dizisine
dayanarak, demetlerden fonksiyonlara bir gecis elde etmis oluruz.
Dahasi, demetlerdeki basit iglemler fonksiyonlardaki basit islemle-
re paraleldir. Ornegin, iki vektor uzayinin direk toplamina benzer
bi¢imde tanimlanan iki demetin dogrudan toplamin: alma iglemi,

iki fonksiyonun toplamini alma iglemine paraleldir.
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Ote yandan, fonksiyonlardan demetlere geri donmenin basit bir
yolu yoktur.!® Bu islemi tiim fonksiyonlar icin degil sadece bazilari
i¢in yapabilecegimiz anlagilmigtir. Fakat eger yapabilirsek bu de-
met, fonksiyonda bulunmayan birgok ilave bilgiye sahip olacaktir.
Bu bilgi daha sonra fonksiyonun kalbine ulagmak i¢in kullanilabi-
lir. Dikkat ¢eken bir gergek ise, Langlands Programi’nda (Weil’in
Resid Tag’nin ikinci siitununda) kargsimiza ¢ikan fonksiyonlarin
¢ogunun demetlerden gelmesidir.

Matematikgiler matematigin temel kavramlarindan biri olan
fonksiyonlar tizerinde yiizyillar boyunca galigtilar. Fonksiyon, si-
caklik ya da barometrik basing izerine diigiiniirken iggiidiisel olarak
kavrayabilecegimiz bir kavramdir. Fakat insanlar Grothendieck’ten
once, sonlu cisimler iizerindeki manifoldlar (sonlu cisimler {izerin-
deki egriler gibi) baglaminda fonksiyonlarin 6tesine gegerek demet-
lerle ¢alisabilecegimizi fark etmemiglerdi.

Dilerseniz fonksiyonlar: eski matematige, demetleri ise modern
matematige ait kavramlar olarak gorebilirsiniz. Grothendieck de-
metlerin bir¢ok agidan daha temel olduklarin: gésterdi; o eski giizel
fonksiyonlar, demetlerin sadece golgesidir.

Bu kesif, yirminci ytizyilin ikinci yarisinda matematik alaninda
kaydedilen ilerlemeyi biyiik olgtide tetikledi. Sebebi ise, daha gok ya-
piya sahip olan demetlerin daha hayati ve kullangh cisimler olmasidur.
Ornegin demetler simetriye sahip olabilirler. Eger bir fonksiyonu bir
demete yiikseltirsek bu simetrilerden istifade edebilir ve boylece fonksi-
yonlar: kullanarak 6grenebileceklerimizden daha fazlasini 6grenebiliriz.

Bizim igin 6zellikle kritik olan nokta, demetlerin Weil’in Resid
Tag’nin hem orta hem de sag siitununda bir anlam ifade etmesi-
dir. Bu, Langlands Programs’'ni orta siitundan sag siituna tagimak
i¢in bir yol agar.

Resid Tagi’'nin sag siitununda, karmagik sayilar kiimesinde ta-

nimli manifoldlari ele aliriz. Ornek olarak kiire veya simidin dig
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ylizeyi gibi Riemann yiizeylerine bakariz. Bu sartlar altinda, Weil'in
Resid Tagr’'nin sol ve orta siitunlarinda karsimiza ¢ikan otomorfik
fonksiyonlar, pek anlamli degildir. Fakat demetlerin anlamu vardur.
Bu yiizden, orta siitunda fonksiyonlarin yerine demetleri koydugu-
muzda (bunu Grothendieck’in sozligi sayesinde yapabiliyoruz),
WEeil'in Resid Tagr'nin orta ve sag siitunlari arasindaki benzerligi
yeniden yakalariz.

Ozetlersek: Weil’in Resid Tagr'nda orta siitundan sag siituna ge-
cerken, Langlands Programr’nca 6ngoriilen iligkinin her iki tarafinda
da diizenlemeler yapmamz gerekir. Galois grubu ve otomorfik fonk-
siyon kavramlarinin Riemann yiizeyleri geometrisinde dogrudan bir
kargilig1 bulunmamasinin sebebi de budur. Dokuzuncu Bolim’de
agikladigimiz tizere, Galois grubu kendi benzerini bir Riemann
yuzeyinin temel grubunda bulmaktadir. Ayrica Grothendieck s6z-
liginig kullaniriz ve otomorfik fonksiyonlar yerine onlarin 6zel-
liklerinin benzerini saglayan ve otomorfik demetler dedigimiz
demetleri ele aliriz.

Bu durum, Resid Tagi’'nin t¢ siitununu igeren agagidaki sema-
da gosterilmigtir ve her siitunda bulunan iki satirda, o stituna 6zel

Langlands bagintisinin iki tarafindaki cisimlerin ismi yer almaktadr.

Say: Teorisi Sonlu Cisim Uzerindeki Riemann
Egriler Yiizeyleri
Galois grubu Galois grubu temel grup
otomorfik otomorfik fonksiyonlar |  otomorfik
fonksiyonlar veya otomorfik demetler
demetler

Siradaki soru, bu otomorfik demetlerin nasil insa edilecegidir.
Bunun ¢ok zor bir soru oldugu anlagildi. 1980’lerin baginda Drinfeld,
bu tiirden ilk yéplyl en basit hiliyle (Pierre Deligne’in yayimlanma-
mug eski bir makalesinden hareket ederek) 6nerdi. Drinfeld’in fikir-

leri birkag y1l sonra Gérard Laumon tarafindan daha da gelistirildi.
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Drinfeld ile bulustugumuzda bana otomorfik demetleri olug-
turmak i¢in son derece farkli yeni bir yontem buldugunu soyledi.
Bununla birlikte, tasarladig: yeni yap1, Kac-Moody cebirleri lizerine
Feigin ile yaptigim ¢alismadan tiiretebilecegimi digiindiigii belirli
bir varsayima bagliyd. Inanamiyordum: Yapmis oldugum ¢alisma,
Langlands Programi’nda bir ige yarayabilirdi.

Langlands Programu ile alakali birgey yapabilme gans: yakala-
mus olmak, program hakkinda bilinen her geyi 6grenmek igin beni
heveslendirdi. O bahar, hemen her giin Drinfeld’in Harvard’'daki
ofisine gittim ve Langlands Programi’na dair sabirla cevapladig:
sorularimla onu bunalttim. O da bana, Feigin ile yaptigim ¢alig-
maya dair sorular soruyordu ¢iinki bu ¢aligmanin ayrintilari, iize-
rinde ¢aligt11 sey agisindan ¢ok 6nemliydi. Giiniin geri kalanini
Harvard’in kiitiiphanesinde Langlands Programi hakkinda bula-
bildigim her seyi bir ¢irpida okuyarak gegiriyordum. Konu o kadar
cezbediciydi ki bir an 6nce sabah olsun da Langlands Programs’'nin
derinliklerine girebileyim diye, her gece miimkiin oldugunca hizli
uykuya dalmaya ¢aligtyordum. Hayatimin en 6nemli projelerinden

birine girigmek lizere oldugumu biliyordum.

Bahar déneminin sonuna dogru, beni Moskova Universitesi giris si-
navinda yagadigim kafkaesk tecriibeye geri gotiiren bagka bir sey oldu.

Bir giin Victor Kac, Cambridge’deki evimden beni aradi ve biri-
sinin Moskova Universitesi Bagkani (ya da kendi deyisiyle Rektorii)
Antony Logunov'u seminer vermek tizere MIT Fizik Bolimi’ne
davet ettigini soyledi. Kac ve is arkadaglarinin pek ¢ogu MIT nin
MGU’ya giris sinavlarinda Yahudi 6grencilere uygulanan ayrim-
ciligin dogrudan sorumlusu olan adama dyle bir imkén tanimasina
ok ofkelenmigti. Kac ve digerleri onun yaptiklarinin bir sug, dola-
yisiyla davetin de bir skandal oldugunu diisiiniiyordu.

Logunov ¢ok giiclii bir adamdi: Sadece MGU’nun Bagkani degil,
ayni zamanda Yiiksek Enerji Fizigi Enstittsi’'niin Direktori, SSCB
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Komiinist Partisi'nin Merkez Komitesi'nin tyesi ve daha fazlasiy-
di. Peki ama MIT den biri onu niye davet etsindi? Kac ve baz1 is
arkadaglari, gerekgesi ne olursa olsun, bu duruma itiraz etti ve hem
davetin hem de seminerin iptalini istediler. Bir dizi goriigmenin
ardindan uzlag: saglandi: Logunov gelecek ve seminerini verecekti
ama seminerden sonra MGU’daki durumun ele alinacag: bir agik
oturum diizenlenecekti. Boylece insanlar Logunov’u ayrimcilikla
yuzlestirme gansina kavusacaklardi. K6y meclisi toplantis: gibi bir
sey olacakti.

Dogal olarak Kac, Logunov’un liderligindeki MGU’da neler olup
bittiginin ilk elden kanit1 olarak hikéyemi anlatmak tizere toplantiya
katilmamu rica etti. Bunu yapip yapmamam gerektigi konusunda
cekincelerim vardi. Her seyi kaydeden “asistanlarin” Logunov’a eg-
lik edeceginden emindim. Hatirlatmak isterim, bu olaylar Mayis
1990’da, Sovyetler Birligi’nin ¢okigiini baglatan Agustos 1991’deki
basarisiz darbe girisiminden bir yildan biraz daha uzun bir siire nce
oluyordu. Bu arada ben de yaz i¢in eve dénmek tizereydim. Logunov
gibi yiiksek riitbeli bir Sovyet yetkilisine ok az bile olsa rahatsiz
edici bir sey soylersem bagimi belaya sokabilirdim. En azindan,
Sovyetler Birligi'nden ayrilip Harvard’a dsSnmemi engelleyebilirlerdi.
Yine de Kac’in ricasini geri ¢eviremezdim. Bu toplantida taniklik
yapmamin ne kadar 6nemli oldugunun farkindaydim; bu yiizden
Victor’a gelecegimi ve eéer gerekirse bagimdan gegenleri anlatabi-
lecegimi séyledim. Kac kaygilarimi gidermeye ¢aligti.

“Endigelenme Edik; eger bunun igin seni hapse atarlarsa seni
¢itkartmak igin elimden geleni yapacagim.”

Yaklagan etkinlige dair séylenti hizla yayild: ve salon Logunov'un
semineri icin doldu. Insanlar, yapilacak konugmadan bir seyler 6gren-
mek i¢in gelmemislerdi. Herkes Logunov’un kariyerini Einstein’in
gorelilik teorisini ¢iiriitmeye adamig (nedenini merak ediyorum)
zayif bir fizik¢i oldugunu biliyordu. Beklendigi tizere, kendisinin

oo m PP T
yeni” yercekimi teorisi tizerine olan konugmasi i¢erik yoniinden za-



226 ASK VE MATEMATIK

yifti. Ancak bir¢ok agidan da oldukga garipti. Oncelikle, Logunov
Ingilizce konugmad: ve semineri Rusga verdi. Sozleri, Ingilizceyi
kusursuz konugan, siyah kravat ve takim elbise giymis, uzun boylu
bir adam tarafindan eszamanli olarak terciime edildi. Alnina bi-
yik harflerle irice “KGB” yazilmug gibiydi. Klonu (7°5e Matrix fil-
mindeki gibi) dinleyenler arasinda etrafina bakinarak oturuyordu.
Logunov'u MITde agirlayanlardan biri, konugmadan 6nce onu
oldukg¢a tuhaf bir bigimde tanitti. Logunov ve bagka birkag kisi ta-
rafindan yazilmis ve on yil énce yayimlanmus Ingilizce bir maka-
lenin ilk sayfasinin slaytini gésterdi. Sanirim amaci, Logunov’un
tamamen ahmak olmadigini ve aslinda itibarinin hakemli dergilerde
¢ikan bazi yayinlarindan kaynaklandigini gostermekti. Bir kisinin
bu sekilde tanitildigini daha 6nce hig gérﬁlemiﬁim. Logunov’un
MITye bilimsel dehasindan 6tiirii davet edilmedigi ortadaydi.
Kac, itham edici bazi belgelerin fotokopilerini dinleyicilere
dagitmig olmasina ragmen, konferans esnasinda protesto olmadi.
Belgelerden biri, Yahudi soyadi tagiyan bir bilim kurulu dyesinin
on y1l 6ncesine ait not dokimilydi. Tim derslerden A almig ol-
masina ragmen, MGU’daki son yilinda “akademik basarisizlik”
gerekgesiyle kovulmugtu. Not dékiimiine eklenen kisa bir not, bu
ogrencinin 6zel olarak gérevlendirilen ajanlar tarafindan Moskova
Sinagogu’nda yakalandig: konusunda okuyucuyu bilgilendiriyordu.
Seminerden sonra insanlar bagka bir odaya gegip, biyiik bir
dikdértgen masanin etrafina oturdu. Logunov, bir tarafta masanin
ucunayakin bir yere, tercimanlik yapan sivil giyimli iki “asistan”in
nezaretinde oturmugtu; Kac ve Logunov’u suglayan digerleriyse
masanin tam kargisindaydilar. Ben ve birkag arkadagim masanin
Logunov’un tarafindaki diger ucuna sessizce oturduk, bu ylizden
bize hi¢ dikkat etmedi.
So6zi Kac ve beraberindekiler agt1 ve Yahudi 6grencilerin
MGU'ya kabul edilmediklerine dair birgok hikiye duymus olduk-

larini s6ylediler. Logunov’a Moskova Universitesi Rektorii olarak
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bu konudaki yorumlarini sordular. Pek tabii ki, her seyi kesin bir
bi¢imde reddetti. Bir ara, sivil giyimli adamlardan biri Ingilizce
olarak, “Biliyorsunuz ki Profesér Logunov oldukg¢a algak géniilli
birisidir; bu ytizden size bunlardan asla bahsetmeyecektir ama ben
soyleyecegim: Aslinda kendisi birgok Yahudi 6grenciye kariyerinde
yardimci olmugtur,” dedi.

Sonra, sivil giyimli diger adam, Kac ve digerlerine “Sizler ya
buradan kaybolun ya da susun. Eger konugmak istediginiz somut
vakalar varsa onlar: belirtin. Eger yoksa Profesér Logunov ¢ok yo-
gun ve ilgilenmesi gereken bagka seyler var,” dedi.

Bu s6z tizerine Kac, beklendigi izere, “Aslinda, size bahsetmek
istedigimiz somut bir vaka var,” dedi ve eliyle beni igaret etti.

Ayaga kalktim. Logunov ve endiseleri yiizlerinden okunan “asis-
tanlar1” dahil herkes bana déndi. Logunov’la karg: karsiyaydik.

Logunov Rusga olarak “Cok ilging,” dedi —bu s6z, herkesin
anlayabilmesi i¢in Ingilizceye gevrildi— ve asistanlarina sessizce
fakat benim duyabilecegim sekilde “Adini almay1 unutmayin,” dedi.

Biraz korkung bir 4n oldugunu séylemek zorundayim ama geri
donigi yoktu. Kendimi tanittim ve “Alt1 y1l 6nce Mekh-Mat girig
sinavlarinda elendim,” dedim.

Sonra, sinavlarda bagima gelenleri kisaca anlattim. Odayi ses-
sizlik kapladi. Bu, Logunov’un politikasinin magdurlarindan biri-
nin “somut” bir gorgi tanig1 ifadesiydi ve bunlarin oldugunu higbir
sekilde inkar edemezdi. Iki asistan zararin daha da biiyiimesini
onlemek i¢in araya girdi.

“Demek MGU'ya giremedin. Peki ondan sonra nereye bagvur-
dun?” diye sordu birisi.

“Petrol ve Gaz Enstitiisi’'ne gittim,” dedim.

Asistan, “Kerosinka’ya gitmis” diye Logunov’a terciime etti ve o
da ever anlaminda hizla bagini salladi —pek tabii ki oranin benim
gibi 6grencilerin Moskova'da kabul edilebilecegi nadir yerlerden

biri oldugunu biliyordu.
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“Peki,” diye devam etti asistan, “belki de Petrol ve Gaz
Enstitisi’'ndeki rekabet, MGU’daki kadar sik: degildi. Birine gi-
rip digerine girememenin sebebi belki de budur?”

Hig de boyle degildi: Mekh-Mat'ta, benim gibi ayrimcilik uy-
gulananlari bir kenara koyarsak digerleri arasinda ¢ok az bir reka-
bet yasandigini biliyordum. Dért sinavin birinden B ve tiglinden
C almanin girebilmek i¢in yeterli oldugunu duymustum. Aksine,
Kerosinka’daki giris sinavlarinda rekabet olduk¢a yogundu. Bu
noktada Kac s6ze girdi: “Edward daha 6grenciyken, matematik
alaninda ¢1gi1r agan bir ¢aligma yapti ve MGU’da elenmesinin ar-
dindan daha beg yil bile gegmeden, yirmi bir yaginda, Harvard’a
misafir 6gretim iiyesi olarak davet edildi. Harvard’daki pozisyon
i¢in olan rekabetin de MGU giris sinavindakinden daha az oldu-
gunu mu iddia edeceksiniz?”

Uzun bir sessizlik oldu. Sonra Logunov birden hareketlendi.

“Buna ¢ok tiziildiim!” diye giirledi. “Bu geng adamin elenmesin-
den sorumlu olanlari arastirip cezalandiracagim. MGU’da bu tiir
seylerin olmasina izin vermeyecegim!”

Birkag dakika daha bdyle konugmaya devam etti.

Buna kim ne diyebilirdi ki? Masadaki hi¢ kimse, Logunov’un
celallenisinin samimiyetine ve gercekten bir sey yapacagina inan-
madi. Logunov ¢ok zekiydi. Bir duruma dair yapmacik tiziinti-
siinii sergileyerek, daha biiyiik bir konuyu savusturuyordu: Bizzat
Rektor’in kendisini de igeren MGU st yonetiminin agik¢a onay-

‘fadigy, 6zenle diizenlenmis ayrimcilik politikas: neticesinde daha
bagka binlerce 6grenci basarisizliga mahkim edilmisti.

O toplantida bu vakalar1 bir bir ortaya dokip, Mekh-Mar'a giris
stnavlarinda yogun bir anti-Semitizm politikas: giidiildiiglini ispat-
layamazdik. Bir yandan bana bu sikintilari ¢ektiren kisi ile dogrudan
yiizlesebilmenin ve astlar: tarafindan gergekten de haksizliga ugratil-
mis oldugumu kabul etmek zorunda birakmig olmanin tatminini ya-

sarken, bir yandan da hepimiz biliyorduk ki asil soru cevapsiz kalmugt1.
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Logunov’un ziyaretini kugatan bu olumsuz propagandanin ba-
riz bigimde etkisinde kalan ev sahipleri, bunu olabildigince hizli
bir gekilde sona erdirmek istiyordu. Toplantiy: sonlandirdilar ve
Logunov’u alip ortadan kayboldular. Bir daha da davet edilmedi.



15. Boliim:

Narin Bir Dans

1990 y1linin giiz mevsiminde, Harvard’da doktora 6grencisi oldum;
misafir 6gretim tyesinden daha kalic1 bir konuma gegmek i¢in bunu
yapmam gerekiyordu. Joseph Bernstein resmi danigmanim olmay:
kabul etti. O zamana kadar, bir doktora tezi i¢in gerekli olan ma-
teryalden fazlasini toplamigtim ve Arthur Jaffe, doktoram bir yil
i¢inde alabilmem igin Dekan: standart bir uygulama olan iki yil-
lik kayit zorunlulugunu kaldirmaya ikna etti. Bu sayede, 6gretim
tyeliginden doktora 6grenciligine “diglisim” ¢ok uzun siirmedi.
Nitekim, doktora tezimi o y1l i¢inde tamamladigim yeni bir proje
hakkinda yazdim. Her sey bahar aylarinda Drinfeld ile Langlands
Programi iizerine yaptigimiz tartigmalarla bagladi. Burada bu soh-

betlerin bir tanesini, senaryo seklinde veriyorum.
ACILIS:
DRINFELD’IN HARVARD’DAKI OFisi

DRINFELD kara tahtanin o6niinde dolaniyor. Sandalyede otu-

230
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ran EDWARD notlar aliyor. Yanindaki masanin lstiinde bir
¢ay fincani duruyor.
DRINFELD

Demek ki Shimura-Taniyama-Weil sanisai,

bize Ulclinci dereceden denklemlerle modii-

ler formlar arasinda bir baglanti veriyor

ama Langlands bunun daha da otesine git-

ti. Modiiler formlarin roliinii Lie grubunun

otomorfik godsterimlerinin ilistlendigi daha

genel bir iliski tasarlada.

EDWARD
Otomorfik goésterim nedir?

DRINFELD
(uzun bir duraklamanin ardindan)
Su an i¢in tam taniminin bir 6nemi yok. Her
neyse bir kitaptan okuyabilirsin. Onemli
olan, bir G Lie grubunun gésterimi olmasi.
Ornegin, bir kiirenin dénme hareketlerinin
S0(3) grubu gibi.

EDWARD
Tamam. Peki bu otomorfik gdsterimler ney-
le ilgili?

DRINFELD
Evet, en 6nemli kisim burasi: Langlands
bunlarin bir baska Lie grubundaki Galois
grubunun goésterimleri ile ilgili olmalara
gerektigini tahmin etti.!
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EDWARD
Anladim. Bu Lie grubunun ayni G grubu ol-
madigini sdylemek istiyorsun.

DRINFELD
Kesinlikle hayir! O, bir baska Lie grubu ve
buna G’nin Langlands dual grubu denir.

DRINFELD kara tahtaya L6 semboliinii yazar.

EDWARD
Buradaki L, Langlands anlamina mi geliyor?

DRINFELD
(Tebessiimle)
Aslinda Langlands’in asil niyeti,
L-fonksiyonlarini anlayabilmekti; bu yiiz-
den bu gruba L-grubu adini verdi...

EDWARD
Bakalim bunu anlamis miyim. Her bir G Lie
grubu ig¢in LG adinda baska bir Lie grubu
bulunuyor, dogru mu?

DRINFELD
Evet ve bu, Langlands bagintisinda ortaya

¢ikiyor. Sematik goésterimi de sodyle.

DRINFELD karatahtaya bir sema cizer:?

LG deki Galois grubunun G grubunun

gosterimi

otomorfik gosterimi
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EDWARD
Bunu anlamadim ... en azindan simdilik.
Sana daha basit bir soru sorayim: SO(3)’in
Langlands dual grubu nedir, sdyleyebilir
misin?

DRINFELD
Cok kolay: SO(3)’iin ¢ift katlisi. Hi¢ bardak
oyunu gordiin mi?

EDWARD
Bardak oyunu mu? Evet evet, hatirladim...

SAHNE:

HARVARD YUKSEK LISANS OGRENCILERININ KATILDIGI BiIR EV
PARTISI

Yirmili yaslarinin ortasinda yaklasik bir diizine 6grenci
sohbet edip, bira ve sarap i¢iyor. EDWARD, bir 6grenci
ile konusuyor.

OGRENCT
iste séyle yapiliyor.

OGRENCI sarap dolu bir plastik bardak alir ve sag avcunu
acarak listiine koyar. Daha sonra avcunu ve kolunu (asagi-
daki bir dizi fotografta gosterildigi gibi) dondiirmeye
baslar. Bir tam turun (360 derece) ardindan kolu ters
donmiistir. Bardagi agzi yukari gelecek sekilde tutarak
dondiirmeye devam eder ve bir tam tur daha yapar —sirp-

rizl- ve bardak, baslangi¢taki diiz konumuna geri déner.’
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BIR BASKA OGRENCI
Filipinlilerin bunu iki elle yaptiklari gele-
neksel bir sarap danslari oldugunu duymustum.4

iki bardak bira kapar ve ikisini de ayni anda déndiir-
meye ¢alisir ama kollari sallanir ve her iki bardaktaki
birayl da hemen ddker. Herkes giiler.

SAHNE:
TEKRAR DRINFELD’IN OFisi

DRINFELD
Oyun, SO(3) grubu iizerinde basit olmayan
kapali bir yol bulundugunu godsteriyor fa-
kat bu yolu iki kez kat edersek basit bir

yol elde ederiz.’

EDWARD
Tamam, anladim. Bardaga ilk tam turunu yap-
tirdiginda kolun ters déniiyor. Bu da ade-
ta SO(3) lzerindeki basit olmayan bir yola
benziyor.

Masadan bir bardak ¢ay alir ve ilk ¢evirme hareketini
yapar.
EDWARD
ikinci déniisiin kolu daha da biikecegini zan-
nedersin. Halbuki ikinci doniis kolun biikii-
miinii yok eder.

EDWARD hareketi tamamlar.
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Bardak oyunu (soldan saga ve yukaridan asagiya takip edin)
Fotograf: Andrea Young
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DRINFELD
Kesinlikle.®

EDWARD
Bunun Langlands dual grubu ile ne alaka-
s1 var?

DRINFELD
S0(3)’iin Langlands dual grubu SO(3)’in ¢ift
katlisi, bu yiizden..

EDWARD
Bu yilizden, SO(3)’iin her bir elemani ig¢in
Langlands dual grubunun iki elemani bulunur.

DRINFELD
Bu nedenle, bu yeni grubun basit olmayan7
herhangi bir kapali yolu olmayacak.

EDWARD
Dolayisiyla, Langlands dual grubuna ge¢-
mek, bu sag¢ma biikiimden kurtulmak anlamina
m1 geliyor?

DRINFELD
Dogr‘u.8 ilk bakista, bu kiiciik bir fark gibi
gozikebilir ama aslinda, elektron ve kuark-
lar gibi maddenin yapi taslari ile bunlar
arasinda etkilesimi tasiyan foton gibi par-
¢aciklar arasindaki davranis farkina benze-
yen biiyiik etkileri vardir. Daha genel Lie
gruplarinda, grup ile onun Langlands dual
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grubu arasindaki fark ¢ok daha belirgindir.
Aslina bakarsan birc¢ok durumda iki dual
grup arasinda belirgin bir baglanti yoktur.

EDWARD
Dual grup, Langlands bagintisinda neden kar-
simiza ¢ikiyor? Adeta bir sihir.

DRINFELD
Tam olarak bilemiyoruz.

EKRAN KARARIR

Langlands dualitesi (duality), Lie gruplar: arasinda ikili bir ilig-
ki kurar: Her bir G Lie grubu igin Langlands dual Lie grubu bir
LG vardir ve LG ‘nin dual grubu da G’nin kendisidir.” Langlands
Programr’nin, iki farkl: tiirde cismi (biri say: teorisinden, digeri
harmonik analizden) iligkilendirmesi yeterince hayret vericidir ama
iki dual grubun (G ve L®) bu bagintinin iki tarafinda ortaya ¢ikmasi
akil almaz bir olgudur (bkz. s. 232’deki sema).

Langlands Programr’nin matematik diinyasinin farkl kitalarini
birbirine bagladigini séylemistik. Bu benzetme tizerinden devam
edersek, bu kitalar Avrupa ve Kuzey Amerika olsun ve Avrupa’daki
her insan1 Kuzey Amerika’daki bir insan ile ve tersi de gegerli olacak
sekilde eslegtirmek igin bir yolumuz var. Hatta bu baglant: dahilinde,
kilo, boy ve yas gibi ¢esitli 6zelliklerin kusursuz bigimde eglestigini
fakat cinsiyetlerin z1t oldugunu yani erkeklerin kadinlarla ve kadin-
larin da erkeklerle eslesmis olduklarini varsayalim. S6z konusu bu
eslesme, Lie grubu ile onun Langlands dual grubunun Langlands
Programr’nda 6ngoriilen baginti altinda degis tokus etmesine benzer.

Aslina bakarsaniz bu degis tokus, Langlands Programr’nin en

gizemli yonidiir. Dual gruplarin nasil ortaya ¢iktigini agiklayan
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gesitli mekanizmalar biliyoruz bunun nedenini heniiz anlayabilmis
degiliz. Bu noktadaki bilgi eksikligi, Langlands Programi sayesinde
ag1ga ¢ikan bulgulari matematigin diger alanlarina (Weil’in Resid
Tag1 araciligiyla) ve bir sonraki bolimde gorecegimiz tizere kuan-
tum fizigine yayma ¢abamizin sebeplerinden biridir. Langlands
dual grubunun ortaya ¢ikt1g1 daha fazla 6rnek bulmayi istiyor ve
bunun da neden olduguna ve ne anlama geldigine dair ipuglari ve-
recegini umuyoruz.

Simdi, Weil’'in Regid Tag’'nin, Riemann ytizeyleri ile alakali
olan sag siitununa odaklanalim. Bir 6ncekibélimde saptadigimiz
tuzere (bkz. s. 223’teki sema), Langlands bagintisinin bu siitun-
da rol oynayan versiyonunda, G Lie grubu ile iligkili otomorfik
fonksiyonlarin (ya da otomorfik gésterimler) roliini “otomorfik
demetler” canlandirir. Bu otomorfik demetlerin bir X Riemann
ylizeyi ve G grubuna eklemlenmis belirli bir uzay tizerinde “yaga-
diklar1” anlagiliyor ki bu uzaya X iizerindeki G-destelerinin moduli
uzay1 (moduli space) ad1 verilir. Bunun ne oldugu su an bizim igin
6nemli degil.)® Bagintinin diger tarafinda, Galois grubu roliini
9. Bolim’de gordigimiz gibi bu Riemann yiizeyinin temel gru-
bu oynamaktadir. Sayfa 232’deki semadan hareketle, geometrik
Langlands bagintisinin (geometrik Langlands Eglemesi olarak da
bilinir) agagidaki gibi bir gematik gériiniime sahip olmas: gerek-

tigini sdyleyebiliriz:

X iizerindeki G-destelerinin
— moduli uzay tizerindeki
otomorfik demetler

Xin LG deki temel
grubunun gosterimleri

Bu, £G’deki temel grubun her bir gésterimini her bir otomorfik
demet ile iligkilendirmemiz gerektigi anlamina geliyor. Drinfeld’in

bunun nasil yapilacagina dair oldukga yeni bir fikri vardu.
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ACILIS:

DRINFELD’IN OFisi
DRINFELD
0 halde, bu otomorfik demetleri olusturma-
nin sistematik bir yolunu bulmaliyiz. Ben,
Kac-Moody cebirlerinin gdésterimlerinin bu

isin listesinden gelebilecegini diisliniiyorum.

EDWARD
Neden o?

DRINFELD
Su anda Riemann yiizeyleri diinyasindayiz.
Bu tiir bir yilizeyin, ilmiklerden olusan bir
siniri olabilir.

DRINFELD tahtaya bir resim ¢izer.

DRINFELD
Riemann yilizeyindeki ilmikler bize ilmik

gruplari ve dolayisiyla da Kac-Moody cebir-
leri i¢in bir baglanti sagliyor. Bu baglan-
tiy1 kullanarak, Kac-Moody cebirinin gés-
terimlerini Riemann yiizeyimizin iizerindeki
G-destelerinin moduli uzayi ilizerindeki de-
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metlere donistirebiliriz. Simdilik ayrin-
tilari gegelim. Semayla gosterecek olursak,
bunun su sekilde islemesini bekliyorum.

Kara tahtaya bir diyagram ¢izer.

G’nin Kac-Moody
cebirinin bir gosterimi

LG deki temel grubun

c e —>
bir gosterimi

G-destelerinin moduli uzay:

tlizerinde bir otomorfik demet

DRINFELD
ikinci okta sikinti yok. Asil soru, ilk okun
nasil olusturulacagi. Feigin bana Kac-Moody
cebirlerinin gosterimleri ilizerine yaptigin
¢alismadan bahsetti. Bence onu burada kul-
lanabilirsin.

EDWARD
Bu durumda, G’nin Kac-Moody cebirinin géste-
rimi, 'G Langlands dual grubu hakkinda bir
sekilde “bilgi sahibi” olmalui.

DRINFELD
Dogru.

EDWARD
Bu nasil mimkiin olur?

DRINFELD
Bu da senin payina diisen soru.

EKRAN KARARIR.
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Sanirim kendimi The Matrix filminde Morpheus ile konugan
Neo gibi hissetmigtim. Heyecan verici ve biraz da trkitici idi. Bu
alanda gergekten yeni bir sey soyleyebilecek miydim?

Bu problemi nasil ele aldigimi agiklayabilmek igin, bir Riemann
yilizeyinin temel grubunun gosterimlerinin olugturulmasinda kulla-
nilan etkili bir yéntemden bahsetmeliyim. Bunu diferansiyel denk-
lemler kullanarak yapariz.

Diferansiyel denklem, bir fonksiyon ile onun tiirevlerini iligkilen-
diren denklemdir. Ornek olarak diiz bir yolda ilerleyen arabay: ele
alalim. Yolun tek bir koordinati var; bunu x ile gésterelim. Arabanin
zaman dilimi igerisinde bir # anindaki konumu x(#) fonksiyonu ile
gosterilir. Ornegin, x(£) = £ olabilir.

Aracin hizi, kisa bir zaman araliginda (A¢) alinan yolun bu sii-
reye oranidur:

x(t+AD) - x ()
At

Eger arag sabit hizla hareket ediyor olsayd: hangi A# zaman
aralifini segtigimizin bir 6nemi olmayacakti. Ama eger arag hizini
degistiriyorsa daha kiigiik bir Az, aracin #anindaki hizina dair daha
dogru bir kestirimde bulunmamiz: saglar. O andaki hizin kesin,
anlik degerini belirlemek igin, bu oranin A# 0’a giderkenki limitini
aliriz. Bu limit x(#'nin tiirevidir ve x(#) seklinde gosterilir.

C)rnegin, x(£) = £ ise bu durumda ¥'(¢) = 2¢ olur; daha genel bir
bigimde ifade edersek eger x(¢) = £” ise, x(¢) = n#" ! olur. Bu formiil-
leri tiiretmek zor olmasa da gu an bizim igin gart degil.

Birgok doga yasas: diferansiyel denklemler yani fonksiyonlari ve
bunlarin tirevlerini igeren denklemler bi¢iminde ifade edilebilir.
Ornegin bir sonraki béliimde tizerinde duracagimiz, Maxwell'in
elektromanyetizmay: tanimlayan denklemleri ile Einstein’in yer
¢ekimi kuvvetini tanimlayan denklemleri birer diferansiyel denk-

lemdir. Aslina bakarsaniz matematiksel modellerin ¢ogu (fizik, bi-
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yoloji, kimyaveya finansal pazarlar) diferansiyel denklemler igerir.
Bilesik faizin nasil hesaplanacag gibi bireysel finansmana iligkin
en basit sorular dahi bizi hemen diferansiyel denklemlere gotiiriir.

Bir diferansiyel denklem 6rnegini agagida goérebilirsiniz:

(6) = 2x(¢) '

Bu denklemin ¢6ziimi, x(9) = £ fonksiyonudur. Gergekten de, eli-
mizdeki x'(#) = 2¢ ve 2x(£)/¢ = 2¢2/¢ = 2¢ ifadelerinden hareketle,
x(¢) = 2 ifadesini denklemin sol ve sag taraflarina yerlestirdigimizde
ayni ifadeyi elde ederiz: 2¢. Dahasi, bu esitligin tim ¢ozlimlerinin
x(£) = C# bi¢iminde oldugu gorilmektedir. Buradaki C terimi, #den
bagimsiz bir gergel sayidir (C, Ingilizce “constant” ifadesinden gel-
mektedir). Orncgin, x(£) = 57 bir ¢6zimdyiir.
Benzer sekilde,

nx (¢)

x'(2) =

diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerini de x(¢) = C#" formiilii verir.
Buradaki C terimi, herhangi bir gergel sayidir.

7'nin negatif tam say1olmasinin higbir mahsuru yoktur. Denklem
ve x(¢) = C?" formiili anlamini korumaya devam eder fakat bu for-
miil artik # = 0'da tanimli olamayacaktir. Bu yiizden # = 0’1 deger-
lendirmelerimizin diginda tutuyoruz. Bu kabuli yaptiktan sonra,
n, herhangi bir rasyonel say1 veya herhangi bir gergel say: olabilir.

Simdi bir adim daha atalim: Bu diferansiyel denklemin orijinal
formiilasyonunda #yi zaman olarak gérdigiimiz igin, onun gergel
say1 oldugunu varsaydik. Fakat gimdi #, 7 + s/-1 bigiminde bir kar-
magik say1 olsun (7 ve s birer gergel say1). Dokuzuncu Bélim’de de-
gindigimiz tizere (bkz. s. 146’daki resim), karmagik sayilar diizlem

tzerinde koordinatlar1 7 ve s olan bir nokta olarak gosterilebilir. £yi
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karmagtik say1 yapmamizla birlikte, x(#) de fiilen diizlem tizerinde
bir fonksiyon hiline gelir. Ve tabii ki bu diizlemin bir noktas: eksik.
x(¢)'nin bu diizlemin merkezi olan # = 0 noktasinda (her iki koordi-
natin —r ve s— sif ira esit oldugu noktada) tanimli olmayabilecegini
kabul ettigimizden, x(#) gercekten de bir nokta —merkez— harig
olmak kaydiyla bu diizlem tizerinde tanimlidur.

Simdi de oyuna temel grubu dahil edecegiz. Dokuzuncu
Boliim’de gordiigiimiiz iizere, temel grubun elemanlar: kapali yol-
lardir (close paths). Diizlemin temel grubunu bir noktanin eksik
oldugu haliyle ele alalim. Bu durumda, tiim kapali yollarin bir
“dolanim sayis1” (winding number) olacaktir: Bu say1, yolun eksik
nokta etrafinda kag kez dolandigini belirtir. Eger yol saat yoniiniin
tersine gidiyorsa bu say1y: pozitif isaretle, eger saat yoniinde gidi-
yorsa da negatif isaretle kullaniriz.!! Dolanim sayisi +1 ve -1 olan

kapali yollar agagidaki sekilde gosterilmistir.

Dolanim Sayis: +1 Dolanim Sayis: -1

Kendi etrafinda iki kez dolanan ve baglangi¢ noktasina donmek
i¢in kendini kesen bir yolun dolanim sayis: +2 ya da -2 olacaktir ve
daha karmagik yollar i¢in de benzer sekilde numaralandirma yapilir.

Diferansiyel denklemimize geri dénelim:

(6) - nx (£) .
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Bu denklemde, 7 bu esitlikteki herhangi bir gergel sayidir ve gim-
di # karmagik say1 degerleri aliyor. Bu denklemin ¢6ziimi x(¢) = £
seklindedir ama burada bir siirpriz var: Eger » bir tam say1 degilse
¢6zimi dizlem Gzerindeki bir kapali yol iizerinde hesaplayip aym
noktaya geri déndigiimiizde, ¢6ziimin bitig noktasindaki degeri
ile baglangi¢ noktasindaki degeri ayn1 olmak zorunda degildir. Bir
karmagik say1 ile carpilmig hili olacaktir. Bu durumda, ¢6ziimiin
bu yol boyunca monodromiye (monodromy) ugradigini soyleriz.

Bir tam ¢ember yaptigimizda bir seyin degisecegini sdylemek,
mantiksiz ve hatta kendi ile geligkili gériinebilir. Ancak bu tama-
men bir tam ¢ember yapmakla ne kastettigimize baglidir. Uzaydaki
konumumuzda oldugu gibi, bir kapali yolu kat edip e//i bir 6zellik
agisindan ayni noktaya geri doniiyor olabiliriz. Ancak diger 6zel-
likler pekala degismis olabilir.

Bunu bir 6rnekle agiklayalim. Rick, 14 Mart 2010 tarihinde bir
aksam yemegi partisinde Ilsa ile tanigiyor ve hemen o an ona agik
oluyor. Ilsa 6nce Rick’e pek aldirig etmiyor ama yine de onunla bu-
lugmayi kabul ediyor. Ardindan bir randevu, bir randevu daha...
Ilsa da Rick’ten hoglanmaya bagliyor; nedeni ise Rick’in negeli ve
zeki olmasi, ona iyi davranmasi. Tahmin edeceginiz tizere, daha
sonra Ilsa da 4sik oluyor ve hatta Facebook durumunu “liskisi var"a
geviriyor; Rick de aynisin1 yapryor. Zaman hizla gegiyor ve ilk bu-
lugtuklar: tarihin birinci yil déniimi olan 14 Mart gelip ¢atiyor.
Takvim agisindan bakarsak —sadece ay ve giine dikkat edip y1li yok
sayarsak— Rick ve Ilsa bir tam ¢ember yapmug oldular. Ancak baz:
seyler degisti. Tanigtiklar1 giin Rick 41k olmug ama Ilsa olmamugtu.
Bir yil sonra ise durum farkly, artik birbirlerine esit derecede dsik
olabilirler ya da belki Ilsa sirilsiklam 4g1k iken Rick i¢in durumun
soyle boyle oldugu séylenebilir. Rick artik Ilsa’ya asik olmayip, gizlice
bir bagkasi ile goriigiiyor da olabilir. Bilmiyoruz. Bizim i¢in 6nemli
olan, onlar takvimde ayn: giine, 14 Mart’a geri donmii§ olmalarina

ragmen, birbirlerine olan agklarinin epeyce degismis olabilecegidir.
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Bu noktada babam bana, bu 6rnegin kafa karigtiric1 olabilece-
gini séyliyor. Zira Rick ile Ilsa’nin zaman iginde ayni noktaya geri
déndiiklerini —imkénsiz bir sey— ileri siirer gibi gériindigiini
disliniiyor. Oysa ben belli 6zelliklere odaklaniyorum; bilhassa da
ay ve giine. Bu agidan bakinca, 14 Mart 2010’dan 14 Mart 2011
gitmek, tam manasiyla bir gember yapmaktir.

Bunun yerine, uzay igerisindeki bir kapali yolu ele almak daha
iyi olabilir. Bunun i¢in, Rick ve Ilsa beraberlerken, bir diinya tu-
runa ¢iktiklarini digiinelim. Seyahat boyunca iligkileri evriliyor
ve uzayda ayni noktaya —memleketlerine— geri dondiiklerinde,
birbirlerine olan agklar1 da degismis olabilir.

Ik durumda, zaman iginde (ay ve giin takviminde demek daha
dogru olur) bir kapali yolumuz varken, ikinci durumda uzayda bir
kapali yolumuz var. Ancak sonuglar ayni: Bir iligki kapali bir yol
boyunca degisebilir. Her iki senaryo da agkin monodromisi diye-
bilecegimiz bir olgﬁyu gosteriyor.

Matematiksel olarak, Rick’in Ilsa’ya olan agkini x ve Ilsa’nin
Rick’e olan agkini da y ile gosterebiliriz. Bu durumda, iligkilerinin
her dndaki durumunu diizlem tizerinde (x, y) koordinatlarina sahip
bir nokta ile gosterebiliriz. Ornegin ilk senaryoda, ilk tanigtikla-
r1 giin (1, 0) noktas: idi. Sonra, kapal: bir yol tizerinde (uzay veya
zamanda) hareket ettik¢e noktanin konumu degisti. Boylelikle,
iligkilerinin gelisimi «, y dizlemindeki bir gidimizi (trajectory) ile
gosterebilir. Daha basit ifade etmek gerekirse monodromi, bu gi-
dimizinin ilk ve son noktalar: arasindaki farktir.

Daha az romantik bir 6rnek verelim. Daire geklinde bir mer-
divene tirmandiginiz1 ve bir tam tur atmis oldugunuzu digtinin.
Konumunuzun zemin tizerindeki izdiigimi s6z konusu oldugunda,
bir tam ¢ember yaptiniz. Ancak bir diger 6zellik —yiiksekliginiz—
degisti, bir st kata ¢iktiniz. Bu da bir monodromidir. Bu durumu
ilk 6rnegimiz ile iligkilendirebiliriz ¢linkd takvim de spiral gibi-

dir: Yilin 365 giini zemindeki ¢embere benzerken, yil yikseklige
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benzetilebilir. Dolayisiyla, 14 Mart 2010 gibi verili bir tarihten bir
sonraki yilin yine ayni giliniine gitmek, merdiven ¢itkmaya benzer.

Diferansiyel denklemimizin ¢éziimiine geri dénelim. Bir diizlem
tizerindeki kapali yol, zemin tzerindeki izdigimiiniziin kapal yolu
gibidir. Coziimiin degeri de merdivendeki konumunuzun yiiksek-
ligi gibidir. Bu sekilde baktigimizda, bir tam dénis yaptigimizda
¢6ziimiin degerinin ilk degerden farkli olmas, siirpriz olmayacaktir.

Bu iki degerin oranini aldigimizda, ¢6ziimiin bu yoldaki monod-
romisini elde ederiz. Buradan haraketle bu monodromiyi ¢ember
grubunun bir eleman: olarak yorumlayabiliriz.!? Bunu géstermek
i¢in, baston seklindeki bir sekeri simit geklini alacak bi¢imde biik-
tigliniizi hayal edin. Ardindan da geker tizerindeki kirmiz: bur-
guyu takip edin. Seker tizerinde hareket etmek, diizlemimiz {ize-
rindeki bir kapali yolu takip etmek gibidir ve burgu, ¢6zlimiimiize
karsilik gelir. Seker tizerinde bir tam g¢ember ¢izdiginizde, burgu
genellikle baslangi¢ noktasindan farkli bir noktaya varacaktir. Bu
fark, ¢6ziimiimiiziin monodromisi gibidir. Sekerin belli bir a¢1 ile
déndirilmesine kargilik gelir.

12. sonnotta gosterilen hesaplama, dolanim sayis: +1 olan ka-
pal1 yol boyunca monodrominin ¢ember grubunun 3607 derecelik
donme hareketine kargilik gelen elemani oldugunu gostermektedir.
(Ornegin 7 = 1/6 ise bu yola 360/6 = 60 derecelik donme hareketi
atariz.) Benzer gekilde, dolanim sayis1 w olan yol boyunca monod-
romi 360wn derecelik donme hareketidir.

Buradan ¢ikan sonug: Bir noktas: eksik olan dizlemde farkli
yollar iizerindeki monodromiler, temel grubunun ¢gember grubun-
daki gésterimini meydana getirir.!3 Daha genel olarak, herhangi
bir Riemann yiizeyinin (biyiik olasilikla, 6rnegimizde oldugu gibi
bazi noktalar: eksik olan) temel grubunun gésterimlerini bu yiizey
tizerinde tanimli diferansiyel denklemlerin monodromisini hesap-
layarak olusturabiliriz. Bu denklemler daha karmagik olacaktir ama

lokalde (yiizey iizerinde bulunan bir nokta etrafindaki dar gevre
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i¢inde) hepsi yukaridakine benzer. Daha da karmagik denklemlerin
monodromisini kullanarak, verilen bir Riemann yiizeyinin ¢ember
grubundan farkh Lie gruplarindaki temel grubunun gésterimleri-
ni de benzer sekilde olusturabiliriz. Ornegin, temel grubun SO(3)
grubundaki gosterimlerini olugturabiliriz.

Oniime gikan probleme geridénelim: G Lie grubu ile basliyoruz
ve ilgili Kac-Moody cebirini aliyoruz. Drinfeld’in varsayimi, bu
Kac-Moody cebirinin gosterimleri ile temel grubun “G Langlands
dual grubundaki gésterimleri arasinda bir baglant: bulunmasini
gerektiriyordu.

ilk adim, temel grubun gosterimlerinin yerine monodromisi
LG’ de degerler alan uygun diferansiyel denklemler koymaktir. Bu,
soruyu daha cebirsel hile getirir ve dolayisiyla da Kac-Moody ce-
birleri diinyasina yaklastirir. Burada kullanilabilecek diferansiyel
denklem tiirleri (6zellikle de yukaridaki gibi bir noktas: eksik diizlem
durumunda), Drinfeld Ufa’ya “siiriildiigiinde”, Drinfeld ve Sokolov
tarafindan ortaya konmugtu. Daha sonra Beilinson ve Drinfeld bu
calismayi gelisigiizel Riemann yiizeyleri icin genellediler ve ortaya
¢ikan diferansiyel denklemlere “oper”ler adini verdiler. “Oper” te-
rimi “operatdr” teriminden tiiretilmisti ama ayn1 zamanda mizahi
bir anlam da tagtyordu ¢iinkii Rus¢a’da polis memurlari igin kulla-
nilan, “aynasiz” gibi argo bir ifadedir.

Tezimde, Moskova'da Borya ile yaptigimiz ¢aligmaya dayanarak
parametreleri ZG Langlands dual grubu ile iligkili operler ile ifade
edilen G’nin Kac-Moody cebirinin gésterimlerini olugturabildim.
Ikisi arasinda bir baglant: bulunmasi, bir nevi mucizeydi: G ile
iligkili Kac-Moody cebiri, Drinfeld’in tahmin etmis oldugu tizere
tuhaf bir bigimde £G Langlands dual grubundan haberdards. Bu,

planinin agagidaki semaya gore islemesini sagladr:™*
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Xin LG deki temel X Riemann yiizeyi
grubunun bir gosterimi tizerindeki oper

X uzerindeki G-destelerinin
— | moduli uzay: izerindeki bir
otomorfik demet

G’nin Kac-Moody
cebirinin bir gosterimi

Bu sonug i¢in buldugum ispat, teknik agidan olduk¢a kapsam-
liydi. Langlands dual grubunun nas:/ ortaya ¢iktigini agiklayabil-
migtim ama Ustiinden yirmi yildan uzun bir siire gegmis olmasina
ragmen, neden ortaya ¢iktig1 bugiin bile benim i¢in gizemini koru-
yor. Problemi ¢6zdiim ama sonug olarak bir seyin hig yoktan ortaya
¢ikiverdigi hissine kapilmak son derece hognutsuzluk uyandiran bir
durum. Bu yiizden, bundan sonraki aragtirmalarim kismen daha
eksiksiz bir agiklama bulma ¢abasina yénelik oldu.

Bu siireg genellikle goyle isler: Birileri bir teoremi ispatlar, diger-
leri onu dogrular, yeni bulgulara dayanarak o alanda yeni geligmeler
saglanir ama ne anlama geldigini tam olarak kavramak yillar veya
onlarca y1l alabilir. Ben cevabi bulamasam bile megalenin onu enin-
de sonunda ¢6zecek olan yeni matematikgi nesillerine gegecegini
biliyordum ama tabii ki konunun 6ziine kendim inmeyi gok isterim.

Daha sonra, Beilinson ve Drinfeld, geometrik Langlands ba-
gintisina dair kurduklar: giizel yapilarinda (bkz. s. 238: Weil’in
Resid Tagt’nin sag stitunu) tezimdeki teoremi kullandilar. Yaptiklar:
muhtegem ¢aligma, konuya dair bir siirii taze diigiince ve i¢gori su-
narak ve kapsamini daha da genisleterek Langlands Programi’'nda
yeni bir bolimiin baglangici oldu.

Bu alanda yapmis oldugum aragtirmay: (bir kismini Borya ve
bir kismini da Dennis Gaitsgory ile isbirligi yaparak), daha son-
ra Cambridge Universtiy Press tarafindan yayinlanan Langlands
Correspondence for Loop Groups isimli kitabimda 6zetleyerek anlat-
tim.'? Kitap, Borya’nin yazlik evinden gece treniyle evime dénerken

Kac-Moody cebirlerinin serbest alan gergeklesimi igin ilk formiilleri
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yazdiktan tam yirmi yil sonra, 2007’de yayimlandi. Bu hesaplama
—o strada ¢ok az bilgim vardi— Langlands Programi’na yapacagim
uzun yolculugu baglatt.

Kitabin girisine 6zdeyis olarak, E.E. Cummings’in en sevdigim

siirlerinden biri olan, 1931’de yazdig1 su musralar: segtim:

Bos cember sekilleri hafifce
Cebirin kibri iginde sallanarak battr
Irerisinde done done matematik islemleriyle carprsirken

Langlands Programr’nda ulagmaya ¢aligtigimiz ey bana siirsel
bir metafor gibi goriiniyor: Geometri, cebir ve aritmetigin (yani
say1 teorisi) bir araya gelisi. Cagdag bir simya.

Beilinson ve Drinfeld’in ¢aligmasi, uzun siredir ¢oziilemeyen
baz1 problemleri ¢6zdii ama daha fazla sorunun da ortaya ¢ikmasina
sebep oldu. Matematikte igler boyledir: Her yeni sonug, bilinmeyeni
saran Ortiyu agag1 indirir ama bu gekilde bilinir héle gelen sey, ce-
vaplar igermez —sormay1 bilmedigimiz sorular, kesfedebilecegimizi
bilmedigimiz yollar igerir. Bu ytizden, her kesif bizi yeni sigramalar

yapmaya iter ve bilgi birikimi arayigimizda bizi asla tatmin etmez.

Mayis 1991°de, Harvard’da mezuniyet térenine katildim. Benim igin
ayrica 6zel bir andi ¢iinki agilig konugmasini, Sovyetler Birligi'ndeki
perestroikanin mimarlarindan biri olan Eduard Shevardnadze yapa-
cakt1. Baltik cumhuriyetlerindeki siddete kars: gikip, ortaya ¢ikmakta
olan diktatorlige kargi uyarida bulunarak Disigleri Bakanligr’'ndan
daha yeni istifa etmigti.

Calkantili giinlerdi. Yaklagmakta olan hengameden haberi-
miz yoktu: O yilin Agustos ayinda gergeklesen coup 4 étaf , ar-
dindan Sovyetler Birligi'nin dagilisi, ekonomik reform siirecinde
¢ogu insanin katlanmak zorunda kaldig: ¢ok biiyiik zorluklari,

* hiikiimet darbesi—ed.n.
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Shevardnadze’nin anavatam Giircistan’in bagi olarak yapacag; saibeli
isleri tahmin edemedik. Ancak giinesin Harvard Yard’ kugattig1 o
aydinlik giin, benim ve milyonlarca hemgehrimin komiinist rejim-
den kurtulmasina yardim eden bu adama “tegekkiir etmek” istedim.

Konugmasindan sonra yanina gittim ve Harvard’dan doktorami
yeni aldigimu, perestroika olmasaydi bunun asla miimkiin olamaya-
cagini séyledim. Giilimsedi ve sempatik Giircii aksaniyla Rusga
“Bunu duyduguma sevindim. Isinde bagarili olmani dilerim,” dedi.
Biraz bekledikten sonra, gergek bir Giircii gibi “ve 6zel hayatinda
da mutluluklar dilerim,” diye ekledi.

Ertesi sabah Italya’ya u¢tum. Victor Kac, Italyan meslektas:
Corrado De Concini ile Pisa’da organize ettikleri bir konferansa
beni de davet etmigti. Pisa’dan bagka bir toplantiya katilmak tizere
Korsika Adasi’'na ve oradan da Japonya'nin Kyoto sehrinde diizen-
lenen bir konferansa gittim. Bu konferanslar, Kac-Moody cebir-
leri ve bunlarin kuantum fizigindeki uygulamalar ile ilgilenen
fizikgileri ve matematikgileri bir araya getiriyordu. Yeni tamamla-
digim ¢aligmam hakkinda konugma yaptim. Katilimcilarin ¢ogu
Langlands Programs’ni ilk defa duyuyordu ve ilgilerini ¢ekmis gibi
duruyorlardi. O giinleri tekrar diigiiniince, o zamandan bu zama-
na ne kadar ¢ok seyin degismis olduguna gagiriyorum. Langlands
Programi giinimiizde modern matematigin koge taglarindan biri
olarak addediliyor ve farkl disiplinlerce de yaygin olarak biliniyor.

Dinyanin farkli yerlerine gitme firsat1 elime ilk kez ge¢misti.
Biryandan farkh kiltirleri kegfediyor, bir yandan da ortak dilimiz
olan matematigin bizi nasil bir araya getirdigini idrak ediyordum.
Her sey yeni ve heyecan vericiydi; diinya, sonsuz olasiliklarin bir

araya geldigi bir kaleydoskoptu.



16. Bolum:

Kuantum Dualitesi

Langlands Programr’nin say1 teorisinden sonlu cisim tizerindeki
egrilere, oradan da Riemann yiizeylerine kadar matematigin farkli
alanlarinda ses getirdigini gordiik. Kac-Moody cebirlerinin goste-
rimleri bile karigima dahil oldu. Langlands Programi’nin mercegin-
den baktigimizda matematigin birbirinden ayr1 bu alanlarinda ayn:
oriintileri, ayni olgular1 gézlemleriz. Kendilerini farkl bigimlerde
ag1fa vururlar ama bazi ortak 6zellikler (Langlands dual grubunun
ortaya ¢tkmasi gibi) her zaman fark edilebilir. Ttiim matematige te-
mel tegkil eden gizemli bir yaptya —kaynak kod diyebiliriz— isaret
ederler. Bu agidan bakinca, Langlands Programi’nin matematigin
Biyiik Birlesik Teorisi oldugunu sdyleyebiliriz.

Matematigin okullarda gérdigiimiiz en yaygin ve soyut kav-
ramlarina da degindik: egilmis, bikiilmiis ve bazen de pargalara
ayrilmig sayilar, fonksiyonlar, denklemler. Cogunun 6nceden go-
rindtigi kadar temel nitelikte olmadig: anlagildi. Modern mate-
matikte, daha derin ve ¢ok yonli kavram ve fikirler vardir: vektor
uzaylari, simetri gruplari, asal sayilara gore modiler aritmetik, de-

metler. Dolayisiyla matematik, gordiiklerimizden gok daha fazlasi-
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na sahiptir ve daha 6nce géremediklerimizi gérmemizi saglayan da
Langlands Programi olmugtur. Su ana kadar, sakli gercekligi sadece
goriir gibi olduk. $imdiyse kirik bir mozaik ile karg: kargiya olan
bir arkeolog gibi, toplayabildigimiz delillerden hareketle pargalar1
bir araya getirmeye galisiyoruz. Yapbozun her bir yeni pargas: bize
gizemi ortadan kaldiracak yeni i¢gériiler, yeni araglar sunuyor. Ve
her seferinde, ortaya ¢ikan resmin tilkenmez gibi goriinen zengin-
ligi kargisinda g6zlerimiz kamagiyor.

Bu biiyiili diinyaya girecegim noktayi, Kac-Moody cebiri tizerine
yaptigim ¢aligmay1 Drinfeld, Langlands Programr’na bagladigin-
da buldum. Bu konunun genisligi ve matematigin her alaninda var
olmasi beni o zamandan beri cezbeder. Programin bu kitapta degi-
nilen ¢egsitli alanlar1 hakkinda daha ¢ok sey 6grenmek benim igin
olmazsa olmaz bir hile geldi ve o tarihten itibaren ¢aligmalarimin
¢ogunu ya Langlands Programi iizerine ya da ondan herhangi bir
sekilde ilham alarak yapiyorum. Bu durum beni matematigin farkli
kitalarini dolagmaya, fakli kiiltiirleri ve dilleri 6grenmeye zorlad.

Birgok seyyah gibi benim de gordiiklerim kargisinda gagkinlik
duymamam miimkiin degildi. Simdi de bu siiprizlerin en biytgi-
ne gelmis bulunuyoruz: Langlands Program:’'nin kuantum fizigi
ile ayrilmaz bir iligki i¢inde oldugu ortaya ¢ikmigtir. Matematikte
oldugu gibi fizikte de kilit nokta dualitedir.

Fizikte dualite pesinde olmak biraz garip gériinebilir ama bu bir
bakima hepimizin agina oldugu bir kavramdir. Elektrik ve man-
yetizmay1 ele alalim. Bu iki kuvvet ¢ok farkli gibi gériinmelerine
ragmen aslinda elektromanyetizma adi verilen tek bir matematiksel
teori ile tanimlanirlar. Bu teori, elektrik ve manyetizma kuvvetleri-
nin yer degistirebilmesini saglayan gizli bir dualite igerir. (Asagida
aytintili olarak ele alacagiz.) 1970’li yillarda, fizikgiler bu dualiteyi
“degismeli olmayan” ayar teorileri (non-abelian gauge theories) ad1
altinda genellemeye ¢aligtilar. Bunlar, niikleer kuvvetleri tanimla-

yan teorilerdir: Kuarklar: proton, nétron ve diger temel pargaciklar
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i¢inde tutan “glicli” kuvvetler ve radyoaktif bozunma gibi olaylar-
dan sorumlu olan “zayif” kuvvetlerdir.

Tim ayar teorilerinin merkezinde, ayar grubu (gauge group) ad1
verilen bir Lie grubu bulunur. Elektromanyetizma, bir bakima en
basit ayar teorisidir ve buradaki ayar grubu, eski dostlarimizdan
cember grubudur (herhangi bir yuvarlak nesnenin donme hareketle-
rinin grubu). By, bir degismeli (commutative/abelian) gruptur yani
herhangi iki elemaninin ¢arpimi, ¢arpma igleminin hangi sirada ger-
geklestigine bagh degildir: a - 4 = 4 - a. Ote yandan, giiclii ve zayif
etkilesim teorilerinde, ilgili ayar gruplar1 degismeli olmayan (non-
commutative/non-abelian) gruptur yani ayar grubundaa-4#4-a
esitsizligi gegerlidir. Bu ytizden bunlara, degismeli olmayan (non-
commutative/non-abelian) ayar teorileri adin1 veriyoruz.

1970’lere gelindiginde fizikgiler, degismeli olmayan (non-com-
mutative/non-abelian) ayar teorileri igerisinde elektromanyetik dua-
litenin bir benzerini buldular ama igin i¢inde siirpriz bir sagirtmaca
vardi. Ayar grubu G olan bir ayar teorisi ile baglarsak dual teorinin
farkli bir ayar grubuna sahip olan bir bagka ayar teorisi olacagi an-
lagilds. Iste bu grubun Langlands Programrnin kilit bilesenlerin-
den biri olan £G Langlands dual grubundan baska birgey olmadig
ortaya ¢ikti.

Bunu su gekilde digiinebilirsiniz: Matematik ve fizik, sézgelimi
Diinya ve Mars gibi iki farkli gezegendir. Diinya’da farkl kitalar
arasinda bir iligki kesfediyoruz. Bu iligkiye bagli olarak, Avrupa’daki
her insan, bir Kuzey Amerikali ile eglesiyor, boylari, kilolar1 ve yag-
lar1 ayn1. Fakat farkli cinsiyetlere sahipler (bunu, bir Lie grubunu
kendisinin Langlands duali olan Lie grubu ile yer degistirmesine
benzetebiliriz). Daha sonra bir giin, Mars’tan bir konuk geliyor ve
bize Mars’taki kitalar arasinda da bir iligki kegfettiklerini soyliiyor.
Kitalarin birindeki her Marslinin, diger bir kitadaki Marsli ile eg-
lestirilebildigi anlagiliyor; dyle kiboylari, agirliklari ve yaslari aym

ama ... cinsiyetleri farkli (Marslilarin tipk: bizim gibi iki cinsiye-
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te sahip olduklarimi kim biliyordu?) Duyduklarimiza inamyoruz:
Diinya’da sahip oldugumuz iligki ile onlarin Mars’ta sahip olduklari
iligki, bir sekilde baglantili gibi gériiniiyor. Ama neden?

Benzer gekilde, Langlands dual grubu hem matematikte hem de
fizikte kargimiza giktigindan, matematikteki Langlands Programi
ile fizikte elektromanyetik dualite arasinda bir baglant: olmas: ge-
rektigini varsaymak da gayet dogaldir. Fakat yaklagik otuz yildir
bunu kimse bulamadi.

Bu soruyu zaman igerisinde Edward Witten ile birgok kez tar-
tistim. Princeton’daki Ileri Aragtirmalar Enstitiisii’'nde profesor
olan Witten, yagayan en biiyiik teorik fizikgilerden biri olarak kabul
edilir. Hayret uyandiran 6zelliklerinden biri kuantum fiziginin en
karmagik araglarini soyut matematikte dudak uguklatan kegifler ve
varsayimlar yapmak i¢in kullanma becerisidir. Yaptig1 ¢caligmalar
nesillerdir matematikgilere ilham vermektedir ve Witten matema-
tigin en prestijli 6dillerinden biri olan Fields Madalyasi’n1 kazanan

ilk fizik¢i olmugtur.

Kuantum dualitesi ve Langlands Program arasindaki muhtemel
baglantiy1 merak eden Witten, zaman zaman bana bununla ilgili
sorular yoneltirdi. Bu konu hakkinda, o Harvard veya MIT'ye gel-
diginde benim Harvard’daki odamda ya da ben Princeton’a gitti-

gimde onun odasinda tartigirdik. Tartigmalar her zaman ufuk agis1
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oluyordu ama pek mesafe kat edemiyorduk. Bazi temel bilegenlerin
eksik oldugu ve kesfedilmeyi bekledigi asikérd.
Bu konuda hig¢ beklenmedik bir yerden yardim gordiik.

Mayis 2003'te Roma’da gergeklesen bir konferans esnasinda!, eski
arkadagim ve meslektagim Kari Vilonen’den bir e-posta aldim. Aslen
Finlandiyal: olan Kari, tanidigim en sicakkanli matematikgilerden
biridir. Harvard’a ilk geldigimde, daha sonradan esi olan Martina
ile birlikte beni Red Sox’un miicadele ettigi bir beyzbol play-off
misabakasini izlemek tizere Boston’daki bir taraftar barina gétiir-
miugsti. Red Sox kaybetmis olsa da benim igin hi¢ unutamayacagim
bir deneyimdi. O giinden sonra dost olduk ve zaman igerisinde
Langlands Programi kapsaminda birgok ortak makale yazdik (bir
diger matematik¢i Dennis Gaitsgory ile birlikte). Langlands bagin-
tistnin 6nemli bir durumunu beraber ispat ettik.

Kari (o siralar Northwestern Universitesinde 6gretim tiyesiydi)
yolladig: bir e-postada, Langlands Programr’ndaki aragtirmamizi
desteklemek tlizere bize 6denek vermek isteyen DARPA’dan bir
yetkilinin kendisi ile irtibata gegtigini yaziyordu.

Defense Advanced Research Projects Agency’nin (leri Savunma
Aragtirmalar: Projeleri Ajansi) kisaltmasi olan DARPA, ABD
Savunma Bakanligr’'nin aragtirma birimiydi. 1958 yilinda, Spusni&’in
firlatilmasinin ardindan Birlesik Devletler’de bilim ve teknolojiyi
ilerletmek ve Spuznik’in 6rnek teskil ettigi tiirden teknolojik siirp-
rizleri 6nlemek amaciyla kurulmugtu.

Asagidaki paragrafi DARPA'nin internet sitesinde okudum:?

Ajans bu hedefi gerceklestirmek i¢in, hem temel aragtirma araci-
lig1yla bilgi birikimini gelistirmek hem de uygulamal: aragtirma
yoluyla inovatif teknolojiler yaratmak maksadiyla multidisipliner
yaklagimlar1 uygulamak tizere farkli alanlardaki ¢aliganlara gi-

venmektedir. DARPA’nin bilimsel aragtirmalar, labovatuvar ¢a-
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ligmalarindan tam olgekli teknolojik isleyislerin olugturulmasina
kadar uzanur... Inovasyon alaninda Savunma Bakanlig'nin ana
makinasi olan DARPA, zaman agisindan sonlu fakat devrim ni-

teliginde uzun siireli degigim yaratan projeler yiriitir.

Yillar iginde, DARPA uygulamali matematik ve bilgisayar bili-
mi alanlarinda gegitli projelere fon sagladi: 6rnegin internetin atasi
olan ARPANET’in yaratilmasindan sorumlu idi. Ancak bildigim
kadariyla daha 6nce soyut matematik alaninda higbir projeyi des-
teklememigslerdi. Langlands Programi dahilindeki bir aragtirmay:
neden desteklemek istiyor olabilirlerdi?

Kuramsal ve soyut gériinen bu alanin dogrudan uygulamalar:
yoktu. Bununla birlikte temel bilimsel aragtirmalarin, tiim teknolojik
ilerlemelerin temelini tegkil ettiginin ayirdinda olmamiz gerekiyor.
Siklikla, matematik ve fizikteki en soyut ve anlagilmas: giig gibi
goziiken kesifler daha sonradan bugiin artik giindelik hayatimiz-
da kullandigimiz inovasyonlara yol agmugtir. Ornegin asal sayilarla
modiiler aritmetigi diistiniin! Onu ilk gérdiigtimiizde, bunun gibi bir
seyin gergek diinyada herhangi bir uygulamasinin imkansiz oldugunu
diisiindiirecek kadar soyut gelir. Aslinda, Ingiliz matematik¢i G. H.
Hardy’nin tinli s6ztinde belirttigi tizere “ileri matematigin biyik
bir ks higbir ise yaramaz”.> Ama bu espri iistiine kald: Say1 teo-
risindeki (kendisinin uzmanlik alanidir) ezoterik gériinimli birgok
bulgu, giinimiizde ¢ok sayida yerde, mesela internet bankaciliginda
kargimiza gikiyor. Cevrim igi satin alma iglemi yaptigimizda, mod
N aritmetigi devreye girer (14. B6lim’iin 7. sonnutunda verilen,
RSA sifreleme algoritmasinin tanimina bakiniz). Bir matematiksel
formiiliin ya da bir fikri pratikte uygulamanin potansiyeli hakkinda
asla 6nyargili olmamaliyiz.

Tarih bize tiim muhtegem teknolojik buluglarin evvelinde, ge-
nellikle onlarca yil 6nce, soyut aragtirmada kaydedilen ilerlemeler
oldugunu gosterir. Bu yilizden, temel bilime saglanan destegi kisit-

larsak ilerlememizi ve giicimizi de kisitlariz.
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Bunun bagka bir boyutu daha var: Toplum olarak, biiyiik ol¢i-
de bilimsel aragtirma ve yeniliklerimizle tanimlaniriz. Bu, kilti-
rimizin ve refahimizin 6nemli bir kismini tegkil eder. O done-
min en biyik pargacik hizlandiricisinin yaratildig: Fermi Ulusal
Laboratuvar’nin ilk midiri olan Robert Wilson, 1969 yilinda
Atom Enerijisi Ortak Komite Kongresi'ne verdigi demegte konu-
ya bir agiklama getirdi. Bu multi-milyon dolarlik makinanin ilke
givenligine bir karkisi olup olmayacag yoniindeki bir soruya soyle
cevap vc:rm’1§t'1:4

Gelisen bir teknolojinin uzun erimli bakis a¢isiyla bakarsak bu
olast. Ancak bunun yani sira sunlarla da ilgisi var: Iyi ressamlar, iyi
heykeltraslar, biiyiik sairler miyiz? Ulkemizde sayg1 gosterdigimiz
ve onur duydugumuz her seyi kastediyorum. Bu agidan bakarsak
bu yeni bilgi birikimi, onurumuz ve ilkemizle alakalidir fakat
yurdumuzu savunmaya deger kilmanin diginda, onu savunmakla

dogrudan bir iligkisi yoktur.

2001’den 2009’a kadar, Darpa’nin miidiirligiini yapan Anthony
Tether, temel aragtirmalarin 6neminin farkindaydi. Program yéne-
ticilerini soyut matematik alaninda iyi bir proje bulmalar i¢in zor-
luyordu. Midiirlerden biri olan Doug Cochran, bu ¢agriy: ciddiye
aldi. Ulusal Bilim Vakfrnda (National Sicence Foundation-NSF),
Ben Mann adinda bir arkadag: vardi. Topoloji alaninda uzman
olan Ben, akademik gérevinden ayrilmig ve NSF’in Matematik
Bilimleri Bolimii’'nde program yoneticisi olarak ¢alismak tizere
Washington’a gelmigti.

Doug soyut matematik alaninda uygun bir proje 6nermesini is-
tediginde, Ben’in aklina Langlands Program: gelmis. Ben, kendi
uzmanlik alan1 olmamasina ragmen, NSF’ye yapilan burs bagvu-
rularindan konunun 6nemini kavramigti. Projelerin niteligi ve ayn:
fikirlerin matematigin birbirinden uzak disiplinlerine niifuz etmis
olmasi onu ¢ok etkiledi.
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Bu yiizden Ben Doug’a DARPA’nin Langlands Programi kap-
saminda yapilan bir aragtirmay: desteklemesi tavsiyesinde bulun-
mustu. Kari, ben ve iki tane daha matematikgi ile irtibata gegip
Doug’un DARPA’nin miidiiriine sunabilecegi bir taslak metin ha-
zirlanmamuz: istemelerinin sebebi de buydu. Eger miidiir onaylarsa
bu alanda aragtirma yiiriitmek amaciyla multi-milyonluk bir 6denek
saglanmas: bekleniyordu.

Samimi olmak gerekirse, ilk bagta biraz tereddiit ettik. Bu ali-
stlmadik bir durumdu: Bildigimiz matematikgilerin higbiri daha
once bu biiyiikliikte bir 6denek almamugti. Genelde matematikgiler,
NSF’ten gorece olarak daha kiigiik olan bireysel 6denekler aliyorlard:
(kiigiik bir seyahat ticreti, lisansiistii 6grencilere saglanan destekler
ve belki bir miktar yaz donemi destegi). Burada bizim yapmamiz
gereken, diizinelerce matematikginin yapacagi ¢aligmalar: koordine
ederek ¢ok genig bir aragtirma alaninda uyumlu bir ¢aba gosteril-
mesini saglamakti. Odenek ok biiyiik oldugundan, kamuoyunun
ilgisi de biiyiik olacak ve muhtemelen de diger meslektaslarimizin
bir miktar gliphe ve kiskanglik duymalarina sebep olacaktik. Bu proje
ile kayda deger bir ilerleme saglayamazsak alay konusu olacagimizin
ve boyle bir bagarisizliin DARPAnin soyut matematik alaninda
bagka 6nemli projelere kaynak saglamaya kapilar: kapatmasina yol
acabileceginin farkindaydik.

Tim kaygilarimiza ragmen Langlands Programr’'nda bir etkimiz
olsun istiyorduk. Ote yandan, matematik aragtirmalarina saglanan
desteklerde hakim olan geleneksel, muhafazakar sablonun yerine
gelecek vadeden bir alana biiyiik bir kaynak aktariminin konmasi
fikri de cazip ve heyecan verici goriiniiyordu. Basitge ifade etmek

gerekirse, hayir diyemedik.

Siradaki soru: Projede neye odaklanmaliydik? Gérdiigiiniiz izere
Langlands Programi ¢ok y6nlii ve matematigin birgok farkli alanina

uygun bir ¢aligmadir. Bu genel baslik altinda yarim diizine kadar
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taslak kolaylikla hazirlanabilirdi. Bir se¢im yapmaliydik ve biz de
en biiyiik gizem oldugunu digiindigiimiz noktaya odaklanmaya
karar verdik: Langlands Programu ile kuantum fizigindeki duali-
teler arasindaki olas: baglantu.

Bir hafta sonra Doug, DARPA’nin miidiiriine hazirladigimiz
taslagin bir sunumunu yapti ve her agidan bagarili oldu. Midiir, iig
yil boyunca bu programin desteklenmesi i¢in multi-milyon dolar-
lik biitgeyi onayladi. By, bilebildigimiz kadariyla, o zamana kadar
soyut matematik alaninda bir aragtirmaya hibe edilen en yiiksek
tutardi. Beklentiler bariz bigimde yiiksekti. Biiyiik bir heyecan ve
ayni1 zamanda da kayg: dolu bir and1.

Neyse ki Ben Mann, projemizden sorumlu program yoéneticisi
olarak NSF’ten DARPA’ya gecti. Daha ilk toplantilarimizda, onun
bu is i¢in bi¢ilmis kaftan oldugu belli oldu. Bir ytiksek risk/yiiksek
odiil projesini tistlenecek, onu gergeklestirmek tizere dogru insan-
lar1 bulacak ve fikirlerini sonuna kadar geligtirmelerine yardimci
olacak vizyon ve cesarete sahipti. Bulagici iyimserligi de etrafindaki
herkese enerji veriyordu. Diimene Ben’in ge¢mis olmasi bizim igin
biiyiik bir sanst1. Onun rehberligi ve destegi olmasayd: yaptiklari-
muzin bir kismini dahi beceremezdik.

Isin ilk adim1 olarak, Edward Witten’a aldigimiz 6denekten bahse-
den ve bize katilmak isteyip istemeyecegini soran bir e-posta yolla-
dim. Witten'in fizik ve matematikteki konumu dikkate alindiginda,
onu da aramiza almak zorundaydik. Ama ne yazik ki Witten'in ilk
cevabi gekimserdi. Odenegi aldigimiz igin bizi tebrik ediyor ama
tizerinde ¢aligtig1 ¢ok sayida proje bulundugunu ve kendisinin ka-
tilimini beklemememiz gerektigini de agik¢a belirtiyordu.

Ancak talih kusu bir kez daha omzumuza kondu: degismeli
olmayan (non-commutative/non-abelian) ayar teorisinde elektro-
manyetik dualiteyi kesfeden fizik¢ilerden biri olan Peter Goddard,

o siralar Princeton’daki Ileri Aragtirmalar Enstitiisi’'niin miidiiri
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olmak iizereydi. Son aragtirmasi, Kac-Moody cebirlerinin gosterim
teorisi ile alakali seyler tizerineydi ve bu ylizden kendisi ile gesitli
konferanslarda kargilagmigtik.

Bu kargilagmalardan bir tanesini hi¢ unutmuyorum. 1991 yili-
nin Agustos aytyd1 ve Japonya’daki Kyoto Universitesi'nde matema-
tik ve kuantum fizigi tizerine diizenlenen biiyiik bir ¢aligtaydaydik.
Caligtayin ortasinda, Sovyetler Birligi'nde gergeklesen coup d’étar’ya
dair endise verici haberler aldik. Otoriter rejimin yeniden iktidara
geldigi ve perestroika'nin sundugu sinirl 6zgiirliklerin kisitlandigs
izlenimi edinmistik. Bu, sinirlarin tekrar kapatilabilecegi anlamina
geliyordu ki bu yiizden uzunyillar ailemi gorememe ihtimalim olduk-
¢a yiiksekti. Annem ve babam derhal beni aradilar ve eger boyle bir
sey olursa onlar i¢in endigelenmememi ve higbir durumda Rusya’ya
geri dénmeye ¢aligmamami soylediler. Birbirimize hoggakal derken
kendimizi en kotii ihtimale hazirliyorduk. Yakin bir zaman zarfinda
birbirimizle telefonda goriisiip gorisemeyecegimiz dahi belli degildi.

Calkantili giinlerdi. Bir gece, yakin arkadagim fizik¢i Fedya
Smirnov ile konuk evlerinden birinin salonunda Japon televizyonu-
nu izleyip, Moskova’da neler olup bittigini anlamaya galigtyorduk.
Binadaki herkes derin uykuda gibi goriintiyordu. Derken, sabaha
karg1 saat ug sularinda, Peter Goddard elinde bir gise Glenfiddich
marka viski ile salona girdi. Son haberleri sordu ve hep beraber bi-
rer igki aldik. Daha sonra Goddard yatagina geri dondii ama sigeyi
almamiz konusunda diretti —destek olmak adina giizel bir jestti.

Ertesi giin coup d’étaf'nin bertaraf edilmesi bizi epey ferahlattu.
Borya Feigin (o da bu konferansa katilmugti) ile birlikte giilen yiizlerle
kollarimiz: havada savururken gekilmis bir fotografimiz, Japonyanin
onde gelen gazetelerinden biri olan Yomiuri'nin ilk sayfasinda giktu.

Peter’a yolladigim e-postada kendisine bu aniy: hatirlattim
ve DARPA’dan aldigimiz 6denekten bahsettim. Kendisine Ileri
Aragtirmalar Enstitiisi’'nde fizik¢i ve matematikgilerin Langlands

Programu ve fizikteki dualite hakkinda tartigmalarini saglayacak bir
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bulugma diizenlemeyi ve bilmeceyi birlikte ¢ozebilecegimiz ortak
bir zemin bulmaya galigmay: 6nerdim.

Peter, dileyebilecegimiz en iyi yanit1 verdi ve bulugmay: diizen-
lemek igin tam destegini sundu.

Enstitii bu tiir bir bulugma i¢in harika bir mekandi. 1930 yilin-
da bagimsiz bir aragtirma ve digiince merkezi olarak kurulmus, o
zamandan bu yana da Albert Einstein (6mriiniin son yirmi yilini
burada gegirmisti), André Weil, John von Neumann, Kurt Gédel
ve bagka bir¢ok meghur bilim insanini agirlamigti. Mevcut kad-
rosu da aym sekilde etkileyicidir: 1972 yilindan bu yana burada
ogretim uyesi olan (su anda emekli) Robert Langlands ve Edward
Witten bu kadroya dahildir. Diger iki fizik¢i Nathan Seiberg ve Juan
Maldacena kuantum fizigiyle yakindan alakal1 alanlarda ¢alisirken,
aralarinda Pierre Deligne ve Robert MacPherson’in da bulundugu
birtakim matematikgiler Langlands Programu ile baglantili konu-
larda aragtirmalarin: siirdiiriyor.

Goddard ile siirdiirdiigiim e-posta trafigi, 2003 yili Aralik ayinin
baslarinda bir aragtirma toplantisinin planlanmas: ile neticelendi.
Ben Mann, Kari Vilonen ile ben Princeton’a gidiyorduk, Goddard
da katilacagina dair s6z verdi. Witten, Seiberg ve MacPherson’in
yan1 sira DARPA projesini Kari ve benimle birlikte yiiriitecek olan,
Princeton’dan diger bir matematik¢iyi, Mark Goresky'yi de davet
ettik (Langlands, Maldacena ve Deligne’yi de davet etmigtik ama
seyahat planlarinin uymamasi dolayisiyla katilamadilar).

Toplanti, Enstitii yemekhanesinin yanindaki konferans salonun-
da saat on birde baglayacakti. Ben ve Kari ile birlikte, toplantidan
on bes dakika once oradaydik. Bagka kimse yoktu. Odanin iginde
gergin bir hilde dolanirken diisiinmeden edemiyordum: “Acaba
Witten gelecek mi?” Katilacagini bildirmeyen tek davetli oydu.

Toplantinin baglamasina bes dakika kala kap: agildi. Gelen
Witten'd1! O an, tiim bunlarin neticesinde ortaya giizel bir sey ¢1-

kacagini anlamigtim.
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Birkag dakika sonra, diger katilimcilar da geldi. Biiyiik bir ma-
sanin etrafinda oturduk. Tipik selamlagmalar ve kisa bir sohbetin
ardindan bir sessizlik oldu; tiim gézler bana déndii.

“Katildiginiz igin hepinize tesekkiir ederim,” diyerek bagladim.
“Langlands Programu ile elektromanyetik dualitenin ortak bir sey
paylastig1 bir siiredir biliniyor. Fakat gesitli tesebbiislere ragmen tam
olarak ne olup bittigini anlamak bizi agt1. Kanimca, bu gizemi agmanin
vakti geldi. Ve artik gerekli kaynaga sahibiz zira bu alandaki aragtir-
malar1 desteklemek amaciyla DARPA’dan comert bir 6denek aldik.”

Masada oturanlar kafalarini salliyordu. Peter Goddard,
“Izleyecegimiz yola dair ne gibi bir 6neriniz var?” diye sordu.

Toplantidan 6nce Kari ve Ben ile birlikte farkl: senaryolar1 goz-
den gegirmigtik; yani iyi hazirlanmigtim.

“Enstitiide bir bulusma ayarlamay1 6neriyorum. Ilgili alanlar-
da ¢aligan fizikgileri davet edelim ve matematikgi olarak bizlerin
Langlands Programr’ndaki mevcut bilgi birikimini anlatacag dersler
diizenleyelim. Daha sonra birlikte kuantum fizigi ile olasi baglan-
tilar hakkinda tartigiriz.”

O an tiim gozler, kuantum fizigi alaninda aramizdaki en yetkin
kisi olan Witten’a déndii. Tepkisi ¢ok 6nemliydi.

Witten uzun ve heybetli fizigiyle yiiksek entelektiiel giicii temsil
eder ki bu, bazilarinin ondan ¢ekinmesine yola agar. Konugurken,
ifadeleri kesin ve hatasizdur; alt edilemeyecek bir mantigin triind
gibi goziikirler. Verecegi cevabi tartmak tizere duraksamaktan asla
¢ekinmez. Bu tiir durumlarda, gozlerini kapar ve bagini 6ne eger.
O an yapmakta oldugu da buydu.

Hepimiz sabirla bekliyorduk. Bir dakikadan daha kisa bir stire
gecmis olmali ama benim igin sonsuzluk gibiydi. Witten sonunda,
“Iyi bir fikir gibi duruyor. Bulusma igin aklinizdan gegen tarihler
nedir?” dedi.

Ben ve Kari ile birbirimize bakmadan edemedik. Witten ara-

miza katilmigt: ve bu bizim igin biyik bir zaferdi.
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Kisa bir goriig aligverisinin ardindan hepimiz igin uygun olan
tarihi bulduk: 8-10 Mart 2004. Neden sonra birisi, katilimcilarin
ve konugmacilarin kimler olacagini sordu. Birkag isim s6yledik ve
son hilini e-posta ile bildirmeye ve davetiyeleri en kisa siirede yol-
lamaya karar kildik. Boylece toplanti sonlandi. On beg dakikadan
fazla siirmedi.

Sanirim sdylemeye gerek yok, Ben ve Kari ile ok mutlu olmug-
tuk. Witten, bulugsmanin organize edilmesine yardimci olacagina
(bu hi¢ kugkusuz davetlilerin g6ziinde biiyiik bir cazibe olacakt:)
ve kendisinin de aktif olarak katilacagina dair s6z verdi. Enstiti
mensubu olan, konuyla ilgili diger fizik¢i ve matematikgilerle
birlikte Langlands'in da katilmasini umuyorduk. ik hedefimize
ulagmigtik.

Birkag giin igerisinde katilimci listesini tamamladik ve bir haf-

ta sonra davetiyeler yollandi. Davet mektubunda gunlar yaziyordu:

Bu mektubu size, 8-10 Mart 2004 tarihleri arasinda ileri
Aragtirmalar Enstitisi’'nde diizenlenecek olan Langlands Programi
ve Fizik konulu gayriresmi ¢aligtaya davet etmek amaciyla yazi-
yoruz. S6z konusu ¢aligtay, geometrik Langlands Programi ile
Kuantum Alan Teorisi arasindaki olasi baglantilari aragtirmak
amaciyla, program dahilinde kaydedilen son geligmeleri fizikgi-
lere tanitmay: hedeflemektedir. Matematikgilerin verecegi giris
niteliginde dersler diizenlemeyi planliyoruz ve sohbet niteliginde
tartigmalar i¢in de bolca zaman ayrilacak. Bu ¢aligtay, DARPA’nin
sagladig1 6denekle desteklenmektedir.

Bu tiir konferanslarin normalde elli ile yiiz arasinda katilimcis:
olur. Genellikle konugmacilar konugur ve herkes kibar bir gekilde
onlari dinler. Konugmanin sonunda belki birkag katilimci soru so-
rar ve bir iki tanesi de oturumun ardindan konugmacinin pesine
diger. Biz kafamizda tamamen farkli bir sey canlandirdik: Tipik

bir konferanstan ziyade bir beyin firtinasina benzeyen dinamik bir
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etkinlik. Bu yiizden, yaklagik yirmi kiginin katilacag: kiigiik bir
toplant: diizenlemek istedik. Bu tiir bir diizenin, katilimcilar ara-
sindaki etkilesimi ve serbest sohbeti tegvik etmesini bekliyorduk.

Kasim 2003'te Chicago Universitesinde bu formattaki ilk toplan-
tumiz1 yapmugtik. Drinfeld ve birkag yil 6nce Chicago Universitesinde
profesorliige yiikselen Beilinson’in da aralarinda bulundugu az sa-
yida matematik¢i davet edilmigti. Bagarili bir toplant: olmug ve bu
dizenin ige yaradigini ispatlamugti.

Kari, Mark Goresky ve benden bagka sonradan Austin’deki
Texas Universitesinde 6gretim gorevlisi olan ilk doktora 6grencim
David Ben-Zvi'nin konugma yapmasina karar verdik. Elimizdeki
materyali her birini aramizdan birinin anlatacag: dort paraya ayir-
dik. Sunumlarimizda Langlands Programs’nin ardinda yatan temel
fikirleri, konu ile alakas: olmayan fizikgilere aktarmamiz gereki-
yordu. Kolay bir i degildi.

Konferansa hazirlanirken elektromanyetik dualite hakkinda daha
fazla sey 6grenmek istedim. Elektrik ve manyetik kuvvetlere hepimiz
asinay1z. Elektrik kuvveti, yiiklerin ayn1 veya ters isaretli olmasi-
na bagli olarak, elektrik yiiklii nesnelerin birbirlerini itmesini veya
¢ekmesini saglayan etkendir. Ornegin, bir elektron negatif elekt-
rik yiikiine sahipken, proton pozitif (zit degerde) elektrik yiikiine
sahiptir. Aralarindaki ¢ekim kuvveti, elektronun atom ¢ekirdegi
etrafinda donmesini saglar. Elektrik kuvvetleri, elektrik alani de-
nilen geyi yaratir. Nemli ve soguk havanin bir elektrik alani igeri-
sindeki hareketiyle ortaya ¢ikan yildirim diigmesi esnasinda gahit
oldugumuz gey de budur.
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Fotograf: Shane Lear. NOA A Fotograf Arsivi

Manyetik kuvvetin farkli bir kokeni vardir. Bu, miknatislar
veya hareket halindeki elektrik yiiklii pargaciklar tarafindan yara-
tilan kuvvettir. Bir miknatisin iki kutbu vardir: kuzey ve giiney. Iki
miknatist zit kutuplar: birbirine bakacak sekilde yerlestirdigimizde
birbirlerini gekerler, es kutuplar ise birbirlerini iter. Yerkiire devasa
bir miknatistir ve miknatis kullanirken, onun uyguladig: manyetik
kuvvetten faydalaniriz. Asagida yer alan resimde de agik¢a goriil-
dugi tzere, tim miknatislar manyetik bir alan yaratur.

Ingiliz fizik¢i James Clark Maxwell, 1860’11 yillarda, elektrik
ve manyetik alanlar igin harika bir teori geligtirmigtir. Maxwell,
s6z konusu alanlar1 giinimiizde onun adini tagiyan bir diferansiyel
denklemler sistemiyle tanimlamigtir. Bunlarin uzun ve karmagik
denklemler oldugunu digiinebilirsiniz ama aslina bakarsaniz ol-
dukga basittirler: Sadece dort tane olup, sasirtici derecede simetrik
gortiniirler. Vakum (yani hi¢bir maddenin bulunmadig) ortamlarda
gegerli teoriyi ele alir ve elektrik alan ile manyetik alan1 yer degis-
tirirsek denklem sistemimiz degismeyecektir.’ Diger bir deyisle,
iki alanin birbiriyle yer degistirmesi, denklemlerin simetrisidir.
Buna elektromanyetik dualite ad1 verilir ve elektrik ile manyetik
alan arasindaki iligkinin simetrik oldugu anlamina gelir: Her biri
digerini ayni bi¢cimde etkiler.
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Burada, Maxwell'in giizel denklemleri, #/asik elektromanyetiz-
may1 tanimlar; §oyle ki teori uzun mesafe ve diisiik enerjilerde tam
olarak ige yarar. Ancak iki alanin kisa mesafeler ve yiiksek enerjiler-
deki davranislari, kuantum elektomanyetizma teorisi ile tanimlanur.
Kuantum teorisine gore, bu alanlar, diger pargaciklarla etkilesen
temel pargaciklar —fotonlar— tarafindan taginmaktadir. Bu teori,
kuantum alan teorisi ad1 altinda ele alinur.

Anlam karmagasini 6nlemek amaciyla, “kuantum alan teorisi”
teriminin iki farkli yan anlam tagidiginin altim1 gizmek isterim:
Genis anlamda temel pargaciklarin davraniglarini ve etkilegimle-
rini tanimlayan matematiksel dili ifade ederken bu tiir bir davrani-
sin belli bir modelini de ifade ediyor olabilir —6rnegin, kuantum
elektromanyetizmas: bu anlamda, bir kuantum alan teorisidir. Ben
s6z konusu terimi ¢ogunlukla bu ikinci anlamiyla kullanacagim.

Bu tiir herhangi bir teoride (ya da modelde), baz: pargaciklar
(elektron ve kuarklar gibi) maddenin yap: taglar: iken, bazilar1 da
(fotonlar gibi) kuvvet kanallaridir. Her pargacik gesitli 6zelliklere
sahiptir: kiitle ve elektrik yiiki gibi bazilari daha fazla bilinir, “spin”
gibi daha az bilinenleri de vardir. Bu durumda, belli bir kuantum
alan teorisi, bunlari birbirine baglamanin bir tarifidir.

Ashina bakarsaniz, “tarif” terimi ige yarar bir benzerligi isaret

etmektedir: Kuantum alan teorisini bir tiir yemek tarifi gibi digii-
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niin. Bu durumda, pisirecegimiz yemege kattigimiz malzemeleri
parcaciklara benzetebiliriz ve bunlari karigtirma bi¢imimiz de par-
caciklar aras: etkilesim gibidir.

Ornek olarak, memleketimde y1lin her déneminde pigirilen favori
vemeklerden biri olan borg (borschz) isimli Rus gorbasinin tarifine bir
bakalim. Bu gorbay: —tabii ki— en giizel annem pisirir. Nasil bir ey

oldugunu asagidaki resimde gorebilirsiniz (babamin kadrajindan).

Tabii, annemin tarifini sakli tutmak zorundayim. Burada, in-
ternetten buldugum bir tarife yer verecegim:

8 bardak bulyon (et ya da sebze)

% kilo dilimlenmis kemikli incik

1 adet iri sogan

4 adet pancar koki (soyulmus)

4 havug (soyulmus)

1 adet rustik patates

2 kase dilimlenmis lahana

% bardak kiyilmug taze dereotu

3 yemek kagig1 kirmiz: tiziim sirkesi

1 bardak eksi krema

Tuz

Karabiber
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Bu listeyi kuantum alan teorimizin “igindeki pargaciklar” olarak
digiiniin. Bu baglamda dualite ne anlama geliyor olabilir? Basitge
ifade etmek gerekirse, bazi malzemeleri (“pargaciklar”) igindekile-
rin toplami ayni1 kalacak gekilde birbirleri ile degistirmek anlami-
na geliyor.

Boyle bir dualitenin nasil isleyecegini soyle 6rneklendirebiliriz:

pancar kokii — havug
havug — pancar koki
sogan— patates
patates — sogan
tuz — karabiber

karabiber — tuz
Dualite dahilinde, diger tim malzemeler degismeden kalir; yani,

bulyon — bulyon

incik — incik
vb.

Degistirdigimiz malzemelerin miktar1 aym kaldigindan, sonugta
yine aym tarifi elde ederiz. Dualitenin anlami iste budur.

Ote yandan eger pancar kokii ile patatesi yer degistirseydik farkli
bir tarif ortaya ¢gikardi: Dért patates ve bir pancar kékiinden olugan
bir tarif olurdu. Bunu denemedim ama bence tad: korkung olur.

Bu 6rnek, bir tarifin simetrisinin yemek hakkinda bir geyler
ogrenebilecegimiz nadide 6zelliklerden biri oldugunu agik bigim-
de gosteriyor olmali. Pancar ve havuglarin sonucu etkilemeden yer
degistirebiliyor olmasi, bor¢ gorbamizda ikisi arasindaki dengenin
iyi kurulmug oldugunu gosterir.

Kuantum elektromanyetigine geri gonelim. Bu teoride dua-
lite bulundugunu s6ylemek, pargaciklari ayn: teoriyi elde edecek

sekilde birbiriyle degistirmenin bir yolu oldugu anlamina gelir.



KUANTUM DUALITESI 269

Elektromanyetik dualite kapsaminda, biitiin “elektrik objelerin”
“manyetik objeler” hiline gelmesini ve ayn: zamanda bunun tam
tersinin de gergeklesebilmesini bekleriz. Dolayisiyla, 6rnegin bir
elektron (corbamizdaki pancar kokiine benzetilebilir) elektrik yiki
tasir, bu ytizden de manyetik yiik tagiyan bir pargacik (havuca ben-
zetilebilir) ile yer degistirebilir olmalidur.

Boyle bir par¢acigin var olmasi, giindelik hayat deneyimlerimize
ters diiger: Bir miknatisin her zaman igin iki kutbu vardir ve bir-
birlerinden ayrilamazlar! Bir miktas: ikiye bélersek, yine iki kutbu
olan iki miknatis elde ederiz.

Ote yandan, manyetik monopol ad1 verilen manyetik yiikli bir
temel pargacigin var olmasi fizikgiler tarafindan kavramsallagtiril-
mugtir; ilk adimy, 1931 yilinda, kuantum fiziginin kurucularindan
Paul Dirac atmugtir. Dirac, monopoliin (matematikgilerin manye-
tik alanin “tekilligi” [singularity] diyebilecegi sey) bulundugu yer-
de manyetik alana tuhaf bir seyin olmasina izin verirsek onun da
manyetik yiik tagiyacagini gostermistir.

Ne yazik ki manyetik monopoller deneysel olarak kegfedilebilmisg
degil; dolayisiyla, dogada var olup olmadiklarini heniiz bilemiyo-
ruz. Eger yoklarsa dogada kuantum seviyesinde tam manasiyla bir
elektromanyetik dualite yoktur.

Konunun uzmanlari bu noktada heniiz bir karara varabilmig
degil ama bizler yine de dogaya mimkiin oldugunca benzeyen ve
elektromanyetik dualite sergileyen bir kuantum alan teorisi kurmaya
calisabiliriz. Yemek benzetmemize geri dénecek olursak dualitelere
sahip yeni teoriler “uydurmaya” ¢aligabiliriz. Bildigimiz tarifin mal-
zemelerini ve bunlarin miktarini degistirebilir, bazilarini ¢ikarabilir,
baskalarin: ekleyebiliriz, vb. Bu tiir bir “deneysel ag¢ilik” bizi gesitli
sonuglara gétiirebilir. Bu hayali yemekleri illa da “yemek” istemeye-
biliriz. Yenilebilir olsun olmasin, bunlarin hayali mutfagimizdaki
ozellikleri Gizerinde ¢aligmaya deger —yenilebilir yemekler hakkinda

bize ipuglar: verebilirler (yani madde evrenimizi tanimlayabilirler).
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Bu tiir deneme-yanilma ile “model geligtirme” yoluyla kuantum
fizigi alaninda onlarca yildir ilerleme kaydedilmektedir. Simetri de
bu modellerin olugturulmasinda kullanilan 6nemli bir yol gésterici
ilkedir. Bir model ne kadar simetrik olursa, o kadar kolay analiz
edilir.

Bu noktada, fermiyonlar ve bozonlar olmak tizere iki tiir temel
pargacik bulundugunu belirtmenin 6nemli oldugunu disiniyorum.
Birinciler, maddenin (elektron, kuark, vb) yap: taglariyken ikinci-
ler kuvvet tagiyan pargaciklardir (fotonlar gibi). Kisa bir siire once,
Cenevre’deki Biyiik Hadron Carpigtiricisi’nda kegfedilen bulun-
mast zor Higgs pargacig1 da bir bozondur.

Iki pargacik tiirii arasinda temel bir fark vardir. Iki fermiyon ayni
anda ayn1 konumda bulunamazken, herhangi bir sayida bozon bu-
lunabilir. Davranislar: son derece farkli oldugundan, fizikgiler uzun
stire bir kuantum alan teorisinin her tiirli simetrisinin fermiyon ve
bozon kisimlari arasinda bir ayrimi korumas: gerektigini kabul et-
tiler —yani doga bunlarin birbirine karigmasini engelliyordu. Fakat
1970’lerin ortalarinda, birkag fizikgi gilginca géziiken bir fikir ileri
surdiiler: Bozonlarin fermiyonlarla yer degistirecegi yeni bir tiir si-
metri mimkindi. Adini da sipersimetri koydular.

Kuantum mekaniginin yaraticilarindan Niels Bohr'un Wolfgang
Pauli’ye soyledigi tinlii sozde oldugu gibi, “Teorinizin ¢ilginca oldu-
gu konusunda hepimiz mutabikiz. Bizi ikiye ayiran soru, teorinin
dogru olma sans1 olacak kadar ¢ilgin olup olmadig1.”

Stipersimetri olgusunun dogada bir karsilig1 olup olmadigini
heniiz bilmiyoruz ama fikir gittikce popiilerlesiyor. Bunun sebebi
ise geleneksel kuantum alan teorisini sikintiya sokan meselelerin
birgogunun siipersimetrinin dahil olmast ile ortadan kalkmasidir.
Stipersimetrik teoriler genellikle daha giktir ve daha kolay analiz
edilirler.

Kuantum elektromanyetizmas: siipersimetrik degildir ama sii-

persimetrik genislemeleri bulunur. Daha fazla pargacik (hem bo-
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son hem de fermiyon) ekliyoruz, yle ki sonugta ortaya ¢ikan teori
sipersimetri oluyor.

Fizikgiler, 6zellikle elektromanyetizmanin olas: siipersimetri
miktar1 en yiiksek olan geniglemesi tizerinde durmaktadir. Bu ge-
nigletilmis teoride elektromanyetik dualitenin gergekten de saglan-
digin1 gosterdiler.

Ozetlemek gerekirse gergek diinyada elektromanyetik dualitenin
bir bigiminin var olup olmadigini bilmiyoruz. Ote yandan, teori-
nin idealize edilmis, siipersimetrik geniglemesinde elektromanyetik
dualite agik bicimde goriilmektedir.

Bu dualitenin heniiz deginmedigimiz 6nemli bir yonii daha bu-
lunuyor. Elektromanyetizmanin kuantum alan teorisinin bir para-
metresi var: elektronun elektrik yiiki. Negatif bir deger oldugundan
—e bigiminde yazariz ve ¢ = 1.602x10™? kulondur (Coulomb). Bu
oldukga kiigiik bir deger. Elektromanyetizmanin en yiiksek stipersi-
metriye sahip genislemesinin de benzer bir parametresi vardir ve o
da eile gosterilir. Eger elektromanyetik dualiteyi uygular ve biitiin
elektrik objeleri manyetik objelerle yer degistirirsek elektronun yi-
kiiniin e degil, bunun tersi —yani 1/e— oldugu bir teori elde ederiz.

Eger ¢ kiigiikse, 1/e biyiiktiir. Dolayistyla, kiigiik elektron yiikiine
sahip (diinyamizda oldugu gibi) bir teoriden yola ¢ikmamiz duru-
munda, dual teorimiz biiyiik bir elektron yikiine sahip olacaktir.

Bu oldukga sasirtici! Corba benzetmemize gore, ¢’nin ¢orbanin
sicaklig1 oldugunu farz edin. Bu durumda dualite, havug ve pan-
car koki gibi iki malzemenin yerini degistirdigimizde, soguk borg
gorbamizin ansizin sicak hile gelecegi anlamini tagir.

¢'nin bu gekilde tersini almak, aslinda elektromanyetik dualitenin
genis kapsamli sonuglari olan kilit 6zelliklerinden biridir. Kuantum
alan teorisinin kuruldugu y6éntemde, ¢ gibi parametrelerin sadece
kigiik degerleri igin iyi bir ¢6ziimiimiiz var. Parametrenin biyiik
degerlerinde, teorinin anlamli oldugunu 6nsel olarak dahi bilmi-

yoruz. Elektromanyetik dualite bize bunun sadece anlamli oldu-
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gunu degil, parametrenin kiigiik degerleri igin gegerli olan teoriyle
es oldugunu da séylemektedir. Bu ise parametrenin tim degerleri
i¢in teoriyi tanimlama gansimiz oldugu anlamina gelir. Bu dualite

tliriinin kuantum fiziginin kutsal késesi olarak goriilmesinin se-
bebi de igte budur.

Bir sonraki sorumuz, kuantum alan teorisinde, elektromanyetizma
ve onun siipersimetrik genilemeleri haricinde elektromanyetik du-
alitenin bulunup bulunmadigdur.

Elektrik ve manyetik kuvvetler haricinde, doganin bilinen ¢
kuvveti daha vardir. Hepimizin bildigi ve degerinin farkinda oldu-
gu yercekimi kuvveti ile daha basit isimlere sahip olan iki nikleer
kuvvet: giicli ve zayif. Giiglii niikleer kuvvet, kuarklar: proton ve
nétron gibi temel pargaciklarin iginde tutar. Zayif niikleer kuvvet
ise atom ve temel pargaciklarin maruz kaldiklar: gesitli donigtimler-
den sorumludur (s6z gelimi elektron ya da n6trino salinimi: demek
olan atomlarin beta bozunumu veya yildizlarin giiciini saglayan
hidrojen fiizyonu gibi).

Bu kuvvetler birbirlerinden oldukga farkli gériiniirler. Ancak
elektromanyetik, zayif ve giiglii kuvvet teorilerinin ortak bir nok-
talar1 bulundugu ortaya ¢ikmigtir. Bunlara ayar teorileri ya da —
haklarinda ¢11r agan bir makale yazan iki fizik¢i, Chen Ning Yang
ve Robert Mills'e atfen— Yang-Mills teorileri ad:1 verilmigtir. Bu
boliimiin baginda da belirttigim izere, ayar teorisinin ayar grubu
adinda bir simetri grubu vardir. Bu, 10. B6lim’de bahsettigimiz
bir kavram olan Lie grubudur. Elektromanyetizma teorisinin ayar
grubu, bu kitabin en baginda tanittigim ¢ember grubudur (SO(2)ya
da U(1) olarak da bilinir). Bu, en basit Lie grubudur ve degismelidir
(commutative/abelian). Kiirenin dénme hareketlerinin SO(3) grubu
gibi ¢ogu Lie grubunun degismeli olmadigini (non-commutative/
non-abelian) biliyoruz. Yang ve Mills, cember grubunun yerine

degismeli olmayan bir grup koyarak elektromanyetizmanin bir
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genellemesini olugturmayi digiindiler. Degismeli olmayan ayar
gruplarina sahip ayar teorilerinin zayif ve gii¢li niikleer kuvvvetleri
tam olarak tanimlayabildigi gorildi.

Zay:if kuvvet teorisinin ayar grubu SU(2) adli gruptur. SO(3)’tin
Langlands dual grubudur ve iki kat1 biiyiikligindedir (15. Bolim’de
bundan bahsetmigtik). Gigli niikleer kuvvetin ayar grubunun adi
ise SU(3)'tiir.”

Dolayisiyla ayar teorileri, doganin dért temel kuvvetinden tigi-
ni tanimlayan evrensel bir bigimcilik saglar (elektrik ve manyetik
kuvvetleri elektromanyetizmanin bir kuvvetinin pargalar1 olarak
saytyoruz). llerleyen yillarda, bunlarin iig ayr teori degil bir biitii-
niin pargalar1 oldugu anlagildi: Bu ti¢ kuvveti farkl pargalar olarak
iceren, genellikle Standart Model adiyla anilan tek bir teori vardur.
Bu yiizden de “birlesik teori” dedigimiz seydir —Einstein 6mriiniin
son otuz y1li boyunca, bir bagar1 kaydedememisti (o donemde sadece
iki kuvvetin biliniyor oldugunu unutmayalim: elektromanyetizma
ve yer ¢ekimi).

Matematikteki birlesiklik fikrinin 6nemi hakkinda uzun uza-
diya konugmugtuk. Ornegin Langlands Programu, farkli matema-
tik disiplinlerindeki genis olgular yelpazesini benzer terimlerle ta-
nimlamas: agisindan bir birlesik teoridir. Olabildigince az sayida
ilkeden bir birlesik teori olugturma fikri, 6zellikle fizikte gekicidir
ve bunun sebebi de gayet agik. Evrenin igsel isleyisini en eksiksiz
bigimde anlamaya ¢aligtyor ve nihai teorinin —eger varsa— basit
ve stk olmasini umuyoruz.

Basit ve sik olmasi, kolay olacag: anlamina gelmiyor. Ornegin
Maxwell'in denklemleri oldukga derindir ve ne anlama geldikle-
rini kavramak igin bir miktar ¢aba gerekir. Ote yandan, elektrik
ve manyetik kuvvetlere dair hakikati en ekonomik bigimde agik-
lamak anlaminda basittirler. Ayrica giktirlar. Einstein’in yerge-
kimi kuvveti denklemleri ile Yang ve Mills tarafindan bulunan

degismeli olmayan (non-commutative/non-abelian) ayar teorisi
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denklemleri de boyledir. Bir birlesik teori tiim bunlari, farkli ens-
trimanlardan gikan seslerin harmanlandig: bir senfoni gibi, bir
araya getirebilmelidir.

Standart Model bu yonde bir adimdir ve deneysel olarak onay-
lanmasi (yakin zamanda kesfedilen Higgs bozonunu da igine alan)
onemli bir bagariydi. Buna ragmen bir sebepten 6tiirii bu, evrenin
nihai yasasi degildir: Anlagilmas: en zor kuvvet oldugu ispatlanmig
olan yergekimi kuvvetini kapsamamaktadir. Einstein’in genel gore-
lilik teorisi, yer¢ekimini klasik yaklagimla yani biiylik mesafelerde
anlamamizi miimkiin kiliyor. Fakat elimizde, ok kisa mesafeler igin
yergekimi kuvvetini tanimlayacak, deneysel olarak sinanabilir bir
kuantum teorisi yok. Doganin diger ii¢ kuvvetine odaklansak bile
Standart Model yine de birgok soruyu cevapsiz birakiyor ve astro-
nomlarin gozlemledigi bilyiik madde yiginlarini (“karanlik madde”
olarak bilinirler) agiklayamiyor. Dolayisiyla Standart Model, nihai
senfoninin sadece kismi bir taslagidur.

Asikir olan bir ey var: Nihai senfoninin son 6l¢iisii matematik
dilinde yazilacak. Aslinda, Yang ve Mills, degismeli olmayan (non-
commutative/non-abelian) ayar teorilerini tanitan tinlii makaleleri-
ni yazdiktan sonra, fizikgiler biyik bir sagkinlikla bu teoriler igin
gerekli matematiksel bigimciligin matematikgiler tarafindan fizige
herhangi bir referans vermeksizin onlarca yil 6nce geligtirilmis ol-
dugunu fark ettiler. Nobel Odiilii kazanma yolunda ilerleyen Yang,
saskinligini su gekilde dile getiriyordu‘.8

[Bu] sadece keyif degildi. Daha fazla, daha derin bir sey vardu:
Neticede, fiziksel diinyanin yapisinin kokleri sadece mantik ve
bigimin giizelligine uzanan disiincelerden gelistirilmis derin ma-
tematiksel kavramlara siki sikiya bagli oldugunu bulmaktan daha

gizemli, daha sagirtici ne olabilir ki?

Albert Einstein'a “En nihayetinde, deneyimden bagimsiz insan

digiincesinin bir Giriinii olan matematik, nasil oluyor da gergekligin
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nesnelerine bu kadar hayranlik uyandirici bigimde uygun olabiliyor?”

sorusu yoneltildiginde o da ayni merak duygusunu ifade etmisti.”

Yang ve Mills'in doganin kuvvetlerini tanimlamak igin kullandik-
lar1 kavramlar, matematikte daha 6nce ortaya ¢ikmgt: ¢linki bu
kavramlar, matematikgilerin doganin kuvvetlerinin i¢sel mantigini
takip ederek gelistirdikleri geometri paradigmasinin igerisinde de
asli birer unsurdu. Bu, Nobel 6dilli bir bagka fizik¢i olan Eugene
Wigner'in “matematigin, doga bilimlerindeki agiklanamaz etkinligi”
dedigi olgunun giizel bir érnegidir.)® Bilim insanlar: yiizyillardir
bu “etkililikten” istifade ediyor olsalar da kokleri halen daha pek
anlagilabilmis degildir. Matematiksel hakikatlerin nesnel olarak ve
hem fiziksel diinyadan hem de insan beyninden bagimsiz bir bi-
¢imde var olduklar: gérilmektedir. Matematiksel fikirler diinyast,
fiziksel gergeklik ve biling arasindaki derin baglantilarin daha da
arasgtirilmasi gerektigine siiphe yoktur. (Bu konuya 18. Bolim’de
daha ayrintili deginecegiz.)

Standart Model'in otesine gidebilmek igin yeni fikirlere de ihti-
yacimiz var. Bu fikirlerden biri de siipersimetridir. Evrenimizde var
olup olmadig: biiyiik bir tartiyma konusudur. Heniiz izi bulunabil-
mig degil. Deney, teorinin nihai yargicidir; dolayisiyla siipersimetri
deneysel olarak ispatlanana kadar, ne kadar giizel ve cazip bir fikir
olursa olsun, teorik bir yap: olarak kalacaktir. Bununla birlikte, sii-
persimetrinin gergek diinyada gergeklesmedigi ortaya ¢iksa bile kuan-
tum fiziginin yeni modellerini inga etmek i¢in kullanilabilecek uygun
matematiksel araglar saglamaktadir. Bu modeller, gercek dinyanin
fizigini yoneten modellerden ¢ok uzak degildir ama daha fazla yiik-
sek simetri sergiledikleri i¢in analizleri daha kolaydir. Bu teorilerden
ogrendiklerimizin, stipersimetri var olsun ya da olmasin, evrenimizin
gergekgi teorileri ile bir baglantisi olacagini umut ediyoruz.

Tipki elektromanyetizma teorisi gibi, degismeli olmayan (non-

commutative/non-abelian) ayar teorileri de, maksimal siipersimetrik
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uzantilara sahiptir. Bu stipersimetrik teoriler, hem bozon hem de
fermiyon olmak tizere daha ok sayida pargacig aralarinda mimkiin
olan en kusursuz dengeye ulasmak amaciyla karigima katarak elde
edilir. Bu durumda dogal olarak su sorulabilir: Bu teoriler elektro-
manyetik dualite ile bir benzerlik tagiyorlar m1?

Fizik¢i Claus Montonen ve David Olive, 70li yillarin sonlarinda
bu soru ile ugragtilar." Jean Nuyts ve David Olive, Peter Goddard’in
(daha sonralar: Ileri Aragtirmalar Enstitisi’niin midiirii olacakti)
daha 6nce yapmig oldugu bir galigmay1!? gelistirerek sagirtic1 bir
sonuca ulagtilar: Evet, degismeli olmayan (non-commutative/non-
abelian) siipersimetrik ayar teorilerinde elektromanyetik dualite
vard1 ama bu teoriler elektromanyetizmde oldugu gibi, genellikle
kendinden dual degillerdi. Yukarida degindigimiz tizere, elekt-
romanyetizmada tiim elektrikli objelerin yerine manyetik objeler
koyarsak ve bunun tam tersiniyaparsak ters elektron yiikine sahip
yine ayni teoriyi elde ederiz. Fakat ayni seyi G ayar grubuna sahip
aym1 genel sipersimetrik ayar teorisine uyguladigimizda, faré/: bir
teori elde edecegimiz anlagildi. Bu héla bir tiir ayar teorisi olmak-
la birlikte farkh bir ayar grubuna sahiptir (ayrica, elektron yiikine
benzeyen, tersine ¢evrilmis bir parametresi vardir).

Peki, dual teorideki ayar grubu ne olacak? Bunun, G grubunun
Langlands dual grubu olan £G oldugu anlagilmistur.

Goddard, Nuyts ve Olive bunu G ayar grubuna sahip ayar teori-
sindeki elektrik ve manyetik yiiklerin ayrintili analizini gergeklesti-
rerek kesfettiler. Ayar grubu ¢ember grubu olan ayar teorisinde yani
elektromanyetizmada, her iki yikiin degeri de tam sayidir. Bunlarin
yerini degistirdigimizde, bir tam say1 kiimesinin yerine bir bagka tam
say1 kiimesi gelir. Dolayisiyla teori ayn: sekilde kalir. Fakat Goddard,
Nuts ve Olive, genel bir ayar teorisinde, elektrik ve manyetik ytikle-
rin iki farkli kiimede deger aldiklarini gosterdiler. Adlarina §.ve S
diyebilecegimiz bu ytikleri, G ayar grubu cinsinden ifade edebiliriz

(bunun tam olarak nasil oldugu su an i¢in 6nemli degil).13
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Elektomanyetik dualite dahilinde, $./nin S, ve §,'nin de §. hiline
geldigi gortilmistir. Bu sartlar altinda gindeme gelen soru su-
dur: 8/nin §,'nin énceden G igin, S,'nin de S nin 6nceden G igin
aldig1 degere sahip oldugu bir bagka G’ grubu var mi? (Bu soruya
verilecek cevap, G ve G’ tarafindan belirlenen bazi ek verilerle de
uyumlu olmak zorundadir.) Béyle bir G’ grubunun var olup olma-
dig1 agik degil ama bu tg bilim adami var oldugunu gosterdiler ve
basit bir yap: ortaya koydular. O giinlerde, G’nin on yil kadar énce
Langlands tarafindan tamamen farkli bir amagla da olsa olugtu-
ruldugunu heniiz bilmiyorlardi. Bx G’ grubu, £G Langlands dual
grubundan bagka bir sey degildi.

Elektromanyetik dualitenin matematikgilerin tamamen farkli
bir baglamda kegfettikleri ayn1 Langlands dual grubuna gétiirme

nedeni, Princeton’daki bulusmada ele alacagimiz biiyik soruydu.



17. Bolum:

Gizli Baglantilarin Ortaya Cikarilig:

New York City’den yaklagik bir saatlik tren yolculugu ile gidilen
Princeton, kuzeydoguya 6zgii banliy6 kasabalarindan biri gibidir.
Bilim camiasinda kisaca ens#iti olarak bilinen Ileri Aragtirmalar
Enstitiisi, Princeton’un eteklerinde, kelimenin tam manasiyla or-
manin igindedir. Etrafi sessiz ve pitoresktir: Kiigiik goletlerin i¢inde
ylzen ordekler, durgun sularda yansiyan agaglar... 1950’leri andiran
iki ya da tig katli tugla bina kiimelerinden olusan enstitii, entelektii-
el bir giig yayar. Insan Einstein ve diger devlerin arginladig1 sakin
koridorlarda ve ana kiitiphanede dolanarak zengin tarihin tadin
¢ikarmaktan kendini alikoyamaz.

2004 yilinin Mart ayindaki bulugmamizi igte burada yaptik.
Aradaki kisa siireye ragmen, Aralik’ta yolladigimiz davetiyelere
verilen tepki genellikle olumlu yonde olmugtu. Yaklagik yirmi ka-
tilimci vardi —bu yiizden toplantiy: agarken katilimcilarin sirayla
kendilerini tanitmalarin: istedim. Kendimi ¢imdiklemek istiyor-
dum: Witten ve Langlands orada, yakinimda oturuyorlardi. Peter
Goddard ve Matematik Okulu ile Doga Bilimleri Okulu'ndan bir-
cok mestektaglari da gelmisti. Montonen-Olive ve Goddard-Nuyts-

278
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Olive makalelerinin ortak yazari1 David Olive de oradaydi. Tabii
Ben Mann da bizimleydi.

Hersey plana uygun olarak ilerledi. Esasen bu kitapta okumakta
oldugunuz hikéyenin tstiinden gidiyorduk: Langlands Programs'nin
say1 teorisi ve harmonik analize uzanan kokenleri, sonlu cisimler
izerindeki egrilere ve ardindan da Riemann yizeylerine gegis.
Beilinson-Drinfeld yapisini ve Kac-Moody cebiri tizerine Feigin ile
vaptigim ¢aligma ile bunun iki boyutlu kuantum alan teorileriyle
baglantilarini agiklamak igin de biraz zaman harcadik.

Siradan bir konferanstan farkli olarak konugmacilar ile dinleyici-
ler arasinda ¢ok fazla aligveris oluyordu. Tartigmalarin seminer oda-
sindan kantine ve oradan tekrar geri tagindig1 yogun bir toplantiyd:.

Witten en bagindan itibaren biiyiik ilgi gosterdi. On sirada otu-
ruyor, dikkatle dinliyor ve ikide bir konugmacilarin ilgisini ¢eken
sorular soruyordu. Ugiincii giiniin sabahinda bana “Ogleden son-
ra konugmak istiyorum; sanirim pesinde oldugumuz seye dair bir
fikrim var,” dedi.

Witten, 6gle yemeginden sonra, iki konu arasindaki olas: bir
baglantinin ana hatlarini anlatti. Bu, matematik ve fizigi birbiri-
ne baglayan yeni bir teorinin dogusuydu. O ve ¢aligma arkadaglar1
ile birlikte bir¢ok kisi, o tarihten beri bu yeni teorinin pesindeler.

Onceden degindigimiz iizere, André Weil'in Resid Tag’'nin
tiglinci siitunundaki Langlands Programrnin geometrik versiyonu-
nun ekseninde Riemann yiizeyleri vardir. Bu yiizeylerin hepsi iki
boyutludur. Ornegin, 10. Bélim’de bahsettigimiz iizere, en basit
Riemann yiizeyi olan kiirenin iki koordinati vardir: enlem ve boy-
lam. Iki boyutlu olmasinin sebebi de budur. Diger tiim Riemann
yuzeyleri de iki boyutludur ¢iinki her bir noktanin yakin gevresi
iki boyutlu bir diizlemin bir pargas: gibi goriiniir; bu yiizden de iki
bagimsiz eksen ile tanimlanabilir.

Ote yandan, elektromanyetik dualitenin gozlendigi ayar teorileri

dort boyutlu uzay-zamanda tanimlanmigtir. Witten, ikisini birbirine
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baglayabilmek i¢in, dort boyutlu ayar teorisini dortten iki boyuta
distrecek “boyut indirgeme”yi uygulayarak baglad:.

Aslinda boyut indirgeme, fizikte kullanilan standart bir aragtir:
Verilen bir fiziksel maddeyi tahmin ederken serbestlik derecele-
rinden bazilarina odaklanir ve bir kismini ihmal ederiz. Ornegin,
bir ugak i¢inde ugmakta oldugumuzu ve koridorda ayakta duran
bir kabin gérevlisinin size bir bardak su uzattigini diigiiniin. Igi
kolaylagtirmak adina, kabin gorevlisinin elinin ugagin hareketi-
ne dik oldugunu varsayalim. Bardagin hizinin iki bilegeni var-
dir: Birincisi ugagin hizi iken ikincisi size bardag1 uzatan kabin
gorevlisinin elinin hizidir. Fakat birincisi ikincisinden gok daha
buytiktiir; dolayisiyla, yerdeki sabit bir gézlemcinin bakig agisiyla
bardagin havadaki hareketini tanimlamamiz gerekirse hizin ikinci
bilesinini rahatlikla ihmal edebilir ve basitge, bardagin ugakla aym
hizda hareket ettigini sdyleyebiliriz. Boylelikle hizin iki bilesenini
igeren iki boyutlu problemi, baskin olan bilegeni igeren tek boyutlu
bir probleme indirgeyebiliriz.

Ele aldigimiz baglamda, boyut indirgeme su sekilde gergek-
lesir: Iki tane Riemann yiizeyinin ¢arpimi olan bir geometrik
sekli (ya da manifold) ele aliriz. Burada “¢arpim” ifadesi ile, ko-
ordinatlar1 bu ytizeylerin her birinin koordinatlarinin bir araya
getirilmesi ile olugturulan yeni bir geormetrik seklin ele alindig:
kastedilmektedir.

Daha basit bir 6rnek olarak iki dogrunun ¢arpimini ele alalim.
Her dogrunun bir koordinat: oldugundan, ¢arpimun iki bagimsiz
koordinati olacaktir. Dolayisiyla ortaya bir diizlem ¢ikar: Diizlem
tzerindeki her bir nokta bir koordinat ¢ifti ile gosterilir. Bunlar,

iki ¢izginin bir araya getirilen koordinatlaridir.
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X
Benzer gekilde, bir dogru ile bir ¢gemberin ¢arpimi da bir silin-
diridir. Bunun da biri dairesel, digeri de dogrusal olmak tizere iki
koordinati vardur.

Carpim yaptigimizda boyutlar toplanir. Ele aldigimiz 6rneklerde,
baslangigtaki nesnelerin her ikisi de tek boyutluydu ve ¢arpimlar:
iki boyutlu oldu. Bir bagka 6rnek: Bir dogru ile bir diizlemin gar-
pimu t¢ boyutlu uzayidir. Boyutu da 1+2=3’tir.

Benzer sekilde, iki Riemann yiizeyinin ¢arpiminin boyutu da s6z
konusu yuzeylerin boyutlarinin toplamidir; yani, 2+2 ile elde edilen
4. Bir Riemann ylzeyinin resmini ¢izebiliriz (bazilarini daha 6nce
gormigtik) ama dort boyutlu bir manifold ¢izemeyiz. Bu yiizden,
aklimizda rahatlikla canlandirabilecegimiz daha az boyutlu sekiller
i¢in kullandigimiz metodlarla dort boyutlu manifoldu matematik-
sel olarak inceleyebiliriz. Bunu yapabiliyor olmamiz, 10. B6lim’de
de belirttigimiz gibi, matematiksel soyutlamanin giiciiniin giizel
bir gostergesidir.
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Simdji, iki Riemann yiizeyinden birinin (.X) digerinden (£) ¢ok
daha kiigiik oldugunu varsayalim. Bu durumda, etkin serbestlik
derecesi X iizerinde yogunlagir ve bizler X izerindeki bir teori va-
sitastyla iki ytizeyin ¢arpimina iligkin dért boyutlu teoriyi yaklagik
olarak tanimlayabilir hile geliriz. Fizikgiler bu yapiya “etkin teori”
adin verirler. Bu durumda, s6z konusu teori iki boyutlu olacaktir.
Seklini korumak kaydiyla X"i kiigtiltmek tizere yeniden boyutlan-
dirdikga, bu yaklagtirma islemi daha da iyi héle gelecektir (bu etkin
teorinin hala X’in sekline bagh olduguna dikkat ediniz). Béoylelikle,
Xve X ¢arpimuna iligkin dort boyutlu siipersimetrik ayar teorisinden
2 tizerinden tanimli iki boyutlu bir teoriye gegeriz.

Bu teorinin dogasina dair ayrintili bir degerlendirmeye girmeden
once, kuantum alan teorisi ile genel olarak ne kastettigimize degi-
nelim. Bir 6rnek vermek gerekirse, elektromanyetizmada tig boyut-
lu uzaydaki elektrik ve manyetik alanlari inceleriz. Matematikgiler
bunlarin her birine vektor alani ismini verirler. Rizgarin hiz dag-
limini tanimlayan vektor alani faydali bir benzetmedir: Uzaydaki
her bir noktada, riizgir belli bir yonde eser ve belli bir kuvvete
sahiptir. Bunu gostermek iginse, bu noktaya ilistirilen, ucunda ok
isareti bulunan yonlendirilmig bir dogru pargas: kullanilir ve mate-
matikgiler de buna vektér derler. Uzaydaki tiim noktalara iligtirilen
bu vektorler topluluguna vektor alani denir. Hava durumu harita-
larinda, riizgérlarin vektér alani seklinde gosterildigini hepimiz
gormigtizdir.

Benzer gekilde, 266. sayfadaki resimde de goriilebilecegi tizere,
verilen bir manyetik alanin da uzayin her bir noktasinda belli bir
yonii ve siddeti vardir. Dolayistyla o da bir vektér alanidir. Diger bir
deyisle, ti¢ boyutlu uzayimizin her bir noktasina bir vektér atayan
bir kuralimiz var. Pek de sagirmayacaginiz tizere, matematikgiler bu
tiir bir kurala {i¢ boyutlu uzaydan ¢ boyutlu vektér uzayina gegis
“fonksiyonu” adini vermistir. Eger verilen bir manyetik alanin zaman

icinde nasil degistigini takip edersek dort boyutlu uzay-zamandan



GIZLi BAGLANTILARIN ORTAYA CIKARILISI 283

u¢ boyutlu vektor uzayina gegis fonksiyonunu elde ederiz. (Bu, te-
levizyonda hava durumu haritasinin zamanla degisiminin izlenme-
sine benzetilebilir.) Benzer sekilde, zaman iginde degisen herhangi
bir verilen elektrik alan da d6rt boyutlu uzay-zamandan ti¢ boyutlu
uzaya gegis fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Elektromanyetizma,
bu iki fonksiyonu tanimlayan bir matematiksel teoridir.

Klasik elektromanyetizma teorisinde, sadece ve sadece, Maxwell
denklemlerinin ¢6ziimiini ele alan fonksiyonlarla ilgileniriz. Bunun
aksine kuantum teorisinde, sit7in fonksiyonlar: inceleriz. Aslinda,
kuantum alan teorisindeki her tiirli hesaplama, tim olas: fonksi-
vonlarin toplamini igerir, ancak her fonksiyonun bir agirligi vardur,
yani her biri belli bir ¢arpan ile ¢arpilir. Bu ¢arpanlar, Maxwell
denklemlerinin ¢6ziimleriyle alakali fonksiyonlar: baskin kilacak
sekilde tanimlanmugtir fakat diger fonksiyonlara da katki saglar.

Uzay-zamandan gegitli vektor uzaylarina gegis fonksiyonlari, bag-
ka birgok kuantum alan teorilerinde de kargimiza ¢ikar (degismeli
olmayan (non-commutative/non-abelian) ayar teorileri gibi) fakat
kuantum alan teorilerinin tamami vektérlere dayanmaz. Kuantum
alan teorilerinin sigma modeller adinda bir siufi vardir. Bu sinifta,
uzay-zamandan egri ylzeyli geometrik sekle ya da manifolda ge-
¢is fonksiyonlarini ele aliriz. Bu manifolda hedef manifold ad: ve-
rilir. S6z gelimi, bir kiire olabilir. Sigma modelleri ilk olarak dort
boyutlu uzay-zaman durumunda incelenmis olmalarina ragmen,
boyle bir model, uzay-zamani herhangi bir boyuttaki manifold
olarak aldigimizda da anlam ifade edecektir. Dolayisiyla, her tiirlii
hedef manifold segimi ve her tiirlii uzay-zaman manifoldu igin bir
sigma modeli vardur. Ornegin, uzay-zaman olarak iki boyutlu bir
Riemann yiizeyini ve hedef manifold olarak da §O(3) Lie grubunu
secebiliriz. Bu durumda, ilgili sigma modeli Riemann yiizeyinden
SO(3)e gesis fonksiyonlarini tanimlayacaktir.

Agagidaki resim bu tiir bir fonksiyon icermektedir: Sol tarafta

bir Riemann ytizeyi, sag tarafta ise hedef manifold yer aliyor ve
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aradaki ok da ikisi arasindaki fonksiyonu temsil ediyor. S6z konusu
fonksiyon, Riemann yiizeyindeki her bir noktaya hedef manifoldun

bir noktasini atayan bir kuraldur.

- 4

Klasik sigma modelinde hareket denklemlerini ¢6zen, uzay-zaman-

dan hedef manifolda gegis fonksiyonlarini ele aliriz (elektromanyetiz-
manin Maxwell denklemlerinin benzerleri); bu fonksiyonlara harmonik
ad1 verilir. Kuantum sigma modelinde ise ilgilenilen tiim nicelikler
(korelasyon fonksiyonlar: gibi), her biri belli bir agirliga (yani belli
bir ¢arpana) sahip olan tiim olas: fonksiyonlar toplanarak hesaplanur.

Sorumuza geridénelim: X’i ¢ok kiigtik olacak sekilde yeniden 6lgeklen-
dirirken; X x X tizerindeki G ayar grubuna sahip dort boyutlu stipersi-
metrik ayar teorisinin boyut indirgemesini, hangi iki boyutlu kuantum
alan teorisi tanimlar? Bunu saglayacak teorinin, »’dan orijinal ayar
teorisinin X Reimann yiizeyi ile G ayar grubu tarafindan tanimlanan
belli bir M hedef manifolduna gegis fonksiyonlarinin sigma mode-
linin stipersimetrik geniglemesi oldugu anlagilmistir. Kullandigimiz
gosterim bunu yansitmals; bu yiizden M(X, G) seklinde belirtecegiz.!

Grup teorisinde oldugu gibi (2. Boliim’e bakiniz), fizikgiler bu
manifoldlar: tesadiifen bulduklarinda, matematikgilerin o noktaya
daha once ulagmig olduklarini kesfettiler. Aslinda bu manifoldlarin
bir ad1 vardi: 1980’lerin ortasinda bu uzaylari tanitan ve tzerlerinde
¢aligan Oxford Universitesi 6gretim tiyelerinden Ingiliz matematikgi
Nigel Hitchin’in ardindan, Hitchin moduli uzaylar: ismiyle bilinir
olmustu. Fizikgilerin bu uzaylarla (d6rt boyutlu ayar teorisinin boyut

indirgemesini yaptigimizda ortaya ¢ikarlar) ilgilenme nedeni gayet
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agik olmasina ragmen, matematikgilerin ilgi duymasinin sebebi bu
kadar bariz degildir.

Neyse ki Nigel Hitchin kesfinin tarihgesini ayrintili olarak ver-
mistir’ ve bu gercekten de matematik ile fizik arasindaki hassas
etkilesimin harika bir 6rnegini tegkil eder. 1970’lerin sonuna dog-
ru, Hitchin ve Drinfeld ile Michael Atiyah ve Yuri Manin adinda
baska iki matematikgi, fizik¢ilerin ayar teorileri iizerinde ¢aligirken
bulduklar: instanton denklemleri tizerinde ¢aligtilar. Bu instanton
denklemleri dort boyutlu diiz uzay-zamanda yazildilar. Hitchin
hemen akabinde, instanton denklemlerin dért boyuttan ¢ boyuta
indirgenmesi ile elde edilen ve diiz ii¢ boyutlu uzaydaki diferansi-
yel denklemler olan monopol denklemler tizerinde ¢aligti. Bunlar,
tizik agisindan bakildiginda ilgi ¢ekiciydi ve merak uyandiran bir
matematiksel yapilari vardi.

O dénemde, instanton denklemleri dortten iki boyuta indirge-
yerek elde edilen diferansiyel denklemlere bakmak dogaldi. Ama
ne yazik ki fizikgiler, bu denklemlerin diiz iki boyutlu uzay (yani
diizlem) izerinde bariz olmayan hicbir ¢éztimlerinin bulunmadi-
gin1 gozlemlediler ve bu yiizden de denklemlerin pesine daha fazla
digmediler. Fakat Hitchin'in i¢g6rusi, bu denklemlerin simit ya da
pretzelin (bir tiir gubuk kraker sekli) dis yuzeyi gibi herhangi bir
egri Riemann yiizeyi lizerine yazilabilecegi yoniindeydi. Fizikgiler
bu noktay: iskalamigt ¢linki o zamanlar (1980’lerin bagi) bu tiir
egriytzeyler tizerindeki kuantum alan teorisi ile 6zel olarak ilgi-
lenmiyorlardi. Fakat Hitchin, bu yilizeyler iizerindeki ¢6ziimlerin
matematiksel acidan olduk¢a zengin olduklarini gérdi. Ayar gru-
bunun G olmas: durumda, Hitchin kendisinin M(X, G) moduli
uzay1ni, bu denklemlerin X Riemann yiizeyi tizerindeki ¢6ztimleri

olarak ortaya koydu.* Hitchin bunun, 6zellikle o zamanlar ¢ok az

* Bu konuda Hitchin Alman sair Goethe’den su alintiy1 yapiyor: “Matematikgiler
Fransiz adamlar gibidir: Onlara ne s6ylerseniz sévleyin kendi dillerine ¢evirirlerve
ansizin o sz tamamen farkli bir sey olur.”



286 ASK VE MATEMATIK

sayida 6rnegi bilinen “hiper-Kahler metrik” 6zelligine sahip olmas:
agisindan, kayda deger bir manifold oldugunu fark etti. Diger ma-
tematikgiler de onun izinden yirida.

Yaklagik on yil kadar sonra, fizikgiler bu manifoldlarin kuantum
fizigindeki 6nemini anlamaya bagladilar fakat bu ilginin Witten
ve ¢alisma arkadaslarinin su anda anlattigim ¢aligmalarindan 6nce
tam manasiyla karsiligini buldugu séylenemez. (Ilk olarak André
Weil'in Resid Tast’'nin sag siitununda ortaya ¢ikan Hitchin moduli
uzaylarinin, yakin zamanda Langlands Programr’'nda orta siitunda
da —burada Riemann yiizeylerinin rolini sonlu cisimler tizerin-
deki egriler oynar— uygulama alanlar: buldugunu belirtmek ayrica
ilgi cekici olabilir.?

Matematik ve fizik arasindaki etkilesim, her iki tarafin da di-
gerinden yararlandig1 ve onu etkiledigi iki yonli bir stiregtir. Farkls
zamanlarda belirli bir fikrin gelistirilmesi stirecinde bunlardan biri,
digerinin odaginda sapma yaratacak sekilde 6ne ¢ikabilir. Fakat bir
biitiin olarak disindigiimizde, her ikisi de karsilikl: etkilesimin

bereketli dongiisiinde birbirlerini beslemektedir.

Simdi hem matematikgilerin hem de fizikgilerin iggériileri ile do-
nanmis hélde, elektromanyetik dualiteyi G ayar grubunu igeren
dort boyutlu ayar teorisine uygulayalim. Béylece, G’nin Langlands
dual grubu olan G ayar grubuna sahip ayar teorisini elde ederiz.
(Hatirlayacak olursaniz, bu dualiteyi iki kez uyguladigimizda, bas-
langigtaki orijinal G grubuna geri déntiyorduk. Diger bir deyisle,
LG’nin Langlands dual grubu, G’nin kendisidir.) Bu durumda, G
ve LGile iliskili, 3 izerindeki iki boyutlu etkin sigma modelleri de
birbirine esit ya da dual olacaktir. Sigma modelleri i¢in bu tiirden
dualiteye ayna simetrisi adi verilir. Sigma modellerinin birinde,
2’dan G'ye kargilik gelen M(X, £G) Hitchin moduli uzayina gegis
fonksiyonlarini ele alirken; digerinde, S’dan “G’ye karsilik gelen
M(X, £G) Hitchin moduli uzayina gegis fonksiyonlarini ele aliriz.
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Iki Hitchin moduli uzayinin ve bunlarin sigma modellerinin a priori
olarak birbirleri ile alakalar: yoktur; dolayisiyla aralarindaki ayna
simetrisi, dort boyutlu orijinal ayar teorilerinin elektromanyetik
dualitesi olarak sagirticidir.

Fizikgilerin bu tiir iki boyutlu sigma modellere duyduklar: ilgi,
kismen bunlarin sicim teorisinde oynadiklar: 6nemli rolden kay-
naklanmaktadir. Onuncu Bélim’de degindigim tizere, sicim teorisi,
doganin temel nesnelerinin noktasal temel parcaciklar degil (igsel
geometrisi olmayan ve bu ytizden sifir boyutlu olan pargaciklar);
sicim ad1 verilen, agik ya da kapali olabilen, tek boyutlu olarak ge-
nigletilmis nesnelerden olustugu ¢ikariminda bulunmaktadir. A¢ik
sicimlerin iki bitis noktas: bulunurken, kapali olanlar 10. Bélim’de

kargilagtiklarimiza benzeyen kigiik birer ilmiktir.

Sicim teorisinin ardinda yatan fikir, bu minik sicimlerin uzay-
zaman igerisinde hareket ettiklerinde yaptiklari titresimlerin temel
parcaciklari ve bunlarin arasindaki kuvvetleri meydana getirdigi
varsayimina dayanur.

Sigma modellerinin sicim teorisine girisi, sicimlerin nasil ha-
reket ettigini ele aldigimizda baglar. Standart fizikte, noktasal bir
pargacik uzayda hareket ettiginde gidimizi tek boyutlu bir yoldur.
Pargacigin zaman iginde farkli anlardaki konumlari, bu yol tize-

rindeki noktalarla gosterilir.
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Fakat eger kapali bir sicim hareket ederse hareketi iki boyutlu
bir ytizeyi tarar. Bu durumda, sicimin zaman igerisinde belli bir

andaki konumu, bu yuzey tizerindeki bir ilmik olacaktur.

\Q“

Sicimler birbirleriyle de etkilesebilirler: Bir sicim, ikiya da daha
fazla pargaya ayrilabilir ve bu pargalar agagidaki resimde gosterildigi
gibi tekrar bir araya gelebilir. Bu bize herhangi bir sayida “delik”
(ve sinir cemberi) iceren daha genel bir Riemann yiizeyi verir. Buna

sicimin evren tabakas: (worldsheet) adi verilir.
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Boyle bir gidimizi, § uzay-zamanina goémili bir ¥ Riemann
ylizeyi ve dolayisiyla da X’dan Sye giden bir fonksiyon ile gosteri-
lebilir. Bunlar, tam olarak, $ hedef manifoldu ile 5 tizerindeki sig-
ma modelinde karsimiza ¢ikan tiirden fonksiyonlardir. Fakat tam
bu noktada her sey ters yiiz oluyor: S uzay-zamani artik bu sigma
modelinin hedef manifoldudur; yani elektromanyetizma teorisi gibi
klasik kuantum alan teorilerinin aksine, fonksiyonlarin kaynag:
degil fonksiyonlarin alicisidur.

Sicim teorisinin ortaya koydugu fikir, bu sigma modellerinde
hesaplamalar yaparak ve tim olas: ¥ Riemann ytizeylerindeki (yani
sabit bir § uzay-zamaninda yayilan sicimlerin tim olas: yollarin-
daki)* sonuglar1 toplayarak, S uzay-zamaninda gozlemledigimiz
fizigin yeniden tretilebilecegidir.

Ne yazik ki ortaya ¢ikan teori bazi ciddi problemlerle karg: kar-
stya (0zellikle Einstein’in gorelilik teorisince var olmasi miimkiin
olmayan, “takiyon” adindaki igiktan hizli temel pargaciklarin var
olmasina olanak taniyor olmasi, basli bagina 6nemli bir sorundur).
Sicim teorisinin siipersimetrik bir genislemesini ele aldigimizda
durum hizla toparlaniyor. Bu sekilde elde ettigimiz teorinin ad:
ise sipersicim teorisidir. Ama yine de bir sorun var: Siipersicim te-
orisinin matematiksel olarak tutarli olabilmesi i¢in § uzay-zama-
nimizin on boyutlu olmas: gerekir. Bu durum ise sadece dort (g
uzay ve bir zaman) boyuta sahip oldugunu gézlemledigimiz uzay
ile geligki arz etmektedir.

Ote yandan, yasadigimiz diinya gercekten de gézlemledigimiz
dort boyutlu uzay-zaman ile mevcut araglari kullanarak géremeye-
cegimiz kadar kiigiik alt: boyutlu minik bir /7 manifoldunun yuka-
rida agikladigimiz manada bir ¢arpimidir. Eger boyleyse daha 6nce
tartistigimiz boyut indirgemeye (dort boyuttan iki boyuta) benzer
bir durumda oluruz: On boyutlu teori, dort boyutlu etkin bir teo-
riye yol acar. Bu etkin teorinin evrenimizi tanimlamasi ve 6zellikle

de Standart Model yaninda kuantum yergekimi teorisini igermesi
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umuluyor. Stipersicim teorisinin son yillarda bu kadar yaygin bigim-
de ¢alisiliyor olmasinin sebebi, doganin bilinen tim kuvvetlerinin
birlestirilmesi olasiligin1 bu sekilde vadediyor olmasidir.”

Fakat bir problemimiz var: Séz konusu M, hangi alt: boyutlu
manifold acaba?

Bunun ne kadar g6z korkutucu bir problem oldugunu gostermek
i¢in, soyle bir kabul yapalim: Siipersicim teorisi on yerine alt1 bo-
yutta matematiksel olarak tutarli olsun. O zaman elimizde fazladan
sadece iki boyut olur ve bizim de sadece iki boyutlu bir /7 manifoldu
bulmamiz gerekir. Bu durumda, ¢ok fazla segenegimiz olmayacaktir:
M, tiriiyle yani “delik” sayistyla nitelenen bir Riemann yiizeyi olmak
zorunda kalacaktir. Dahas, teorinin iglemesi i¢in bu M’nin bazi ilave
ozellikleri de kargilamas: gerekir: Ornegin, Calabi-You manifoldu
olmalidir (manifolda bu isim, bu tiir uzaylar: matematiksel olarak ilk
kez ¢alisan —fizikgilerin konuyla ilgilenmeye baglamasindan 6nce
oldugunu sdyleyebilirim— iki matematikgi, Eugenio Calabi ve Shing-
Tung Yau'ya atfen verilmistir)®. Bu 6zelligi tastyan tek Riemann yii-
zeyi simidin dig yuzeyidir. Dolayisiyla, eger M iki boyutlu olsayd:
onu belirleyebilirdik —simidin dis yiizeyi olmas: gerekirdi.” Fakat
M nin boyutu biiytdiikge, olasiliklarin sayisi da artar. Eger M alti
boyutluysa yapilan bazi hesaplara gére 10°%° gibi hayal dahi edile-
meyecek kadar biyiik bir sayida se¢enegimiz olacakti. Evrenimizde
bu alt1 boyutlu manifoldlarin hangisi gergeklesir ve bunu deneysel
olarak nasil dogrulayabiliriz? Bu, sicim teorisinin hala cevapsiz olan
kilit sorularindan biridir.?

Her durumda, bu tartisma neticesinde sigma modellerinin si-
persicim teorisinde kritik bir rol oynadiklari ve aslinda ayna simet-
rilerinin bizi stipersicim teorisindeki bir dualiteye gotiirebilecegi
anlagilmalidir.” Sigma modellerinin sicim teorisi disinda da birgok
uygulamasi vardir. Fizikgiler onlari ayrintili olarak inceliyorlar ve
bu ¢aligmalar sadece M hedef manifoldu alt: boyutlu olan sigma

modelleriyle kisitl degil.m
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Witten, 2004’teki konferansimizda konusurken, iki ayar teorisinin
(ayar gruplari G ve “G olan) elektromanyetik dualitesini iki sigma
modelinin (hedefleri G ve “G Langlands dual gruplar: ile iliskilen-
dirilmis Hitchin modiiler uzaylar1 olan) ayna simetrisine indirge-
mek igin, ilk olarak boyut indirgeme teknigini (d6rt boyuttan iki
boyuta) uyguladi. Ardindan da bir soru yoneltti: Bu ayna simetrisini
Langlands Programr’na baglayabilir miyiz?

Onerdigi yant biiyiileyiciydi. Genellikle kuantum alan teorisin-
de, pargaciklarin etkilesimini tanimlayan korelasyon fonksiyonlar:
tizerinde galigiriz. Ornegin béyle bir fonksiyon, belirli bir par¢a-
cigin bagka iki pargacigin ¢arpismasindan ortaya ¢ikma olasiligini
tanimlamak i¢in kullanilabilir. Bununla birlikte, kuantum alan te-
orisinin bigimciliginin ¢ok daha fazla y6nli oldugu anlagilmigtar:
Teoride, bu fonksiyonlara ilaveten 14. Boliim’de Grottendieck’in
sozlugi ile baglantili olarak degindigimiz “demetlere” benzeyen,
hemen goze ¢arpmayan daha farkli cisimler de vardir. Bu cisimler,
“D-zar” (D-brane) ya da kisaca “zar” baglig1 altinda incelenir.

Zarlarin ortaya ¢ikist siipersicim teorisi ile olmugtur ve “memb-
ran” kelimesinin kisaltmasidir. A¢ik sicimlerin M hedef manifoldu
tuzerindeki hareketlerini degerlendirirken, dogal olarak ortaya ¢ikar.
Bir agik sicimin iki ucunun konumlarin: tanimlamanin en kolay yolu,
ug noktalardan birinin M’nin belli bir altkimesine (B1), digerinin
de bagka bir alt kiimeye (B,) dahil olmasi kogulunu koymaktir. Bu
durum asagidaki sekilde gésterilmistir: Ince egri, ug noktalarin-
dan biri Bi ve digeri B2 iizerinde bulunan agik sicimi temsil ediyor.

Bu sayede, Bive B> altkiimeleri (ya da daha dogru bir ifadeyle alt
manifoldlar1), siipersicim teorisine ve ilgili sigma modeline dahil
olurlar. Bu altkiimeler, bu teorilerde meydana gelen genel zarlarin
prototipleridir.!!

Iki sigma modeli arasindaki ayna simetrisi, bu sigma model-
lerindeki zarlar arasinda bir iligkiye yol agar. Bu iligkinin varlig:

ilk olarak 1990’larin ortalarinda matematik¢i Maxim Kontsevich
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tarafindan, “homolojik ayna simetrisi” ad1 altinda ortaya kondu ve
ozellikle son on yildir fizikigiler ve matematikgiler tarafindan yo-

gun olarak incelenmektedir.

Witten'in Princeton’da yaptig1 konusmanin ana fikri, Langlands
bagintisinin denginin bu homolojik ayna simetrisi olmas: gerektigi
yonindeydi.

Bu noktada, sigma modellerinin “A-modeli” ve “B-modeli” ol-
mak tzere iki ¢esidinin bulundugunu belirtmemiz gerekiyor. Ele
aldigimiz iki sigma modeli aslinda birbirlerinden farklidir: Eger
A-modeli hedef manifoldu Hitchin moduli uzay: olan M(X, G) ise
hedef manifoldu M(X, LG) olan da B-modelidir. Buna bagl ola-
rak, iki teorideki zarlar da sirasiyla “A-zarlar1” ve “B-zarlar1” adini
alirlar. Ayna simetrisinde, M(X, G)’deki her A-zar igin M(X, Lg)
iizerinde bir B-zar1 ve bunun tersi olmalidir.!?

Geometrik Langlands bagintisini kurmak igin, “G’deki X te-
mel grubunun her bir gésterimini bir otomorfik demet ile iligki-
lendirmemiz gerekir. Witten'in, ayna simetrisini kullanarak bunun
olugturulabilecegini nasil ortaya koydugu asagidaki semada kabaca

tarif edilmigtir.
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LG’ deki X temel W — M(X, L G) iizerindeki ‘ Aﬂ‘)a
t grubunun bir gésterimi | B-zar | Simetrisi

Xizerindeki G-destelerinin moduli
uzay: lizerindeki bir otomorfik demet

N ‘ M(X, G)iizerindeki \

—
A-zan

Geride agiklama gerektiren birgok nokta birakmis olsa da
Witten'in konusmasi ¢1g1r agiciydi: Elektromanyetik dualite ve
Langlands Programi arasinda bir baglant: kurmanin agik bir yo-
lunu gostermisti. Ote yandan bu konusma, modern matematik
dinyasina matematikgilerin Gzerinde diiginmedikleri (geometrik
Langlands ile baglant: kurmadan) birgok yeni fikirler getirdi: zar
kategorileri, Hitchin moduli uzaylarinin Langlands Programs’nda
oynadig: 6zel rol ve A-zarlar ile otomorfik demetler arasindaki
baglanti. Bu baglant: 6te yandan, fizikgilerin de kuantum fizigi-
ne dair bilgilerini gelistirmek i¢in matematiksel fikir ve i¢gorileri

kullanmalarini sagladi.

Sonraki iki y1l boyunca Witten, Caltech’ten Rus asilli fizik¢i Anton
Kapustin ile birlikte, 6nerisinin ayrintilari tizerinde ¢alisti. Bu ko~
nudaki makaleleri™ (230 sayfa uzunlugundaydi) Nisan 2006'da giin
yuziine ¢ikt: ve hem fizik hem de matematik camiasinda biiyiik yank:
uyandirdi. S6z konusu makaleden alinan asagidaki giris paragrafi,

bu kitapta ele aldigimiz kavramlarin biiyiik bir kismini tanimliyor:

Say: cisimleri i¢in Langlands Programi, say: teorisindeki birgok
klasik ve ¢cagdas bulguyu birlestiren ve olduk¢a genis bir aragtur-
ma alanidir. Programin ayni zamanda birgok tnli ¢aligmanin da
konusu olan sonlu cisim tzerindeki egriler i¢in bir benzeri mev-
cuttur. Buna ek olarak, Langlands Programi’min egriler i¢in bitytik
olgtde gelistirilen bir de geometrik versiyonu bulunuyor, bu ver-
siyon hem p 6zelligine sahip bir cisim Gzerindeki egrileri hem de

siradan karmagik Riemann ytzeylerini kapsiyor... Bu makalede,
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karmagik Riemann yiizeylerii¢in geometrik Langlands Programi
tzerinde duruyoruz. Amacimiz, bu programin kuantum alan te-
orisinin bir bélimi olarak nasil anlagilabilecegini gstermektir.
Langlands Programr’na dair bilgi sahibi olunmadig: kabul edil-
mistir; buna karsilik, sipersimetrik ayar teorileri, elektrik-man-
yetik dualite, sigma modelleri, ayna simetrisi, zarlar ve topolojik
alan teorisine dair bilgi sahibi olundugu varsayilmistir. Makalenin
konusu, bilindik bu fiziksel bilesenler dogru probleme uygulan-
di1ginda, geometrik Langlands Programr’nin kendiliginden ortaya

ciktigini gostermektir.

Kapustin ve Witten, girig b6limiiniin ilerleyen kisimlarinda, arag-
tirmalarinin baslangic noktasinin Ileri Aragtirmalar Enstitiisi’'ndeki
toplantimiz (bilhassa da eski 6grencim David Ben-Zvi'nin yaptig:
konugma) oldugunu kabul ediyorlard.

Kapustin ve Witten, makalenin asil kisminda, Witten’in
Princeton bulugsmasinda formiile ettigi fikirleri gelistiriyordu.
Ozellikle de bu tabloda karsimiza ¢ikan A-zarlari ile B-zarlarinin
yapisini, aralarindaki ayna simetrisini ve A-zarlari ile otomorfik
demetler arasindaki baglantiy: agikliyordu.

Ulasmus olduklar: sonuglar: agiklamaya ayna simetrisinin basit
bir 6rnegi ile baglayalim. Kapustin ve Witten'in ¢alismasindaki ayna
simetrisi, Hitchin moduli uzaylar: ve ilgili sigma modelleri arasin-
dadir. Fakat simdi bu moduli uzaylardan birinin yerine simidin iki
boyutlu bir dis yiizeyini koyalim.

Bu tiir bir simidin dis yiizeyi, iki ¢emberin ¢arpimi olarak gori-
lebilir. Gergekten de resimdeki kafes yapisi, simidin dig ytzeyinin

boncuktan yapilmis kolye seklinde oldugunu agik¢a gostermektedir.
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Burada boncuklarin roliinii kafesteki dikey ¢emberler, boncuklarin
dizildigi zincirin roliini simidin dis yiizeyinin ortasindan gittigini
disiinebilecegimiz bir yatay ¢ember istlenir. Bir matematikgi bu
kolyenin “lif”leri boncuk ve “taban™ da zincir olan bir “lifleme”
(fibration) oldugunu soyleyebilir. Ayn: benzetmeden hareketle, si-
midin dis yiizeyi, lifleri gibi tabani da ¢ember olan bir lif lemedir.

Taban ¢emberin (zincir) yarigapina R ve lif gemberlerin (bon-
cuk) yarigapina da R» diyelim. Bu durumda ayna dual manifoldun
da simidin dis ytzeyi olacag: anlagilir. Ancak yarigaplar1 1/R; ve
R> olan ¢emberlerin ¢arpimi olacaktir. Yarigapin tersinin alinmig
olmasi, elektromanyetik dualitede elektrik yikiinin tersinin alin-
masina benzer.

Dolayisiyla, geldigimiz noktada iki adet ayna dual simidimiz
bulunuyor —yarigaplar1 Rive Ryolana 7; yarigaplar1 1/R1ve R»
olana da 7"adin1 verelim. Eger 7"’deki taban ¢ember biiyiikse
(yani R; daha biyiikse), 7"’deki taban ¢emberin kiigiik olacagina
(1/R¢'in kiigtilmesine bagli olarak) ve bunun tersinin de dogru ola-
cagina dikkat ediniz. “Biytik” ve “kii¢iik” arasindaki bu tiir gegis,
kuantum fizigindeki tiim dualitelerde tipik olarak karsimiza ¢ikar.

Simdi de T'iizerindeki B-zarlari ile 7" lizerindeki A-zarlari in-
celeyelim. Bunlar ayna simetrisi altinda eslesirler ve bu iligki tam
olarak anlagilmigtir (bazen “T-dualitesi” adiyla anilir; buradaki T,
simiti (torus) ifade eder).!*



296 ASK VE MATEMATIK

i z T T
i T'simidinin di§ ylizeyi | \l T" simidinin di yiizeyi =
lizerindeki B-zarlar 1 | Uzerindeki A-zarlar1 |
[ (I |

T simidinin dis ytizeyi tzerindeki B-zarlarinin tipik bir 6rne-
gi, sifir-zar1 adiyla anilir ve 7"nin herhangi bir p noktasinda yo-
gunlagsmistir. Bunun aksine, 7" izerindeki dual A-zarlarinin ise
T"simidinin dis ylizeyi boyunca “yayildig1” anlagilmigtir. Burada
“yayilma” ile ne kastettigimizi agiklamamiz gerekiyor. Bizi konu-
dan uzaklastiracak ¢ok fazla ayrintiya girmeden sunu sdyleyebiliriz:
T"iizerindeki bu A-zarlary, 7" simidinin dis yiizeyinin ilave bir yaps
(cember grubundaki temel grubunun bir gésterimi) ile donatilmig
halidir (15. Bolim’de ele aldiklarimizin benzeri). Bu gosterim,
T izerindeki az 6nce bahsi gecen orijinal p noktasinin konumu ile
belirlenmektedir; dyle ki aslinda T tizerindeki sifir-zariile 7" Gze-
rine “yayilmis” A-zarlari arasinda bire bir esleme vardur.

Bu olguy, sinyal islemede yaygin bicimde kullanilan Fourier d6-
nisimi altinda meydana gelen duruma benzer. Zaman igerisinde
belli bir anda yogunlagan bir sinyale Fourier donigiimii uygularsak
dalgaya benzeyen bir sinyal elde ederiz. Bu sinyal, asagidaki resimde

gosterildigi Gizere, zamani temsil eden dogru tGzerinde “yayilmistir”.

N >
> NP

Fourier déntigiim, bagka bir¢ok tiirden sinyale de uygulanabilir
ve ilk sinyali tekrar elde etmemizi saglayan bir ters dontisim mev-
cuttur. Karmagik sinyaller genellikle basit olanlara dontstirilir ve
Fourier donigiimiint uygulamalarda faydali kilan da budur. Benzer

sekilde, ayna simetrisi altinda, bir simidin dis yiizeyi tizerindeki
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karmagik zarlar da digerinin tzerindeki dahabasit zarlara kargilik
gelmektedir ve bunun tersi de dogrudur.

Simidin dig ytzeyine 6zgi bu ayna simetrisinin iki Hitchin
moduli uzayinin iizerinde bulunan zarlar arasindaki ayna simet-
risini tanimlamak i¢in kullanilabilecegi gorilmustir. Bu noktada,
s6z konusu moduli uzaylarin bizzat Hitchin tarafindan tanimlanan
onemli bir 6zelligini kullanmamiz gerekir. Soyle ki Hitchin mo-
duli uzay1 bir liflemedir. Liflemenin tabani bir vektor uzay: olup,
lifleri simidin dis ytzeyidir. Bu da demek oluyor ki tiim uzay, her
biri tabandaki bir noktaya karsilik gelen simidin dis yiizeylerinin
bir toplulugudur. En basit durumda, hem taban hem de simidin dig
yuzeyinin lifleri iki boyutludur ve lifleme agagidaki gibi bir gori-
nim arz eder (tabanin farkli noktalarindaki liflerin boyutlarinin
farkli olabilecegine dikkat edin):

/@@@@/

Hitchin liflemesini halka seklinde bir kutu ¢orek olarak distinebi-

liriz; bir farkla ki ¢orekler sadece karton kutunun tabanindaki bir nok-
ta dizisine degil, tabandaki #im noktalara ilistirilmistir. Dolayistyla
sonsuz sayida ¢oregimiz vardir —tam Homer Simpson’a gore!
Langlands dual grubu ile iligkili ayna dual Hitchin moduli uza-
yinin da ayni taban tzerindeki bir ¢orek/simit liflemesi oldugu tes-
pit edilmistir. (“Corekler. Yapamayacaklar: bir sey var m1 ki?”) Bu
su anlama gelir: Bu tabandaki her bir noktanin tizerinde iki adet
simidin dig ytzeyi lifimiz vardir ve bunlarin bir tanesi A-modeli

tarafindaki Hitchin moduli uzayinda, digeri B-modeli tarafinda-
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ki Hitchin moduli uzayindadir. Dahas: bu iki simidin dis yiizeyi,
yukarida anlatilan manada (eger birinin yarigaplari R; ve R ise
digerinin yarigaplar1 1/R1ve Rz olur), birbirlerinin ayna dualidir.

Bu gézlem, simidin dis ytzeyi seklindeki dual lifler arasindaki
ayna simetrisini kullanarak iki dual Hitchin moduli uzay1 arasindaki
lif agisindan ayna simetrisi tizerine ¢aligma firsat1 verir.

Ornegin » M(X, £G) Hitchin moduli uzayinin Uzerindeki bir
nokta olsun. Bu noktada yogunlasan sifir-zarini ele alalim. Bu du-
rumda, M(X, G) izerindeki ayna dual A-zar ne olur?

p noktasi, tabanda yer alan bir 4 noktas: tizerindeki M(X, LGPnin
1ifi olan bir simidin dig yiizeyine aittir (agagidaki resimde sol tarafta,
B-modelinin yaninda yer alan simidin dis yiizeyi). Ayni & noktas:
tzerinde M(X, G)’nin lifi olan dual simidin dis ylzeyini ele ala-
lim (resimde sag tarafta, A-modelinin yaninda yer alan simidin dis
yuzeyi). Aramakta oldugumuz M(X, G) izerindeki dual A-zari, bu
dual simidin dis ytizeyi iizerinde “yayilan” A-zariolacaktir. Bu zar,
iki simidin dis yiizeyi arasindaki ayna simetrisi altinda elde ettigi-

miz ile dual zarin aynisi olacaktir.

B-modeli A-modeli
tarafindaki tarafindaki
lif dual lif

liflemenin
tabanindaki eb
nokta

Ayna simetrisinin bu tiirden tanimi —simidin dis ytzeyi sek-

lindeki dual liflemeyi kullanan— daha énce Andrew Strominger
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Shing-Tung Yau ve Eric Zaslow tarafindan daha genel bir durumda
onerilmisti. S6z konusu 6nerme, giiniimiizde SYZ varsayimi ya da
SYZ mekanizmas olaran anilmaktadir.”® Bu giigli bir fikir: Dual
simidin dig yiizeylerinin ayna simetrisi oldukg¢a iyi anlagilabilmis-
ken, genel manifoldlar i¢in (Hitchin moduli uzaylar: gibi) ayna
simetrisi hald olduk¢a gizemli goériinmektedir. Dolayisiyla bunu
simidin di§ yiizeyinin durumuna indirgeyerek epey yol kat edebi-
liriz. Tabii bunu uygulayabilmek i¢in iki ayna dual manifoldu aym
taban Uzerindeki simit seklindeki dual liflemeler olarak gésterme-
miz gerekir (bu liflemeler de belli sartlari saglamak zorundadir).
Neyse ki Hitchin moduli uzaylarinda bu tir lif lemelere sahibiz ve
bu sayede SYZ mekanizmasini isletebiliyoruz. (Genellikle simidin
dis yizeyindeki lif lerin boyutu ikiden biiytktir fakat ortaya ¢ikan
manzara benzer niteliktedir.!®)

Simdi bu ayna simetrisini kullanarak Langlands bagintisini olug-
turacagiz. I1k olarak, M(X, £G) Hitchin moduli uzayinin noktala-
rinin £G’deki X Riemann yiizeyinin temel grubunun gésterimleri
ile tamamen ayni oldugu anlagilmigtir (bu b6limin 1. sonnotuna
bakiniz). Bu noktada yogunlasan sifir-zarini alalim. SYZ mekaniz-
masina gore, dual A-zari, dual simidin dig ytuzeyi (tabandaki ayni
nokta tizerinde bulunan dual Hitchin moduli uzayinda bulunan lif)
tzerine “yayilacaktir.”

Kapustin ve Witten, bu A-zarlarini ayrintili olarak tanimlamak-
la kalmayip, bunlar1 geometrik Langlands bagintisinin otomorfik
demetlerine nasil donigtirecegimizi de agikladilar. Bu durumda,

Langlands bagintisina agagidaki akis semasini takip ederek ulagi-
labilir:

LG’deki X'in temel M(X, LG)’ninp noktasindaki A_yn)a
grubunun gosterimi - sifir-zar Simetrisi
M(X, GYdeki dual simidin Xizerindeki G-destelerinin
— dig ylizeyi tizerine — moduli uzay: Gzerindeki
“yayilmig” A-zar1 otomorfik demet
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Bu yapinin bir temel bileseni de, ortaya ¢ikan ara cisimlerdir:
A-zarlar1. Kapustin ve Witten, Langlands bagintisinin iki adimda
inga edilebilecegini iddia ettiler: Ilk olarak ayna simetrisi yardimiyla
A-zarini olugturdular; ardindan da bu A-zarindan bir otomorfik
demet meydana getirdiler. Su ana kadar sadece ilk adim olan ayna
simetrisini ele aldik. Fakat ikinci asama da oldukga ilgingtir. Aslina
bakarsaniz A-zarlari ile otomorfik demetler arasindaki baglant,
Kapustin ve Witten'in ¢131r agan bir i¢gorisidiir; onlarin bu ¢alig-
malarindan 6nce, bu tiir bir baglantinin var oldugu bilinmiyordu.
Bununla birlikte, Kapustin ve Witten, ¢ok daha genel bir durum-
da da benzer bir baglantinin bulundugunu iddia ettiler. Bu dikkat

cekici fikir, matematik alaninda birgok aragtirmayi tetiklemistir.

Bu anlattiklarim, babamin ifadesiyle olduk¢a agir: Hitchin modu-
li uzaylarimiz, ayna simetrimiz, A-zarlarimiz, B-zarlarimiz, oto-
morfik demetlerimiz var. Tiim bunlar: takip ederken bile insanin
bas1 agriyabilir. Inanin bana uzmanlar arasinda dahi bu yapinin
tim bilesenlerini basit ayrintilarina kadar bilen ¢ok az insan var-
dir. Sizden bunlarin hepsini 6grenmenizi beklemiyorum. Bunun
yerine, bu cisimler arasindaki mantiksal baglantilar: belirtmek ve
bunlar tizerine galigan bilim insanlarinin yaratim siirecini goster-
mek istiyorum: Onlar1 y6nlendiren nedir; birbirlerinden nasil 6gre-
niyorlar; edindikleri bilgi birikimi ile kritik sorular: kavrayigimiz:
nasil ileriye tagiyorlar?

Bununla birlikte, yiikiimiizi hafifletmek adina, Weil’in Resid
Tag’nin siitunlarini incelerken ele aldigimiz cisimler arasindaki
benzerlikleri ve kuantum fizigi ile alakali ilave siitunu gdsteren
bir semaya yer vermek istiyorum. Bu, 223. sayfadaki semanin ge-
nigletilmis halidir. (Weil'in Regid Tagi'nin sol ve orta siitununda
bulunan cisimler ciddi derecede benzerlik gésterdiginden bu iki

situnu birlestirdim.)
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Say: Teorisi ve Egriler/

.. X Riemann yiizeyi | Kuantum Fizigi
sonlu cisimler :

Langlands bagintist Geometrik Langlands  Elektromanyetik dual

bagintisi ‘ ayna simetrisi
Galois grubu . Xintemelgrubu |  Xin temel grubu
© Galois grubunun . Temel grubun LGdeki MEG,X) tzerindeki
: LG deki gOsterimi gosterimi sifir-zar
1 M(G,X) iizerindeki
I
!

Otomorfik fonksiyon Otomorfik demet A
~zZari

Babam bu semaya bakti ve su soruyu sordu: Kapustin ve Witten,
Langlands Programi’ni nasil gelistirdiler? Bu, hi¢ kuskusuz 6nemli
bir soru. Oncelikle, Langlands Programrni ayna simetrisine ve elekt-
romanyetik dualiteye baglamak, kuantum fiziginin bu alanlarinin
gucli donanimini kullanarak Langlands Programi’nda yeni ilerle-
meler kaydetmemizi sagliyor. Buna karsilik, Langlands Programi’nin
tizige nakledilen fikirleri de fizikgileri elektromanyetik dualiteye
dair daha 6nce hi¢ sormadiklar: sorulari sormaya tesvik etti. Bu
daha simdiden baz1 biiyiileyici kesiflere yol agmustur. Ikinci olarak,
A-zarlarinin dilinin Langlands Programr’'na da basarili bir bigimde
uyarlanabilecegi anlagilmigtir. Bu A-zarlarinin ¢ogu, karmagiklig
ile kot bir tine sahip olan otomorfik demetlerden daha basit bir ya-
piya sahiptir. Dolayisiyla, A~zarlarinin dilini kullanarak Langlands
Programr’nin gizemlerinden bazilar: aydinlatilabilir.

Bu yeni dilin nasil uygulanabilecegine dair somut bir 6rnek
gostermek istiyorum. Bu yiizden size daha sonra Witten ile yapti-
gimiz ve 2007 yilinda tamamlanan galismamizdan®® bahsedeyim.
Ne yaptigimiz: agiklamak i¢in, su ana kadar goz ard: ettigim bir
problemi anlatmam gerekiyor. Yukaridaki tartigmada, iki Hitchin
moduli uzayinda karsimiza ¢ikan liflerin aligik oldugumuz tiirden
diizgiin birer simidin dis ytzeyi seklinde (yukaridaki resimlerde

gosterildigi tzere kusursuz sekle sahip ¢orekler de diyebiliriz) ol-
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dugunu varsaydim. Aslinda bu, sadece liflerin ¢ogunlugu i¢in ge-
cerlidir. Farkli gériiniimlii bazi 6zel lifler de vardir: Bunlar diizgiin
simidin dis yiizeylerinin bozulmus hilleridir. Eger bozulma yoksa
SYZ mekanizmas: bize iki Hitchin moduli uzayinin zarlari arasin-
daki ayna simetrisinin tam bir tanimini verir. Fakat bozuk simidin
dis ytizeylerinin mevcut olmasi, bu ayna simetrisini ciddi bigimde
karmagiklagtirir. Aslinda ayna simetrisinin en ilging ve karmagik
kismi, bu bozuk simidin dig ytzeyleri iizerinde “yasayan” zarlarin
bagina gelenlerdir.

Kapustin ve Witten makalelerinde ayna simetrisini sadece diizgiin
simidin dis yiizeyleri ile kisith tuttular. Bu yiizden bozuk simidin
dis yiizeyi konusu agikta kalmigti. Witten ile yazdigimiz makalede,
asagidaki resimde gosterilen bir tarafi sikigtirilmig simit 6rneginde
oldugu gibi, “orbifold tekillikler” (orbifold singularities) ad: verilen,
en basit sekilde bozulmaya ugramis simidin dig ytzeyi 6rneginde

ne oldugunu anlattik.

Aslina bakarsaniz bu resim, X Riemann yiizeyinin kendisinin
bir simidin dis yiizeyi ve “G grubunun da SO(3) oldugu durumda
karsimiza ¢ikan bozuk lifin seklini gostermektedir (resim, dogru-
dan Witten ile yaptigimiz ¢alismadan alinmistir). Bu durumda,
Hitchin liflemesinin tabani bir dizlemdir. Bu diizlem tzerinde, ti¢

o6zel nokta harig tiim noktalar i¢in lifler, siradan dizgiin simidin dig
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yuzeyleridir. Dolayisiyla bu ti¢ nokta disinda, Hitchin liflemesi bir
dizgiin simidin dis ytizeyi seklindeki/gorek ailesinden ibarettir. Ama
bu ti¢ 6zel noktanin yakinlarinda tabanda verilen bir yol stiindeki
noktalarin iizerinde yer alan lifler takip ettigimiz simitsel lifin/¢6-

regin “boyun” kisimlari asagidaki resimde gosterildigi gibi ¢oker.

00190

- 2

Sanki, Homer Simpson i¢inde sonsuz sayida ¢orek olan bir kutu

bulunca o kadar heyecanlanmis ki yanlislikla tizerine basip birka-
¢in1 ezmis gibidir. (Homer igin tiziilmenize gerek yok; hala sonsuz
sayida, sekli hi¢ bozulmamis ¢orek kalmis olmall.)

Tabandaki isaretli noktaya (tabandaki ti¢ 6zel noktadan biri)
yaklastikea, lifteki simidin dis yiizeyinin boynu, isaretli noktada
tamamen ¢okiinceye kadar giderek incelir. Yukaridaki resimde, isa-
retli noktadaki lif farkli bir agiyla gosterilmistir. Bu artik bir simidin
dis ytzeyi degildir; adin1 “bozuk” simidin dis yiizeyi koyabiliriz.

Cevabini aradigimiz soru, Hitchin moduli uzay: Gzerindeki
sifir-zari, bozuk simidin dis ytzeyi yukaridaki resimde isaretli olana
benzeyen ve boyun kisminin ¢oktiigi 6zel noktasina yaklagtiginda
ne olacagidir. Matematikgiler buna “orbifold tekillik” adini veriyor.

Bu noktanin ilave bir simetri grubu oldugu anlagilmigtir. Yukarida
gosterilen 6rnekte, bu ilave simetri grubu kelebegin simetri grubunun
aynusidir. Diger bir deyisle, 6zdeslik elemanin yan: sira kelebegin
kanat ¢irpisina karsilik gelen bir eleman daha igerir. Bu, s6z ko-
nusu noktada, bir degil iki farkli sif ir-zarinin yogunlasmis oldugu

anlamina gelir. Bu durumda ise gu soruyla karsi karsiya kaliyoruz:
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Ayna dual Hitchin moduli uzayindaki ilgili iki A-zari ne olacak?
(Burada G’nin SO(3)’tin Langlands dual grubu olan SU(2) grubu
olduguna dikkat ediniz.)

Witten ile yazdigimiz makalede agikladigimiz zere, Hitchin
liflemesinin tabanindaki ti¢ 6zel noktanin her birinde, ayna dual
tarafindaki bozuk simidin dis yiizeyi suna benzeyecektir (resim
makalemizden alinmigtir):

Hitchin liflemesinde bir 6nceki resme benzer bir gekil ortaya
¢ikmustir; fakat bu sefer tabandaki 6zel noktalardan birine yak-
lastik¢a simidin lif Gizerindeki boyun kismu iki yerde gittikge in-
celmekte ve tabandaki 6zel noktaya ulagildiginda her ikisinde de
boyun ¢6kmektedir.

S6z konusu bozuk lif bir 6ncekinden oldukg¢a farklidir ¢lin-
ki bu sefer simidin dis ytizeyi bir degil iki noktadan ¢6kmekte-
dir. Dolayisiyla bu bozuk simidin dig yiizeyinin iki pargas: bulu-
nur. Matematikgiler bunlara bilegenler (components) adini verir.
Geldigimiz bu noktada artik sorumuzu cevaplayabiliriz: Aradigimiz
iki A-zan (birinci bozuk simidin dis yiizeyi tekil noktasinda yo-
gunlasan iki sifir-zarin ayna duali), dual bozuk simidin dis ytizeyi
iki bileseninin her biri izerine “yayilan” A-zarlaridir.

Bu, genelde olanin bir prototipidir. Iki Hitchin moduli uzayina
ayn1 taban tizerindeki liflemeler olarak baktigimizda, her iki tarafta
da bozuk lifler olacaktir. Fakat bozulma mekanizmalar: farklidir:
Eger B-model tarafinda igsel simetri grubuna sahip (yukaridaki
ornekteki kelebek grubu gibi) bir orbifold tekillik varsa A-model
tarafindaki lif, birkag bilesen (yukaridaki resimdeki iki bilegen gibi)
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icerecektir. Bu bilegenlerin, B-model tarafinda simetri grubundaki
bilesen sayis1 kadar oldugu tespit edilmistir. Bu ise tekil noktalar-
da yogunlasan sifir-zarlarin bu farkl: bilesenler tizerinde “yayilan”
A-zarlar ile tam olarak eglestigini agik bir bicimde gostermektedir.

Witten ile yazdigimiz makalede bu olguyu ayrintili olarak analiz
ettik. Gayet ilging bir bicimde, bu bizi sadece Riemann yiizeylerine
dair geometrik Langlands Programu i¢in degil, sonlu cisimler iize-
rindeki egriler hakkindaki Weil'in Resid Tagr'nin orta siitunu igin
de yeni iggériilere gotirdi. Bu durum, bir alandaki (kuantum fizi-
gi) fikir ve i¢goriilerin, Langlands Programr’nin kéklerine giden yol
boyunca nasil geriye dogru yayildigini gésteren giizel bir 6rnektir.

Bu baglantilarin giicii iste burada yatiyor. Artik Weil'in Resid
Tagr'nda tg degil, dort siitunumuz var: Dérdiincisii kuantum fizigi
i¢in. Bu dordiinci stitunda yeni bir sey kesfettigimizde, diger g
situnda benzer sonuglarin ne olmas: gerektigine bakariz ve bu da

yeni fikirlerle i¢goriilerin kaynag: olabilir.

Witten ile bu proje tizerinde ¢aligmaya 2007 yili Nisan ayinda
Princeton’daki Enstiti’niin konugu oldugum sirada basladik ve
makaleyi 31 Ekim Cadilar Bayrami'nda bitirdik. (Tarihten emi-
nim ¢inki projeyi internet izerinden yolladiktan sonra, Cadilar
Bayramrni kutlamak igin verilen bir partiye gittim.) Bu yedi ay
boyunca Enstitii'ye, her biri yaklagik bir haftaligina olmak tzere,
t¢ defa gittim. Her giin, Witten'in konforlu odasinda ¢alistik. Bu
surelerin haricinde farkl: yerlerdeydik. Ben o giinlerde zamanimi
Berkeley ve Paris arasinda bolistiriiyordum ve Rio de Janeiro’daki
bir matematik enstitiisinde de birkag hafta gegirdim. Ama nerede
bulundugumun bir 6nemi yoktu. Calisan bir internet baglantisina
sahip oldugum miiddetge etkili bir sekilde ortak ¢aligma yapabiliyor-
duk. En yogun ¢alistigimiz donemlerde, giinde ondan fazla e-posta
aligverisi yapiyor, sorular izerine diisiiniiyor, makalenin taslaklari-

n1 paylagiyorduk, vb. Isimlerimiz ayni oldugundan, e-postalarimiz
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arasinda bir tiir ayna simetrisi vardi: Hepsi de “Sevgili Edward”
seklinde basliyor ve “En iyi dileklerimle, Edward” diye bitiyordu.

Bu ortak ¢alisma bana Witten’ yakindan gozlemleme olanag:
verdi. Hem entelektiiel giicinden hem de ¢alisma ahlakindan et-
kilenmistim. Uzerinde calisilacak problemi segerken ¢ok diigiin-
diigiini sezinledim. Kitapta bu konuya daha 6nce deginmistim:
(Coziilmesi 350 y1l siirebilecek problemler vardir, dolayistyla verilen
bir problemin 6nemini makul bir siirede bagariya ulagma olasiligi-
n1iyikestirmek gerekir. Witten'in bu konuda harika bir sezgisinin
ve iyi bir begenisinin oldugunu digiiniiyorum. Problemi bir kez
sectikten sonra, durmadan onun pesinden gider; tipk: Tetik¢inin
Gecesi (Collateral) filminde Tom Cruise’un canlandirdig: karakter
gibi. Titiz, sistemli ve ardinda yarim ig birakmayan bir tarzi vardr.
Herkes gibi bazen onun da kafasi bulanir ve akli karigir ama her
zaman yolunu bulur. Onunla ¢aligmak birgok seviyede ilham verici
oldu ve bana ¢ok sey kazandird1.

Langlands Programu ile elektromanyetik dualite arasindaki arayiiz
lizerine yaptigimiz arastirma kisa sire i¢inde oldukga aktif bir aras-
tirma alani héline gelen giincel bir konu oldu. Bu siiregte, Santa
Barbara’daki Kavli Teorik Fizik Enstitiisi'nde her yil organize et-
tigimiz konferanslarin 6nemli bir roli oldu. Enstiti’'nin mudiri
olan Nobel Odiillii David Gross, énemli destekgimizdi.

2009 y1l1 Haziran ayinda, Séminaire Bourbaki’de bu son gelisme-
ler hakkinda bir konugma yapmam istendi. Bu, diinyanin en uzun
soluklu seminerlerinden biri olup matematik camiasinda ¢ok sayg1
duyulan bir etkinliktir. Cok sayida matematikgi, Paris’teki Henri
Poincaré Enstitlisi'nde diizenlenen ve yilda ii¢ kez bir hafta bo-
yunca devam eden toplantilara katilirds. Bu seminer, Ikinci Diinya
Savag’'ndan hemen sonra, kendilerine Assaciation des collaborateurs
de Nicholas Bourbaki takma adini veren bir grup geng ve azimli

matematikgi tarafindan diizenlenmeye baglanmigti. Matematigin
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temellerini, Georg Cantor’un 19. ylizyilin sonlarinda 6ne stirdigi
kiime teorisine dayanan yeni bir kat: standarda gore bastan yaz-
mak distincesi ile yola ¢ikmiglardi. Sadece kismi bir bagar: elde
edebildiler ama matematige etkileri biiyiik oldu. André Weil ku-
rucu Uyelerindendi ve zaman igerisinde Alexander Grothendieck
de 6nemli bir rol oynadi.

Séminaire Bourbaki, matematikteki en ilgi ¢ekici gelismeler
hakkinda bildiriler sunmak amaciyla diizenlenir. Konulari ve ko-
nugmacilar: segen gizli komite, kuruldugu giinden beri tyelerin
elli yagindan geng olmasi kuralina sadik kalmistir. Anlasilan o ki,
Bourbaki hareketinin kuruculari, siirekli olarak taze kana ihtiyag
duyulacagina inaniyorlardi ve s6z konusu kural da bu amaca yete-
rince hizmet ediyor. Komite konugmacilar: davet eder ve verecekleri
dersleri daha o6nce yazili olarak hazirladiklarindan emin olur. Bu
notlarin kopyalar1 seminerde dinleyicilere dagitilir. Bu seminerde
konugma yapmak kivang duyulas: bir ey oldugundan, konugmacilar
bu talebe riayet ederler. ;

Seminerimin baglig1 “Ayar Teorisi ve Langlands Dualitesi” idi."”
Konusmam daha teknik olmasina ve ¢ok sayida formil ve mate-
matik terminolojisi igermesine ragmen, temelde bu kitapta anlat-
tigim hikayeyi takip ettim. André Weil'in Resid Tas1 ile bagladim
ve tipk: burada yaptigim gibi ¢ siitununa da kisaca degindim.
Weil, Bourbaki ekibinin kurucularindan biri oldugu i¢in seminerde
onun fikirlerine deginmenin oldukg¢a yerinde olacagini disindim.
Ardindan, Langlands Programu ile elektromanyetik dualiteyi bir-
birine baglayan en yeni gelismeler tizerinde durdum.

Seminer konugmam iyi karsilandi. Bourbaki'nin 6nemli tyele-
rinden biri ve kendi alaninda bir efsane olan Jean-Pierre Serre’i 6n
sirada gordigimde ¢ok mutlu oldum. Konugmamdan sonra yanima
geldi. Yerinde birkag teknik sorudan sonra, bir gézlemde bulundu.

“Kuantum fiziginin Weil'in Resid Tag'nin drdinci stitunu ol-

mast fikrini ilging buldum” dedi ve devam etti: “Biliyorsun, André
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Weil'in fizige 6zel bir meraki yoktu ama eger bugiin burada olsay-
d1, bence kuantum fiziginin bu hikdyede 6nemli bir rol oynadig:
konusunda ayni gériiste olurdu.”

Bu, bir kisinin duyabilecegi en giizel iltifatti.

Son birkag y1l igerisinde Langlands Programi kapsaminda, Weil'in
Resid Tagi'nin tim siitunlarinda birgok ilerleme kaydedildi.
Langlands Programi'nin derin gizemini tam olarak kavrayabilme-
nin heniiz ¢ok uzagindayiz ama belli olan bir sey var: Langlands
Programi, zamanin sinavindan gegti. Bizi, matematik ve fizigin
en temel sorularindan bazilarina gétirmis oldugunu bugiin daha
iyi goriiyoruz.

Bu fikirler bugiin de, yaklasik elli y1l 6nce Langlands’in Weil'e
mektubunda yazdig1 zamanki kadar can alici. Oniimiizdeki elli yilda
tim cevaplari bulup bulamayacagimizi bilmiyorum ama gelecek elli
yilin en az gegmis elli yil kadar ilging olacagindan kimsenin giip-
hesi yok. Belki de bu kitabin okurlarindan bazilari, bu biyileyici
projeye katkida bulunma firsatini yakalayacaklar.

Bu kitabin odaginda Langlands Program: bulunuyordu. Programin
modern matematige giizel bir panaromik bakis sagladigini zanne-
diyorum: derin kavramsal yapisi, ¢1ir agan i¢gérileri, kigkirtict
varsayimlari, derin teoremleri ve farkli alanlar arasindaki bek-
lenmedik baglantilari. Langlands Programi ayrica, matematik ve
fizik arasindaki i¢ ice gegmis baglantilar: ve bu iki konu arasinda
gergeklesen ve birbirlerini zenginlestiren diyalogu da gézler ontine
seriyor. Boylelikle Langlands Programi, 2. Bolim’de gordiigimiiz
matematiksel teorilerin dort niteligini de kargiliyor: evrensellik,
nesnellik, kalicilik ve fiziksel diinyaya uygunluk.

Hig kugkusuz, matematigin ilgi ¢ekici bagka alanlari da var.
Bunlarin bir kismini uzman olmayanlar igin de agiklayan eserler

mevcut ama bir kismu i¢in bu olanak s6z konusu degil. Henry David
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Thoreawnun da yazdig: gibi®°, “Matematigin siirini duyduk ama
heniiz ¢ok az bir kismi okundu.” Thoreau bunlari 150 y1l 6nce yazmig
olmasina ragmen, ne yazik ki bu sozler bugiin de gegerli; yani biz
matematikgilerin alanimizin giliciind ve giizelligini daha genis bir
kesime ulagtirmak i¢in daha iyi isler ¢ikarmamiz gerekiyor. Bununla
birlikte, Langlands Programi hikayesinin okuyucunun matematige
duydugu meraki: artiracagini ve daha fazlasini 6grenme arzusunu

tetikleyecegini umuyorum.



18. Boliim:

Askin Formiiliinin Peginde

2008 yilinda, heniiz yeni kurulmus olan ve Fondation Sciences
Mathématiques de Paris tarafindan 6diile layik gorilen Chaire
d’Excellencein misafiri olarak, aragtirma yapmak ve ders vermek
tizere Paris’e davet edildim.

Paris, diinyada matematigin 6nemli merkezlerinden biridir, aym
zamanda sinemanin da bagkentidir. Orada bulundugum dénemde,
matematige dair bir film yapma hevesine kapildim. Popiiler filmler-
de matematikgiler genellikle akil hastaliginin sinirlarina dayanmug,
tuhaf ve sosyal agidan uyumsuz kisiler olarak canlandirilir. Bu du-
rum da, gergeklikten oldukea uzak bir bigimde matematigin sikici
ve soguk bir alan oldugu kabuliini giiglendiriyor. Kim kendisi igin
higbir ise yaramayacag digiiniilen bir igle meggul oldugu béylesi
bir hayat: arzu eder ki?

Aralik 2008’de Berkeley’e geri dondigiimde, sanatsal enerjimi
yonlendirme istegi igerisindeydim. Komgum Thomas Farber hari-
ka bir yazardir ve UC Berkeley’de yaratici yazarlik egitimi veriyor.
Ona, bir yazar ve bir matematik¢i hakkinda beraber senaryo yazmay:

diginip digiinmeyecegini sordum. Tom fikri sevdi ve Fransa'nin

310
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guneyindeki bir sahilde ¢ekmeyi 6nerdi. Filmin su sekilde basla-
masina karar kildik: Giizel giinesli bir giinde, bir yazar ve bir ma-
tematikgi, plajdaki kafenin bahgesinde yan yana duran masalarda
oturuyorlar. Etraflarindaki gtizelligin tadini ¢ikarirken birbirlerine
bakiyor ve konusmaya basliyorlar. Ya sonra?

Yazmaya bagladik. Matematikgi ve fizikgilerle yaptigim ortak
calismalara benzer bir siireg isliyordu. Farkli yonleri de vard: tabii
ki: Karakterlerin i¢ diinyasini ve duygularini tanimlayacak dogru
kelimeleri bulmak, hikdyenin 6ziine inmek gibi. Genel gergeve alig-
kin oldugumdan daha akigkan ve sinirsizdi. Ayrica, ¢ok saygi ve
hayranlik duydugum bir yazarla ters digiiyordum. Neyse ki Tom,
kendi isteklerini dayatmadi ve beni dengi gibi gérerek yazarlik be-
cerilerimi gelistirmeme miisaade etti. Beni matematik diinyasina
yonlendiren akilhocalarim gibi Tom da yazarlik diinyasina girmeme
yardimci oldu; bunun igin ona hep minnettar kalacagim.

Bir sohbet esnasinda matematikgi yazara “iki-beden probleminden”
bahseder. Bu ifade, bir yildiz ile bir gezegen gibi (bunlara etki eden
diger tim kuvvetleri yok say1yoruz) sadece birbirleri ile etkilesen iki
nesneye atifta bulunur. Aralarindaki etkilesim kuvvetini bildigimiz-
de, gelecege dogru gidimizlerinin dogru bigimde tahmin etmemizi
saglayacak basit bir matematiksel formiil vardur. Iki insan bedeninin
—iki sevgili ya da iki arkadag— etkilesiminden ne kadar da farkl.
Bunlar i¢in iki-beden probleminin bir ¢6ziimi olsa bile, tek degildir.

Senaryomuz, gergek diinya ile soyutlama diinyas: arasindaki
catigsma hakkindaydi: Yazar olan Richard bu gatigmay: edebiyat ve
sanat dinyasinda yagarken, matematik¢i Phillip bilim ve matema-
tik dinyasinda yagiyordu. Her iki adam da kendi soyut diizlemle-
rinde rahattir ama bu, gergek diinyadaki davranis bigimlerini nasil
etkilemektedir? Phillip, uzman oldugu matematiksel gergeklik ile
uzman olmadig1 insan gergekligi arasindaki ikiligi kabullenmeye
¢alisiyor. Hayatin problemlerine matematik problemleri ile ayni bi-

¢imde yaklagmanin her zaman ise yaramadigini 6greniyor.
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Tom ile merak ettigimiz seylerden biri de suydu: Bu ikiadamin
hikayeleri sayesinde, sanat ve bilim —C.O. Snow’un tabiriyle! “iki
kultir’— arasindaki farkliliklar: ve benzerlikleri de gorebilir miy-
dik? Aslinda film, metaforik olarak aym: karakterin iki yoni ola-
rak okunabilir; buna isterseniz beynin sol ve sag yaris1 da denebilir.
Stirekli bir rekabet igerisinde olmakla beraber, birbirlerini bilgilen-
diriyorlar da, bir akilda iki kiiltir birlikte var oluyor.

Senaryomuzda karakterler birbirlerine ge¢mis iligkilerini anla-
tirlar: bulunan ve kaybedilen agklar, kalp kirikliklari. Giin iginde
birgok kadinla da tanigirlar; bu sayede, iki adamin uzmanlik alan-
larina duyduklar: tutkuyu kadinlar: etkilemenin bir yolu olarak
kullandiklarini géririz. Birgok ortak ilgi alanlar: da vardir ama
filmin sonunda beklenmedik bir sonuca evrilecek olan bir ¢atisma,
yavag yavas kendini hissettirmektedir.

Senaryonun adin1 J&i Beden Problemi (The Two-Body Problem)
koyduk ve kitap olarak yayimladik.? Senaryonun oyuna déniistiiriil-
mds hali, 6diilli yénetmen Barbara Oliver tarafindan Berkeley’deki
bir tiyatroda sahnelendi. Ilk sanatsal girisimimdi ve izleyenlerin
gosterdigi tepki ile hem gagirdim hem de mutlu oldum. Mesela
¢ogu kisi senaryoda matematikginin bagindan gecen her seyi benim
otobiyografim olarak gordii. 4i Beden Problemi'ni yazarken kugku-
suz birgok gercek hayat deneyimim katk: sagladi. Ornegin, Paris'te
bir Rus kiz arkadagim olmugtu ve senaryoya Phillip’in kiz arkada-
s1 olan Natalia’nin bir¢ok 6zelligine o ilham verdi. Senaryodaki
bazi sahneler benim, bazilari da Tom’un deneyimlerinden alind:.
Ancak bir yazar olarak sizi en ¢ok siiriikleyen sey, iddial1 karak-
terler ve hoglanilacak bir hikdye yaratmaktir. Tom ile beraber ne
anlatmak istedigimize karar verdikten sonra, karakterleri belli bir
yonde sekillendirmemiz gerekti. O gergek hayat deneyimleri, o
kadar siislendi ve ¢arpitildi ki bizim olmaktan giktilar. [2i Beden
Problemi’nin kahramanlari, sanatin gerekliliklerine uygun bigimde
kendi kisiliklerine sahip oldular.
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I#i Beden Problemi'ni uzun metraj film yapmamiza yardimei olacak
bir yapimci aramaya bagladigimizda, gérece kiigiik 6lgekli bir sine-
ma projesi yapmanin daha faydali olabilecegi aklima geldi. Nisan
2009’da Chaire d’Excellenceima devam etmek tizere Paris’e geri
dondigimde, arkadagim matematik¢i Pierre Schapira beni geng
ve yetenekli bir yonetmen olan Reine Graves ile tanigtirdi. Eski bir
model olan Reine, daha 6nce birkag 6zgiin ve cesur kisa film yonet-
misti (bunlardan biri tanesi, Paris’te diizenlenen Sansiirli Filmler
Festivali'nde Pasolini Odiili'nii kazanmist1). Pierre’in ayarladig:
bir 6gle yemeginde, Riene’e fikrimi kisaca anlattim. Matematik
hakkinda bir kisa film tizerine beraber ¢aligmay1 6nerdim ve fikir
Reine’in hosuna gitti. Reine, aylar sonra soruldugunda, matemati-
gin gercek tutkunun bulundugu son birkag alandan biri oldugunu
hissettigini soyledi.>

Fikirler ortaya ¢ikmaya basladiginda, insan viicudu tizerine ma-
tematik formiillerinden olusan dévmeler ¢izerek olugturmus oldu-
gum (dijital ortamda) resimleri Reine’e gosterdim. Reine bunlar:
begendi ve formiil dévmesi igeren bir film yapmaya karar verdik.

D6vme, bir sanat bigimi olarak Japonya’da dogmugtur. Daha 6nce
¢ok kez Japonya’y: ziyaret etmis (yazlarini Kyoto Universite’sinde
gegiren Feigin ile ¢aligmak igin) ve Japon kiltiiriinden oldukga et-
kilenmistim. Tahmin edilecegi tizere, ilham almak igin Reine ile
Japon sinemasina yoneldik. Bunlardan biri, 6nemli Japon yazarla-
rindan Yukio Mishima'ya ait olan ve kendisinin bir kisa dykiisiin-
den uyarlanan Rite of Love and Death idi. Mishima filmi kendisi
yonetmis ve oynamisti.

Film siyah-beyaz ¢ekilmisti ve Japon Noh tiyatrosuna 6zgi
sade bir sahnede gegmektedir. Filmde diyalog yoktur fakat arka-
dan Wagner'in Tristan ve Isolde operas: galar. Iki karakter vardur:
Kraliyet Muhafizlar’nin geng bir memuru olan Tegmen Takeyama
ve esi Reiko. Memurun arkadaglari basarisiz bir coup d’état’ya kal-

kigir (film burada, Subat 1936’da gergeklesen ve Mishima’nin Japon
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tarihi Gzerinde garpici bir etkisi oldugunu digiindigi gergek bir
olaya atifta bulunur). Tegmene darbenin faillerini infaz etme emri
verilirama o, yakin arkadaglar1 oldugu i¢in gergeklestiremez. Fakat
kralin emrine uymamazlik da edemez. Tek ¢ikis yolu, seppuku (veya
harakiri) yani intihardur.

Sadece yirmi dokuz dakika uzunlugunda olmasina ragmen, film
beni derinden etkiledi. Mishima’nin bakis agisindaki giiciive duru-
lugu hissedebiliyordum. Sunumu etkileyici, sade ve hata affetmezdi.
Fikirlerini begenmeyenler olabilir (ve agikgasi ask ve 6lim arasinda
kurdugu siki bag benim de pek ilgimi ¢ekmiyor) ama yazarin bu
kadar gugli ve ilkeli oluguna biiytik sayg1 duyuyorum.

Mishima’nin filmi sinemanin aligilmis teamillerine ters dugi-
yordu: Sessizdi, “boliimler” arasinda sonraki boliimde ne olacagini
agiklayan yazili metin vardi. Teatraldi: Sahneler harekete ¢ok az
yer verilerek dikkatle canlandiriliyordu. Fakat alttan alttan isleyen
bir his beni sardi (Mishima’nin kendi oliimii ile filmindeki 6liim
arasindaki tuhaf benzerligi heniiz bilmiyordum).

Filmin bana bu kadar uymasinin sebebi belki de Reine ile mate-
matigi daha 6nce hig¢ anlatilmadig: bigimde anlatan, siradisi bir film
yaratmaya ¢alistyor olusumuzdu. Mishima'nin istedigimiz estetik
cerceveyi ve dili yaratmis oldugunu hissediyordum. Reine’i aradim.

“Mishima’nin filmini izledim, biyileyici buldum. Bunun gibi
bir film yapmaliy1z.”

“Tamam ama ne hakkinda olacak?” diye sordu.

Kelimeler birden agzimdan dokiilmeye bagladi. Her sey bir kris-
tal kadar berrakti.

“Matematik¢inin biri agkin formiiliint bulur ama hemen akabin-
de formiiliin diger tarafini kesfeder: Iyilik icin oldugu gibi kétiiliik
i¢in de kullanilabilir. Yanlis ellere diigmesini 6nlemek igin formii-
li gizlemesi gerektigini fark eder ve formiild asik oldugu kadinin
viicuduna dévme olarak islemeye karar verir.”

“Kulaga hos geliyor. Sence adini ne koyalim?”
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“Himmm. Suna ne dersin: Rites of Love and Math (Askin ve
Matematigin Ayinleri).”

Filmin anahatlari bu gekilde ortaya ¢ikmig oldu.

Filmi, bir matematiksel formiilin siir, resim ya da miizik pargasi
gibi giizel olabilecegini gosteren bir alegori olarak diigiiniiyorduk.
Aklimizdan gegen; beyne degil sezgilere ve icgiidiiye hitap etmesiy-
di. Izleyenlerin 6nce anlamalarim: degil hissetmelerini saglamaliyd..
Matematigin insani ruhsal bilesenlerini vurgulamanin, izleyicinin
merakini uyandiracagini distiniyorduk.

Matematik ve bilim genellikle soguk ve steril gosterilir. Aslinda,
matematikte yeni bir seyler yaratma siireci tutkulu bir ugras, derin
bir kisisel deneyimdir; tipki sanat ve muzikteki yaratimlar gibi. Agk
ve kendini adamayla birlikte, kisinin bilinmeyenle ve kendisiyle mii-
cadele etmesini gerektirir ve bu da giigli hislerin ortaya ¢ikmasina
yol agar. Kesfettiginiz formiiller ise gercekten de teninizin altina
isler; tipk: filmde yapilan dovmeler gibi.

Filmimizde bir matematik¢i “askin formilintd” kesfeder.
Kugkusuz bu bir metafor: Bizler, her seyi bilmek adina siirekli ola-
rak bitiincil bir kavrayiga, nihai bir duruluga ulagmaya ¢alisiriz.
Gergek diinyada ise kismibilgive kavrayss ile yetinmek zorunday:z.
Peki, ya birisi nihai Hakikat’i bulabilseydi; bu, dogru matematik-
sel bir formiil ile agiklanabilseydi? Iste bu, askin formiilii olurdu.

Henry David Thoreau bunu gayet giizel bir bigimde ifade etmig:*

Herhangi bir hakikatin en belirgin ve giizel ifadesi, eninde sonunda
matematiksel bir form olmak zorundadir. Aritmetigin oldugu gibi,
ahlak felsefesinin kurallarin1 da mimkiin oldugunca basitlegtir-

meliyiz; Oyle ki her ikisi de tek bir formiille ifade edilebilir olsun.

Tek bir formiil her seyi agiklamak igin yeterince giilii olamasa
bile, matematiksel formiller hakikatin, insan tirtinin bildigi en
saf, en ¢ok yonli ve en ekonomik ifadeleridir. Heveslerden ve mo-

dadan etkilenmemis, zamansiz ve degerli bilgi birikimini aktarirlar
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ve onlarla temasa gegen herkese ayn1 anlamu verirler. Agikladiklar:
hakikatler gerekli hakikatlerdir; gergekligin insanliga zaman ve
uzayda rehberlik eden sabit yol gostericileridirler.

Elektromanyetik dalgalarin varligini ispatlayan ve soyad: glinii-
miuzde frekansin birimi olarak kullanilan Heinrich Hertz, duydugu
hayranlig: su sekilde agikliyordu:® “Bu matematiksel formiillerin
bagimsiz bir varolusa ve kendi zekalarina sahip olduklar: bizler-
den ve hatta onlari kesfedenlerden daha akilli olduklari hissinden
kurtulmak mimkin degil.”

Hertz bu duygularinda yalniz degil. Matematikle ugrasanlarin
¢ogu, matematiksel formiillerin ve fikirlerin ayr1 bir diinyaya ait
olduklarina inanirlar. Robert Langlands matematigin, genellikle
imalarla, matematigin temel kavramlardan ibaret kalmadan, bizler-
den bagimsiz olarak var oldugunu ileri siiren bir kelimeyle karsimiza
¢iktigini yazmigt1. Langlands’a gore bu, “giivenmesi zor bir nosyon-
dur ama profesyonel bir matematikginin onsuz yapmas: da zordur.”®
Ayni olgu, “[matematikgilerin] icat etmedikleri, algakgonillilik
ve fedakarlikla kesfettikleri Digtincelerin Platonik Dinyasi’'nda
bir yerlerde yiikselen biiyiik Matematik Kalesi'nin imgeleminden””
bahseden bir diger bilytik matematikgi, Yuri Manin (Drinfeld’in
danigman) tarafindan da dile getirilmisti.

Bu bakis agisina gore, Galois gruplari, Fransiz dihi tarafindan
icat edilmeyip, kesfedildiler. Bu kavram, Galois kesfedene kadar,
matamatigin ideal diinyasinin biyild bahgelerinde bir yerlerde
bulunmay: bekliyordu. Galois'nin makaleleri kaybolsa ve Galois'ya
kesfi igin gercekten hak ettigi itibar verilmeseydi de ayn1 gruplar
bir bagkasi tarafindan kegfedilirdi.

Bunu, insanin emek verdigi diger alanlarda yapilan kesiflerle kar-
stlagtiralim: Eger Steve Jobs Apple’a geri donmeseydi iPod, iPhone
ve iPad’leri hig bilemeyecektik. Bagka teknolojik kesifler yapilabilirdi
ama aym unsurlarin bagkalar: tarafindan bulunmasini beklemenin

bir manasi yok. Bunun aksine, matematiksel dogrular kagimilmazdir.
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Matematiksel kavramlarin ve fikirlerin yagadig: diinya, matema-
tiksel varliklarin bizim rasyonel etkinliklerimizden bagimsiz oldugu-
nu ilk olarak 6ne siiren Yunan filozof Platon’a ithafen, matematigin
Platonik diinyast olarak anilmaktadir.® Saygi duyulan matematiksel
fizikgilerden Roger Penrose, The Road to Reality (Gergegin Yollar:)
isimli kitabinda, matematigin Platonik diinyasina ait matematiksel
savlar i¢in goyle yazmustir: “Bunlar tam manasiyla nesnel olan dog-
rulardir. Bir matematiksel savin Platonik varolusa sahip oldugunu
soylemek, sadece onun nesnel anlamda dogru oldugunu s6ylemek-
tir.” Benzer gekilde, matematiksel kavramlar da “Platonik varolusa
sahiptir, ¢iinkii nesnel kavramlardir.”

Tipk: Penrose gibi ben de matematigin Platonik diinyasinin hem
fiziksel hem de akli diinyadan ayri oldugunu diisiiniiyorum. Ornek
olarak Fermat’'nin Son Teoremi’ni ele alalim. Penrose kitabinda, retorik
olarak sorar: “Fermat’nin savinin, Fermat onu fiilen ortaya koymadan
ok daha 6nce de, her daim dogru oldugu gériisiini mi benimsiyo-
ruz? Yoksa bu savin dogrulugu, insan matematikgiler toplulugunun
o6znel standartlarinin ne olduguna bagli, tamamen kiiltiirel bir durum
mudur?”!® Meshur o/mayana ergi (reductio ad absurdum) gelenegine
sirtin1 dayayan Penrose, 6znel yoruma sarilmanin bizi hizla begeri
etkinligin matematiksel bilgi birikiminden bagimsiz oldugunu vur-
gulayan “bariz bigimde absiird” savlara gotirdiigiini gostermistir.

Yaptig1 caligmalarla —6zellikle de meshur eksiklik (incomple-
teness) teoremi ile— matematiksel mantikta devrim yaratan Kurt
Godel, bu goriisiin en inatg1 savunucularindandi. Matematiksel
kavramlarin “ne yaratabilecegimiz ne de degistirebilecegimiz, sa-
dece ve sadece sezinleyip tanimlayabileceginiz, kendilerine 6zgt
nesnel bir gergeklik meydana getirdiklerini”!! ifade etmistir. Diger
bir deyisle, “matematik, insan aklinin hem eylemlerinden hem de
temaytillerinden bagimsiz olarak var olan ve insan akl tarafindan
sadece algilanabilen (muhtemelen de ¢ok eksik olarak algilanan)

duyusal olmayan bir gergeklik tanimlar.”'?
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Matematigin Platonik diinyasy, fiziksel gerceklikte de bagimsiz
olarak var olur. Ornegin, 16. Bolim’de degindigimiz tzere, ayar
teorileri techizat1 ilk olarak matematikgiler tarafindan ve fizigi he-
saba katilmadan gelistirilmistir. Gergekten de bu modellerin sadece
¢ tanesinin doganin bilinen kuvvetlerini (elektromanyetik, zayif
ve gigli) tanimladig: ortaya ¢ikmustir. Her tirli Lie grubu igin
bir ayar teorisi olmasina ragmen, bu modeller ii¢ 6zel Lie grubu-
na (sirastyla gember grubu, SU(2), SU(3)) karsilik gelmektedir. Lie
gruplari ile iligkilendirilmis, bu Ggiiniin haricindeki ayar teorileri
matematiksel agidan kusursuz goriinmekle beraber, gergek diinya
ile aralarinda bilinen bir baglant: bulunmamaktadir. Dahasi, do-
gada siipersimetri bulunamamis ve muhtemelen de zaten olmama-
sina ragmen, bu ayar teorilerinin matematiksel olarak analiz ede-
bilecegimiz siipersimetrik genislemelerinden bahsetmistik. Benzer
modeller, dortten farkli sayida boyuta sahip bir uzay-zamanda da
matematiksel olarak anlamlidir. Herhangi bir fiziksel gerceklik ile
dogrudan iligkisi bulunmayan zengin matematiksel teorilerin bagka
birgok 6rnegi vardur.

Roger Penrose, Shadows of the Mind isimli kitabinda tGggen-
den bahseder: fiziksel diinya, akli diinya ve matematigin Platonik
diinyas1.!® Ucii de birbirinden farkli ama siki bicimde i¢ ice gegmis
haldedir. Birbirlerine nasil baglandiklarini heniiz tam olarak an-
layabilmis degiliz ama ortada olan birgey var: Her biri hayatimizi
derin bir bi¢imde etkilemektedir. Bununla beraber, fiziksel ve akli
diinyalarin 6nemini herkes anlarken, birogumuz matematik diin-
yasina karsi gayet hosnut bir bicimde kayitsiz kaliriz. Bu sakli ger-
¢ekligin farkina varip, atil giiciini kullandigimizda; toplumumuzun
Endistri Devrimi seviyesinde bir atilim yapmasina yol agacagina
inaniyorum.

Bana gore, matematik diinyasindaki sinirsiz olasiliklarin kaynag,
matematiksel bilgi birikiminin nesnelligidir. Bu nitelik matematigi

insanligin tim diger ugraglarindan ayirmaktadir. Bu niteligin ar-



ASKIN FORMULUNUN PESINDE 319

dinda yatanlarin anlagilmasinin fiziksel gergeklik, biling ve bu ikisi
arasindaki kargilikli iligkiye dair en derin gizemleri aydinlatacagina
inantyorum. Diger bir deyisle, matematigin Platonik diinyasina yak-
lagtikga, etrafimizdaki diinyay: ve onun i¢indeki yerimizi anlamak
i¢in daha fazla giice sahip olacagiz.

Neyse ki higbir sey bizi bu Platonik gergekligin daha da derin-
lerine inmekten ve onu hayatlarimiza dahil etmekten alikoyamaz.
Gergekten tizerinde durulmas: gereken nokta, matematigin igsel
demokrasisidir: Fiziksel ve akli diinyalarin bazi kisimlari, farkls
insanlarca farkli bigimde algilanabilir veya yorumlanabilir ya da
bazilarimiz igin erisilebilir dahi olmayabilir ancak matematiksel
kavramlar ve denklemler ayn: bigimde algilanir ve hepimize ejiz
derecede aittir. Matematiksel bilgi tizerinde kimsenin bir tekeli
olamaz; kimse bir matematiksel formiliin ya da fikrin kendi bulugu
oldugunu iddia edemez; kimse bir formiiliin patentini alamaz! S6z
gelimi, Albert Einstein E = m¢? formiiliiniin patentini alamazds.
Bunun sebebi, bir matemetiksel formilin (eger dogruysa) evrene
dair ebedi bir hakikati agikliyor olmasidir. Bu ytizden kimse sahip-
lik iddiasinda bulunamaz; matematiksel formiiller paylasmak igin
bizimdir.”* Zengin ya da fakir, siyah ya da beyaz, geng ya da yasls,
kimse bu formiilleri bizden alamaz. Bu diinyada higbir sey bu kadar

engin ve sik ve yine de hepimize agik degildir.

Rites of Love and Math'in sade dekorunun merkezinde, Mishima’dan
esinlenerek se¢tigimiz, duvara asili biiyik bir kaligrafi tablosu yer
aldi. Mishima’nin filmindeki kaligrafide, samimiyet anlamina gelen
shisei kelimesi yaziliydy; zira film, samimiyet ve onur tizerineydi.
Bizim filmimiz ise hakikat Gizerindeydi, bu ytizden kaligrafi tab-
losunda “hakikat” yazmas: gerektigini distindiik ve Japonca yerine
Rusga olmasina karar verdik.

“Hakikat” kelimesinin Rus¢a’da iki karsilig1 bulunur: Daha yay-
gin olarak bilinen pravda, haberler gibi gerceklere dayali hakikati
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ifade eder (bu ytizden SSCB Komunist Partisi’nin resmi gazetesinin
ad1 olarak secilmigtir). Digeri, istina, daha derin, felsefi bir haki-
kati ifade eder. Ornegin bir yuvarlak masanin simetri grubunun
¢ember oldugunu belirten ifade pravda iken, Langlands Programi
i¢in kullanilabilecek ifade (ispatlanan durumlar igin) istina’dur.
Tahmin edilecegi tizere, filmde matematik¢inin kendini adadig:
hakikat istina’dir.

Filmimizde, matematiksel bilgi birikiminin ahlaki y6ni tizerinde
digiinmek istedik: Cok giiglii bir formiiliin bir bagka ytzi olabilir
ve bu kotilik i¢in kullanilabilir. Yirminci ytizyilin baginda, atomun
yapisini anlamaya ¢aligan bir grup teorik fizik¢iyi digtiniin. Safve
soylu bir bilimsel ¢aba oldugunu digiindiikleri sey, yanliglikla on-
lar1 atomik enerjinin kegfine yoneltti. Bize birgok giizel seyin yani
sira 6liim ve yikim da getirdi. Benzer gekilde, bilgi birikimi ara-
yisimizin bir pargasi olarak kegfettigimiz matematiksel formiller
de zararli ¢ikabilir. Bilim insanlari, fikirlerinin pesinden gitmekte
ozgiir olmalidir ama kegfettigimiz formiillerin kotilik ugruna kul-
lanilmasini 6nlemek igin miimkiin olan ne varsa yapmanin da bizim
sorumlulugumuz olduguna inantyorum. Filmimizdeki matematik-

¢inin, formilin kot ellere diigmesini 6nlemek igin 6liime hazirla-
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niyor olmasinin sebebi de budur. Dévme, onun formiilii gizlemek
ve ayni zamanda da kurtulmasini saglamak i¢in buldugu yoldur.
Hi¢ dé6vmem olmadigindan, nasil yapildigini 6grenmem gere-
kiyordu. Giinimiizde dovmeler makine ile yapiliyor ama gegmis-
te (Japonya’da) bambu gubuklar: ile isleniyormus —daha uzun ve

acil1 bir stiregle. Japonya’da eski teknigi kullanan dévme salonlar:

bulmanin hila mimkiin oldugunu duydum. Filmde biz de bu tek-

nigi kullandik.

“Askin formild” rolinid hangi formilin oynamasi gerektigi bi-
yik bir sorundu. Yeterince karmagik (ne de olsa agkin formili) ve
estetik agidan da hosa gitmeliydi. Matematiksel bir formiiliin bigimi
kadar igerigi ile de giizel olabilecegini anlatmak istiyorduk. Ayrica,
ben bunun bana ait bir formil olmasini istiyordum.

Agskin formili i¢in “oyuncu” ararken gununla kargilagtim:

e.] m—m
/ wF(qz,q2) = Z X wyz 2MZ " dzdZ q——amamF
CP! m,m=0 z=0
jz|<et
6’7 _
+qq Z 3'"(’)’"wuu F w™w"dwdw.
m,m=0 w=0

fwl<g=1e?
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Bu formiil, iki yakin arkadagim Andrey Losev ve Nikita Nekrasov
ile 2006 yilinda yazdigimiz yiiz sayfa uzunlugundaki Instantons
Beyond Topological Theory I makalesindeki 5.7 nolu formiildiir."

Bu denklem, onu bir karatahtaya yazip, anlamini agiklamaya
calistigim bir film ¢ekecek olsak, muhtemelen ¢ogu kisinin salon-
dan ayrilmasina sebep olacak kadar trkiiticiydi. Ama onu dovme
seklinde gormek, tamamen farkl bir etkiye yol agti. Gergekten de
herkesin teninin altina igledi: Herkes ne anlama geldigini bilmek

istiyordu.

Peki bu formiil ne anlama geliyor? Makalemiz, “instantonlar” (dik-
kat gekici 6zelliklere sahip alan konfigiirasyonlari) i¢eren kuantum
alan teorilerine dair yeni bir yaklasim hakkinda yazdigimiz bir
dizinin ilk bolimiiydi. Kuantum alan teorileri temel pargaciklar
arasindaki etkilesimi dogru bir bigimde agikliyor olsa da heniiz pek
anlagilmayan birgok 6nemli olgu var. Ornegin, Standart Model’e
gore, proton ve nétronlarin her biri, birbirinden ayrilamayan tg
kuarktan olusur. Bu olgu fizikte “hapsetme” (confinement) adiyla
anilir. Heniiz diizgin bir teorik agiklamasi bulunmuyor ve birgok
fizikgi instantonlarin bu gizemi ¢6zecek anahtari tagidiklarina ina-
niyor. Bununla birlikte, kuantum alan teorilerine y6nelik geleneksel
yaklagima gére, instantonlarin elde edilmesi ¢ok zordur.

Kuantum alan teorilerine, instantonlarin giigli etkilerini daha iyi
anlamamiza yardimci olacagini umdugumuz yeni bir yaklagim getir-
dik. Yukaridaki formiil, teorilerimizin birinde korelasyon fonksiyonu-
nu hesaplamamiz saglayan iki yol arasindaki sasirtic: 6zdesligi ifade
ediyor.*® Formiilii kegfettigimizde, kisa bir siire sonra agkin formiili

roliine aday olacagini hi¢ bilmiyorduk, aklimdan dahi gegmemisti.

Ozel efekt sanatgimiz Oriane Giraud formiilii sevdi ama bir dovme
i¢in fazla karmagik buldu. Formili sadelestirdim ve filmimizde
soyle kullandik:
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Filmdeki d6vme sahnesi, matematiksel aragtirma yapmanin tagi-

dig1 tutkuyu canlandirma amacini tagryordu. Matematik¢i dévmeyi
yaptig1 siire boyunca kendini diinyaya tamamen kapatiyordu. Formiil
onun i¢in gergekten de bir 6lim kalim meselesi héline gelmigti.
Bu sahneyi ¢ekmek oldukg¢a uzun siirdii. Mariko’yu oynayan akt-
ris Kayshonne Insixieng May ve benim i¢in hem psikolojik hem de
fiziksel agidan ¢ok yorucu oldu. Bu sahneyi ¢ekimlerin son giiniinde
gece yarisina dogru bitirdik. Her seyin iistesinden birlikte geldikten
sonra bu, yaklagik otuz kisilik ekibimiz i¢in duygu dolu bir an oldu.

Filmin galasi Nisan 2010’da, Foundation Sciences Mathématiques
de Paris sponsorlugunda, Paris’in en iyi salonlarindan biri olan Max
Linder Panorama sahnesinde gergeklesti. Bagarili oldu. Hemen aka-
binde, film hakkinda ilk yazilar ¢itkmaya bagladi. Le Monde, “bas
dondiirtict bir kisa film” dedigi Rites of Love and Math’in “mate-
matigin aligtk olmadigimiz romantik bakigini sundugunu” yazds.’
New Scientist ise soyle yazmusti:'8

Filmi seyretmek guzel... Eger Frenkel'in amaci daha ¢ok insam
matematige cekmekse, yaptig1 bu giizel is i¢in kendisini tebrik

edebilir. Aslen Frenkel’in kuantum alan teorisi izerine 2006 y1-
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linda yayimladig: “Instantons beyond topological theory 1” baglikli
makalede gegen bir denklemin kisaltilmig hili olan agkin formiilg,
kisa zaman igerisinde muhtemelen bagka tirli erisemeyecegi ka-
dar genis bir izleyici kitlesi tarafindan goriilecek —hatta belki de

anlagilacak— gibi duruyor.

Unlii Fransiz dergisi Tangente Sup'un® ifadeleriyle film, “ma-
tematigin sanat ve siirin mutlak karsit1 oldugunu distinenlerin
ilgisini ¢ekecekti”. Yaziya eklenen bir kutucukta, Hervé Lehning
soyle yazmgtu:

Edward Frenkel'in matematiksel aragtirmalarinda simetri ve
dualite 6nemli bir yer tutuyor. Bunlar, say: teorisi ile belirli grup-
larin gésterimleri arasinda bir bag kurmaya ¢aligan Langlands
Programu ile iligkili kavramlar. Son derece soyut olan bu konunun
aslinda uygulamalari da var; drnegin kriptografi. Dualite fikri
Edward Frenkel igin bu kadar 6nemli ise filmin adinin da isaret
ettigi gibi, agk ve matematik arasinda bir dualite g6riip gérmedigi
sorulabilir. Bu soruyaverdigi cevap gayet agik. Ona gore, matema-

tiksel aragtirma, adeta bir ask hikéyesi.

Film o giinden bu yana Fransa, ispanya ile California’da; Paris,
Kyoto, Madrid, Santa Barbara, Bilbao ve Venedik’te film festival-
lerinde gosterildi. Gosterimler ve ardindan gelen sohret, bana “iki
kiiltiir” arasindaki bazi farklari gérme olanagi sundu. Ilk baglarda
bu bana kiltiir soku gibi geldi. Matematik ugragim sadece ¢ok az
sayida insan tarafindan tam olarak anlagilabilir; bu say: baglan-
gicta, tiim diinyada bir diizineyi gegmez. Dahasi, her bir matema-
tiksel formiil nesnel bir hakikati gosterdiginden, 6zii itibariyla o
dogruyu yorumlamanin tek bir yolu vardir. Bu yiizden, yaptigim
matematiksel ¢aligma, onu okuyan herkes tarafindan ayn: sekilde
algilanir. Bunun aksine filmimiz, genis bir izleyici kitlesine ulas-
may1 hedefliyordu: Binlerce kisiye gosterildi ve pek tabii ki herkes
kendince yorumladi.
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Ben bu deneyimden izleyicinin her zaman sanatsal projenin bir
pargasi oldugunu 6grendim; neticede her sey izleyicinin goziinde
olup bitiyor. Yaraticinin izleyicilerinin algisi izerinde higbir gici
yok. Ote yandan bundan faydalanmak da miimkiin, ¢iinkii goriis-
lerimizi paylagtigimizda hepimiz zenginlesiriz.

Filmimizde, bir sanatginin hissiyatiyla matematik hakkinda
konusarak iki kiltiriin sentezini yaratmay: denedik. Filmin ba-
sinda Mariko Matematikgi'ye bir ask mektubu yaziyor.?® Filmin
sonunda Matematik¢i'nin formilin ddvmesini yapmasi ise onun
cevap verme bi¢imi: Onun igin formil, agkinin bir ifadesi. Bir siir
ile ayni1 tutku ve duygusal yiiki tagiyabilir; bu ytizden, matematik
ve siir arasindaki paralelligi gostermek i¢in bu yolu uygun bulduk.
Matematikgi igin yaraticiliginin, tutkusunun ve hayal giicliniin
riini olan bu formiil, agkin bir hediyesi. Adeta Mariko’ya bir agk
mektubu yazmak gibi —oliimiinden hemen 6nce denklemleri yazan
geng Galois’y1 hatirlayin.

Peki ama kadin kim? Kafamizda canlandirdigimiz mistik
diinyada o, Matematiksel Hakikat’in viicut bulmus hali (adinin,
Japonca’da “hakikat” anlamina gelen Mariko olmasinin ve duvara
asili resmin Uzerinde istina kelimesinin iglenmis olmasinin sebebi
de bu). Matematikgi’'nin ona duydugu agk, ugruna kendini adadig:
Matematik ve Hakikat’e duydugu agk: temsil ediyor. Ama kadin
hayatta kalmali ve sanki ¢ocuklariymis gibi Matematik¢i'nin for-

miulind tagimali. Matematiksel Hakikat 6limstizdir.

Matematik agkin dili olabilir mi? Baz: izleyiciler “agkin formuld”
fikrinden huzursuz oldu. Ornegin, filmi izleyen biri bana, “Mantik
ve duygular her zaman anlasamaz. Bu yiizden agkin gézii kor di-
yoruz. Bu durumda asgkin formiili nasil isleyebilir ki?” Gergekten
de, his dinyamiz ve duygularimiz ¢ogu kez bize mantiksiz gori-
niir (biligsel bilimciler size bu bariz mantiksizligin baz: yonlerinin

matematik kullanilarak tanimlanabilecegini séyleyecek olsalar da).
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Dolayisiyla, agk: tanimlayacak ve agiklayacak bir formiiliin var ola-
bilecegine inanmiyorum. Agk ve matematik arasindaki bir baglan-
tidan bahsederken, agkin matematige indirgenebilecegini kastet-
miyorum. Daha ziyade, matematigin ¢ogumuzun fark ettiginden
¢ok daha fazlasini sundugunu sdyliyorum. Digerlerinin yaninda,
matematik bize birbirimizi ve etrafimizi sarmalayan diinyay: sev-
memiz i¢in mantik ve ilave bir kapasite sunar. Bir matematiksel
formil agk: agiklamaz ama agkin yikiini tagiyabilir.

Sair Norma Farber'in yazdig: iizere,?!

Beni tembel 4sik yapma...

Beni durumdan duruma tag:.

Matematik bizi “durumdan duruma” tasir ve onun derin, biiyiik
ol¢tide kullanilmamig ruhani iglevi de burada saklidur.

Albert Einstein bu konuda sunlari yazmig:*2 “Bilimle ciddi ola-
rak ilgilenen herkes, bir ruhun kainatin yasalarinda kendini diga
vurduguna inanir —o, kisinin ruhuna bariz bigimde baskin gelen ve
karsisinda en siki glicimiiziin dahi kendini zayif hissettigi bir ruh-
tur.” Isaac Newton ise bu konudaki hislerini soyle dile getirmistir:2*
“Kendimi, hi¢ kesfedilmemis koca bir gergeklik okyanusu 6niimde
uzanirken, kumsalda oynayarak mevcut an i¢inde oyalanirken, pi-
riizsiiz bir ¢akil tag1 ya da olagandan daha sevimli bir kabuk bulan
ufak bir ¢ocuk gibi goriiyorum.”

Bir glin hepimizin bu sakl1 ger¢ekligin farkina varacagimizi ha-
yal ediyorum. Belki o zaman farkliliklarimizi bir kenara birakip,
bizleri birlestiren derin hakikatlere odaklanabiliriz. Boylece hepi-
miz, birlikte kesfettigimiz, paylagtigimiz ve tzerine titredigimiz
bu buyiileyici gizelligin ve uyumun saskinlig: icinde kumsalda

oynayan ¢ocuklar gibi olabiliriz.
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Ugagim Boston’daki Logan Havalimanr'na iniyor. Tarih Ocak 2012.
Aldigim davet tizerine, Amerikan Matematik Cemiyeti (AMS) 2012
yilt Seminer Dersleri’ni vermek tizere, AMS ve Amerika Matematik
Vakfrnin Yillik Ortak Bulugmasi’na gidiyorum. Bu dersler 1896’dan
beri her y1l veriliyor. Gegmis konusmacilarin ve yaptiklar: konugma-
larin konularini igeren listeye bakmak, gegen yiizyilin matematik ta-
rihinin tzerinden gegmek gibidir: John von Neumann, Shiing-Shen
Chern, Michael Atiyah, Raoul Bott, Robert Langlands, Edward
Witten ve bagka bir¢ok biiyiik matematikgi. Bu gelenegin bir pargast
olmus olmaktan biiyiik kivang ve onur duyuyorum.

Boston’a geri donmek, hatiralar: giin yiiziine ¢ikariyor. Logan’a
ilk inigim, Harvard’a geldigim 1989 Eylil'indeydi —sanki tinli
filmin ismini uyarlamak tizere gelmistim: Rusya’dan Matematikle. O
stralar yirmi bir yagindaydim; ne umacagima, nelerle karsilagacagimi
bilmiyordum. Ug ay sonra, o ¢alkantili dénemde hizla biyiimiis bir
halde, Moskova’ya donmekte olan ve bir daha gériip goremeyecegimi
bilemedigim akil hocam Boris Feigin'’i yolcu etmek tizere Logan’a
bir kere daha gitmistim. Neyse ki, matematik alaninda yaptigimiz
isbirligi ve arkadagligimiz devam edip daha da pekisti.

Harvard’da bekledigimden ¢ok daha uzun siire kaldim: Bir

sonraki y1l Harvard’lilar Cemiyeti bursunu kazanip doktorami
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almis ve sonrasinda da Harvard’da dogent olmugtum. Boston’a
ayak basigimdan bes yil sonra, Logan’da bu sefer bana katilip
Amerika’ya yerlesmek tizere gelen annem, babam ve kiz kardesi-
min ailesinin gelmesini heyecanla bekliyordum. Onlar, o giinden
beri Boston civarinda yasiyorlar ama ben, Berkeley’deki University
of California geri ¢eviremeyecegim bir teklif yapinca 1997 yilinda
oradan ayrildim.

Boston’u ailemi gérmek i¢in diizenli olarak ziyaret ediyorum.
Ortak Matematik Bulugmasi’'nin diizenlendigi Hynes Convention
Center ailemin oturdugu yerin birkag sokak 6tesinde oldugu igin,
ilk kez beni is baginda gérme sanslari olacak. Bu deneyimi ailemle
paylasabilecek olmak ne giizel bir hediye. “Evine hos geldin!”’

Ortak Bulugsma’nin yedi binden fazla kayitl katilimcisi var; bu
yizden muhtemelen matematikgilerin bir araya geldigi en biiyiik
toplanti. Bunlarin bir¢ogu, devasa bir salonda diizenlenen dersimi
dinlemeye geldi. Anne ve babam, kiz kardesim ve yegenim 6n si-
radalar. Derslerim, Robert Langlands ve Ngd Bao Chau ile yapti-
gimiz en son ortak caligma tizerine. Ug yillik ortak bir ¢aligmanin
ve Langlands Programrnin sundugu fikirleri biraz daha ileriye ta-
simamizin trini.!

Dinleyicilere, “Langland Programr’na dair bir film yapsak nasil
olur?” diye soruyorum. “Boyle bir durumda, tiim senaristlerin sora-
cag1 uzere, su tir sorulara hazirlikli olmalisiniz: Neye dair olacak?
Karakterler kim? Filmin konusu ne olacak? Sorunlar nedir ve nasil
¢ozilecekler?”

Dinleyicilerin bir kismi giiliyor. André Weil ve onun Resid
Tag’'ndan bahsediyorum. Matematik diinyasinin farkli kitalari bo-
yunca, aralarindaki gizemli baglantilar: sorgulayarak yolculugu-
muza devam ediyoruz.

Kumandaya her tikladigimda, dért devasa ekrana yansitilan su-
numumun bir sonraki slaytina geciyoruz. Her bir slayt, hi¢ bitme-

yen bilgi birikimi arayisimizda atilan kigiik bir adimi tanimliyor.
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Hakikat ve giizellige dair ebedi ve ezeli sorular tizerinde distini-
yoruz. Matematik —o biiytiild sakli evren— hakkinda daha fazla
sey 6grendikgce, ne kadar az sey bildigimizi ve 6niimiizde ne kadar

cok sey oldugunu daha iyi anliyoruz. Yolculugumuz devam ediyor.



Robert Langlands’tan Tiirk Okurlarina
Mektup

Turkiye ve Tirklerin yagamimda nasil ve neden 6nemli oldugunu
bagka yerlerde 6nceden anlattim. Nedenler Turkiye kadar ken-
dimle deilgilidir. Ailemin Kanada dis: diinyayla iliskileri olmad:.
Almanya’dan Amerika'ya Devrim’den evvel gelmis ve Kral’a Sadik
Ordu’da bir onbag1 oldugundan savastan sonra Kanada’ya go¢ eden
bir ata bir yanda, atalarimin hepsi Ingiltere veya Irlanda’dan gog et-
misti ve ana babamin yagadigimiz kasabanin diginda ilgileri yoktu.
Ikinci Diinya Savag: sirasinda bile yle olmus.

Ama ben on bes yagindayken orta okulda baglica on dokuzuncu
ile yirminci yiizyillardaki Ingiliz edebiyati ile tanigtirildim. Ondan
sonra heniz on yedi yagina gelmeden tniversite sinavina girdim.
Bagka yerde anlattigim gibi ben, okulda degil ama tanidigim ve
sosyalizm tarafindan etkilenmis bir adam sayesinde, Ernst Trattner
ve yazdig1 “The story of the world’s great thinkers” adli bir kitaptan
Hutton, Einstein, Darwin, Marx gibi bilimde 6nemli olan bilginler
ile kesiflerinden haberdar oldum. Tabii ki otuzlu ile kirkl yillar-
da Marx bugiin oldugundan ¢ok daha 6nemli bir sahsiyet idi. Ben
de her hiliikdrda 1953 yilinda tniversiteye bagladigimda bir 4lim,

330
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Fransizca savant denilen sey olmak istiyordum. Bilimler konusunda
bilgisizdim ama benim i¢in matematik kolay oldugundan matema-
tik¢i olayim dedim. Bana 1954 yilinda tavsiye veren hoca, “O zaman
farkli yabanci dilleri 6grenmeniz gerekir, Fransizca, Almanca, Rusga,
Italyanca bile,” dedi. Oyle olsun diye ilk olarak Fransizca kurs gordiim,
ondan sonra yazin Almancay: kendim 6grendim. Veya dyle zannet-
tim. Ikinci yilda begendigim ve Rus miizigini ok seven bir kadin
hocadan gene biraz Rus¢a 6grendim. Tabii ki o Rus devriminden
sonra go¢ etmisti ve eski devrimden evvelki edebiyat: ¢ok seviyor-
du. Ondan sonra universitedeki son yilimda ikinci Rus¢a kursumu
gordiim. Oyle kaldi 1965 yilina kadar. Gergekten higbir yabanci dil
konusamiyordum ama Princeton’a geldigimde benim i¢in ¢ok 6nemli
olan Alman matematikgiler Carl Ludwig Siegel ile Erich Hecke’nin
yazilarini ve Paris’te yayimlanmig Séminaire Cartan veya Séminaire
Chevalley gibi seminerleri yeterli seviyede okuyabiliyordum.

Bu yillarda matematige en 6nemli katkim Eisenstein serilerinin
genel teorisi oldu. Onu 1964 yilinda bitirdim, fakat sonraki yilda
gercekten hognut edici katkim yoktu. Ozellikle iki baglanmis alan-
larda, yani o zamanda var olmayan genel otomorfik L-fonksiyonlar
veya Artin’in sanisina ait alanlarda aradigim fikirleri bulamamigtim.
Matematikten vazgegeyim mi diye diistiniiyordum. Princeton’daki o
zaman kaldigimiz kisa ara sokakta, bir y1l kadar Princeton’a gelmis
bir Tirk iktisatgt Orhan Thirkay ile ailesi komsumuz oldu. Tabii ki
anneler ile gocuklari ¢abucak tanigtilar. Orhan Bey kendisi sonradan
Thrkiye'de ¢ok kullanilan, mikro iktisat teorisi hakkinda kitaplarini
yazdi. Maalesef simdi vefat etmigtir. Tesaduf olarak ben ailem ile
1964/65 donemini Berkeley’'de gecirdim. O da Amerika’daki ikinci
yili i¢in oraya gitti. Biz zaman zaman orada goriisiiyorduk. O sevkli
bir fotografc: idi ve evimizde ¢ocuklarimiz ile onun en biyiik oglu-

nun ¢ok sevdigimiz fotografi var. Onunla konusup ilerlemedigimi

* Langlands burada kelimenin 6zellikle “farkl1 alanlarda bilgisahibiolmak” anlamina
vurgu yapmistir.—e. n.
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anlatarak belki aragtirmadan vazgegip bir defa diinyaya bakayim diye
distindigiimi anlattim. O hemen “Neden Turkiye’ye gelmiyorsun?”
diye karsilik verdi. Ben ise, konu o kadar ciddi olmadigindan lafi
degistirdim. Birkag ay sonra, ben Princeton’a o Tiirkiye’ye donmiis
oldugumuzda, konugmamizi hatirlayarak ona yazdim.

Ben béylece 1967 sonbaharda Ankara’ya Orta Dogu'ya geldim.
Havaalaninda o bizi bekliyordu ve ilk giinler bize ¢ok yardim etti.
Mesela Cankaya’da, kisa zaman sonra Yesilyurt sokaktaki arkadag:
ve daha 6nce ODTUniin rektérii olan Seha Meray'in dairesinin tam
yaninda bir daire buldu. Seha Bey’in ailesi esime ¢ocuklarimiza ¢ok
yardim etti. Ziyaretimizin sirasinda esim hasta oldu. Hastaligindan
sonra ona ¢ok yardim eden Giilsiim Hanim Tirkiye’de oldugumuz
zamanda bizim i¢in 6nemli kisi oldu. Maalesef Ttirkiye’den ayril-
digimiz zaman, agagida anlattigim gibi Tiirk¢em hentiz ¢ok zayif-
ty, ailesiyle, yani Gulsim Hanim kendisi okumamis oldugundan
okulda olan ogluyla, haberlesemiyorduk. O zamandaki Tirkiye'de
yasam sik sik ¢ok zor olabiliyordu ama haberlesmeyince durumunun
nasil oldugunu biz de bilemedigimizden ona gerekli sekilde yardim
edemiyorduk. Bu kendimi affetmedigim bir ihmaldir.

Arkasindan, Orhan Bey’e yazdigimdan sonra, Princeton’dan
ayrildigimizdan evvel, fakat aragtirmadan vazgectigimden son-
ra Princeton’da hem Tirkge 6grenmeye baslayip hem de Ruscaya
gene dondiim. Rusga hocam gene hoguma giden gog etmis bir ka-
din oldu. Ismi Valentina Tschebatorioff-Bill idi. Ama bu defa,
¢ok y1l sonra onun kardesinin yazdig: “Russia, My Native Land:
A U.S. Engineer Reminisces and Looks at the Present” adl1 bir
kitapta, ikisinin Istanbul’dan gegip Avrupa’da yasadiklarini ve so-
nunda Amerika’ya geldiklerini 6grendim. Hem babasi Porphyry
Grigorievich Chebotarev kazak ordusunda subay olmus hem de
kardesi Gregory P. Tschebotarioff.

Oyle bir hazirlayict yasam hosuma gitti. Arastirmadan vazge-

¢ince fazla bos zamanim vard: ve eglenmek i¢in Eisenstein serileri
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tizerine birkag hesap yaptim. Yani 1964 yilinda yazdigim makalede
kullanmadigim adelik sekilde olan Eisenstein serisinin sabit teri-
mini hesaplamaya giristim. Hesaplayip distiniince birkag ay evvel
arayip da bulamadigim kavramlari buldum ve André Weil'e du-
rumu bagka yerde yayimlanmig bir mektupta yazdim. Bu mektup
Tirkiye ile dogrudan bagli olmadigindan burada s6z konusu degil.
O bu mektubu anlamadi fakat beni yaptig1 bir seminere davet etti.
Aslinda bu seminerde o tinlit Hecke’nin teorisini ikinci dereceden
olan bir cebirsel cisme genellemek istiyordu yani Q(v @), belki her
sonlu derece olan cebirsel cisme bile. Cismin sonsuz yerlerinin gergel
oldugunda bunun nasil yapilacagini anliyordu, fakat karmagik son-
suz yeri bulunursa ¢6zemedigi zorluklar vardi. Tabii ki ben bu teori
tzerinde aylar boyunca devamli digiintp tagindigimdan problemi
hemen ¢6zebildim. Birisi Princeton’da, ikincisi Ankara’da yazilmus
ona gonderdigim iki mektupta ¢6ziimii anlattim.”

Jacquet ile yazdigimiz kitapta farkl ¢6ztimi kullandik fakat ben ilk
verdigim adi diferansiyel denklemlere ait olan ¢6ziimii tercih ediyorum.

Ikinci Z-fonksiyonlara ait kitap yazildiginda meydana atilan bir
problem de varmus, yerel € ¢arpaninin varligi. Cahit Arf’in benim
ODTU'ye gelisimle bildigim kadar iliskisi olmadig1 halde matematik
bolimiinde odalarimiz yan yana oldu. Fakat zannediyorum ki o ilk
aylarda beni fark etmedi. Sonradan o zamandaki aragtirmasini bana
anlatti. Helmut Hasse ile doktora yapmigti. Onunla tanistigim za-
man halé fonksiyon cisimlerini aragtirmak ve abelyen olmayan sinif
cisim teorisini gelistirmek istiyordu. Benimle konusunca fikirlerini
anlatti. Ben ise ona yerel € ¢arpanina ait ne kanitlamak istedigimi
anlattim. Bildigim kadariyla savas siiresince bile Hasse ile alakay:
kesmemis oldugundan Hasse’nin 1954te yayinlattig1 makalesini
Artinsche Fubrer, Artinsche L-Funktionen und Gauss'sche Summen iiber

endlich algebraischen Zahlkirpern bana verebildi.
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http://publications.ias.edu/rpl/section/22 web sayfasinda an-
latt1gim gibi bu makale sayesinde € ¢arpaninin varolusunu géster-
meye baslayabildim. Varlik dért 6nsavin bir sonucudur. Onlardan
tct oldukea kolay. Dérdiinciintn ispati ¢ok zor. Bernhard Dwork
bu ispat1 bulmus oldu fakat yazik ki o kadar uzun ve o kadar zor
oldugundan yayimlamamis ve bugiine kadar hi¢ kimse, en azindan
higbir yetkili matematikei Princeton Universitesi kiitiiphanesinde
bulunan kagitlarini dikkatle gézden gecirmemis. Bence yerel cisim-
ler ile yerel Galois gruplari hakkinda eksik kavrayisimiz otomorf
formlarin genel kuraminin gelisimine 6nemli bir manidir. Buytk
ihtimalle Dwork’in ispatinda bu gruplara ait 6nemli bilgi bulunur.
Maalesef geng matematikgiler onu dikkatle gézden gegirmeye tesvik
edilmez. Deligne varlik i¢in sade bir global kanit buldu. Bu kanit
sayesinde biz varliktan faydalanabiliriz fakat ¢arpan yerel nesne ol-
dugundan yerel ispat bulmak gerektir. Dwork sayesinde ve biraz da
benim sayemde, Gyle bir ispat var fakat daha kisa daha kolay kavra-
digimiz bir ispat gerek. Hem Serre hem de Deligne Dwork’in arag-
tirmasinin 6nemini takdir etmiyorlar. Serre igin ¢arpanin varolusu
“peu de chose”dur; Deligne’e gore yerel ispat1 yayimlanmadigindan
o yoktur. Onlarin sebepleri belki agiktir.

Ankara’da yalmiz aragtirma degil hocalik da yaptim. Sinifta en
azindan Amerika’ya gidip lisansiistii egitim yapan dort 6grenci var-
di: Yilmaz Akyildiz, Safak Alpay, Aydin Aytuna, Cihan Saglioglu.
Hepsi hemen degilse bile sonra Tirkiye’ye doniip, oradaki egitime
¢ok katkida bulunuyorlar.

Besinci hatirladigim bir 6grenci de vardi. Bence aralarinda en
iyisiydi. Ismi Miikremin Negeli. Onu benimle Yale'e getirmek isti-
yordum. Onu davet ettim fakat o Tiirkiye’de kalmak istiyordu. 11k
olarak iktisat ilmi okumak istiyordu ama o zaman ¢ok tehlikeli olan
siyasete ¢ekilmis. Sonunda cesedi bir suyun kenarinda bulunmus.
Bana anlatildigina gore “Otopsi raporunda kemiklerinin kirik oldu-

gundan biiyiik ihtimalle képriden denize atildig1 saniliyor. Kimin
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atmis olabilecegi belli degil, polis de olabilir, tilkiicii denilen sagc1
bir grup tarafindan da olabilir.”

ODTU’de oldugum zaman Giindiiz Tkeda Ankara’ya gelip bir
seminer verdi, belki kigta belki ilkbaharda. Seminerden sonra ko-
nusundan biraz bahsettik. O zaman Izmir'de profesordii. Hem Arf
hem de beni Izmire davet etti. Bu benim i¢in 6nemli bir olay oldu.
Tirkiye'ye giderek Turkge 6grenmek istiyordum fakat ¢abuk far-
kina vardigim gibi Ingilizce kullanan ODTU Tirkse 6grenmek
i¢in uygun bir yer degildi. Ayrica o zamanda dil ¢abuk degisiyordu.
Dolayisiyla iyi sozlikler yoktu, herhalde benimkiler iyi degilmis.
Ben dolmuglarda, bakkalda miimkiin oldugu kadar Ttirkge konusup
ogreniyordum. Ozellikle bakkalda Bosna Hersek’ten gé¢miis olan
bir adam vardi. Onunla konusmak giizeldi.

Tiirkgem cok zayif olmasina ragmen Izmir’de seminer okuyarak
Tiirke konugmak istiyordum. Izmir’e gidisimden evvel konusmami
ezberleyerek evde esime sundum. Tabii ki 0 zaman bugiin gibi degil.
Bugiin geng matematikgiler igin Ingilizce (Amerikanca) 6grenmek
matematik 6grenmekten daha 6nemlidir. Herhalde bana dyle gibi
geliyor! O zamanda Izmir'de matematik okuyup fakat Ingilizce
konugmayan gengler, konusmamdan sonra etrafimda toplanarak
benimle Tirkge konugmak istiyordu. Maalesef dediklerini ben hig
anlamadim. Cok utaniyordum. Ondan sonra bir adada yedik. Ismi
Cengiz olan bir matematikgiyle konusup sigara igtik. Ertesi giin
Arf’la Ankara’ya doniigiimizden evvel sehirde dolagip bir kaleye
¢iktim. Hangisine artik bilmiyorum. Orada herhalde Karadenizli
olan bir gemiciyle konusup gene sigara i¢tim. O kadar Tirkge ko-
nusabiliyordum, fazla degil.

Tam sonunda ailemle Biyiikada’da tatil giinleri olarak bir hafta
kaldigimiz bir yana Tiirkiye’de yolculuk yapmadim. Buna ragmen
ben disaridan ne isteyip ne bekledigimi ilk defa olarak Thirkiye’de
ogrendim. Iki y1l sonra, 1970’te, Almanya’daki Bonn’a davet edilmis-

tim. Ailemle oraya gidisimden evvel birkag hafta Almanca 6grenimi



336 ASK VE MATEMATIK

gordiim, geldigimden hemen sonra Almanca konusarak seminerler
verdim, 6grencilerle 6gretmenlerle daima Almanca konuguyordum.
Tabii ki ilk olarak konugmaktan daha ¢ok dinliyordum, fakat bir
kag aydan sonra gergekten konugsuyordum ve yavas yavas bugiine
kadar takdir ettigim Alman edebiyati, Alman tarihi ile tanigtim.
Ozellikle sonradan Thomas Mann’in bazi romanlarin iki ii¢ defa
okudum. Baz: tarihgileri de begeniyorum fakat onlara su ana kadar
yeterli zaman vermedim. Ondan sonra yavas yavas hem Fransa’da
hem de Quebec’te yetmislerde ile seksenlerde hem Fransiz edebiyati
ve tarihi ile hem de onlar kadar sayica ¢ok olmayan fakat benim igin
onemli olan Fransiz Kanadali yazilarla da tanigtim.

Fakat bagka bir sey var. Anlatayim. Bugiin herkes Ingilizce ko-
nusmak ister, Rus matematikgiler, Fransiz matematikgiler, din-
yada adeta her matematikgi, Istanbullu sokak ¢ocuklari da. Hem
Turkiye'de baz: tiniversitelerde Turkge konusarak ders veya seminer
vermek yasak degilse de bu tesvik edilmez, hem de Almanya’da bazi
enstitiilerde Almanca konusunda durum aynidir. Yetmigli yillarda,
altmish yillarda bugiinki kadar agir1 degilmis ama o zamanda bile
terbiyeye gore Amerikalilar mevcut ise Ingilizce konusuluyormus.
Ben Amerikal: degil Kanadaliyim fakat Avrupalilar i¢in aramizda
fark yok. Bir defa Bonn’da bir aksam eglentide geg vakitte birisi ke-
yifle, “Die Amis sind weg. Wir sind unter uns. Wir diirfen deutsch
reden” dedi. Yani ben ile esim Almanlarolarak sayiliyorduk o zaman.
Ozellikle Almanya’da ama zaman zaman baska yerde de yabanci-
ligim sik sik fark edilmez. Oyle oldu herhalde. Bugiin her yerde
Ingilizce konugmak isteyen aptallar var. Benim icin, yolculuk etmek
binalara daglara bakmak degil miimkiin oldugu kadar yabanci dil ve
yabanci yasami benimseyerek kendi yasamimdan kagmaktir. Fakat
hep de degil; yasamima ait baz1 seyleri terk etmek istemem, ailem
veya meslegim. Ama dyle kurtulmak bugiin zor. Diinyanin her 1ss1z
yerlerinde bile anadilinin yabanci i¢in kibar olmadigini zannedip

Ingilizce konugan yapiskan kimselere rastlarsin. Universitelerde ¢ok
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daha fazla var. Fakat dikkat edersen diinyada anadilini seven kisileri
matematikgiler arasinda bile hila bulabilirsin. Turkiye'de hevhulma
ilag olarak kullaniliyor, Amerika’da bagka bitki 6rtiisiintin gelisme-
sini engeller. Belki Ingilizce/Amerikanca aynidir. Kendi yurdunun
disinda faydali degil, zararlidir. Gegmiste Almanya’da, Fransa'da,
Rusya’da, Italya’da yere gore farkli olan matematik gelistirilmis,
herkes kendi fikirlerine gore. Bugiin herkes 6biriini takip etmek
ister. Tiirkiye’de sonug bagkadir. Benim 6grencilerim Amerika’dan
Turkiye'ye déndi. Bugiin farkinda oldugum kadar Amerika’ya gi-
den matematikgiler orada kaliyor. Yurdu, anadilini 6zlemiyorlar.
Kendim Thurkiye'ye gelince ¢ok talihli oldum. 1967’de 6grencim-
ken, bugiin Tirkiye'de 6nemli fizikgi olan Cihan Saglioglu'na 1980
Bonn’da rastlayip, ondan sonra onu profesér oldugum Institute for
Advanced Study’ye davet ettigim halde, bu yillarda Tirkiye'yi adeta
unutuyordum. Ik defa 1999 Istanbul’daki Feza Giirsey Enstitiisii
ile ODTU’de izleme heyetinin iiyesi olarak birkag giin i¢in ora-
ya dondim. Tirkge gene dinleyince hasret ¢ektim, sik stk dontp
Fransa’da, Almanya’da yaptigim gibi dili 6grenmek istiyordum. Bu
memleketlerde yaptigim gibi Cihan Bey ile o zaman Yildiz Teknik
Universitesinde profesor olan Meral Tosun bana yardim edince
ilk olarak bu tniversitede birkag seminer verdim. Bagka tlkelerde
tarif ettigim tecriibemin sayesinde bu defa Tirkge gene ve daha
iyi 6grenebiliyordum, halkla da biraz tanigtim, dostlar buldum.
Tabii ki Tirkgem istedigim kadar iyi olamaz. Daha yagh oldum,
Princeton’da igim vardi ama gene Thrk tarihi ve Ttrk edebiyatiyla
tanigarak megrutiyet yillari, Tuirk iktisat tarihi, 6zellikle devrim ve
savag yillarini az da olsa anlamaya basliyorum. Tabii ki alfabenin
1slahy, dil 1slahi nedeniyle Osmanli edebiyati ile tarihi benim igin
erisilmez. Fakat Yahya Kemal Beyatli veya Ahmet Hamdi Tanpinar
gibi Osmanli ile Cumhuriyet dénemi aras: yazarlar faydalidir.
Tanpinarin hem konularini hem de tslubunu begeniyorum. Ama

ilk olarak “Suyu arayan adam” adl1 otobiyografisini kegfettigim
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ve simdi okudugum Sevket Stureyya Aydemir’in tarihi kitaplari
yirminci ytuzyildaki Turkiye'yi anlamak i¢in bana ¢ok faydalidir.
Ben biraz onun gibi tarih¢i olmamama ragmen tarihi anlamak igin
ugragtyorum. Tabii ki anlatt1Z1 tarih kendi tarafindan yaganmus,
ayrica ¢ok sayida belge inceleyerek sahsiyetler ile hadiseleri esasls
sekilde tanimig, ama her seyden 6nce kendi diinyasini kendisi i¢in
anlamaya ugrasan bir kisi.

Elbette Tirkiye’de matematikgilerin arasinda gok sevip takdir
ettigim matematikgilerle, bazen aileleriyle tanigip kendi kimligim-
den kagarak memleketle igerisinden tanigtim. Fakat simdi rastla-
digim iki kisinin en giizel sozlerini hatirlamak isterim. Ilk olarak,
bir gece esimle Besiktag'tan Kadikdy’e vapur ile gitmek istemistik.
Iskeleye ge¢ gelince hemen Beyogluna gitmek istedik. Taksiye bi-
nerek istedigimizi anlattim. Yolda konusurken strici bana “Abi,
Amerika’da uzun zaman kaldin!” dedi. Ondan birkag yil evvel
tek bagima Istanbul’dayken Izmir ile Efes’i ziyaret etmek istedim.
Selguk’ta bir otelde kaliyordum. Sabah sokaklarda dolagiyordum.
Sokakta oynayan yedi/sekiz yasinda kigiik bir kizla konugtum.
Nereden geldigimi filan anlattim. Birka¢ dakika konusmamizdan
sonra bana, “bir Kanadali i¢in iyi Tirkge konuguyorsun,” dedi.
Giizel bir iltifat oldu, haysiyet, 6z giiven ve ruh zengini bir kiz. Cok
Avrupali matematikgi, ¢ok isadamui igin iyi bir misal olur.

Esasen Tirkiye ile dogrudan ilgili olmamasina ragmen bir konu
daha var. Anlattigim gibi Turkiye’ye gittizimde Rus¢a 6grenmek-
ten gegici olarak vazgectim. Bence biraz da olsa konustugum diger
dillerin arasinda, ingilizcc, Fransizca, Almanca, Tirkge, Rus¢a en
guzelidir. Fakat yapisi zor. Onu iyi okuyabilirim fakat konusabi-
lirsem bile iyi denilemez. Daha eski olan edebiyat ve Tolstoy gibi
yazarlar var ama yirminci yilizyildaki yazarlar: da seviyorum, mesela
Mihail Solohov'un yazdig: Ve Durgun Akard: Don, Boris Pasternak’in
yazdiklari, ve Vasily Grossman’in Tirkgesinin var olup olmadig:

bilmedigim Xusus u Cyns6a. Solohov'un romanin: Tiirkiye'ye git-



ROBERT LANGLANDS'TAN TURK OKURLARINA MEKTUP 339

memden evvel satin aldim, fakat ancak ti¢ y1l evvel okumaya bas-
layip ¢ok uzun oldugundan iki yil sonra bitirdim.

Maalesef Rusya’y1 yalniz tek bir defa, iki/t¢ hafta igin ziyaret
ettim. Turkiye’ye ilk geldigim zaman ailemle Kafkasya’dan gegmeyi
distiniiyordum ama ¢abuk vazgectim. Zannediyorum ki bugiin de
Rusya’dan Tirkiye’ye dolaysiz gegmek zor olur!

Yasliyim. O kadar zamanim olmayabilir. Buna ragmen belki ge-
lecekte Trabzon’dan kalkip Karadeniz'den gegerek vapurla Rostov-
na-Donu gelebilirim. Ondan sonra Moskova'ya trenle gegmek stip-

hesiz mimkiindir.

Robert Langlands



Tesekkiir

Bu kitapta anlattigim aragtirmalarin bazilarina sunduklar: kat-
kilardan dolay1 DARPA ve Ulusal Bilim Vakfr'na tesekkiir ede-
rim. Kitabi, UC Berkeley’deki Miller Temel Bilimsel Aragtirmalar
Enstitiisi’'nde bir Miller Profesor’i iken tamamladim.

Editorim T. J. Kelleher ve Basic Books’taki proje editérim
Melissa Veronesi'ye, sagladiklari uzman yol géstericilikten dolay:
tesekkir ederim.

Kitapizerinde ¢alisirken, Sara Bershtel, Robert Brazell, David
Eisenbud, Marc Gerald, Masako King, Susan Rabiner, Sasha
Raskin, Philibert Schogt, Margit Schwab, Eric Weinstein ve David
Yezzi ile yaptigim oldukga faydali sohbetlerden yararlandim.

Alex Freedland, Ben Glass, Claude Levesque, Kayvan Mashayekh
ve Corinne Trang’e, farkli asamalarda kitabin bolimlerini okuduklar:
ve faydali tavsiyelerde bulunduklar: igin tesekkir ederim. Andrea
Young’a 15. Bélim’de kullanilan bardak oyunu resimlerini ¢ektigi
i¢in mutesekkirim.

Ce§itli i¢gorilerini ve uzman tavsiyelerini paylagtig1 i¢in Thomas
Farber’a ve kitabin miisveddelerini okuyup, bir¢ok noktada agikla-
malarim: gelistirmemi saglayan derinlemesine sorular soran Marie
Levek’e 6zel tesekkirlerimi sunarim. Babam Vladimir Frenkel, kita-

bin birgok taslagini okudu ve sagladig geri bildirimler paha bigilemez.
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Ogretmenlerime, akil hocalarima ve bu yolculukta bana yardime:
olan diger herkese olan borcumun anlattigim hikayeden anlagildi-
gin1 umuyorum.

Hepsinin otesinde, sevgi ve destekleri bagardigim her seyi miim-
kiin kilan anne ve babama, Lidia ve Vladimir Frenkel'e gsitkranla-

rimi1 sunarim. Bu kitab: onlara adiyorum.






Notlar

Giris

1. Edward Frenkel, Don’t Let Economists and Politicians Hack Your Math,
Slate, 8 Subat 2013, http://slate.me/128ygaM.

1. Boliim: Gizemli Yaratik

1 Gorselin tiim haklari Physics World'e aittir. (http://www.hk-phy.org/
index2.html)
2. Gorsellerin tiim haklari Arpad Horvath’a aittir.

2. Béliim: Simetrinin Ozii

1. Bu metinde, “bir cismin simetrisi” ifadesi ile cismi degisiklige ugrat-
mayan belirli déniigiimleri kastediyoruz; bir masanin déndiirilmesi
gibi. “Bir cismin simetrisi” ifadesini, bir cismin simetrik olmas: 6zel-
ligini belirtmek i¢in kullanmiyoruz.

2. Saat yoniine donme hareketini kullanirsak yine ayn1 dénme hareket-
leri kiimesini elde ederiz: Saat yoniinde 90 derecelik donme hareketi
ile saat y6niiniin tersine 270 derecelik dénme hareketleri aymdur, vb.

Matematikgiler geleneksel olarak, genellikle saat yoniiniin tersine
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gergeklestirilen dénme hareketlerini kullanirlar fakat bu sadece bir
tercih meselesidir.

Bu biraz gereksiz goriinebilir ama burada amacimiz ukalalik yapmak
degil. Tutarl1 olabilmek i¢in onu da dahil etmeliyiz. Simetrinin cis-
mimizi degisiklige ugratmayan her tiirlii déniigim oldugunu séyledik
ve 6zdeslik de bu tiir bir déntgiimdiir.

Kargikliklar: 6nlemek i¢in, bu metinde verilen bir simetrinin sadece
nihai sonucunu dikkate aldigimizi vurgulamak istiyorum. Sireg igeri-
sinde cisme ne yaptigimizin bir 6nemi yok; bizi sadece tiim noktalarin
nihai konumlar ilgilendiriyor. Ornegin masay1 360 derece dérdiiriir-
sek masanin tiim noktalar1 baglangictaki yerlerine doner. Bizim i¢in
360 derecelik dénme hareketinin dénmenin gergeklesmedigi durumla
ayni simetriye sahip olmasinin sebebi budur. Ayni sebepten 6tiird, saat
yo6niiniin tersine 90 derecelik donme hareketi ile saat y6éniinde 270
derecelik d6nme hareketi de aynidir. Farkli bir 6rnek olarak, masay:
zemin Uzerinde belli bir yonde ¢ metre ileri kaydirip, sonra yine tg
metre geri kaydirdigimizi ya da masay: bagka bir odaya gétiiriip geri
getirdigimizi digiinelim. Masa tamamen ayn1 noktaya geri geldigi ve
tim noktalar baglangigtaki konumlarina geri déndigi middetge bu,
6zdes simetri ile aym simetri olarak degerlendirilecektir.
Simetrilerin bilesiminin sagladigy, dirlesimlilik (associativity) ad1 ve-
rilen 6nemli bir 6zellik bulunur. Ug simetri verilsin (S, S’ ve S"); bun-
larin bilesiminin iki farkh sirada (808")08" ve So(S8'0S") olugturulmasi
ayni sonucu verir. Bu 6zellik, grubun formel tanimina ilave aksiyom
olarak dahil edilir. Ele aldigimiz gruplar i¢in bu 6zellik agik bigimde
karsilandigindan, kitabin ana béliimiinde buna deginmedik.

Bir kare masanin simetrileri izerine konugurken, dért simetriyi ma-
sanin dort kogesi ile tanimlamak isimize yaramigti. Bununla birlikte,
béyle bir tanimlama, késelerden birinin —6zdegsimetriyi gosterenin—
secilmesine dayanir. Bu se¢im bir kez yapildiktan sonra, gergekten de
her bir simetriyi segilen kosenin bu simetri ile dénistiiriilecegi koge

Uzerinden tamimlayabiliriz. Buradaki sikinty, 6zdes simetriyi goster-
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mek i¢in farkli bir késeyi segersek farkli bir tanimlama elde edecek
olmamizdir. Bu yiizden, masanin simetrileri ile masanin noktalari
arasinda ayrim yapmakta fayda vardur.

. Bakimiz: Sean Carroll, The Particle at the End of the Universe: How the
Hunt for the Higgs Boson Leads Us to the Edge of a New World, Dutton,
2012.

. Matematikgi Felix Klein, sekillerin simetri 6zelliklerince belirlendigi
tikrini 1872 yilinda oldukg¢a yanki uyandirann Erlangen Programi’nin
cikis noktasi olarak kullandi. Burada, herhangi bir geometrinin 6ne
¢ikan 6zelliklerinin bir simetri grubu tarafindan belirlendigini agikladi.
Ornegin Oklid geometrisinde, simetri grubu, Oklid uzayinin mesa-
teleri koruyan tiim doniisiimlerinden olusur. Bu dénigtimler, d6nme
ve dteleme hareketlerinin bilesimidirler. Oklid-dis1 geometriler ise
bagka simetri gruplarina karsilik gelmektedir. Bu, olas: geometrileri,
ilgili simetri gruplari tizerinden siniflandirmamizi miimkin kilar.

. Bu, matematiksel ifadelerin hi¢bir y6niiniin yoruma a¢ik olmadigi
anlamina gelmez; 6rnegin belirli bir ifadenin ne kadar 6nemli oldu-
gu, ne kadar yaygin bir bicimde uygulanabilecegi, matematigin ge-
lisimi agisindan ne kadar 6nemli olabilecegi gibi sorular tartigmaya
acik olabilir. Fakat eger ifade mantiksal agidan tutarli ise ifadenin
anlam —tam olarak ne soyledigi— yoruma agik degildir. (Ifadenin
olusturuldugu aksiyom sistemi secildikten sonra, ifadenin mantiksal
tutarlilifi da yoruma agik degildir.)

. Her bir dénme hareketi de yuvarlak cisimlerin (yuvarlak masa gibi) bir
simetrisini meydana getirir. Dolayisiyla prensip olarak, diizlem yerine
yuvarlak masanin simetrileri ile olugturulan dénme hareketleri gru-
bunun goésteriminden de bahsedilebilir. Bununla birlikte, “gdsterim”
terimi matematikte 6zellikle verilen bir grubun n-boyutlu uzayin si-
metrilerini meydana getirdigi durumu ifade etmek i¢in kullanilir. Bu
simetrilerin matematikgilerin dogrusal déniigim (linear transforma-
tion) adin1 verdikleri sey olmas: gerekir; bu kavram, 14. Bolim’tin 2.

sonnotunda agiklanmugtur.
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10. Dénme hareketleri grubunun herhangi bir g elemani igin, #-boyutlu
uzayin ilgi simetrisini Sg ile gosterelim. Bu, herhangi bir gi¢in dogru-
sal doniigiim olmali ve agagidaki 6zellikleri karsilamalidur: Ilk olarak,
grubun elemani olan herhangi bir g ve 4 gifti igin, Sg*4 simetrisi, Sg ve
S simetrilerinin bileskesine esit olmalidir; ikinci olarak, grubun 6zdeg
elemanina kargilik gelen simetri, diizlemin 6zdes simetrisi olmalidir.

11. Daha sonra, adlar “tilsim”, “Gst” ve “alt”olan {i¢ kuarkin ve bunlarin

karg1 kuarklarinin oldugu kesfedildi.

3. Boliim: Beginci Problem

1. Marina Rosha’da da kiigiik bir yari-resmi sinagog daha vardi.
Perestroika’dan sonra Moskova ve bagka gehirlerde daha fazla sinagog
ve Yahudi cemaatinin toplanabilecegi merkezlerin agilmasiyla durum
biraz diizeldi.

2. Mark Saul, Kerosinka: An episode in the history of Soviet mathematics,
Notices of the American Mathematical Society, Cilt 46, Kasim 1999,
s. 1217-1220. Esere su adresten ¢evrim i¢i ulagilabilir: http://www.
ams.org/notices/199910/fea-saul.pdf.

3. George G. Szpiro, Bella Abramovna Subbotovskaya and the “fewish
People's University,” Notices of the American Mathematical Society,
Cilt 54, Kasim 2007, s. 1326-1330. Esere su adresten gevrim igi ula-
silabilir: http://www.ams.org/notices/200710/tx071001326p.pdf.

4. Alexander Shen, Entrance examinations to the Mekh-Mat, Mathematical
Intelligencer, Cilt 16, No 4, 1994, s. 6-10’daki makalesinde, MGU’ya
giris sinavlarinda Yahudi 6grencilere sorulan bazi sorularin bir liste-
sini veriyor. Bu makale, M. Shifman (ed.), You Failed Your Math Test,
Comrade Einstein (World Scientific, 2005) isimli kitapta de yer aliyor.
(Esere su adresten gevrim igi ulagilabilir: http:/www.ftpi.umn.edu/
shif man/ComradeEinstein.pdf). Bu kitaptaki MGU’ya bagvurularla
ilgili bagka makalelere de g6z atabilirsiniz; I. Vardi ve A. Vershik’in

yazdiklarini 6zellikle tavsiye edebilirim.
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T. Khovanova ve A. Radul’un Jewish Problems isimli eserinde, der-
lenmis bagka bir soru listesi bulabilirsiniz. Esere gu adresten ¢evrim
i¢i ulagilabilir: http://arxiv.org/abs/1110.1556.

George G. Szpiro, a.g.e.

4. Boliim: Kerosinka

1

Mark Saul, a.g.e.

5. Boliim: Coziimiin Ipuglar:

1

Jewish People’s University’nin (Yahudi Halk: Universitesi) hikayesi
ve Bella Muchnik Subbotovskaya’in nasil 6ldiigi, D.B. Fuchs ve di-
ger yazarlarin makalelerinin toplandig: su eserde bulunabilir: M.
Shifman (ed.), You Failed Your Math Test, Comrade Einstein, World
Scientific, 2005.
Ayrica bakimiz: George G. Szpiro, a.g.e.

Eger 6zdes orgiiyii diger 6rgiiniin izerine koyar ve aradaki plakalar:
yok edersek ipleri kisalttigimizda bastaki 6rgiiyii elde ederiz. Bu, bir
b érgiisiiniin 6zdes 6rgii ile toplaminin aym 4 6rgiisii oldugu anlami-
na gelir.

Bir 6rgiiile ayna simetrisinin toplamin agagidaki sekilde gorebilirsiniz:
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Yukaridaki resimde sag tarafta goriilen 6rgiide, en sag “civi’de
baglayip biten ipi saga ¢ekelim. Bu bize agagidaki semada sol tarafta
gosterilen 6rgliyd verir. Ayni seyi bu 6rgiiniin Ggiinci ¢ivide baglayip
biten ip i¢in de yapalim. Bu da bize agagidaki semada sag tarafta gos-

terilen orgiiyi verir.

Bir sonraki adimda, ikinci ¢ivide baglayip biten ipi sola ¢ekelim.
Ortaya ¢ikan 6rgiide, birinci ve ikinci ipler arasinda bir st tste gel-
me goriintiisii karsimiza gikar. Ancak bu bir yanilsama: Ikinci ipi
saga cektigimizde bundan kurtuluruz. Bu hareketler asagidaki re-
simde gosterilmigtir. Ortaya ¢ikan 6rgi, asagidaki resimde sag taraf-
ta gosterilmis olup, yukarida gordigimiz 6zdes 6rgiiden bagka bir
sey degildir. Daha kesin s6ylemek gerekirse 6zdes 6rgiiyl elde etmek
i¢in, ipleri dizlestirmemiz gerekiyor ki kurallarimiz da buna misa-
ade ediyor (6rgiiniin baslangigtaki ile ayni1 uzunlukta olabilmesi i¢in
ipleri kisaltmamiz da gerekiyor). Higbir agamada ipleri kesip tekrar
baglamadigimiza ya da bir digerinin tizerinden ge¢mesine miisaade

etmedigimize dikkat edin.
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4. Bu, “tamim” ve “teorem” arasinda farki ele almak i¢in giizel bir firsat.
Ikinci Bélim’de grubun tanimini vermistik. Hatirlarsak grup, belli
bir iglemin (sartlara gére bilesim, toplama ya da ¢arpim isimleri ile
anilabilir) gerceklestirilebildigi ve su dzellikleri (ya da aksiyomlari)
saglayan bir kiimedir: Kiimede bir 6zdes eleman vardir (2. Bélim’de
agiklandig: anlamda); kiimedeki her elemanin tersi vardir ve iglem
—2. Bslim’iin 4. sonnotunda agiklanan— birlesimlilik (associativity)
ozelligini kargilamalidir. Bu zanim bir kez verdigimizde, grup kavram
ilk ve son kez belirlenir. Uzerinde herhangi bir degisiklik yapamayz.

Bu durumda, bir kiime verildiginde ona bir grubun yapisini verme-
ye ¢alisabiliriz. Bunun i¢in, bir islem olugturup, bu islemin yukarida
verilen 6zellikleri karsiladigini géstermemiz gerekir. Bu bolimde,
ipli tim orgilerin kiimesini kullaniyoruz (ana metinde agikladigi-
miz lizere, ipleri kesip birlestirerek elde edilen orgiileri belirliyoruz)
ve bu tir iki 6rgiinlin ana metinde tanimlanan kurala gére toplama
islemini olugturuyoruz. Bu durumda kullandigimiz zeorem, bu isle-
min yukaridaki tiim 6zellikleri karsiladig: yoniindeki ifadedir. Bu
teoremin ispati, bu 6zelliklerin dogrudan dogrulanmasindan olusur.
11k iki 6zelligi kontrol etmis bulunuyoruz (yukarida yer alan ikinci
ve Ugiincl sonnotlarda sirasiyla gorilebilir) ve son 6zellik (birlesim-

lilik) iki érglinin toplama isleminin olugturulmasindan otomatik
olarak elde edilebilir.
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Kurallarimizdan birine bagli olarak, ipin kendi etrafinda dolanma-
sina miisaade edilmediginden, elimizdeki tek ipin st plakadaki tek
¢ividen dogruca alt plakadaki ¢iviye gitmesinden bagka se¢enegimiz
bulunmuyor. Tabii ki dolambagli dag yolu veya kivrimli bir yol gibi
karmagik bir giizergih da izleyebilirdi ama eger gerekirse onu kisal-
tarak ipin dogrudan agagiya inmesini saglayabiliriz. Diger bir deyisle,
Bi grubu tek bir elemandan olugur ve o da 6zdes elemandir (bu eleman
ayn1 zamanda kendi tersi ve kendisi ile toplaminin sonucudur.
Matematik jargonunda, “B> 6rgii grubunun tam sayilar grubu ile izo-
morf oldugunu” sdyleriz. Bu, iki grup arasinda bire bir esleme oldugu
anlamina gelir —yani her bir 6rgiiye Gst Gste binme sayis1 atanir— ve
boylece 6rgiilerin toplami (yukarida tanimladigimiz anlamda) tam
sayilarin toplamina karsilik gelir. Gergekten de iki orgiiyi tst Gste
koydugumuzda yeni bir 6rgii elde ederiz ve bu yeni érgiide st tste
binme sayis1 bagtaki iki 6rgiiye atanan bu sayilarin toplamina egittir.
Ayrica, iplerin hig st tiste binmedigi 6zdes 6rgii O tam sayisina, bir 6r-
glniin tersini almak ise bir tam sayinin negatifini almaya kargilik gelir.
Bakimiz: David Garber, “Braid group cryptography”, Braids: Introductary
Lectures on Braids, Configurations and Their Applications, Ed. A. Jon
Berrick, s. 329-403, World Scientific 2010. Esere su adresten ¢evrim igi
ulagilabilir: http://arxiv.org/pdf/0711.3941v2.pdf.

. Bakimiz: 6rnegin, Graham P. Collins, “Computing with Quantum

Knots”, Scientific American, Nisan 2006, s. 57-63.

De Witt Sumners, Claus Ernst, Sylvia J. Spengler ve Nicholas R.
Cozzarelli, “Analysis of the mechanism of DNA recombination us-
ing tangles”, Quarterly Reviews of Biophysics, Cilt 28, Agustos 1995,
s. 253-313.

Mariel Vazquez ve De Witt Sumners, “Tangle analysis of Gin
recombination”, Mathematical Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, Cilt 136, 2004, s. 565-582.

Daha dogru bir bigimde ifade etmek gerekirse (9. Boliim’de deginece-

giz), Bn 6rgii grubu, bir diizlem tizerinde bulunan sirasiz z ayrik nokta
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uzayinin temel grubudur. Burada, »'inci dereceden polinom cinsinden,
bir diizlem tizerindeki 7 sirasiz ayrik noktanin olusturdugu topluluk-
larin faydali bir yorumunu goriiyoruz. 4o ve a1 karmagik sayilar olmak
tizere ikinci dereceden monik bir polinom (monic polynomial) olan
o+ aix+ ao1 ele alalim (burada “monik” ifadesi, #’in en yiiksek kuv-
vetine sahip terimin, yani x? teriminin éniindeki katsayinin T’e esit ol-
dugu anlamina gelir). Polinomun karmagik sayilar olan iki koki vardir
ve bu iki kok tersine, benzersiz bir bigimde ikinci dereceden bir monik
polinomu belirler. Karmagik sayilar diizlem tizerindeki noktalar olarak
gosterilebildiginden (bkz. 9. B6lim), iki ayrik kékii olan ikinci dereceden
monik polinom da diizlem tizerindeki ayrik noktalar cifti ile aynidur.
Benzer sekilde, 7 ayrik karmagik k6ki olan #’inci dereceden bir
monik polinom olan x” + @n1x™1+ ...+a1x+ao polinomu da diizlem
tzerindeki » ayrik noktanin —kokleri— toplulugu ile aynidir. Kokleri
1,2,3,...,n olan bu tiirden bir polinom segelim: (x-1)(x-2)...(x-7). Bu
tirden polinomlarin olugturdugu (segtigimiz (x-1)(x-2)...(x-n) ile bag-
lay1p biten) uzaydaki bir yol da her ipin belli bir noktanin gidimizi
oldugu 7 ipli bir 6rgii olarak gorsellegtirilebilir. Bu durumda, B, 6rgii
grubunun ayrik kokli #'inci dereceden polinomlarin uzayinin temel
grubu oldugunu buluruz (bkz. 14. Bélim).
Soldan agagiya inen ip sagdan agagiya inen ipin altina giriyorsa iki ip
arasindaki her bir st uste gelige +1 degeri, tersi durumda da -1 atanur.

Su orgiiyi ele alalim:
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Ip giftlerinin st iiste gelmesiyle olugan bu sayilari (+1 ve -1) top-

larsak verilen bir 6rgiiniin toplam ist tste gelme sayisin1 elde ederiz.
Eger ipleri kesip birlestirirsek her zaman +1 tist uste gelme sayisi ka-
dar -1 st Uste gelme sayisini ekler ya da ¢ikaririz ve béylece toplam
st lste gelme sayist sabit kalir. Bu, toplam st iiste gelme sayisinin
iyi-tammlanmis (well-defined) oldugunu gosterir: Orgiiyii kesip bir-
lestirdigimizde degismez.
iki 6rgiiniin toplanmas: ile elde edilen bir érgiiniin toplam st Gste
binme sayisinin bu iki 6rgiiniin st iste binme sayilarinin toplamina
esit oldugunu unutmayin. Dolayisiyla toplam ist Gste binme sayilar:
0 olan iki 6rgiiniin toplami, yine toplam iist lste binme sayis1 0 olan
bir 6rgt olacaktir. B’y degismeli altgrubu bu tiirdeki biitiin 6rgiilerden
olugur. Bu bakimdan B, 6rgii grubunun maksimal degismeli olmayan
(maximal non-commutative/non-abelian) kismidair.
Betti sayilar: kavrami, geometrik sekillerin belirgin 6zellikleri
Uzerine ¢alisan matematik dali olan topolojide ortaya ¢ikmagtir.
Cember ya da kiire gibi verilen bir geometrik seklin Betti sayilari,
her bir sayinin 0 ya da bir dogal say1 oldugu bir say1 dizisi (&o, 41,
42,...) olusturur. Ornegin ¢izgi ya da diizlem gibi diiz bir uzay igin,
bo=1 olup, diger tim Betti sayilar: 0’a esittir. Genel olarak 4o, ge-
ometrik seklin bagli bilesenlerinin sayisidir. Cember i¢in bo=1 ve
bi=1 olup, diger tim Betti sayilar1 0’dir. Birinci Betti sayis1 olan
41in T’e esit olmasi, bariz olmayan tek boyutlu bir par¢anin var ol-
dugunu yansitir. Kiire i¢in, bo=1, b1=0, bz=1 olup, diger tiim Betti
sayilar1 0’a esittir. Burada b2, bariz olmayan iki boyutlu bir parga-
nin varligini yansitir.

By 6rgii grubunun Betti sayilari, # ayrik kokli #’inci dereceden
monik polinomlar uzayinin Betti sayilar: olarak tanimlanir. B', de-
gismeli altgrubunun Betti sayilari, yakin baglantili bir uzaymn Betti
sayilaridir. Bu uzay, 7 ayrik kokli ve #’inci dereceden biitiin monik
polinomlardan olugur ve ayrica diskriminantlar: (tiim kék ciftleri

arasindakifarkin ¢arpiminin karesi) sifir olmayan sabit bir deger alir
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(6rnegin bu degerin 1 oldugunu soyleyebiliriz). Ornegin, «P+ar+ao
polinomunun diskriminant: alz - 4ao0’a esittir ve tim n degerleri igin
benzer bir formiil vardur.

Tanima gére, bir polinomun diskriminantinin 0’a esit olmasi, an-
cak ve ancak ¢okkatl: koklere (multiple roots) sahip olmas: halinde
miimkindiir. Dolayisiyla, diskriminant bize » ayrik kokli #’inci de-
receden biitiin monik polinomlarin uzayindan sifir noktas: bulunma-
yan karmagik diizleme gegigin fonksiyonunu verir. Béylece, bu uzaymn
baslangi¢ noktasi olmayan karmagik diizlem tizerindeki “lifleme”sini
elde ederiz. Bn'in Betti sayilar: tiim uzayin topolojisini yansitirken,
B'v’in Betti sayilar: bu liflerin herhangi birinin (topolojik olarak hepsi
aynidir) topolojisini yansitir. Varchenko’yu bana bu problemi vermeye
iten asil etken, liflerin topolojisini anlama arzusuydu. Betti sayilari ile
ilgili kavramlar olan homoloji (homology) ve kohomoloji (cohomology)
tizerine daha fazla bilgi edinmek i¢in, agagida verilen girig niteligin-
deki ders kitaplarina bagvurabilirsiniz:

William Fulton, Algebraic Topology: A First Course, Springer, 1995.

Allen Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press,
2001.

6. Boliim: Acemi Matematikgi

1

Kenar bosluguna bu notu diigen Fermat’nin bl6f yaptigini digiinenler
var. Ben béyle diiginmiiyorum; bence samimi olarak bir hata yapti.
Ne olursa olsun, ona giikran borgluyuz —kenar bogluguna distiga
kiigiik not ile matematigin gelisimine olumlu y6énde bir etkisi oldu.

Daha kesin olarak séylemek gerekirse sunu kanitladim: »’nin tiim &
bolenleri igin, g=n(d-2)/d olmak iizere, ¢g'incii Betti sayis: ¢(d)’ye esit
olup, #-Tin tiim 4 bolenleri igin, ¢=(n-1)(d-2)/d olmak tizere, ¢'tincii
Betti sayis1 ¢(d)'ye esittir. B'y'in diger tiim Betti sayilar1 0’a esittir.

1985 yilinda Mikhail Gorbagov iktidara geldi ve hemen ardindan pe-
restroika politikasim uygulamaya koydu. Bildigim kadariyla, Mekh-
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Ma#'n giris sinavlarinda Yahudi 6grencilerin kargilagtigi benimkine
benzer sistematik ayrimcilik uygulamalari 1990 yilinda sona erdi.

4. S. Zdravkovska ve P. Duren, Go/den Years of Moscow Mathematics,
American Mathematical Society, 1993, s. 221.

5. Matematikgi Yuly Ilyashenko, Polit.ru isimli internet sitesinde 28
Temmuz 2009 tarihinde yayinlanan The black 20 years at Mekh-Mat
(Mekh-Mat'in 20 kara y1l1) isimli miilakatinda bu olayin Mekh-Mar'taki
anti-Semitik politikalarin olusumunda hizlandirici rol tstlendigini id-
dia etmigtir: http://www.polit.ru/article/2009/07/28/ilyashenko2.

6. Soru, 7 cinsinden bir Riemann yizeyi elde edebilmek i¢in 47 kenarli
diizgiin bir cokgenin kenarlarinin, ikigerli olarak kag farkli bigimde
yapistirilabileceginin bulunmasin istiyordu. Dokuzuncu Bolim’de,
cokgenin ters kenarlarini tanimladigimizda, bunu yapmanin bir yo-
lunu gérecegiz.

7. Edward Frenkel, “Cohomology of the commutator subgroup of the
braid group”, Functional Analysis and Applications, Cilt 22, 1988,
s. 248-250.

7. Boliim: Biiyiik Birlesik Teori

1. Mathematics Newsletter i¢in Robert Langlands ile yapilan répor-
taj, University of British Columbia. R6portajin tamamina su linkten
ulasabilirsiniz: http:/www.math.ubc.ca/Dept/Newsletters/Robert_
Langlands_interview_2010.pdf.

2. V2=m/n esitligini saglayan iki dogal say1 (m ve ») oldugunu varsa-
yalim. Genelligi kaybetmeksizin, m ve n sayilarinin aralarinda asal
oldugunu varsayalim; diger bir deyisle 1'den bagka higbir dogal say1ya
ayn1 anda bolinemez olsunlar. Aksi halde, m=dm’ ve n=dn’ ile birlikte
/2 = m'/n olurdu. Gerekmesi durumunda bu islemi, aralarinda asal
iki say1 elde edene kadar tekrar edebiliriz.

Neticede, 7 ve n sayilarinin aralarinda asal ve J2=min oldugu-

nu varsayalim. Formiliin her iki tarafinin da karesini aldigimizda,



NOTLAR 355

2 = m?/n? esitligini elde ederiz: Her iki tarafi da il carptigimizda
m*=2n? olur. Bu, #»’nin ¢ift oldugunu ifade eder; aksi durumda m’nin
tek olmasi gerekirdi ki bu da formiil ile geligki arz ederdi.

Eger m ¢ift ise, herhangi bir p dogal sayus1 igin, m=2p olur. Bunu
bir 6nceki formiile yerlestirirsek 4})2:2712 ve dolayistyla da = ZPZ olur.
Fakat bu durumda, tipk: 7 i¢in oldugu gibi, 'nin de ift olmasi ge-
rekir. Bu durumda m ve ’nin her ikisinin de ¢ift olmasi gerekir ki bu
durum iki sayinin aralarinda asal olmasina dair kabuliimiizle ¢elisir.
Dolayistyla, bu tiir iki 7 ve n sayisi var olamaz.

Bu, “olmayana ergi”’nin giizel bir 6rnegidir. Ispatlamaya ¢alisti-
gimizin tersi bir ifade ile bagladik (6rnegimizde ispatlamaya ¢aligti-
gimiz ifadenin tersi olan, v 2'nin rasyonel say1 oldugu ifadesiyle bas-
ladik). Eger bu yanlis bir ifadeyse (6rnegimizde hem 7 hem de #’'nin
aralarinda asal oldugunu kabul etmis olmamiza ragmen, her ikisinin
de ¢ift oldugunun anlagilmasi) baglangigtaki ifademizin de yanlig
oldugunu anlariz. Dolayisiyla, ispatlamaya ¢aligtigimiz ifade (yani
J/2nin rasyonel say1 olmadig1) dogrudur. Bu yéntemi, 8. Boliim’de
tekrar kullanacagz: 11k olarak Fermat'nin Son Teoremi'nin ispatini
taritigirken ve ardindan da 6. sonnotta, Oklid’in sonsuz sayida asal

say1 bulunduguna dair ispatini ele alirken.

. Ornek olarak, su iki say1y1 carpalim: —;‘ + 4/2 ve 3-+/ 2. Parantezleri

agarsak:

(_%_ar /‘2)(3 -ﬁ)=%-3—%f2+/‘2~3— J2:)2.

v2+/2 =2 oldugundan, terimleri topladigimizda agagidaki cevabi

elde ederiz:

3.1./3 9--1,.5 /7
> 2J2+3/'22 2+2J2.

Bu, aym bigimde bir rakam olup, yeni say1 sistemimize dahildir.
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4. Biz say1 sistemimizin sadece su 6zelliklere sahip simetrilerini deger
lendiriyoruz: toplama ve ¢arpma iglemlerinin gergeklestirilebildig
ve 0'in 0'a, Tin e, toplamsal ters elemaninin toplamsal ters elemana
carpimsal ters elemanin ¢arpimsal ters elemana gittigi simetriler. Faka
eger 1 I'e gidiyorsa 2=1+1 de 1+1=2’ye gitmelidir. Benzer sekilde, tiin
dogalsayilarile onlarin negatifleri ve garpimsal ters elemanlari da ko-
runmalidir. Bu yiizden, tiim dogal sayilar, bu tiir simetrilerle korunur

5. Bu simetrinin toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme ile ger¢ekten uyumlu
olup olmadigini sinamak kolaydir. Bunu toplama islemi igin yapalim.
Yeni sayi sistemimizdeki iki farkli say1y: ele alalim:

x+y/_2 ve x’+y’/_2
Burada «, y, &' y/, rasyonel sayidir. Simdi bunlar: toplayalim:

(x+ p/ 2)+(x" + Y/ 2)=(x +x"\Hy+y' W 2.

Simetrimizi her birine uygulayabiliriz ve sunu elde ederiz:

x-W2 ve x'-yV2
Simdi de bunlar: toplayalim:

(x-y) 2)+(ad~y'V 2)=(x +2 vy W 2.

Elde ettigimiz sayinin simetrimizi ilk toplamimiza uygulayarak elde
ettifimiz sayiya esit oldugunu gérdiik:

( X +x’)+(y+ }04/_2 —> (x +x’)—(y+ y’)ﬁ

Diger bir deyisle, simetriyi bu iki sayinin her ikisine ayr1 ayn
uygulayabilir ve sonra toplayabiliriz. Diger yandan, ilk 6nce sayilar:
toplayip, ardindan da simetriyi uygulayabiliriz. Sonug ayn1 olacaktr.
Simetrimizin toplama iglemi ile uyum/u oldugunu séyledigimizde
kastettigimiz budur. Benzer sekilde, simetrimizin ¢ikarma, ¢arpma
ve b6lme islemleri ile uyumlulugunu da kontrol edebilirsiniz.

6. Rasyonel sayilara v/ 2 ekleyerek elde ettigimiz say: cismi 6rneginde
Galois grubu iki simetriden olusur: 6zdes simetri ve V2 ile -/2nin
yer degistirmesi ile elde edilen simetri. Ozdes simetriyi 7 ile, V2 ve
-/ 2'nin yer degistirmesi ile elde edilen simetriyi de § ile gosterelim.

Bu simetrilerin bilegimini agik bir bi¢imde yazalim:
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Tol=1 Io§=3, Sol=S§
ve en ilginci:

So§=1

Gergekten de eger V2 ile -/2'nin yerini degistirir ve bunu bir kez
daha tekrarlarsak net sonug 6zdeslik olacaktir:

22 = x-pW2 o x-(y/2)=x 49/ 2.

Boylece, bu say1 cisminin Galois grubunu tamamen tanimlamis bu-
lunuyoruz: Iki elemandan (I ve §) olusuyor ve bilesimlerini de yuka-
ridaki formiillerle elde ediyoruz.

. Birkag sene once, Niels Henrik Abel, (Joseph-Louis Lagrange ve Paolo
Ruffini'nin de énemli katkilariyla) radikaller i¢inde ¢oziilemeyecek
besinci dereceden bir denklem bulundugunu gostermisti. Bununla
birlikte, Galois'nin ispat: daha genel ve daha kavramsaldi. Galois
gruplari ve polinom denklemleri ¢6zmenin zengin ge¢misi hakkinda
daha fazlasi i¢in su esere bakabilirsiniz: Mario Livio, The Equation
That Couldn't Be Solved, Simon & Schuster, 2005.

. Genellemek i¢in, katsayilari (g, 4, ¢) rasyonel say1 olan ikinci dereceden

ax?+bx+c=0 denklemini ele alalim. Denklemin ¢6ziimlerini (x1 ve x2)

asagida verilen formiillerle bulabiliriz:
b~/ 62-4ac

2= ~b+/b2-4ac ve | xp=—
2a 2a

Eger 4*-4ac diskriminant: bir rasyonel sayinin karesi degilse bu ¢6-
ziimler rasyonel say1 olmaz. Bu yiizden, eger x1 ve x2'yi rasyonel sayilara
eklersek yeni bir say1 cismi elde ederiz. Bu say1 cisminin simetrilerinin
grubu da iki elemandan olusur: 6zdes eleman ile x1 ve x2 ¢6ziimle-
rini yer degistiren simetri. Diger bir deyisle, bu simetri v 42-4ac ve
-+ #*-4ac terimlerinin yerini degistirir.

Bununla birlikte, bu Galois grubunu tanimlamak i¢in ayrintili

formiiller yazmamiza gerek yok. Gergekten de polinomun derecesi iki
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oldugu igin, iki ¢6ziimi oldugunu biliyoruz, o hilde bunlar1 x1 ve x2
seklinde gosterelim. Bu durumda su denklemi elde deriz:

ax?+bx+c=alsx-x1)(x-x2).

Parantezleri agarsak, x1+x2=—% denklemini elde ederiz ve diizen-
lersek x2=- % -x1 olur. Ayrica, bu denklemin ¢6ziimi x1 oldugundan
(x1)2=' _c+bx; denklemine de sahibiz. Dolayisiyla, eger disktiminant
bir rasyone? sayinin karesi degilse, x1 ve x2'yi rasyonel sayilara ekleye-
rek elde ettigimiz say1 cismi, — ve f rasyonel sayilar olmak tizere—
x+Bx1 bi¢cimindeki tiim sayilardan olugur. x1 ve x2'nin yer degistirdigi

simetriye gore, ®+Bx1 sayist
°(+Bx2=(°(-,3%\) -Bx1

sayisina gider. Bu simetri, toplama ve diger islemlerle uyumludur
cinkd hem x1 hem de x2, rasyonel katsayilar1 olan aym denklemi
¢6zer. Bu say1 cisminin Galois grubunun 6zdeg elemanu ile birlik-
te x1 ve x2'nin yer degistirmesini saglayan simetriden olustugunu
goriiyoruz. Bu zamana kadar, x1 ve x2’nin 4, & ve ¢ cinsinden nasil
ifade edildigine dair higbir bilgi kullanmadigimizi bir kere daha
vurgulamak isterim.

Bu noktay1 gostermek i¢in, 6rnek olarak «°=2 denklemini ele alalim.
Coziimlerinden biri, 2'nin kiipkéki olan, 3/ 2dir. Karmagik say1 olan
iki ¢6ziimi daha vardir: 34/ 2w ve 3V 2%, Bu ifadelerdeki w terimi-

nin a¢ilimi gudur:

wme s T
(Dokuzuncu Bélim’de isledigimiz karmagsik sayilar konusuna géz
atabilirsiniz.) Bu ¢ ¢6zlimii igeren en kigiik say1 cismi, bunlarin
karelerini (34/:1 = (3/5)2, 34w ve 34w —ki kiipleri 2’ye esittir) ve
oranlarini da (w ve w?) icermelidir. Bu say1 cismini olugturmak igin,

goriiniige gore rasyonel sayilara sekiz say1 daha eklememiz gerekiyor.
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Ote yandan, elimizdeki
lT+w+w? =0
denklemi, 'wz’yi 1 ve w cinsinden ifade edebilmemizi sagliyor:
2
w” = -1-w.

Bu durumda elimizde gu denklemler de vardir:

32wt = 323 3w, 3 /4w = 3434w,

Dolayisiyla, say1 cismimizi elde etmek i¢in, rasyonel sayilara beg say1
eklememiz yeterli: w, 372, 32w, /4 ve 3/4w. Bu yizden, bu say1
cisminin x° = 2 denkleminin ayrigtirma cismi (splitting field) adiyla
da bilinen bir genel eleman: alt1 terimin kombinasyonu seklinde ola-
caktir: bir rasyonel say1 art1 bir rasyonel say1 garp: w art1 bir rasyonel
say1 ¢arpt 3/2, vb. Bunu elemanlar iki terimli olan (bir rasyonel say1
art1 bir rasyonel say1 ¢arpi V/2) «* =2 denkleminin ayrigtirma cismi
ile kargilagtirin.

Yukarida gérdiigiimiiz tizere, «* =2 denkleminin ayrigtirma cis-
minin Galois grubunun elemanlari, bu denklemin iki ¢6zliimiiniin
(V2 ve -v/2) sirasini degistirir. Bu tiirde iki permiitasyon vardir: bu
iki ¢6ziimi yer degistiren ve 6zdes eleman.

Benzer gekilde, katsayilari rasyonel say1 olan diger her tiirlii denk-
lem i¢in, onun ayrigtirma cismini ¢6ziimlerinin hepsini rasyonel sayilar-
la ekleyerek elde edilen cisim olarak tanimlariz. Yukaridaki 4. sonnotta
yer alan sava dayanarak, bu say1 cisminin toplama ve ¢arpma islemleri
ile uyumlu olan her tiirli simetrisi rasyonel sayilari korur. Dolayisiyla
bu tiir bir simetri altinda, denklemin herhangi bir ¢6ziimi, bir diger
¢6ziime gitmelidir. Bu yilizden, bu ¢6zlimlerin bir permiitasyonunu
elde ederiz. x°= 2 denkleminde, yukarida verilen {i¢ ¢6ziim s6z konu-
sudur. Her permiitasyonda, birinci olan 32 li¢ ¢6ztimden herhangi
birine; ikinci olan 32w kalan iki ¢6zlimden birine ve tgiinci ¢6-
ziim olan 3/2%? de kalan bir ¢6zlime gider (tersinin olabilmesi igin
permiitasyon bire bir olmalidir). Bu durumda, bu ¢ ¢6ziimiin 3-2 =

6 permiitasyonu vardir. Bu permiitasyonlar bir grup olusturur ve bu
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grubun x°=2 denkleminin ayrigtirma cisminin Galois grubunun bire
bir eslemesi oldugu goriilmiistiir. Béylece, ¢oziimlerin permiitasyonu
tizerinden Galois grubunun agik bir tanimini elde etmis bulunuyoruz.

Yukaridaki hesaplamalarda, denklemin ¢6ziimii igin agik formiiller
kullandik. Katsayilar: rasyonel say1 olan tigiincii dereceden herhangi
bir denklem i¢in de benzer bir sav gelistirilebilir ve ¢6ziimleri igin
katsayilar cinsinden bir formiile de ihtiyacimiz yoktur. Céziim sudur:
Denklemin ¢6ziimlerini x1, x2 ve x3 seklinde gésterelim ve hepsinin
irrasyonel oldugunu varsayalim. Bununla birlikte,

(1 - 22) (1 - 23 (2 - x3)°
seklinde tanimlanan denklemin diskriminantinin her zaman bir ras-
yonel say1 oldugunu kolayca goriiriiz.

Eger diskriminantin karakoki rasyonel say1 degilse bu denklemin
ayrigtirma cisminin Galois grubu, bu ¢6ziimlerin tiim permiitasyon-
larinin grubudur (bu durumda alt: elemandan olugur). Eger diskrimi-
nantin karekoki bir rasyonel say1ise Galois grubu lig permiitasyondan
olusur: 6zdes eleman, x1+— x2 — x3 — x1 devirli permiitasyon (cyclic
permutation) ve tersi.

Ornegin, bes ¢6ziimii bulunan tipik bir besinci dereceden denklem
(yani =5 olan) i¢in Galois grubu, bu beg sayinin tim permiitasyon-
larindan olugan gruptur. Permiitasyon, bu sayilarin kargilikli olarak
bire bir degistirilmesidir; bir 6rnegini agagidaki resimde gorebilirsiniz.

Boyle bir permiitasyonda, x1 ¢6ziimi beg ¢6ztimden herhangi biri-
ne (kendisi dahil) gidebilecegi i¢in beg se¢enegimiz var; bu durumda,
x2 kalan dort ¢6ztimden birine gider; x3, kalan ti¢ ¢6ziimden birine
gider, vb. Boylece, hepsini birlikte digiinirsek 5-4-3-2-1=120 permii-
tasyon bulunur ki bu, Galois grubunun da 120 eleman: bulundugu

anlamina gelir.
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(n elemanli bir kiimenin permitasyonlarinin grubu —#» harfizerin-
deki simetri grubu olarak da bilinir—, 7! = #-(n -1)- ...2-1 elemandan
olugur.) Ikinci, {igiincii ve dérdiincii dereceden denklemlerin Galois
grubundan farkli olarak, bu ¢6ziilebilir (solvable) bir grup degildir. Bu
yizden, Galois'nin savina gére, besinci dereceden genel denklemlerin
¢6zlimlerini radikaller (karekok, kiipkdk, vb) cinsinden ifade edemeyiz.

11. Buna Princeton’daki Ileri Aragtirmalar Enstitiisi'niin internet site-
sinden ulagabilirsiniz: http://publications.ias.edu/sites/default/files/
weill.pdf.

12.1leri Aragtirmalar Enstitiisi'niin Dijital Arsiviindeki resimden alin-
mugtir: http://cdm.itg.ias.edu/cdm/compoundobject/collection/coll12/
id/1682/rec/1.

8. Boliim: Sihirli Sayilar

1 Robert Langlands, “Is there beauty in mathematical theories?”, The
Many Faces of Beauty, Ed. Vittorio Hosle, University of Notre Dame
Press, 2013, esere su adresten ulagilabilir: http:/publications.ias.edu/
sites/default/files/ND.pdf.

2. Sanilar hakkinda daha fazla bilgi edinebilmek i¢in su kapsamli ma-
kaleye goz atabilirsiniz: Barry Mazur, “Conjecture”, Synthese, Cilt
111, 1997, s. 197-210.

3. Fermat'nin Son Teoremi’nin gegmisi hakkinda daha fazla bilgi edinmek
i¢in su eseri inceleyebilirsiniz: Simon Singh’in Fermat’s Enigma. The
Epic Quest to Solve the World's Greatest Mathematical Problem, Anchor,
1998.
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Bakiniz: Andrew Wiles, “Modular elliptic curves and Fermat’s last
theorem”, Annals of Mathematics, Cilt 141, 1995, s. 443-551; Richard
Taylor ve Andrew Wiles, “Ring-theoretic properties of certain Hecke
algebras”, Annals of Mathematics, Cilt 141, 1995, s. 553-572.

Shimura-Taniyama-Weil sanisini en tipik (yari-dengeli (semi-
stable) ad1 verilen) durum igin ispatladilar ve bunun Fermat'nin Son
Teoremi’ni ispatlamak igin yeterli oldugu gorildi. Birkag yil sonra,
saninin geri kalan durumlar1 C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond ve
R Taylor tarafindan ispatland..

Artik ispatlanmig oldugu i¢in, Shimura-Taniyama-Weil sanistni bir
teorem olarak anmak daha uygun olur. Aslinda, artik gogu matematikgi
onu “modiilerite teoremi” (modularity theorem) ismiyle aniyor. Fakat
eski aligkanliklar: sona erdirmek zor ve benim gibi bazi1 kisiler hala
eskiismi kullaniyor. Ironik olarak, Fermat'nin Son Teoremi aslinda bir
san1 olmasina ragmen, teorem olarak anilir. Kugkusuz bu, Fermat'nin
ispat buldugu y6niindeki iddiasina saygidan tercih edilmig olmali.
Eger NVasal say1degilse 1 ile V-1 arasindaki iki x ve y dogal sayist i¢in
N = xy yazabilirdik. Bu durumda, ’in mod N aritmetiginde ¢arpimsal
ters elemani olmazdi. Diger bir deyisle, 1 ile V-1 arasinda

xz=1 (mod V)
esitligini saglayacak bir z dogal sayis: yoktur. Gergekten de eger bu
esitlik saglanmug olsayds, her iki tarafi y ile ¢arparak sunu elde ederdik:
xyz =7y (mod V)

Fakat xy = N oldugundan, sol taraf N,'dir ve bu, y’'nin N’ye boliine-
cegi anlamina gelir. Fakat bu durumda y, 1 ile V-1 arasinda olamaz.
Oklid’e atfedilen ispat su sekilde devam eder: Bu boliimde daha 6nce,
Fermat'nin Son Teoremi'nin ispatini ele alirken kullanmig oldugumuz
“olmayana ergi” (proof by contradiction) y6éntemini uygulariz.

Sonlu sayida asal say: bulundugunu varsayalim: p1, p2,.., pn.
Carpimlarina 1 ekleyerek elde ettigimiz A sayisini ele alalim; yani

A=p1ps.. py+1olsun. Bunun bir asal say1 oldugunu iddia ediyorum.
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Bunu ¢eligkiden faydalanarak ispat edecegiz: Eger bir asal say1 degil-
se 1 ve kendisinden bagka bir dogal say1 tarafindan béliinebilir. Bu
durumda, A'nin asal sayilardan birine (p; olsun) b6linebilir olmas:
gerekir. Fakat 4, p;’ye boliinebiliyorsa o zaman mod p; aritmetiginde
A=0olurdu; halbuki4'nin tanimina goére, mod p; aritmetiginde 4 =1.

Bir ¢eligkiye ulagmis bulunuyoruz. Bu, 4’nin 1 ve kendisinden
bagka herhangi bir dogal say1ya boliinemeyecegi anlamina gelir. Bu

durumda, 4’nin kendisi bir asal sayidr.

.....

mimizla geligki arz eder. Bu durumda, sonlu sayida asal say1 bulundugu
yo6niinde baglangigta yaptigimiz kabiil yanligtir. Dolayisiyla, sonsuz
sayida asal say1 vardur.

. Bunu biraz daha agiklayalim: Belirli bir say: sisteminde, bir @ sayisinin
carpimsal tersi, -6 = 1 esitligini saglayan 4 sayisidir. Dolayisiyla, 6r-
negin rasyonel sayilarin say: sisteminde %’i’m carpimsal tersi Ao,
Incelemekte oldugumuz say1 sisteminde, 1 ile p-1 arasindaki bir @ dogal
sayisinin tersi, bir bagka dogal say1 olan 4 olup, asagidaki sarti saglar:

ab=1 (mod p)

Hangi numerik sistemi ele alirsak alalim, toplamsal 6zdes ele-
man olan 0 sayisinin ¢arpimsal tersi yoktur. Onu hari¢ tutmamizin
sebebi budur.

. Iste ispat1. p asal say1 olmak iizere, 1 ile p-1 arasindaki bir 2 dogal sayisint
alalim. 4 sayisin1 bu araliktaki tiim diger 4 sayilari ile carpalim ve mod
p aritmetiginde sonucu bulalim, Iki siitunlu bir tablo olugturalim: Ilk
stitunda 4 sayisi, ikinci siitunda da mod p aritmetiginde a-b yer alsin.

Ornegin, eger p = 5 ve a = 2 ise, §6yle bir tablo karsimiza gikar:

W I
Wik | NN
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1, 2, 3, 4 sayilarinin her birinin sag siitunda sadece bir kez kars:-
miza giktigini goriiyoruz. 2 ile ¢arptigimizda yine ayni say: kiimesini
elde ederiz ama siralari belirli bir bigimde degisir. Ornegin, 1 sayist
tiglincii satirda goéziikmektedir. Bu, 3 ile 2’yi ¢arptigimizda, mod 5
aritmetiginde 1 sayisin1 elde ettigimiz anlamina gelir. Diger bir de-
yisle, mod 5 aritmetiginde 2'nin tersi 3'tir.

Buolgu genelde gegerlidir: Herhangi bir p asal sayisive 1, 2, ..., p-1
listesindeki herhangi bir a sayis1 igin yukaridaki gibi bir tablo olugturursak
1, 2, ..., p-1 sayilarinin her biri sag siitunda sadece bir kez g6ziikecektir.

Bunu yine “olmayana ergi” yontemini kullanarak ispatlayalim:
Béyle bir durumun olmadigin: varsayalim. Bu durumda, 1, 2, .., p-1
kiimesindeki sayilardan biri (n olsun), sag siitunda en az iki kez kar-
stmiza ¢itkmalidir. Buise 1,2, .., p-1 kiimesinden iki sayinn (1 ve 2
diyelim ve ¢1 > ¢z olsun) su kosulu saglamas: gerekir:

ac1=ac=n (modp).

Fakat bu durumda,

aci-aca = a{c1-¢2) =0 (mod p)

olur. Buradaki son formiil, a-(c1-c2)'nin p ile bolinebilir oldugu an-
lamina gelir. Fakat bu imkénsizdir ¢iinki p bir asal sayidir ve hem 4
hem de c1-¢2, {1,2, .., p-l} kiimesinde yer almaktadur.

Tablomuzun sag siitununda, 1,2, .., p-1 sayilarinin her birinin sa-
dece bir kere kargimiza ¢ikacagi sonucuna variriz. Fakat bu sayilardan
tam olarak p-1 tane bulundugu ve tablomuzda ayn1 sayida (p-1) satir
oldugu i¢in, bunu mimkiin kilan tek yol, her bir sayinin sadece bir
kere yer almasidir. Ancak bu durumda, 1 sayisinin sag siitunda olmas:
ve sadece bir kere yer almas: gerekir. Sol siitunda yer alan ilgili say1 &
olsun. Fakat bu durumda,

ab=1 (modp)
olur.

Boylece ispatimiz tamamlanmig oldu.
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9. Ornegin, 5 elemanli sonlu cisimde 4’ 3’e bolebiliriz:
4/3=4.371- 4.2-8 (mod 5)
=3 (mod 5)

(Burada 2'nin mod 5 aritmetiginde 3’tin ¢arpimsal tersi oldugu ger-
ceginden hareket ettik.)

10. Mutlak degeri 1'den kiigiik olan herhangi bir 4 sayis1 igin su denkle-
min gegerli olmast durumunu inceleyelim:

l+a+az+a3+a4+...= 1 .
-a

Bunu, her iki tarafi 1-4 ile ¢arparak ispatlamak gayet kolaydir. Bu 6z-
des elemani kullanarak ve 4 yerine (q+qz) koyarak, Fibonacci sayilar
i¢in tiretici fonksiyonu yeniden yazabiliriz:

q (1+(g+qz)+(q+qz)2+(q+gz)3+...)

ifadesine egit olacaktir. Ardindan, 1—g—qz’yi dogrusal ¢arpanlarina

ve bu

ayirirsak su ifadeyi elde ederiz:
¢ 1 /5 Y 15
1-g-¢2 /5 1—_—2_ 71 1_T q

145

Yukaridaki 6zdesligi, a = g ile tekrar kullanacak olursak iiretici

fonksiyonumuzda ¢” teriminin 6niindeki katsayinin (F»)
Fo- 1 ([ 1/5V [ 145V
V5 2 2

oldugunu buluruz. Boylece, #'inci Fibonacci sayist igin daha 6nceki-

lerden bagimsiz kapali bir formiil elde etmis bulunuyoruz.
Formiilde kargimiza gikan 1+y 5 sayisina altin oran (golden ratio)

ad1 verilir. Yukaridaki formiilden faydalanarak, » degeri biiyidikge,
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F, / Fa1 oraninin altin orana yaklastigi gériilebilir. Altin oran ve
Fibonacci sayilarina dair daha fazla bilgi i¢in bkz. Mario Livio, The
Golden Ratio, Broadway, 2003.

Burada, su eserdeki anlatimdan faydalandim: Richard Taylor, “Modular
arithmetic: driven by inherent beauty and human curiosity”, The Letter
of the Institute for Advanced Study, Yaz 2012, s. 6-8. Degerli yorum-
larindan 6tiiri Ken Ribet’e tesekkiir ederim. André Weil'in kitabina
(Drrichlet Series and Automorphic Forms, Springer-Verlag, 1971) gore, bu
tinitede ele aldigimiz ti¢lincii dereceden denklemler, Robert Fricke'nin
ardindan John Tate tarafindan ortaya konmugtur.

Bugrup, SLx(Z) adiverilengrubun “kongriians altgruplari”ndan (cong-
ruence subgroups) biridir. S6z konusu grup, tam sayili katsayilara

sahip 2x2 matrislerden olusur ve determinant1 1'dir. Yani, ad-éc=1

)

bigimindeki tam say1 dizileridir. Matrislerin ¢arpimi standart bir for-

kosulunu saglayan,

miille bulunur:
a b\ [d &\ (ad +b ab' +bd
(c a’) '(c’ d )=(ca' +dd b +dd’>

Bu noktada; sanal kisimlari pozitif olan bir 7 karmagik sayisi i¢in,
birim dairenin igindeki herhangi bir gkarmagik sayisinin AT bi-
¢iminde yazilabildigini belirtelim, burada y>0'dir (15. B6lim’in 12.
sonnotuna bakiniz). g sayisi, 7tarafindan belirlenir ve bunun tersi de
dogrudur. Dolayisiyla, SL2(Z) grubunun ¢ tizerindeki etkisini 7iize-
rinde kargilik gelen etkisini kullanarak tanimlayabiliriz. 7zerindeki
etkisini gu formiil verir:

(¢ 5) ezt

§L(Z) grubu (daha agik ifade etmek gerekirse, I 6zdes matrisini ve

-I matrisini igeren iki elemanl: altgrup ile bolimii), Oklid olmayan
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belirli bir metrik ile donatilmig dairenin (Poincaré daire modeli olarak
da bilinir) simetrilerinin grubudur. Fonksiyonumuz, “agirlig1 2” olan
bir modiiler formdur. Bu gu anlama gelir: Eger kongriians altgrubu-
nun daire iizerindeki etkisini (cz-+d)* carpani ile carparak diizeltirsek,
fonksiyonumuz SL2(Z) kongriians altgrubunun daire izerinde yuka-
rida verilen etkisi altinda degismeden kalir.

Ornegin, su makaleyi inceleyebilirsiniz: Henri Darmon, “A proof of
the full Shimura—Taniyama—-Weil conjecture is announced”, Notices of
the American Mathematical Society, Cilt 46, Aralik 1999, s. 1397-1401.
Esere su adresten ulagilabilir: http://www.ams.org/notices/199911/
comm-darmon.pdf.

13. Bu resim, Lars Madsen tarafindan yapilmigtir ve kendisinin izni ile
yayimlanmugtir. Jan Agol’e bu resmi bana gosterdigi ve yaptigimiz
faydali tartigmalar i¢in tegekkiir ederim.

14. Ornegin, bakiniz: Neal Koblitz, Elliptic Curves in Cryptography,
Mathematics of Computation, Cilt 49, 1987, s. 203-209;

I. Blake, G. Seroussi ve N. Smart, E/liptic Curves in Cryptography,
Cambridge University Press, 1999.

15. Bu, bazi sonlu sayida p asal sayilar: harig genellikle dogrudur. Ugiincii
dereceden denkleme ve modiiler forma eklenen bir gift degismez var-
dir ki bunlara sirastyla sef (conductor) ve seviye (level) ad1 verilir ve bu
degismezler bu esleme altinda da korunurlar. Ornegin ele aldigimiz
tiglincii dereceden denklemde, her ikisi de 11’e esittir. Burada gordu-
gimiiz her modiiler formun sifir sabit terimi bulundugunu belirtmek
isterim; ¢'nun 6ntindeki 41 katsay1s1 T’e esittir ve #>1 igin tiim diger &,
katsayilar1 da mod 4, aritmetiginde kargsilik geldikleri p asal sayilar:
tarafindan belirlenir.

16. Yani eger a, 4 ve ¢, n tek asal say1iken Fermat denklemini (a"+4"= ")
¢oziiyorsa, —Yves Hellegouarch ve Gerhard Frey'i takip ederek—
l¢lincl dereceden

y2 = x(x-a")(x+6")

denklemini ele alalim. Ken Ribet (Frey’in bir tavsiyesine uyarak ve
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Jean-Piere Serre’in ulagtig1 bazi kismi sonuglarindan hareketle), bu
denklemin Shimura-Taniyama-Weil sanisin1 saglayamadigini ispat
etti. n=4 durumuyla birlikte (ki aslinda Fermat tarafindan ispatlan-
migt1) bu, Fermat'nin Son Teoremi'ni ima etmektedir. Gergekten de
n>2 kogulunu saglayan herhangi bir tam say1; m 4’e esit ya da tek asal
say1 olmak tzere, n =m# bigiminde yazilabilir. Dolayisiyla, bu tiir m
degerleri i¢in Fermat'nin denkleminin ¢éziimiiniin bulunmuyor olusu,
tim 7 >2 degerleri i¢in de bulunmadig: anlamina gelmektedir.

Goro Shimura, “Yutaka Taniyama and his time. Very personal recollec-
tions”, Bulletin of London Mathematical Society, Cilt 21, 1989, s. 193.
A.ge,s. 190.

Saninin zengin tarihine dair bilgi edinmek igin u eserin 1302-
1303’tinci sayfalarindaki dipnota bakimz: Serge Lang, “Some his-
tory of the Shimura—Taniyama conjecture”, Notices of the American
Mathematical Society, Cilt 42, 1995, s. 1301-1307. Esere ¢evrim igi
ulagmak igin: http://www.ams.org/notices/199511/forum.pdf.

9. B6liim: Resid Tas1

The Economist, 20 Agustos 1998, s. 70.

Bu kitapta kullanilan Riemann yiizeyi resimleri, Stan Wagon’un ne-
zaket gostererek sagladigi kod kullanilarak, Mathematika® yazilimi
ile olugturulmugtur. Ayrintilar i¢in Wagon’un kitabini inceleyebilir-
siniz: Stan Wagon, Mathematica® in Action: Problem Solving Through
Visualization and Computation, Springer-Verlag, 2010.

Bu tam bir tanim say1lmaz ama gergel sayilar igin dogru bir alg: sag-
layabilir. Eksiksiz bir tanim igin, tiim gergel sayilar: rasyonel sayilarin
yakinsayan bir dizisinin limiti olarak diigiinmeliyiz (Cauchy dizisi ola-
rak da bilinir); 6rnegin, /2’ nin sonsuz ondalik a¢iliminin kisaltilmasi,
bu tiir bir dizi olugturur.

Bunu yapmak i¢in, ¢ember tizerinde bir noktay: igaretleyin ve ¢em-

beri ¢izgi tizerindeki 0 noktasina dokunacak sekilde ¢izginin tizerine
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koyun. Daha sonra, ¢ember iizerindeki isaretli nokta tekrar ¢izgiye
degene kadar ¢emberi saga yuvarlayin (bunun igin ¢emberin bir tam
tur atmasi gerekir). Cember ve ¢izgi arasindaki bu temas noktasi, 1T’ ye
kargilik gelen nokta olacaktir.

. Karmagik sayilarin (ve diger say1 sistemlerinin) geometrisi, su eserde
giizel bir bigimde agiklanmugtir: Barry Mazur, Imagining Numbers,
Picador, 2004.

. Daha agik séylemek gerekirse simidin yilizeyini bir nokta eksik ola-
rak olugturduk. Bu nokta, x ve y’'nin sonsuza gittigi “sonsuz ¢6ziime”
karsilik gelmektedir.

. gcinsinden bir Riemann yiizeyi elde etmek i¢in, denklemin sag tara-
fina x’in 2g+1’inci dereceden bir polinomunu koymaliy1z.

. Cebir ile geometri arasindaki baglanti, René Descartes’in ilk olarak,
1637’de basilan Discours dela Méthode isimli kitabinin eklerinden biri
olan La Geométrie'de yer verdigi egsiz bir i¢gorisiiydii. Descartes’in
yontemi hakkinda E.T. Bell sunlar1 yazmustr: “Yonteminin asil giici
simdi anlasiliyor. Istenilen ya da énerilen herbangi bir karmasiklik dere-
cesindeki denklemlerle basliyor ve bunlarin cebirsel ve analitik ozelliklerini
geometrik olarak yorumluyoruz... Bundan béyle cebir ve analiz, ‘uzay ve
onun geometri'sinin baritasiz denizlerinde bizim kil avuzlarimz.” (ET.
Bell, Men of Mathematics, Touchstone, 1986, s. 54.) Bununla birlikte,
Descartes’in yontemi gergel sayilardaki denklemlerin ¢éziimiine uy-
gulanirken, bizim bu bélimde sonlu cisimler ve karmagik sayilardaki
¢6zlimlerle ilgilendigimize dikkat edin.

. Ornegin 5. Béliim’de, iigiincii dereceden y2+y= x°-x denkleminin mod
5 aritmetiginde dort ¢6ziimi oldugunu goérdiik. Dolayisiyla, basitge
ifade etmek gerekirse 5 elemanin sonlu cismi {izerinde buna karsilik
gelen egrinin dort noktasi vardir. Ama aslinda daha fazla yap: bulu-
nur ¢iinkd 5 elemanl sonlu cismin gesitli geniglemelerindeki deger-
lere sahip ¢6ziimleri de degerlendirebiliriz; 6rnegin 14. Bélim’iin 8.
sonnotunda ele aldigimiz x*= 2 denkleminin ¢éziimlerini ekleyerek

elde edilen alan gibi. Bu genigletilmis cisimlerin n=2, 3, 4, .., igin 5"
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elemani vardir ve béylece bu sonlu cisimlerdeki degerlerin ¢6ziimleri
i¢in bir hiyerarsi elde etmis oluruz.

Ugiincii dereceden denklemlere kargilik gelen egrilere “eliptik eg-
riler” (elliptic curves) adi verilir.
The Bhagavad-Gita, “Krishna’s Counsel in Time of War”, ingilizceye
ceviren: Barbara Stoler Miller, Bantam Classic, 1986.

Weil’in, 1930’larin baginda Hindistan’da iki yil gegirdigini ve
Hindu dininden etkilendigini itiraf etmesi ilgingtir.
Ornegin, bakiniz: Noel Sheth, HinduAvatara and Christian Incarnation:
A comparison, Philosophy East and West, Cilt 52, No. 1, s. 98-125.
André Weil, Collected Papers, Cilt 1, Springer-Verlag, 1979, s. 251
(yazarin gevirisi).
A.g.e., s. 253. Bunun ardinda yatan fikir, sonlu cisim tizerindeki bir
egri verildiginde, izerindeki rasyonel fonksiyonlar ad1 verilen yapilari
degerlendirmekti. Bu fonksiyonlar, iki polinomun oranidur. (Bu tiir bir
fonksiyonun egrinin paydadaki polinomun sifir oldugu her noktasin-
da bir “kutup” —yani degeri tanimsiz bir nokta— bulunur.) Verilen
bir egri tizerindeki tiim rasyonel fonksiyonlarin kiimesinin rasyonel
sayilar kiimesindeki ya da 8. Bolim’de ele aldiklarimiza benzeyen
daha genel sayi cisimlerindeki 6zelliklerine benzedigi gorilmusgtir.

Bu noktay1 biraz daha agik héle getirmek i¢in, Riemann yiizeyle-
ri iizerindeki rasyonel fonksiyonlar: ele alalim; benzerlik hala gegerli
olacaktir. Ornegin bir kiireyi ele alalim. Stereografik izdiigiimii kulla-
narak, kiireyi bir nokta ile karmagik diizlemin bir birlesimi olarak gére-
biliriz (ekstra noktanin sonsuzu gésterdigini diginebiliriz). Karmagik
diizlem iizerindeki koordinati #= r+s+/-1 ile gosterelim. Bu durumda,
katsayilar1 karmagik say1 olan her bir P(¢) polinomu, diizlem tizerin-
deki bir fonksiyondur. Bu polinomlar, say: teorisinde gordigiimiiz
tam sayilarin bir benzeridir. Kiire tizerindeki bir rasyonel fonksiyon,
ortak ¢arpani olmayan iki polinomun oranidir: P(#)/Q(#). Bu rasyonel
fonksiyonlar, ortak ¢arpani olmayan tam sayilarin m/n bigimindeki

orani olan rasyonel sayilarin bir benzeridir. Ayni sekilde, daha genel



NOTLAR 3N

bir Riemann yiizeyi izerindeki rasyonel fonksiyonlar da, daha genel
bir say1 cisminin elemanlarinin benzeridir.

Bu benzetmenin giicii yunda yatmaktadir: Say: cisimleri hak-
kindaki sonuglarin ¢ogu igin, sonlu cisimler iizerindeki egrilerdeki
rasyonel fonksiyonlar i¢in gecerli benzer sonuglar bulunur ve bunun
tersi de dogrudur. Bazen bunlardan biri i¢in belirli bir ifadeye odak-
lanmak ve/veya onu ispatlamak daha kolaydir. Bu durumda, benzerlik
bize benzer bir ifadenin dogru olup olamayacagini sdyleyebilir. Bu,
Weil ve diger matematikgilerin yeni bulgular iretmek i¢in kullandig
araglardan biri olmugtur.

14. A.g.e., s. 253. Burada, Notices of the American Mathematical Society,
Cilt 52, 2005, s. 340’da yayimlanan Martin H. Krieger ¢evirisini
kullaniyorum.

15. Bernard Dwork, Alexander Grothendieck ve Pierre Deligne tarafin-
dan ispatlanan ¢ tane Weil varsayimi vard..

16. Bu tanimda bir laf kalabalig1 var. Bunu agiklamak i¢in, agagidaki re-
simde gosterilen, diizlem tizerinde yer alan ve biri diiz digeri kesikli
cizgilerle gosterilen iki yolu ele alalim. Bunlardan birinin kirilmadan
ve siireklilik arz edecek sekilde digerinin bigimini alabilecegi agik¢a
goriliyor. Bu gekilde digerine doniigebilen iki kapali yolun esit oldu-
gunu kabul etmek makul ve ekonomiktir. Eger bunu yaparsak gruptaki
eleman sayisimi ciddi bigimde azaltiriz.

Bu kural aslinda 5. Boliim’de 6rgii gruplarinin taniminda kullan-
digimiz kurala benzemektedir. Orada da ipleri kesip birlegtirmeden

bir digerine déniistiiriilebilen esit iki 6rgiiden bahsetmistik.
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Boylece, Riemann yiizeyimizin temel grubunu, elemanlar1 P nok-
tasinda baglayan ve biten kapali yollar olan grup olarak tanimlariz;
buradaki ilave gart da biri digerine stirekli bir sekilde donistiirtlebi-
len yollar: esitlememizdir.

Eger Riemann ylizeyimiz baglantili ise —ki bizim bagindan beri
kabul ettigimiz durum budur— P referans noktasini se¢meye gerek
kalmaz: Farkli P referans noktalarina atanan temel gruplar, birbirleri
ile bire bir esleme hilinde olacaktir (daha kesin ifade etmek gerekirse
birbirlerine “izomorfik” olacaklardir).

17. Ozdes eleman, “sabit yol” (constant path) olacaktir. Isaretli P nokta-
stm asla terk etmez. Aslinda her bir kapali yolu bir par¢acigin aym P
noktasinda baglayip biten gidimizi olarak diigiinmek 6gretici olabilir.
Sabit yol, par¢acigin P noktasinda kalan gidimizidir. Herhangi bir
yola sabit yol eklendiginde, ana metinde izah edildigi anlamda, bag-
langigtaki yola geri doneriz.

Verilen bir yolun ters yolu ayni yol olacaktir ama ters yonde uzanir.
Tersi olup olmadigini kontrol etmek igin bir yolu tersi ile toplayalim.
Ayni rotay: iki kere fakat ters dogrultularda kat eden yeni bir yol elde
ederiz. Bu yeni “cifte” yolu, siireklilik arz edecek bigimde sabit yola d6-
niistiirebiliriz. Ilk olarak, iki yoldan birini hafifce cekeriz. Ortaya gikan

yol, agagidaki resimlerde gosterildigi tizere, bir noktada biiziilebilir.

(o) (=)
O



NOTLAR 373

18. Alternatif olarak, 5. Bolim’tin 10. sonnotunda degindigimiz iizere, B,
orgii grubu, 7 ayrik koklii 7'inci dereceden monik polinomlarin uzayi-
nin temel grubu olarak goriilebilir. Referans noktast olarak P’yi, kok-
leri 1,2, .., 7 olan (x-1)(x-2)...(x-n) polinomunu segiyoruz. (Polinomun
kokleri, orgiimiziin “givi’leridir.)

19. Iki yolun birbirleri ile yer degistirdigini gormek igin, simidin dig yii-
zeyinin karenin (dort koseli gokgen) ters kenarlarini yapistirarak elde
edilebilecegini gozleyelim. Ikiyatay kenari (a1 ve a'y) birbirine yapig-
tirdigimizda, bir silindir elde ederiz.

Silindirin karst uglarindaki (ilk yapistirmadan sonra karenin di-
ger iki dik kenarinin (a2 ve ) oldugu yer) gemberleri birbirine ya-
pistirdigimizda, simidin dig ylizeyini elde ederiz. Bu durumda, 2; ve
a2 kenarlarinin simidin dig ylizeyi Gzerindeki iki bagimsiz kapali yol
haline geldigini goriiyoruz. Simidin di§ yizeyi izerinde, dért koge-
nin her birinin ayn1 noktayi temsil ettigine ve boylece bu iki yolun
kapali hile geldigine dikkat edin (simidin dis yiizeyi Gizerinde ayni
P noktasinda baslayip biter). Ayrica, a1= 4 ¢iinkii onlar1 birbirlerine

yapstirdik ve benzer sebeple, a2= a5.

aj

K 2

a; a, a a,

a

-
—
-
ay

Kare tizerinde 6nce a1 ve sonra a; yollarini gidersek bu, bizi bir k-
seden caprazindaki koseye gotiirecektir. Ortaya gikan yol a1+ 22’dir.
Ama bu késeler arasinda farkli bir yol iizerinden de gidebiliriz: 6nce a2

ve sonra a1 (a1 ile aynidir). Ortaya gikan yol 2+ 4’1 yoludur. Karenin
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karsilikli kenarlari yapistirinca, a1 kenar1 41 kenari hiline gelirken,
a2 kenari da a; haline gelir. Bu yiizden, a2 +41=42 +a1.

Hem a; +a2 hem de a2 +a1’in kégegen yolu (zit koseleri birbirine
baglayan diiz ¢izgi) haline donigtiiriilebilecegini gézlemleyebiliriz. Bu
islem agagidaki sekilde gosterilmistir (kesikli ¢izgiler, her iki yolun

da nasil dénigtirildiging gostermektedir).

Bu, a1 +a2 ve a3 +a1 yollarinin simidin di§ ytizeyinin temel grubun-
da aym elemanini meydana getirdigi anlamina gelir.

ar+ay=ay+ar
oldugunu ispatlamig bulunuyoruz.

Bu, simidin dig yiizeyinin temel grubunun basit bir yapida oldugu
anlamina gelir: Elemanlarint M-a1 + N-az bigiminde ifade edebiliriz.
Buradaki a1 ve 42, ana metnin 150. sayfasindaki resimde gosterilen
simidin dig ytzeyi izerinde yer alan iki gemberdir. M ve N degerle-
ri de birer tam sayidir. Temel grupta gergeklesen toplama iglemi, bu
ifadelerin olagan toplama iglemi ile 6rtiigmektedir.

Cinsi (genus) pozitif g (yani g adet deligi) olan Riemann yizeyinin
temel grubunu tanimlamanin en kolay yolu yine onu bir ¢okgenin
kargilikli kenarlarini yapigtirarak elde edilebilecegimizin farkina var-
maktir ki bu durumda 4g késesi olacaktir. Ornek olarak, bir oktagonun
(sekiz koseli gokgen) karsilikli kenarlarini birbirine yapigtiralim. Bu
durumda, kargilikli dért kenar vardir ve her giftteki kenarlari tanimla-
r1z. Bu yapigtirma isleminin sonucunu hayal etmek, simidin dig ytizeyi
ornegindekinden daha zordur ama cinsi iki olan bir Riemann yiizeyi

(Danimarka ¢6reginin yiizeyi) elde edilecegi biliniyor.
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Bu, simidin dis ytizeyinin temel grubunu tanimlamak i¢in kullan-
digimiz yolla ayni sekilde genel bir Riemann yiizeyinin temel grubu-
nu tamimlamak i¢in de kullanilabilir. Simidin dig yiizeyi 6rneginde
oldugu gibi, cokgenin ardigik 2¢ kenar1 boyunca yollar: izleyerek,
cinsi g olan Riemann yiizeyinin temel grubunda 2 g adet eleman olug-
turuyoruz. (Kalan 2gadet kenarin her biri, bunlardan biri tarafindan
tanimlanacaktir.) Bunlari @y, a2, ., 424 bigiminde gosterelim. Bunlar
Riemann yiizeyimizin temel grubunu tireteceklerdir; 6yle ki bu grubun
elemanlarindan herhangi biri, bunlar1 toplayarak (muhtemelen birkag
defa) elde edilebilecektir. Ornegin g=2 iin su elemanimiz bulunuyor:
a3 +2a1+3az +a3. (Fakat bunu 243+ 241 +342 bigiminde yazamayacag-
miza dikkat edin; zira a3, a2 ve a1 ile yer degistiremez; bu ytizden en
sag tarafta yer alan a3l sola tagiyamay1z.)

Simidin dis ytizeyi 6rnegindekine benzer bigimde, ¢okgenimizin
karsilikli kenarlarini iki farkli bigimde baglayan yolu ifade ederek,
simidin dig ytizeyi 6rnegindeki degismelilik (commutativity) bagin-
tisin1 genelleyen bir bagint: elde ederiz:

ai+az+ - +azg-1 +azg =azg+a2g-1 +~+az+ai.

Bu aslinda, bu elemanlar arasindaki tek bagintidir, dolayisiyla temel
grubun kisa bir tanimini elde ederiz: a, a2, ..., a3 tarafindan olugtu-
rulur ve yukaridaki bagintiya tabidir.

Bunu daha iyi agiklayabilmek igin, yukarida 13. sonnotta gérdigiimiiz
anlamda, Riemann yiizeyimizdeki tiim rasyonel fonksiyonlari ele ala-
lim. Bunlar rasyonel sayilara benzer. Ilgili Galois grubu, =2 gibi bir
polinom denkleminin ¢6ziimlerinin rasyonel sayilara eklenmesiyle elde
edilen say1 cisminin simetri grubu olarak tanimlanir. Benzer sekilde,
polinom denklemlerinin ¢6ziimlerini X Riemann ytizeyi tizerindeki
rasyonel fonksiyonlara ekleyebiliriz. Bunu yaptigimizda, X’in “6rtme”si
(covering) olan bir baska X’ Riemann yiizeyi izerinde rasyonel fonk-
siyonlar elde edecegimiz anlagilmistur; bu ise, sonlu liflere sahip X' —

X fonksiyonumuzun bulundugu anlamina gelir. Bu durumda Galois
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grubu, X’in tiim noktalarini oldugu gibi birakan X”insimetrilerinden
olugur. Diger bir deyisle bu simetriler, X' — X fonksiyonunun lifleri
boyunca etkilidirler.

Bu noktada, X Riemann yiizeyi tizerinde X’in bir P noktasinda
baslayip biten kapali bir yol alirsak P iizerindeki lifte yer alan X"’in
her bir noktasini alip, bu yol boyunca takip edebiliriz. Eger geri ge-
lecek olursak P iizerindeki lifin genellikle farkl: bir noktasina vari-
r1z; dolayisiyla, bu lifin bir dénigtimiini elde etmis oluruz. Bu, 15.
Bolim’de daha ayrintili olarak gérecegimiz monodromi (monodromy)
olgusudur. Lifin bu déniigiimii bizi Galois grubunun bir elemanina
gotirebilir. Boylece, temel grup ile Galois grubu arasinda bir baglant:

elde etmis oluruz.

Béliim: [lmigin Parcas: Olmak

Buradaki “6zel” kelimesi, yonlerini koruyan ortogonal déntigiimleri
ifade etmektedir (bunlar tam olarak kiirenin dénme hareketlerine
kargilik gelir). Yoniini korumayan (ve bu ytizden de SO(3)’e ait olma-
yan) ortogonal doniigiime, koordinat diizlemlerinin birine gore yan-
stma durumu drnek verilebilir. SO(3) grubu, 2. Bélim’de kuarklarla
baglantili olarak degindigimiz SU(3) grubu (3-boyutlu uzayin 6zel
tniter grubu) ile yakindan iligkilidir. SU(3) grubu, SO(3) grubuna
benzer bi¢imde tanimlanir; ger¢e/ 3-boyutlu uzayin yerine karmagsik
3-boyutlu uzay: koyariz.

Cemberin tek boyutlu oldugunu gérmenin bir diger yolu, 9. Bélim’de
degindigimiz tizere, P+ y2 =1 denkleminin gergel ¢6ziimlerinin kiimesi
olarak digtiniilebilecegini hatirlamaktir. Dolayisiyla ¢ember, diizlem
zerinde bir denklem ile kisitlanan noktalarin kiimesidir. Bu yiizden,
cemberin boyutu, diizlemin boyutundan (2) denklemlerin sayisinin (1)
¢ikartilmasi ile bulunur ve bire esittir.

Bu kisa metnin Duchamp’in notlarinin yer aldigi A /’Infinitif isimli
kitaptan alintilandig1 su eserde belirtilmigtir: Gerald Holton, “Henri
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Poincaré, Marcel Duchamp and innovation in science and art”,
Leonardo, Cilt 34, 2001, s. 130.

4. Linda Dalrymple Henderson, The Fourth Dimension and Non-Euclidean
Geometry in Modern Art, MIT Press, 2013, s. 493.

5. Gerald Holton, a.g.e, s. 134.

6. Charles Darwin, Autobiographies, Penguin Classics, 2002, s. 30.

7. Daha fazla ayrint1 igin, bakiniz érnegin: Shing-Tung Yau ve Steve
Nadis, The Shape of Inner Space, Basic Books, 2010.

8. Bu grubun boyutunun (- 1)/2'ye esit oldugu ortaya ¢tkmgtir. Diger
bir deyisle, bu grubun bir elemanini tanimlamak i¢in, 7(-1)/2 bagim-
s1z koordinata ihtiyacimiz vardir (ana metinde gordiigiimiiz iizere,
n=3 oldugunda 3(3 - 1)/2 =3 koordinataihtiyag duyariz).

9. Matematiksel agidan, her ilmik ¢emberden ti¢ boyutlu uzaya giden
belli bir “fonksiyonun” gériintiisii olarak digtiniilebilir. Yani, cember
tzerindeki her bir ¢ noktasina tig boyutlu uzaydaki /(¢) noktasin1 ata-
yan bir kural olarak goriilebilir. Biz sadece “piiriizsiiz” fonksiyonlar:
ele aliyoruz. Basitge ifade etmek gerekirse bu, ilmigin keskin agila-
r1 ve kogeleri bulunmadigi anlamina gelir ki ana metindeki resimde
gosterilen de bu tiirden bir ilmiktir.

Daha genel ifade etmek gerekirse, § manifoldundan M manifol-
duna giden bir fonksiyon, §’deki her bir s noktasina M’de yer alan ve
sin gbriintiisi (image) ad1 verilen noktay: atayan bir kuraldur.

10. Orncgin bakiniz: Brian Greene, The Elegant Universe, Vintage Books,
2003.

11. Daha agik ifade etmek gerekirse, SO(3)'teki bir ilmik, SO(3)"in ¢ agisi
(gember iizerindeki bir koordinat) ile belirlenen elemanlarinin {f(¢)}
toplulugudur. {g (¢)} toplulugu olan ikinci bir ilmik verilsin ve her ¢ igin
iki donme hareketini birlegtirerek /(¢) o g (¢) olugturalim. Bu durum-
da, SO(3)'te baska bir ilmik olan { f(¢) o g (¢)} toplulugunu elde ederiz.
Boylece, SO(3)'teki her bir ilmik gifti ile tigtincii bir ilmik Gretiriz. Bu ig-
lem, ilmik grubundaki garpma isleminin kuralidir. Ilmik grubunun 6zdes

elemani, SO(3)"in 6zdeg eleman: lizerinde yogunlagan ilmiktir; yani /(¢),
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tiim ¢ degerleri igin SO(3)'lin 6zdes elemanidir. { f(¢p)} ilmiginin tersi,
{r ((p)_l] ilmigidir. Gruba dair tiim aksiyomlarin kargilandigi kolaylikla
gorilebilir. Dolaysiyla, SO(3)’tin ilmik uzayi gergekten de bir gruptur.

12.Bunu gorebilmek i¢in, daha basit bir 6rnek olarak diizlemin ilmik
uzayini ele alalim. Diizlemin iki koordinati vardir: xve y. Dolaysiyla,
diizlemdeki bir ilmik, x(¢) ve y (¢) koordinatl diizlem tizerinde her
biri 0 ile 360 arasindaki ¢ agisin1 kapsayan noktalarin toplulugu ile
aynudur. (Ornegin, x () =cos() ve y (@) =sin(¢p) formiilleri belirli bir
ilmigi tanimlar: yarigap: 1 olan ve merkezi orjinde bulunan bir ¢em-
ber.) Dolaysiyla bdyle bir ilmigi belirtebilmek i¢in, her bir ¢ agist igin
bir ¢ift olmak tizere sonsuz miktarda sayi ¢ifti (x (@), y(¢)) igeren bir
toplulugu belirtmemiz gerekir. Diizlemin ilmik uzayinin sonsuz bo-
yutlu olmasinin sebebi budur. Ayni sebepten 6tiirii, herhangi bir sonlu
boyutlu manifoldun ilmik uzay: da sonsuz boyutludur.

13. Suradan alintilanmugtir: R. E. Langer, “René Descartes”, The American
Mathematical Monthly, Cilt 44, No. 8, Ekim 1937, s. 508.

14. Teget diizlem, bu noktadan gegen tiim diizlemler arasinda kiireye en
yakin olanidir. Kiireye sadece bu tek noktada dokunur; 6yle ki diizle-
mi ¢ok az bile oynatsak (kiire tizerindeki aym sabit noktadan gegme
ozelligini koruyacak gekilde), kiireye daha fazla noktada temas eden
bir diizlem elde ederiz.

15. Tanim1 geregi, verilen bir Lie grubunun Lie cebiri, diiz uzaydir (bir
¢izgi, diizlem, vb). Bu diiz uzay Lie grubuna, Lie grubunun 6zdes
elemanina kargilik gelen noktadan gegen tiim diger diiz uzaylardan
daha yakin olan uzaydur.

16. Genel bir gemberin 6zel bir noktasi yoktur. Ama geméber grubunun var-
dir: Bu, grubun 6zdes eleman: yani ¢ember tizerindeki 6zel bir noktadur.
Bir gemberi grup yapabilmek igin bu noktanin belirlenmesi gerekir.

17. Vektor uzayinin daha ayrintili bir tanimina burada yer verebiliriz:

n-boyutlu diiz bir uzayda bir koordinat sistemi segtikten sonra, bu
uzayn noktalarini gergel sayilardan olusan n-liler (x1, x2, ..., x4) olarak

tanimlayabiliriz; burada x; sayilari noktanin koordinatlarini géster-
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mektedir. Ayrica, tiim koordinatlarin 0’a esit oldugu 6zel bir (0,0, ..,0)
noktasi bulunur. Bu nokta baglangi¢ noktasidur.

Bu uzayda sabit bir (x1, x2, ..., x») nokta segelim. Uzayimizda bu-
lunan herhangi bir nokta olan (z1, 22, ..., 2a)i (1+%1, 22+x2,..., Zn+Xn)e€
gonderen bir simetri tanimlayalim. Geometrik olarak bu simetriyi
n-boyutlu uzayimizin baglangig noktast ile (x1, x2, ... x») noktasin bir-
lestiren yonlii aralik dogrultusunda bir kayma olarak digtinebiliriz. Bu
simetriye vektér ad1 verilir ve genellikle bu yonli aralik ile gosterilir.
Bu vektorii {x1, x2, ..., s bigiminde gosterelim. #-boyutlu diiz uzayin
noktalari ile vektorler arasinda bire bir esleme bulunur. Bu yiizden,
sabit koordinat sistemine sahip bir diiz uzay, vektérler uzay: olarak
digtiniilebilir. Bu ytizden ona vektor uzay: deriz.

Noktalar yerine vektorler tizerinden diigiinmek, vektorlerde iki
dogal islem olmasindan dolay: avantaj saglar. Bunlardan birincisi,
bir vektor uzayini bir grup yapan, vektorleri toplama iglemidir. Ikinci
Bolum’de agiklandig: tizere, simetriler birlestirilebilir ve bu yiizden
de bir grup olugtururlar. Bir 6nceki paragrafta tanimlanan kayma si-
metrilerinin (shift symmetries) bilesimi bize vektorleri toplama igle-
mine dair gu kurali verir:

(X1, X2, ..., Xn> + <Y1, Y2, ..., Yn> = <Y1+ X1, Y2+ X2, .., Yt X
Vektorlerden olugan grubun 6zdes elemani €0,0,..., 0¥ dir. {x1, x2, .., %)
vektoriinlin toplamsal tersi ¢-x1, -x2, ..., -xa dir.

Dogal islemlerden ikincisi, vektorlerin gergel sayilarla ¢arpilmas:
islemidir. Bir (x1, x2, ..., ¥ vektoriinin gergel £ sayisi ile garpimu, <&x1,
kx3, .., kxn) vektorlini verir.

Dolayisiyla bir vektor uzay: iki yapiy: barindirir: toplama (grup
olma 6zelliklerini kargilar) ve sayilar ile carpilabilme. Bu yapilar dogal
ozellikleri kargilamak zorundadir.

Bu durumda, herhangi bir teget uzay bir vektor uzayidir ve bu
yizden her tirli Lie cebiri de bir vektor uzayidur.

Yukarida tanimlanan, gergel sayilar Gizerindeki vektor uzay: ol-

gusudur. Gergekten de, vektorlerin koordinatlar: gergel sayilardir ve
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vektorleri gercel sayilarla ¢arpabiliriz. Bu tanimda, gergel sayilarin
yerine karmagik sayilar koyarsak karmagik sayilar izerindeki vektor
uzay1 kavramini elde ederiz.

18. Lie cebirinde yapilan islemler genellikle késeli parantez ile gosteri-
lir; dolayisiyla, eger ave % Lie cebirinde (bir 6nceki sonnotta anla-
tildig: tizere bir vektdr uzayidir) iki vektorii gosteriyorsa bu iglemin
iizerlerindeki sonucu [4, 5] ile gosterilir. Bu islem gu 6zellikleri tagir:
(3,6]=-[5,adl; [a+4, d=[3,c]+[ 5, clk herhangi bir say1 olmak iizere
(kd,4]= k[d,5]ve Jacobi 6zdesligi adi verilen su ozellik:

([@,81,¢1+([2,¢), +[[¢, 4,61 =0

19. U¢ boyutlu uzayda bulunan 4 ve % vektdrlerinin ¢apraz carpimi 4 x5
bi¢iminde gésterilir, 4 ve 5 vektorlerinin bulundugu diizleme diktir
ve uzunlugu, 4 ve 4 vektérlerinin boylarinin arasindaki aginin siniisii
ile carpimina esittir. Ayrica, 4, 4 ve x4 vektor iigliisiiniin yonii po-
zitiftir (bu olguyu sag el kurali ile de ifade edebiliriz).

20. Omegin, §0O(3) Lie grubunun Lie cebiri, ii¢ boyutlu vektor uzayi-
dir. Dolayisiyla, SO(3)’tin ilmik grubunun Lie cebiri, bu iig boyutlu
uzaydaki tiim ilmiklerden olugur. Ug boyutlu uzayda gapraz carpim,
bu ilmikler Gizerinde bir Lie cebiri yapisi verir. Dolayisiyla, iki ilmik
verildiginde bir tiglinciisiinii tiretiriz ancak ne oldugunu kelimelerle
tanimlamak pek kolay degildir.

21. Daha agik ifade etmek gerekirse Kac-Moody cebiri, bir ilmik grubunun
Lie cebirinin bir boyutlu uzay kadar geniglemesidir. Daha ayrintil bilgi
edinmek igin su esere bakabilirsiniz: Victor Kac, Infinite-dimensional
Lie Algebras, Ugﬁncﬁ Baski, Cambridge University Press, 1990.

22. Virasoro cebiri simetrili modellere konform alan teorileri (conformal)
ad1 verilir ve ilk kez Rus fizikgiler Alexander Belavin, Alexander
Polyakov ve Alexander Zamolodchikov tarafindan 1984 yilinda ortaya
konmuglardir. Yaptiklar: ufuk agic1 ¢aligma, Feigin ve Fuchs'un yani
sira Victor Kac’in ¢aligmalariyla elde edilen bulgulara dayanmaktadr.

23. Bunlarin en iyi bilineni Wess—Zumino—Witten modelidir. Daha ay-

rintili bilgi edinmek i¢in su esere bakabilirsiniz: Edward Frenkel ve
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David Ben-Zvi, Vertex Algebras, Ikinci Bask1, American Mathematical
Society, 2004.

24. Kuantum alanlarinin daha énceki bélimlerde gordigiimiiz “say: cisim-
leri” ve “sonlu cisimler” ile bir alakas: yoktur. Bu, karmagik matematik
terminolojisinin bir diger 6rnegidir ama diger dillerde boyle bir kari-
siklik yoktur: Ornegin Fransizcada, kuantum alanlari igin “champs”

ve say1 cisimleri ve sonlu cisimler igin “corps” ifadeleri kullanilir.

11. B6liim: Zirvenin Fethi

1. Yapiyi daha agik hale getirelim: SO(3)’in ilmik grubunun bir elemani-
ni1 alalim ve bu da SO(3)’tin @ agis1 (gember tizerindeki bir koordinat)
ile belirlenen elemanlarinin bir toplulugu {g (@)} olsun. Ote yandan,
kiirenin ilmik uzayinin bir elemani, kiirenin ¢ ile belirlenen nokta-
larinin bir toplulugu { f(¢g)} olsun. Bu tiir iki {g(q))} ve {£(¢)} verildi-
ginde, kiirenin ilmik uzayinin bir diger elemanini {g((p)(f((p))} toplu-
lugu bigiminde elde ederiz. Bu, her bir ¢ degeri i¢in bagimsiz olarak
kiirenin f{¢) noktasina g(¢) dénme hareketi uyguladigimiz anlamina
gelir. Béylece SO(3)'tin ilmik grubunun her bir elemaninin kiirenin
ilmik uzayinin simetrisini meydana getirdigini gériiriiz.

2. Bayrak (flag) manifoldun bir noktasi bir topluluktur: sabit z-boyutlu
uzayda bir ¢izgi, bu ¢izgiyi igeren bir diizlem, bu diizlemi igeren bir
tig-boyutlu uzay, vb. ve hepsini igeren bir (7-1) boyutlu hiper uzay.

Bunu, ilk inceledigim izdiigiimsel uzaylarla kargilagtiralim:
Izdiigiimsel uzayin bir noktas, #-boyutlu uzaydaki cizgiden bagka
bir sey degildir.

En basit durum olan n =2’de, sabit uzayimiz iki boyutludur ve sa-
hip oldugumuz tek segenek bir gizgidir (sadece tek bir dizlem vardir:
uzayin kendisi). Bu durumda bayrak manifold izdiigimsel uzay ile
aymdir ve kiire ile ¢akigtig1 anlagilmigtir. Burada karmagik uzaydaki
(gergel uzay degil) gizgileri, diizlemleri vs ile 7-boyutlu sabit uzayimizin

baglangi¢ noktasindan gegenleri ele aldigimizi belirtmekte fayda var.
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Bir sonraki 6rnegimiz 7 =3 olsun; yani ti¢ boyutlu bir uzaya sahip
olalim. Bu durumda izdiigiimsel uzay, bu ii¢ boyutlu uzayda yer alan
tim cizgileri igerir ama bayrak manifold ¢iftlerden olusur: bir ¢izgi
ve onu igeren bir diizlem (sadece tek bir {ig-boyutlu uzay var). Bu du-
rumda, izdiigiimsel uzay ile bayrak manifold arasinda bir fark vardur.
Cizgiyi bayragin diregi ve diizlemi de bayragin bez kismi olarak dii-
sunebilirsiniz. Bu ylizden ad1 “bayrak manifold”dur.

Boris Feigin ve Edward Frenkel, “A family of representations of affine
Lie algebras”, Russian Mathematical Surveys, Cilt 43, No. 5, 1988,
5. 221-222.

12. Boliim: Bilgi Birikimi Agac1

1

Mark Saul, “Kerosinka: An episode in the history of Soviet mathema-
tics”, Notices of the American Mathematical Society, Cilt 46, Kasim
1999, s. 1217-1220.

Daha sonradan, kalp doktorlari ile igbirligi yapan Gelfand’in (iirolog-
larla igbirligi yapan Yakov Isaevich ile ayn sebepten), bu yontemi tibbi

arastirmalara da bagariyla uyguladigini 6grendim.

14. Boliim: Bilgeligin Demetlerini Ormek

1
2.

Vektor uzaylarinin tam tanimi, 10. B6liim’in 17. sonnotunda verilmigti.
Vektor uzaylarinin kategorisi durumunda, 77 vektér uzayindan 72
vektor uzayina olan morfizmalara Vi’den V2’ye dogrusal déniigim
(linear transformation) ad1 verilir. Bunlar #1’den F?’ye f fonksiyonlar1
olup, su ozellikleri tagirlar: ¥7'deki herhangi iki a ve 4 vektérii icin,
fa+ %) =f(a) +f(Z)’dir; V1 ’deki herhangi bir 2 vektorii ve £ sayist
i¢inse f(k-a)=k-f(a) dir. Ayrica belirtilebilecek bir nokta da, verilen
bir V'vektor uzayindan uzayin kendine olan morfizmalar, ’den ken-
dine olan dogrusal dénigiimlerdir. #’nin simetri gruplari, tersi olan

bu morfizmalardan olugur.
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. Su eser incelenebilir: Benjamin C. Pierce, Basic Category Theory for
Computer Scientists, MIT Press, 1991.

Joseph Goguen, “A categorical manifesto”, Mathematical Structures
in Computer Science, Cilt 1, 1991, s. 49-67.

Steve Awodey, Category Theory, Oxford University Press, 2010.

. Sueser incelenebilir: http://www.haskell.org/haskellwiki/Category_
theory ve buradaki referanslar.

. Su eser incelenebilir: Masaki Kashiwara ve Pierre Schapira, Sheaves
on Manifolds, Springer-Verlag, 2010.

. Eger grup teorisi bakis agisiyla bakarsak asal sayilara gore modiiler
aritmetigin bu sagirtic1 6zelliginin basit bir agiklamasi vardir. Sonlu
cismin sifir olmayan elemanlarini digiinelim: 1, 2, ..., p-1. Bunlar,
carpma iglemine gére bir grup olustururlar. Gergekten de, carpma
islemine gore 6zdes eleman 1 sayisidir: Herhangi bir 4 elemanini 1
ile carparsak yine @’y1 elde ederiz. Ayrica 8. Boliim’iin 8. sonnotun-
da agiklandi iizere, tiim elemanlarin tersi vardir: {1, 2, ..., p-1}deki
herhangi bir 2 eleman1 i¢in, mod p aritmetiginde - 4 =1 kosulunu
saglayan bir 4 elemani bulunur.

Bu grubun p-1 eleman: var. N elemanli ber tirki sonlu G grubu
i¢in gegerli genel bir kural vardir: Bu grubun her 4 elemaninin Ninci
kuvveti 6zdes elemana (1 ile gosterecegiz) esittir,

aV=1.
Bunu ispatlamak i¢in, G grubundaki su elemanlari inceleyelim: 1,4, 2.
G grubu sonlu oldugu i¢in, bu elemanlar ayrik olamaz. Tekrarlamalar
olmak zorundadur. &, ak’yl Teyadaj=1,..,k-1igin @’ ‘ye esitleyen en
kiigiik dogal say1 olsun. Ikinci durumu ele alalim. al, a-a’'=1 kosu-
lunu saglayacak sekilde, @'nin tersini gosteriyor olsun ve onun j’inci
kuvvetini alalim: &‘= 27 denkleminin her iki tarafini da sagdan (a_l)
Jile carpalim. a-alile her kargilagtigimizda yerine 1 koyalim. 1 ile
carpmak sonucu degistirmediginden, 1'i garpimdan her zaman ¢ika-
rabiliriz. Béylece, her bir a Vin #'lardan birini eledigini goriiriz. Bu

durumda, sol taraf ak_j’ye ve sag taraf da e esit olacaktir yani AJ=1i
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elde ederiz. Fakat 4-7, £ den kiigiiktiir ve bu bizim £ se¢imimizle geligki
arz eder. Dolaysiyla listemizdeki ilk tekrar %=1 bigiminde olmali-
dir. Béylece, 1, 4, az, vy 4" elemanlarinin hepsi ayrik olur. Bu ise s6z
konusu elemanlarin £ elemanli bir grup olusturdugu anlamina gelir:
{1, 4, 2 .., 41, By, baglangigtaki N elemanli G grubumuzun bir alt
grubu ve aym zamanda G’nin elemanlarinin bir alt kiimesidir. Oyle ki
G’nin elemanlarinin s6z konusu alt kiimesinin herhangi iki elemaninin
¢arpimi yine bu alt kiimenin bir elemanini verir; bu alt kiime G’nin
6zdes elemanini ve igindeki elemanlarin her birinin tersini de igerir.

Bu noktada, herhangi bir altgrubun elemanlarinin sayisinin, her
zaman igin, grubun elemanlarinin sayisin1 bélecegi bilinir. Bu ifadeye
Lagrange teoremi ad1 verilir. Ispatini size birakiyorum (ya da isterse-
niz Google’a bagvurun).

Langrange teoremini £ elemanli {1,4,4%, ..., 4 %} altgrubuna uygu-
larsak £nin G grubunun elemanlarinin sayist olan N’yi bélmesi gerek-
tigini buluruz. Dolayisiyla, bir 72 dogal sayist i¢in N=km’dir. Ancak
d=1 oldugu igin, ispatlamak istedigimiz su denklemi elde ederiz:

= (ak)-(ak) -(ak) =1.1-..-1=1

Carpma islemi izerinden, {1, 2, ..., ])—1} grubuna geri dénelim. p-1
elemani var. Bubizim G grubumuz ve dolaysiyla V, p-1’e esittir. Genel
sonucu bu duruma uyguladigimizda, {1, 2, ..., p-l}’dcki tim a degerleri
icin mod p aritmetiginde a” D elde ederiz. Devaminda,

al=a-abl=4.1=4a (mod p).
En sonda elde ettigimiz formiliin, bir » tam sayis1 igin x-y= 7p iken,
x=y (modp)
olmak sartiyla tim a tam sayilar1 i¢in gegerli oldugunu kolaylikla
soyleyebiliriz.

Bu, Fermat'nin kiigiik teoreminin ifadesidir. Fermat bundan ilk
kez, bir arkadagina yolladig1 bir mektupta bahseder. “Sana ispatini
yollamak isterdim ama korkarim ¢ok uzun.”

Bu noktaya kadar, p asal sayil modiiler aritmetik iglemlerini ele aldik.

Fakat » herhangi bir dogal say1 olmak kaydiyla, mod 7 aritmetigi igin



NOTLAR 385

Fermat'nin kiigiik teoremine benzer bir ifade bulundugu anlagilmigtur.
Bunu agiklamak igin, 6. Bslim'de orgi gruplari ile baglantili olarak
degindigimiz ¢ Euler fonksiyonunu hatirlatmam gerekiyor. (Orgii
grubu projemde, 6rgii gruplarmnin Betti sayilarinin bu fonksiyon cin-
sinden ifade edildigini bulmugtum.) ¢(n)'in, 1 ile -1 arasindaki dogal
sayilarin, z ile aralarinda asal olanlarinin sayis1 oldugunu hatirlayalim;
yani 7 ile ortak boleni (I’den bagka) bulunmayan sayilar. Ornegin, eger
n asal say1 ise 1 ile -1 arasindaki tiim sayilar # ile aralarinda asaldir
ve bu durumda ¢(n) = n-1 olur.

Bir 6nceki sonnotta ispatladigimiz a? 1-1 (mod ) formiiliniin
benzeri s6yledir:

ad)(") =1 (mod 7).

Bu formiil, herhangi bir » dogal sayisi ve 7 ile aralarinda asal olan
herhangi bir 2 dogal sayis1 i¢in gegerlidir. Daha 6nce izledigimiz yolla
tamamen aym bicimde ispatlanur: 1 ile #-1 arasinda, # ile aralarinda
asal olan tiim dogal sayilarin kiimesini aliriz. Bunlardan ¢(n) adet bu-
lunur. Bunlarin ¢arpma iglemine gore bir grup meydana getirdiklerini
rahatlikla gorebiliriz. Boylece, Lagrange teoreminden faydalanarak bu
grubun herhangi bir elemaninin ¢(n)'inci kuvveti 6zdes elemana esittir.

Ornek olarak, #’in iki asal saymin garpimi olmast durumunu ele
alalim. Yani p ve ¢ iki ayrik asal say1 olmak iizere, 7 = pg olsun. Bu
durumda, # ile aralarinda asal olmayan sayilar ya p ile ya da ¢ ile b6-
liinebilir olacaktir. Ilki, i=1, ..., ¢-1igin (bunlardan ¢-1 tane vardir) pi
bi¢imindedir; ikincisiise j=1, ..., p-1 i¢in (bunlardan p-1 tane vardir)
¢7 bigimindedir. Boylece sunu buluruz:

$(n) = (n-1)-(g-D-(p-1) = (p-1) (g-1).
Bu durumda, p ve ¢ ile boliinemeyen herhangi bir 2 dogal says1 igin
asagidaki denklemi bulabiliriz:
2@ VgD _q (mod pg).

Bu noktada, herhangi bir a dogal say1st ve  tam sayis1 igin formiiliin

dogru oldugunu rahatlikla gorebiliriz:
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a1+m(]>'1)(9'1) =a (mod .pq)

Bu denklem, en yaygin kullanilan sifreleme algoritmalarindan
birinin, RSA algoritmasinin temelidir (RSA ismi 1977 yilinda onu
tanimlayan Ron Rivest, Adi Shamir ve Leonard Adleman’in soyad-
larindan tiretilmigtir). Buna gore, iki asal say1 (p ve ¢) segilir (bunlari
uretecek ¢ok sayida algoritma bulunur), 7 de bunlarin ¢arpimidir. n
agiklanirken, p ve g asal sayilari gizli tutulur. Bir sonraki adimda, (p-1)
(¢-1) ile aralarinda asal olan bir ¢ sayisi segeriz. Bu say1 da agiklanur.

Sifreleme iglemi herhangi bir 4 sayisi (kredi kart1 numaras: gibi)
mod 7 aritmetiginde a”ye dénistiiriir:

a — b=4d° (modn)
a”den tekrar 4’y1 elde etmenin etkin bir yolunun bulundugu ortaya
ctkmugtir. S6yle ki 1 ile (p-1)(¢-1) arasinda su 6zellikleri saglayan bir
d sayis1 buluruz:
de=1 (mod (p-1)(g-1))
Diger bir deyisle, bir 7 dogal sayis1 i¢in
de = 14m (p-1)(g-1).

Yukaridaki formiile gore soyle devam ederiz:
% (modn) = GM*™CVED (104 )
= a4 (mod n).

Dolayisiyla, 4 = a° verildiginde, baslangigtaki a sayisin1 su sekilde
elde edebiliriz:

b - B (mod 7).
Soyle 6zetleyebiliriz: n# ve e sayilarini agikliyoruz ama &’yi gizli tutu-
yoruz. Sifreleme gu formiille yapiliyor:

a — b=d (modn).
Bunu herkes yapabilir ¢iinkii ¢ ve 7 herkes tarafindan biliniyor.
Sifreyi su formiille ¢6zebiliriz:

b — & (mod 7).
Bu esitligi a”ye uygularsak baglangigtaki a sayisini elde ederiz. Fakat
bu iglemi, sadece &’yi bilenler yapabilir.
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Bunun giizel bir sifreleme yontemi olmasinin sebebi, kodlanan say1-

lar1 yeniden olusturmamizi saglayan & degerini bulmak igin, (p-1)(g-1)
degerini biliyor olmamiz gerekmesidir. Fakat bunun i¢in de #'in iki
asal boleni olan p ve g degerlerini bilmemiz gerekir. Bu degerler sakli
tutulur. Yeterince biiyiik 7 degerleri igin, bilinen asal ¢arpanlara ayirma
yontemleriyle p ve ¢'yu bulmak, giiclii bir bilgisayar ag: destegiyle bile
aylar siirebilir. Ornegin, 2009 yilinda bir grup aragtirmaci yiizlerce
paralel bilgisayar kullanarak, 232 basamakl: bir say1y iki yilda ¢arpan-
larina ayirabildi (bakiniz: http://eprint.iacr.org/2010/006.pdf). Fakat
eger biri dogal sayilar1 asal ¢arpanlarina ayirmanin etkili bir yolunu
bulabilirse (6rnegin bir kuantum bilgisayar kullanarak) bu sifreleme
yontemini kirmanin bir yolunu bulabilir. Sayilar: asal ¢arpanlarina
ayirmak i¢in bu kadar ¢ok aragtirma yapilmasinin sebebi budur.
. Rasyonel sayilar soz konusu oldugunda, =2 bigimindeki denklem-
lerin rasyonel sayilar arasinda ¢6ziimlerinin bulunamayabilecegini
g6rmiistiik ve bu durumda +/2 ve -+/2 gibi g6ziimler ekleyerek yeni
bir say1 sistemi olusturabiliyorduk. Ayrica, +/2 ve -v2’nin yer degis-
tirebilirliginin de bu say1 sisteminin simetrisini meydana getirdigini
gormistiik.

Benzer sekilde, x% =2 ya da K-x=1 gibi degiskeni x olan polinom
denklemleri de {0, 1, 2,......, p - 1} sonlu cismindeki denklemler olarak
degerlendirebiliriz. Bu durumda, bu denklemin s6z konusu x sonlu
cisim iginde ¢6ziiliip ¢6ziilemeyecegini sorabiliriz. Eger bir ¢6ziimi
yoksa /2 ve -4/2’yi rasyonel sayilara ekledigimiz gibi, ¢6ziimleri bu
sonlu cisme ekleyebiliriz. Bylece yeni sonlu cisimler yaratiriz.

Ornegin, eger p =7 ise, x% =2 denkleminin 3 ve 4 olmak iizere iki
¢6zimi vardir, ¢linkd

322922 (mod7) ve 4%=16=2 (mod?7).
4in mod 7 aritmetiginde -3 olduguna dikkat ediniz; ¢iinki 3+4=0
(mod 7). Bu durumda, x% =2 denkleminin iki ¢6zlimi birbirlerinin
negatifidir; tipk1 +/2 ve -v/2'nin birbirlerinin negatifi olmas: gibi.

Bu pek de sagirtict bir durum degil: «* =2 denkleminin iki ¢6zimi
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her zaman igin birbirinin negatifi olacaktir, ¢linkii eger 2% =2ise
(—a)2 = (—1)2a2 =2’dir. Bunun anlami gudur: Eger p #2 ise sonlu cismin
kareleri ayni sayiya esit olan iki elemani daima olacaktir ve bunlar da
birbirinin negatifi olacaktir (eger p # 2 ise p mecburen tek olur ve bu
durumda -z ile 4 birbirine esit olamaz; aksi takdirde p’'nin 24’ya esit
olmasi gerekirdi). Dolayisiyla, {1, 2,....., p - 1} sonlu cismin 0a esit
olmayan elemanlarinin sadece yarisi bir sayinin karesidir.

(Unlii Gauss kargitliklilik yasast, mod p aritmetiginde hangi 7
sayilarinin bir sayinin karesi olup, hangilerinin olmadigini tanimlar.
Bu konu kitabimizin sinirlarini agtyor ama sunu séyleyebiliriz: Cevap
sadece mod 47 aritmetiginde p'nin degerine baglidir. Ornek vermek
gerekirse 7 =2"nin p =7 olmak kaydiyla mod p aritmetiginde bir say1-
nin karesine karsilik geldigini biliyoruz. Bu durumda 47 =8'dir. Bu
yiizden, s6z konusu say1 (p herhangi bir asal say1) mod p aritmetiginde
karedir ve bu da mod 8 i¢in 7’ye esittir; ne kadar biiyiik oldugunun bir
onemi yoktur. Bu oldukga sagirtici bir sonug!)

Eger p=5 ise mod 5 aritmetiginde 1221,2%=4,3% =4 ve 4% =1
olur. Bu yiizden, 1 ve 4 mod 5 aritmetiginde bir sayinin karesi iken,
2 ve 3 degildir. Dikkat edecek olursak =2 denkleminin, rasyonel
sayilarda oldugu gibi, {0, 1, 2, 3, 4} sonlu cisminde bir ¢6ziimii yoktur.
Bu yiizden, {0, 1, 2, 3, 4} sonlu cismi %% = 2’nin ¢6ziimlerini eklemek
suretiyle genisleterek yeni bir say1 sistemi yaratabiliriz. Bu ¢6ziimleri
bir kere daha v'2 ve -2 olarak gosterelim (fakat bunlarin daha énce
rasyonel sayilara eklediklerimizle aym sayilar olmadigini unutmayalim).

a ve b sayilarinin {0, 1, 2, 3, 4}iin elemanlar: oldugu, agagidaki
bigimde sayilarigeren yeni bir sonlu cisim elde etmig bulunuyoruz:

a+biy2

0, 1, 2, 3 ya da 4 degerlerini alabilen iki adet (a ve 4) parametremiz
oldugundan, yeni say1 sistemimiz 5 -5 =25 eleman igerir. Genellersek:
{1, 2,....., p - 1} cisminin herhangi bir sonlu genislemesinin bir 7 dogal

sayist igin p™ elemani vardur.
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Bu noktada, tek degiskenli tiim polinom denklemlerinin biitiin
¢oziimlerini {1, 2,....., p - 1} sonlu cismine ekledigimizi varsayalim.
Baylece, sonlu cismin cebirsel kapans: (algebraic closure) adi verilen
yeni bir say1 sistemi elde ederiz. Baglangigtaki sonlu cismin p elema-
n1 vardi. Cebirsel kapanigin ise sonsuz sayida eleman igerdigi anla-
stlmigtir. Bu agamada 6niimiize gelen soru, cebirsel kapangin Galois
grubunun ne olacagidir. Bunlar, bu cebirsel kapanigin toplama ve ¢1-
karma iglemlerini koruyan ve p elemanlarinin baglangigtaki cisminin
elemanlarini kendilerine yollayan simetrileridir.

Eger rasyonel say: cisimleriyle baglar ve onun cebirsel kapanigi-
ni1 alirsak ilgili Galois grubu gok karmagik olur. Aslina bakarsaniz
Langlands Programi, bu Galois grubunu ve gésterimlerini harmonik
analiz tizerinden tanimlamak i¢in olugturulmugtu.

Bunun aksine, {1, 2,....., p - 1} sonlu cisminin cebirsel kapani-
sinin Galois grubunun oldukga basit oldugu goriilmitiir. Oyle ki
bunlardan bir tanesini zaten biliyoruz, p’inci kuvvete yiikseltme
islemi olan Frobenius: @ — a”. Fermat'nin kiigiik teoremine gore,
Frobenius baglangigtaki p elemanli sonlu cismin tiim elemanlarini
ve bunlara ilaveten cebirsel kapanis igerisinde toplama ve ¢ikarma
islemlerini de korur:

(a+8Y =al+b?,  (ab) = a?b?.
Bu yiizden Frobenius, sonlu cismin cebirsel kapaniginin Galois gru-
buna aittir.

Frobenius'u F ile gosterelim. Bariz bir bigimde, Frobeniusun F"
kuvvetindeki herhangi bir tam say1 da Galois grubunun elemanidir.
Ornegin F, pz’inci kuvvete yiikseltme islemidir: 2 — aPZ =Y. F"
simetrileri (buradaki » tiim tam say1 degerlerini kapsar), Galois gru-
bunun André Weil’e atfen Weil grubu olarak adlandirilan altgrubu-
nu olusturur. Galois grubunun kendisi, Weil grubunun tamlamasi
(completion) adiyla bilinir; F’in tam sayi1 katlarina ilaveten, n sonsuza
giderken F™nin bazi limitlerini de eleman olarakigerir. Ancak uygun

anlamiyla, Frobenius Galois grubunu iretir.
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Frobenius’un sonlu cismin cebirsel kapaniginin elemanlarina nasil
etki ettiginin bir 6rnegini burada gérebiliriz. p =5 ve yukarida gordi-
gimiiz (2 ve #'nin 0, 1, 2, 3 ya da 4 oldugu)

a+bi2
formuna sahip cebirsel kapanigin elemanlarini ele alalim. Bu sayi sis-
temi, +/2 ve -/ 2'nin yer degistirdigi simetriye sahiptir:
a+bJ2 — a-b42
ve rasyonel sayilara v/ 2’yi ekledigimizde ortaya gikan yapiya paralel-
dir. Sagirtici olan (ve rasyonel sayilarla benzerlik arz etmeyen) ise bu
ters yiiz simetrinin Frobenius’a esit olmasidir. Gergekten de +/2'ye
Frobenius uygulamak, onu besinci kuvvete yiikseltmek anlamina gelir:
W2 =2 W2 . /2=2.2./2=4-/2= 2.
Zira, mod 5 aritmetiginde 4 =-1'dir. Buna bagh olarak, p =5 igin
Frobenius a + 4 v/ 2'yi a - b/ 2’ye gonderir. Bu durum tiim p asal sayi-
lar1 igin gegerlidir, oyle ki x? =2 denkleminin {0,1,2,....,p- 1} sonlu
cisminde ¢6ziimii yoktur.
n-boyutlu bir vektor uzayinin simetrisi, daha dogru adiyla dogrusal
déniigiim (linear transformation), bir matris bigiminde gésterilebilir.
Matris; 7 vektor uzayin boyutu iken ve 7 ile j 1’den n’ye giderken, a;
sayilarinin kare dizisidir. Bu durumda iz (trace), matrisin késegen ele-
manlarinin —i 1’den »’e giderken, tiim a;;’lerin— toplamidir.
Simdiki baglamda geriye dénmek, manifoldumuzdaki tiim s noktala-
r1 igin Frobenius’un lif iizerinde s'deki izi f’in s'deki izine esit olacak
sekilde, verilen bir f fonksiyonu igin bir demet bulmamiz anlamina
gelir. Verilen herhangi bir say1, bir vektor uzayin simetrisinin izi ola-
rak gergeklenebilir. Zor olan, bu vekt6r uzaylarini bir demetin 6zel-

liklerini saglayan tutarl bir topluluk olarak bir araya getirebilmektir.

Béliim: Narin Bir Dans

Bir H grubundaki Galois grubunun gésterimi, Galois grubunun her

bir elemanina Fnin bir elemanini atayan bir kuraldir. Gésterimin su
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kurali karsilamasi gerekir: Eger ave 4 Galois grubunun iki elemaniysa
ve f(a) ve f(#) onlara karsilik gelen H elemanlari ise Galois grubundaki
ab qarpimina Fdeki f(a) f(#) carpimi atanmalidir. Buna verilebile-
cek daha uygun bir isim, Galois grubundan H’ye homomorfizma’dur.
. Bunu daha agik hile getirmek igin, 10. B6lim’iin 17. sonnotunda gor-
diigiimiiz n-boyutlu vektdr uzay: kavramini hatirlayalim. 2. B6lim’de
degindigimiz tizere, verilen bir grubun #-boyutlu gésterimi, #n-boyutlu
bir vektor uzayinin Sg simetrisini bu grubun her bir g elemanina ata-
yan bir kuraldir. Bu kural su 6zelligi karsilamalidir: Grubun her-
hangi iki elemani (g ve 4) ile gruptaki ¢arpimlari (gh) igin Sgs si-
metrisi, Sg ve $5'1n bilesimine esittir. Ayrica, her bir g eleman: igin,
Se(a +4)= Sg(a)+Sg (3) ozelliginin ve herhangi iki 4 ve & vektorii ile
bir £ sayis1 igin Sg(£-4) = k- Sg(@) 6zelliginin de kargilanmas: gerekir.
(Bu tiir simetrilere dogrusal doniigiim (linear transformation) ad1 ve-
rilir; 14. Béliim’iin 2. sonnotuna bakiniz.)

n-boyutlu bir vektér uzayin tiim tersinir (invertible) dogrusal d6-
niigiimlerinin grubuna genel dogrusal grup (general linear group) ad1
verilir ve GL(n) ile gosterilir. Dolayisiyla, bir 6nceki paragrafta ve-
rilen tanima gore verilen bir I' gubunun #-boyutlu gésterimi, I'nin
GL(n)dekigosterimiile aynidir (ya da, I’dan GL(n)ye homomorfiz-
madir; 1. sonnota bakiniz).

Ornegin 10. Bélim’de, SO(3) grubunun iig boyutlu bir gésteri-
minden bahsetmistik. SO(3) grubunun her bir elemany, kiirenin bir
dénme hareketine kargilik gelir ve biz bunlara kiireyi igeren ii¢ bo-
yutlu vektor uzayin kargilik gelen donme hareketini atariz (bu igle-
min bir dogrusal doniigiim oldugu goriilmistiir). Bu bize SO(3)’tin
GL(3)'teki gosterimini (ya da S§O(3)’ten GL(3)e homomorfizma) verir.
Sezgilerimizden hareketle, bir donme hareketinin ti¢ boyutlu vektor
uzayda, bu uzaydaki tiim vektorleri bir bagka vektore doéndiirerek “etki
ettigini” digiinebiliriz.

Langlands bagintisinin bir tarafinda (Langlands eslemesi olarak

da bilinir) Galois grubunun n-boyutlu gésterimini ele aliriz. Diger
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tarafinda ise gergel sayilar iizerinde degil “adele” ad1 verilen yapilar
tizerindeki n-boyutlu vektér uzayin simetrilerinin bir bagka GL(n)
grubunun otomorfik gosterimi adi verilen otomorfik fonksiyonlar
bulunur. Bunlarin neler oldugu agiklamaya ¢aligmayacagim ama aga-

gidaki sema, Langlands bagintisinin nasil bir ey oldugunu gosteriyor:

Galois grubunun GL(n) grubunun otomorfik
n-boyutlu gosterimleri gosterimleri

Ornegin Galois grubunun iki boyutlu gésterimleri 9. Bolim’de
gordigimiiz modiiler formlar ile olugturulabilen, GL(2) grubunun
otomorfik gosterimleri ile iligkilidir.

Bu bagintinin bir genellemesi, GL(n) grubunun yerine daha genel
bir Lie grubunun yerlestirilmesi ile elde edilir. Bu durumda bagintinin
sag tarafinda, GL(n) yerine G’nin otomorfik gosterimleri yer alir. Sol
tarafta ise GL(n) (ya da Galois grubundan LG’ye olan homomorfiz-
malar) yerine e Langlands dual grubundaki Galois grubunun gos-
terimleri yer alir. Daha fazla ayrinti igin, aragtirma makalemi incele-
yebilirsiniz: Edward Frenkel, “Lectures on the Langlands Program
and conformal field theory”, Frontiers in Number Theory, Physics and
Geometry I1 iginde, Ed. P. Cartier ve digerleri, s. 387-536, Springer-
Verlag, 2007. Esere su adresten ¢evrim igi olarak ulagabilirsiniz: http://
arxiv.org/pdf/hep-th/0512172.pdf.

Su adresteki videoyu izleyebilirsiniz: http://www.youtube.com/
watch?v=CYBqIRMSGiY.

Bu dansin adi Binasuan’dir. Ornek igin su videoyu izleyebilirsiniz:
http://www.youtube.com/watch?v=N2TOOz_eaTY.

Bu yolun nasil olugturulacagini gérmek ve bu yolu iki kez katetti-
gimizde neden bariz bir yol elde edecegimizi gérmek igin su esere
bakilabilir: Louis H. Kaufmann, Knots and Physics, (Jg:iincii Baski, s.
419-420, World Scientific, 2001.

Diger bir deyigle, SO(3)'iin temel grubu iki eleman igerir: I1ki 6zdes

eleman ve digeri de karesi 6zdes elemani veren bu yol.
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Bu grubun matematiksel adi SU(2)'dir. Iki boyutlu karmagik vektor
uzayinin “6zel bilesik” (special unitary) déniigiimlerini igerir. Bu grup,
2. Boliim’de kuarklarla alakal: olarak degindigimiz SU(3) grubunun
(tig boyutlu karmagik vektdr uzayinin 6zel bilesik dontigiimlerini ige-
ren grubun) kuzenidir.

Daha agik ifade etmek gerekirse, SO(3) grubundan SU(2) grubuna
olusturdugumuz kapali yolu kaldirarak (bu, kupanin ilk tam turuna
karsilik gelmektedir), SU(2)'nin farkli noktalarinda baglayip biten
(her iki noktanin da S§O(3) iizerindeki izdiigiimii ayn1 noktadir) ve bu
yizden SU(2) de kapali olmayan bir yol elde ederiz.

Genelde, bu iligki daha karmagiktir ama konular1 kolaylagtirmak igin

bu kitapta dual grubun dualinin grubun kendisi oldugunu varsayacagiz.

10. Bir Riemann yiizeyi tizerindeki temel G-demeti (ya da G-demeti);

11.

tim lifler G grubunun “karmagiklagma”sinin (comlexification) birer
kopyas: olacak sekilde Riemann yiizeyi iizerinde bir liflemedir (gru-
bun taniminda gergel sayilar yerine karmagik sayilar konarak tanim-
lanir). G-demetlerinin moduli uzayinin X tizerindeki noktalar1 (daha
dogru ad1 yigindir), X iizerindeki G-demetlerinin egdeger simiflaridur.

Bu kitapta, agiklamalar: basitlegtirmek igin, Lie grubu ile karma-

stklagmalarini birbirinden ayirmiyoruz.
Temel grupta, birbirine déniigebilen herhangi iki kapali yolu esitleriz.
Bir diizlem tizerinde, eksik nokta etrafinda dolanmayan herhangi bir
kapali yol bir noktada daraltilabildigi i¢in temel grubun basit olma-
yan elemanlari, bu nokta etrafinda dolanan o kapali yollardir (bunlar
daraltilamaz ¢iinki dizlemden eksiltilen nokta bunu engeller).

Ayni dolanim sayisina sahip herhangi iki kapali yolun bir digerine d6-
niigtiiriilebilecegini rahatlikla anlayabiliriz. Dolayistyla bir noktas: eksik
diizlemin temel grubu, tam sayilar grubundan bagka bir sey degildir. Bu
degerlendirmenin 5. Béliim’de iki ipli 6rgii grubuna dair yaptigimiz —
aymu seyi tam sayilar grubu i¢in de bulmugtuk— degerlendirmeyi andir-
digina dikkat edin. Bu bir tesadiif degil, ¢linkii diizlem tizerindeki ayrik
nokta giftlerinin uzayi, topolojik olarak, bir noktasi eksik diizlem ile egdir.
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12.Monodraminin ¢ember grubu igerisinde degerler almasi, Euler’in

formiili ile iligkilidir:
OV - cos(6) + sin(B)+-1.

Diger bir deyisle, karmagik e 6411 sayisi, birim ¢ember Gzerinde rad-
yan cinsinden 6lgiilen 6 agisina karsilik gelen nokta ile gosterilir.
Hatirlarsak, 27T radyan 360 dereceye esittir (bu a1 degeri ¢emberin
bir tam dondsgtine kargilik gelir). Dolayisiyla, radyan cinsinden élgiilen
6 agis, 360 - 6/2TT derecelik agidur.

Bu formiilin 6zel bir durumu, Richard Feynmann’in “matemati-
gin tamamu iginde en ilgi gekici, adeta hayret uyandiran formiillerden
biridir” dedigi, 6= Migin

-
durumudur. Formiil, Yoko Ogawa’nin, 2009 yilinda Picador
Yayinevi’'nden gikan The Housekeeper and the Professor (Profesér ve
Hizmetgi) romaninda 6énemli bir rol dstlenir. Daha az énemli olma-
yan diger bir 6zel durum ise sudur: Ao,

Bu, tzerinde diferansiyel denklemimizin ¢6ziiminiin tanimli ol-
dugu, ¢ koordinath karmagik diizlemdeki birim ¢gemberin, 6nin 0 ile
2T arasinda degerler aldigs, £=¢ 61 bi¢imindeki tiim noktalardan
olustugu anlamina gelir. Birim ¢ember tizerinde saat yoniiniin tersine
hareket ettikge, 6 agisinin 0’dan 27Tye artmasina izin vererek (radyan
cinsinden), =91 noktalarinda ¢6ziimiimiiz olan x(¢) = #”in degerle-
rini hesaplariz. Bir tam ¢evrim yapmak, 6'y1 2TTye esitler. Dolayisiyla
¢6ziimiimiiziin ilgili degerini bulmak igin, £=2T degerini #”de yeri-
ne koymamz gerekir. Boylece, 2™ sonucunu elde ederiz. Bununla
birlikte ¢6ziimiin baslangigtaki degeri, #=1 degerini #”¢ yerlestirerek
bulunur ve 1 elde edilir. Dolayisiyla, birim ¢ember {izerinde saat y6-
ninin tersine giden yol lizerinde hareket ettigimizde, ¢6ziimimiz
AT e carpilacaktir ve bu, bu yol tizerindeki monodramidir.

Bu 2171 monodramisi, bir baska karmagik diizlem tGzerindeki
birim ¢ember tizerinde yer alan bir nokta ile gosterilebilen bir kar-

magtk sayidir. O nokta, 27 radyanlik ya da gostermek istedigimiz
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3607’lik agiya kargilik gelir. Aslinda, herhangi bir z karmagik sayisini
AT e carpmak, geometrik olarak diizlem tizerinde z’ye karsilik
gelen noktay: 360z dondiirmek anlamina gelir. Eger 7 bir tam say1 ise
A" 1 sonucunu elde ederizve bu monodrami olmadigini gosterir
ama eger n tam say1 degilse basit olmayan bir monodrami elde ederiz.

Kafa karnigikligindan kaginmak igin, burada iki adet farkli karmagik
diizlemimiz oldugunu vurgulamakistiyorum: Bir tanesi, ¢6zimimii-
ziin tizerinde tanimli oldugu karmagik diizlem olan “s-diizlemi”dir;
digeri ise izerinde monodramiyi gosterdigimiz diizlem olup +diizlemi
ile bir alakas: yoktur.

Ozetlersek, +diizlemi izerinde dolanim sayist +1 olan kapali yol
boyunca ¢6ziimiimiiziin monodramisinin bir bagka birim ¢emberin
bir noktas: oldugu ¢ikarimini yaptik. Benzer gekilde, eger yolun do-
lanim sayis1 w ise bu yol boyunca monodrami 2T olur ve bu da
2nwn radyanlik (ya da 360wn derecelik) dénme hareketine kargilik
gelir. Dolayisiyla monodrami, ¢gember grubundaki temel grubun bir
gosterimini meydana getirmektedir. Bu g6sterimde, bir noktas: olma-
yan #-diizlemi tizerinde yer alan ve dolanim sayis1 w olan yol, 360wn
derecelik donme hareketine gider.

13. Diizlemden bir noktayi, baglangi¢ noktasini ¢ikarmamiz oldukga
onemlidir. Aksi hélde, diizlemdeki herhangi bir yol ¢okertilebilirdi
ve temel grup bariz hile gelirdi ve bu durumda monodromi miimkiin
olmazd:. Céziimiimiizden (#*) bu noktay: ¢ikarmak zorunda kaliriz
¢inkii eger n bir dogal say1 ya da 0 degilse ¢oziimiimiiz baglangig nok-
tasinda tanimsizdir (bu durumda monodrami bulunmaz).

14. Daha acik sdylemek gerekirse L& deki temel grubun tiim gosterim-
leri operatorlerle elde edilemez ve bu semada biz kendimizi elde edi-
lebilenlerle sinirli tutuyoruz. Diger gosterimleri igin soru hali agik.

15. Edward Frenkel, Langlands Correspondence for Loop Groups, Cambridge
University Press, 2007. Esere, ¢evrim i¢i olarak su adresten ulagabi-

lirsiniz: http://math.berkeley.edu/~frenkel.
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Bo6liim: Kuantum Dualitesi

1991 ile 2003 arasinda ne oldugunu merak ediyor olabilirsiniz. Bu
kitapta ana amacim, sizlere oldukga ilgi ¢ekici buldugum Langlands
Programr’nin gesitli yonleriyle bu alanda gergeklesen ve benim de da-
hil olma gansini1 yakaladigim kesiflerin nasil yapildigindan bahset-
mek. Sizlere bugiine kadarki tiim hayatimi anlatmaya ¢aligmiyorum.
Ama eger merak ediyorsaniz bu zaman zarfinda ailemi Rusya’dan
Amerika Birlesik Devletlerine getirdim; batiya, California eyaletindeki
Berkeley’e tasindim; agk:1 buldum ve kaybettim; evlendim ve bogandim;
birkag doktora 6grencisi yetistirdim; diinyanin farkli yerlerine gittim
ve dersler verdim; bir kitap ve onlarca aragtirma makalesi yayinladim.
Hala Langlands Programi’nin farkl alanlardaki gizemlerini ¢6zmeye
caligtyorum: geometriden tiimiiyle integrallenebilen sistemlere, kuan-
tum gruplarindan fizige. Yolculugumun bu kismini, bir bagka kitap

i¢in saklayacagim.

2. Bakimiz: http://www.darpa.mil/Our_Work.

G. H. Hardy, 4 Mathematician’s Apology, Cambridge University Press,
2009, s. 135.

R.R. Wilson’nin Kongre Demeci, 17 Nisan 1969, su adresten alintu:
http://history.fnal.gov/testimony.html.

Maxwell'in vakum ortamindaki denklemleri su sekildedir:

v.E=0 V-B=0
. B . oF
VXE:—— VxB=—
ot ot

Burada E elektrik alanini ve B manyetik alani géstermektedir (for-
miilleri basitlegtirmek i¢in, 151k hizinin e esit oldugu bir birim sis-
temi segiyoruz). Eger

E~B veB —-E
yapacak olursak, soldaki denklemler sagdakilerin ve sagdakiler de
soldakilerin yerini alir. Bu durumda, her iki denklem de degisir ama

denklemler sistemi korunur.



NOTLAR 397

6. Dayna Mason’in Flickr sayfasini ziyaret edebilirsiniz: http://www.
flickr.com/photos/daynoir.

7. Bu SU(3) ayar grubuy, 2. Bolim’de ele aldigimiz, Gell-Mann ve di-
gerleri tarafindan temel pargaciklari siniflandirmak igin kullanilan
ve “cesni grubu” (flavor group) adiyla bilinen diger SU(3) grubu ile
karigtirilmamali. SU(3) ayar grubu, “renk” ad: verilen kuarklarla
ayni 6zellikleri tagir. Her bir kuarkin t¢ farkli rengi bulunabilecegi
anlagilmigtir ve SU(3) ayar grubu bu renklerin degistirilmesinden
sorumludur. Bu yiizden, kuarklarin etkilesimini tanimlayan ayar
teorisinin adi kuantum kromodinamigi (quantum chromodynamics)
olmugtur. David Gross, David Politzer ve Frank Wilczek, kuarkla-
rin gizemli davraniginin agiklanmasina yardim eden ve kuantum
kromodinamiginde (ve diger degismeli olmayan (non-commutative/
non-abelian) ayar teorilerinde) asimptotik 6zgirlik (asympthotic
freedom) ad1 verilen gigir agici kegifleri dolaysiyla Nobel Odiili ile
onurlandirildilar.

8. D.Z. Zhang, C.N. “Yang and contemporary mathematicians”,
Mathematical Intelligencer, Cilt 15, No. 4, 1993, s. 13-21.

9. Albert Einstein, “Geometry and Experience”, Berlin'deki Prusya Bilim
Akademisi’ne sesleniyor, 27 Ocak 1921. Cevirisi su kitapta yer ali-
yor: G. Jeffrey ve W. Perrett, Geometry and Experience in Sidelights on
Relativity, Methuen, 1923.

10. Eugene Wigner, “The unreasonable effectiveness of mathematics in the
natural sciences”, Communications on Pure and Applied Mathematics,
Cilt 13, 1960, s. 1-14.

11. C. Montonen ve D. Olive, “Magnetic monopoles as gauge particles?”,
Physics Letters B, Cilt 72, 1977, s. 117-120.

12.P. Goddard, J. Nuyts ve D. Olive, “Gauge theories and magnetic
charge”, Nuclear Physics B, Cilt 125, 1977, s. 1-28.

13. 8., G maksimal simidin dig yilizeyinin tek boyutlu karmagik goste-
rimlerinin kiimesiyken, S, G simidin di§ ytizeyinin temel grubudur.

Eger G, ¢ember grubu ise onun maksimal simidin dis ytizeyi ¢cember
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grubunun kendisidir ve bu iki kiimenin her biri, tam sayilar kiimesi

ile bire bir eglemedir.

17. Boliim: Gizli Baglantilarin Ortaya Cikarilig:

1. M(X,G) uzay: farkli bigimlerde tanimlanabilir; 6rnegin, ilk kez Hitchin
tarafindan ¢aligilan X iizerindeki diferansiyel denklem sisteminin ¢6-
ziimlerinin uzay: (daha fazla ayrinti igin, agagida 19. sonnotta verilen
makaleye bakabilirsiniz). Bize bu kitapta yardimc1 olabilecek tanim ise
sudur: M(X, G), § Riemann yiizeyinin temel grubunun gésterimlerinin
G grubunun karmagiklasmasindaki moduli uzayidir (15. Bélim’in
10. sonnotuna bakiniz). Bu, boyle bir gésterimin M(X, G)nin tim
noktalarina atandig1 anlamina gelir.

2. Hitchin’inFields Enstitiisi’'ndeki ders videosunu izleyebilirsiniz: http://
www.fields.utoronto.ca/video-archive/2012/10/108-690.

3. Burada, Langlands Programi’nin “temel yardimci 6nermesi’nin ispati
tizerine Ngoé Bao Chau’nun yapmis oldugu son ¢aligmaya atifta bulu-
nuyorum. Ornek olarak, su arastirma makalesine bakabilirsiniz: David
Nadler, “The geometric nature of the fundamental lemma”, Bulletin
of the American Mathematical Society, Cilt 49, 2012, s. 1-50.

4. Hatirlayacak olursaniz, sigma modelinde her gey, sabit bir ¥ Riemann
yuzeyinden § hedef manifolduna giden tiim fonksiyonlar tizerinden
toplanmast ile hesaplaniyordu. Sicim teorisinde bir adim daha 6teye
gidiyoruz: Sabit bir Y’dan S’ giden tiim fonksiyonlar iizerinden alinan
toplama ilaveten, normalde sigma modelinde yaptigimiz iizere, tim
olas1 X Riemann yiizeyleri iizerinde de toplama yapiyoruz (bu islem
boyunca hedef § manifold sabit kalir —bu bizim uzay-zamanimiz-
dir). Ozellikle, rastgele bir cinse sahip Riemann yiizeyleri {izerinde
toplama yapiyoruz.

5. Siipersicim teorisi hakkinda daha fazla bilgi edinmek igin: Brian
Greene, The Elegant Universe, Vintage Books, 2003; The Fabric of the
Cosmos: Space, Time, and the Texture of Reality, Vintage Books, 2005.
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Calabi-Yau manifoldlar: ve siipersicim teorisindeki rolleri hakkinda
daha fazla bilgi edinmek i¢in: Shing-Tung Yau ve Steve Nadis, T4e
Shape of Inner Space, Basic Books, 2010, Bolim 6.

Simidin di§ ylizeyinin deiki siirekli parametresi bulunur: Bu boliimde
degindigimiz R; ve Ry, yarigaplary; ancak buradaki tartigmanin ama-
cina uygun olarak konumuzun diginda tutacagiz.

Son zamanlarda etkin bir bigimde tartigilan 6nermelerden biri, bu
manifoldlarin her birinin kendi fiziksel yasalar: olan kendi evrenlerini
meydana getirdigi fikridir. Bu daha sonra antropik ilkenin bir versiyonu
ile birlegti: Bulundugumuz evren, bilingli yagamm miimkiin kilan fiziksel
yasalara el verdigi i¢in bunlar arasindan segildi (“Neden bizim evreni-
miz bu bigimde?” sorusu da bu ylizden sorulabildi). Bununla birlikte,
“sicim teorisi alan1” ya da “¢oklu evren” olarak tinlenen bu fikir, hem
bilim hem de felsefe gevrelerinde biiyiik bir gipheyle kargilanmaktadir.
Kuantum alan teorisinin farkli boyutlardaki bir¢ok ilging 6zelligi,
bu teorileri stipersicim teorisi ile iligkilendirerek, boyut indirgeme-
yi (dimensional reduction) kullanarak veya zarlar iizerinde galigarak
kesfedildi ya da aydinlatildi. Bir anlamda supersicim teorisi, kuantum
alan teorilerini (gogunlukla siipersimetrik) iretmek ya da analiz etmek
{izere bir fabrika gibi kullanildi. Ornegin bu sekilde, dért boyutlu sii-
persimetrik ayar teorisinin elektromanyetik dualitesine dair giizel bir
yorum elde edilebilir. Dolaysiyla, siipersicim teorisinin evrenimizin
fizigini tanimlayip tanimlayamayacagini heniiz bilemememize (ve
heniiz stipersicim teorisinin ne oldugunu tam olarak anlayamamami-
za) ragmen, kuantum alan teorisine dair bir¢ok giiglii i¢g6rii saglada.
Matematikte de bir dizi ilerlemeye yol agt1.

M(X, G) Hitchin moduli uzayinin boyutu, G grubunun boyutu ¢Gnin
boyutu ile aynidir) ile (g-1)'in ¢arpimina esittir; buradaki g, XRiemann
ylizeyinin cinsini gosterir.

Zarlar hakkinda daha fazla bilgi igin: Lisa Randall, Warped Passages:
Unraveling the Mysteries of the Universe’s Hidden Dimensions, Harper
Perennial, 2006; 6zellikle de IV. Bolim.
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12.Daha agik ifade etmek gerekirse, M(X, G) tizerindeki A-zarlar, 14.
Boéliim’de gordigimiiz bir kavram olan kategoriye ait bir cisimdir.
M(X, LG) izerindeki B-zarlar: ise bagka bir kategorinin cismidir.
Homolojik ayna simetrisi ifadesi, bu iki kategorinin birbirine esit ol-
dugunu ifade eder.

13. Anton Kapustin ve Edward Witten, “Electric-magnetic duality and the
geometric Langlands Program”, Communications in Number Theory
and Physics, Cilt 1, 2007, s. 1-236.

14. T-dualitesi hakkinda daha fazla bilgi edinmek igin: 6. sonnotta atifta
bulunulan, Yau ve Nadis’in kitabinda 7. Boliim’e bakabilirsiniz.

15. SYZ sanis1 hakkinda daha fazla bilgi edinmek igin: 6. sonnotta atif-
ta bulunulan, Yau ve Nadis’in kitabinin 7. Béliim’iine bakabilirsiniz.

16. Daha agik ifade etmek gerekirse, her lif, 7 ¢ift dogal say1 olmak iizere,
n dairenin ¢arpimidir ve dolayisiyla iki boyutlu bir simidin dig yu-
zeyinin n-boyutlu benzeridir. Hitchin liflemesinin tabaninin boyu-
tunun ve her bir simidin dis yiizeyi lifinin boyutunun birbirine esit
olduguna dikkat ediniz.

17. 15. Béliim’de, otomorfik demetlerin Kac-Moody cebirlerinin gos-
terimlerinden elde edildigi farkli bir yapiy1 ele almistik. Beklendigi
tizere bu iki yapu iligkilidir ama bu satirlarin yazildi: esnada bu iligki
hala bilinmiyordu.

18. Edward Frenkel ve Edward Witten, “Geometric endoscopy and mirror
symmetry”, Communications in Number Theory and Physics, Cilt 2,
2008, s. 113-283. Esere gu adresten ulagabilirsiniz: http:/arxiv.org/
pdf/0710.5939.pdf.

19. Edward Frenkel, “Gauge theory and Langlands duality”, Astérisque,
Cilt 332, 2010, s. 369—-403. Esere su adresten ulagabilirsiniz: http://
arxiv.org/pdf/0906.2747.pdf.

20.Henry David Thoreau, 4 Week on the Concord and Merrimack Rivers,
Penguin Classics, 1998, s. 291.
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18. Bé6liim: Agkin Formiiliiniin Peginde

1. C.P. Snow, The Two Cultures, Cambridge University Press, 1998.

2. Thomas Farber ve Edward Frenkel, The Two-Body Problem, Andrea
Young Arts, 2012. Ayrintilar i¢in bakimiz: http://thetwobodyprob-
lem.com/.

3. Michael Harris, “Further investigations of the mind-body problem”,
yayinlacak kitaptan bir bolim. Esere su adresten ¢evrim igi olarak ula-
silabilir: http://www.math.jussieu.fr/~harris/MindBody.pdf.

4. Henry David Thoreau, 4 Week on the Concord and Merrimack Rivers,
Penguin Classics, 1998, s. 291.

5. E.T. Bell, Men of Mathematics, Touchstone, 1986, s. 16.

6. Robert Langlands, “Is there beauty in mathematical theories?”. Su
eserin i¢inde The Many Faces of Beauty, ed. Vittorio Hésle, University
of Notre Dame Press, 2013. Esere su adresten ulagilabilir: http:/pub-
lications.ias.edu/sites/default/files/ND.pdf.

7. Yuri I. Manin, Mathematics as Metaphor: Selected Essays, American
Mathematical Society, 2007, s. 4.

8. Felsefeciler matematigin ontolojisini yiizyillardir tartigtyor. Bu kitap-
ta savundugum bakis agis1 genellikle matematiksel Platonizm ismiyle
anilir. Farkl tiirde Platonizmler oldugunu ve matematige dair bag-
ka felsefi yorumlarin bulundugunu bilmenizde fayda var. Ornegin:
Mark Balaguer, “Mathematical Platonism”. $u eserin iginde: Proof
and Other Dilemmas: Mathematics and Philosophy, ed. Bonnie Gold ve
Roger Simons, Mathematics Association of America, s. 179-204 ve
bu kaynaktaki referanslar.

9. Roger Penrose, The Road to Reality, Vintage Books, 2004, s. 15.

10.A.g.e, s. 13-14.

11. Kurt Godel, Collected Works, Cilt 3, Oxford University Press, 1995,
s. 320.

12.A.g.e.,s. 323.

13. Roger Penrose, Shadows of the Mind, Oxford University Press, 1994,
Kisim 8.47.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Gottschalk v. Benson kararinin esasi, 409 U.S. (1972), Amerika Birlegik
Devletleri Yiice Divan karari (divan toplantisindan 6ncesine ait alin-
tidir): “Bilimsel gergek ya da onun matematiksel izahi, patenti alina-
bilecek bir kesif degildir... Bir ilke, soyut haliyle, temel bir hakikat;
bir asil sebep; bir giidiidiir; bunlarin patenti alinamaz; kimse bunlar
tizerinde ayricalikli hak talep edemez... Doganin o ana kadar bilin-
meyen bir olgusunu kegfeden kimse, hukukun ona tanidig: bir tekel
hakkina sahip oldugunu iddia edemez.”

Edward Frenkel, Andrey Losev ve Nikita Nekrasov, “Instantons be-
yond topological theory I”, Journal of the Institute of Mathematics
of Jussieu, Cilt 10, 2011, s. 463-565; makalede, Rites of Love and
Mazh’'de “agkin formula” roliini oynayan 5.7’inci formiili agiklayan
bir dipnot bulunuyor.

Kiire izerinde siipersimetrik kuantum mekanik modeli (burada p!
ile gosterilen) ile Fve wile gosterilen iki 6lgiilebilir olgunun korelas-
yon fonksiyonunu degerlendiriyoruz. Bu korelasyon fonksiyonu, te-
orimizde, formiiliin sol tarafinda kargimiza ¢ikan integral bigiminde
tanimlaniyor. Bununla birlikte teorimiz, buna dair farkli bir agiklama
tahmininde de bulunuyor: Sag tarafta karsimiza gikan “ara hél’ler
tizerinde bir toplam. Teorimizin tutarliliginin saglanmasi igin, iki
tarafin birbirine esit olmasi gerekiyor. Gergekten de Gyleler; formii-
limiiziin bize sdyledigi bu.

Le Monde Magazine, 10 Nisan 2010, s. 64.

Laura Spinney, “Erotic equations: Love meets mathematics on film”,
New Scientist, 13 Nisan 2010. Esere su adresten ¢evrim igi olarak
ulagabilirsiniz: http://ritesofloveandmath.com.

Hervé Lehning, “La dualité entre I'amour et les maths”, Tangente
Sup, Cilt 55, Mayis-Haziran 2010, s. 6-8. Esere su adresten gevrim
i¢i olarak ulagabilirsiniz: http:/ritesof loveandmath.com.

Yirminci ytzyilin ilk yarisinin bitytik Rus sairi Anna Akhmatova’nin
To the Many isimli siirini kullandik.

Norma Farber, A Desperate Thing, The Plowshare Press Incorporated,



1973, s. 21.

22.Einstein’in Phyllis Wright'a mektubu, 24 Ocak 1936. Su eserden
alintidir: Walter Isaacson, Einstein: His Life and Universe, Simon &
Schuster, 2007, s. 388.

23. David Brewster, Memoirs of the Life, Writings, and Discoveries of Sir Isaac
Newton, Cilt 2, Adamant Media Corporation, 2001 (Thomas Constable
and Co. tarafindan yayimlanan 1855 baskisinin yeni baskist), s. 407.

Son Soz

1. Edward Frenkel, Robert Langlands ve Ngé Bao Chéu, “Formule
des Traces et Fonctorialité: le Début d’'un Programme”, Annales des
Sciences Mathématiques du Québec 34 (2010), s. 199-243. Esere su ad-
resten ¢evrim i¢i olarak ulagabilirsiniz: http://arxiv.org/pdf/1003.4578.
pdf.

Edward Frenkel, “Langlands Program, trace formulas, and their ge-
ometrization”, Bulletin of AMS, Cilt 50 (2013), s. 1-55. Esere su adres-
ten gevrim igi olarak ulagabilirsiniz: http://arxiv.org/pdf/1202.2110.pdf.
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Terimler S6zlugi

Asal say1 (Prime number): Kendisi ve 1’den bagka higbir dogal sayiya
bélinmeyen dogal say1.

Ayar grubu (Gauge group): Verilen bir ayar teorisinde kargimiza ¢ikan
ve 6zellikle o teorideki pargaciklar ile bunlar arasindaki etkilesimi
tanimlayan Lie grubu.

Ayar Teorisi (Gauge theory): Belirli cisimleri ve bunlar arasindaki etki-
lesimleri tanimlayan belirli tiirde bir fiziksel model. Ayar grubu ad:
verilen her tiirli Lie grubu i¢in bdyle bir teori (ya da model) vardir.

Bilesim (Composition) (iki simetrinin meydana getirdigi): Verilen bir cis-
min kendisinin iki simetrisini art arda uygulayarak elde edilen simetrisi.

Boyut (Dimension): Verilen bir cismin noktalarini tanimlamak i¢in ge-
rekli koordinat sayist. Ornegin, bir gizgi ile bir gember tek boyutlu
iken, bir diizlem ve bir kiire iki boyutludur.

Cember (Circle): Bir diizlem iizerindeki bir noktadan egit uzakliktaki tim
noktalarin kiimesi bigiminde tanimlanabilecek manifold.

Cember grubu: Bir yuvarlak masa gibi herhangi bir yuvarlak cismin dén-
me hareketlerinin grubu. Ozel bir noktas: (bu grubun 6zdes eleman:)
olan ¢ember. Cember grubu, Lie grubunun en basit 6rnegidir.

Degismeli grup (Abelian/commutative group): Herhangi iki elemaninin
birbiriyle ¢arpiminin sonucu, ¢arpim igleminin hangi sirayla yapildi-

gina bagl olmayan grup. Ornegin, cember grubu.
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Degismeli olmayan grup (Non-abelian /non-commutative group): Iki
elemaninin ¢arpimi genellikle, elemanlarin hangi sira ile carpildigina
bagli olan grup. Ornegin: SO(3) grubu.

Demet (Sheaf): Verilen bir manifoldun tiim noktalarina bazi dogal 6zel-
likleri kargilayacak bigimde bir vekt6r uzay: atayan kural.

Dogal say1(Natural number): 1 sayisi ya da 1'i kendisi ile ¢ok kez topla-
yarak elde edilen herhangi bir say1.

Dualite: ki model (ya da teori) arasinda parametrelerin ve cisimlerin ku-
rallarla belirlenmis bir sekilde yer degistirmesiyle meydana gelen eitlik.

Esleme (Correspondence): iki farkli tiirden cisim arasindaki iliski ya
da bir tiirden cisimleri diger tiirden cisimlere atayan kural. Ornegin,
bire bir egleme.

Fermat'nin Son Teoremi: 2’den biiyiik herhangi » dogal saysi igin,
x" +y" = 2" koguluna uyacak x, y, z dogal sayilarinin bulunmadigini
belirten ifade.

Fonksiyon (Function): Verilen bir kiimenin ya da manifoldun her bir
noktasina bir say1 atayan kural.

Fonksiyon (Map, mapping) (bir M kiimesinden (ya da manifoldundan)
diger bir Nkiimesine (ya da manifolduna)): M nin bir noktasin1 M’nin
her bir noktasina atayan bir kural.

Galois grubu: Bir sayi cisminin toplama ve ¢arpma iglemlerini saglayan
simetrilerinin grubu.

Goésterim (Representation) (grup gosterimi): Bir vektdr uzayin simetri-
sini baz1 dogal 6zellikleri kargilayacak sekilde verilen bir grubun tiim
elemanlarina atayan kural. Daha genel olarak, bir G grubunun bir
bagka H grubu igindeki gosterimi, A’nin bir elemanini G’nin her bir
elemanina bazi dogal 6zellikleri kargilayacak bigimde atayan kuraldur.

Grup: Bir elemanini, herhangi bir eleman ¢iftine atayan bir isleme sahip
olan kiime. (Bu islem bilesim, toplama ya da ¢arpma gibi farkl: isim-
lerle anilir. Ornegin, toplama iglemi ile olugan tiim tam sayilarin kii-
mesi.) Bu iglem gu 6zellikleri kargilamalidir: 6zdes elemanin olmasi,

her elemanin tersinin var olmasi ve birlesimlilik (associativity) 6zelligi.



406 ASK VE MATEMATIK

Harmonik analiz: Fonksiyonlarin harmonikler cinsinden ayrilmasini (siniis
ve cosiniis fonksiyonlar: gibi) incelemeye odaklanan matematik dal.

Hitchin moduli uzay:: Noktalar: verilen bir Lie grubundaki verilen bir
Riemann yiizeyinin temel grubunun gosterimleri olan uzay (ya da
manifold).

Ilmik (Loop): Kapali egri; 6rnegin cember.

Kac-Moody cebiri: Verilen bir Lie grubunun ilmik grubunun fazladan
bir ¢izgi ile genigletilmis Lie cebiri.

Karmagik say1 (Complex number): a ve 4 iki gergel say1 olmak tizere, a +
&/-1 bigimindeki sayL

Kategori: Herhangi bir cisim ¢ifti arasinda “cisim”ler ve “morfizma”lardan
olugan cebirsel yap1. Ornegin vektor uzaylari ve bir manifold iizerin-
deki demetler de birer kategori olugtururlar.

Kuantum alan teorisi (Quantum field theory): Bu terim iki durumdan
birine kargilik éclcbilir. 11k olarak, kuantum par¢aciklarinin ve alan-
larinin etkilesim modellerini ¢aligan fizik dali olabilir. Ikincisi, bu
tiirden 6ze/ bir model olabilir.

Kiime (Set): Verilen bir NV dogal say1s1 igin {0, 1, 2,....., N - I} kiimesinde
oldugu gibi, bir cisimler toplulugudur.

Kiire (Sphere): Diiz bir ii¢ boyutlu uzayda, verilen bir noktaya esit uzak-
liktaki tiim noktalarin kiimesi bi¢iminde tanimlanabilecek manifold.

Langlands bagintis1 (Langlands relation) (ya da Langlands eslemesi): Bir
otomorfik fonksiyonu (ya da otomorfik gosterimi) bir Galois grubu
gosterimine atayan kural.

Langlands dual grubu: Herhangi verilen bir G Lie grubuna belli bir yon-
tem ile atanan Lie grubu. el bigiminde gosterilir.

Lie cebiri (Lie algebra): Bir Lie grubuna 6zdes elemanina kargilik gelen
noktadan teget olan uzay.

Lie grubu: Ayni zamanda bir manifold da olan grup; oyle ki gruptaki
islem piiriizsiiz bir fonksiyon meydana getirir.

Lifleme (Fibration): M ve B adinda iki manifoldumuz ve M’den B’ye bir

fonksiyonumuz olsun. B’deki herhangi bir nokta igin M den fonksi-
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yonumuz altinda bu noktaya génderilen noktalar kiimemiz vardir ve
bu kiime bu nokta tizerindeki “lif” olarak adlandirilir. Eger bu lifle-
rin hepsi birbiriyle eslenebilirse, M’ye B “tabani” iizerindeki lifleme
(ya da lif demeti) denir (ve B’deki her noktanin 6yle bir U komgusu
vardir ki U'nun M’deki dngoriintiisi (preimage) U ve bir lif in ¢arp1-
miyla eglenebilir).

Manifold: Cember, kiire ya da ¢orek yiizeyi gibi piriizsiiz bir geomet-
rik sekil.

Modiiler form: Dairenin simetrilerinin olusgturdugu grubun altgrubun-
daki (modiiler grup adi verilir) 6zel doniigtimleri saglayan birim daire
tzerindeki fonksiyon.

Otomorfik demet: Weil’in Resid Tag’nin sag siitunundaki geometrik
Langlands bagintisinda otomorfik fonksiyonun yerini alan demet.

Otomorfik fonksiyon: Harmonik analizde karsilagilan belirli tiirde bir
fonksiyon.

Polinom (tek degiskenli): x’in bir degisken ve an, an, .., a1, a0'1n say1 ol-
duguy, anx"+an1 M a L raxrao bi¢imindeki ifade. Cok degiskenli
polinomlar da benzer bigimde tanimlanr.

Polinom denklem: P’nin tek veya ¢ok degiskenli bir polinom oldugu,
P=0 bigimindeki denklem.

Sayi cismi (Number field): Katsayilari rasyonel say1 olan tek degiskenli
sonlu sayida polinomlarin tiim ¢6ziimlerinin rasyonel sayilara eklen-
mesiyle elde edilen say1 sistemi.

Shimura-Taniyama-Weil sanisi: Ugiincii dereceden denklemlerle belirli
ozellikleri saglayan modiiler formlar arasinda bire bir esleme oldu-
gunu belirten ifade. Bu eslemede, tigiincii dereceden denklemin mod
asal say1 aritmetigindeki ¢6ziimlerinin sayisi, modiiler formun kat-
sayilarina esittir.

Simetri: Verilen bir cismin gekil ve konum gibi 6zelliklerini koruyan
donigim.

§O(3): Kiirenin dénme hareketlerinin grubu.



408 ASK VE MATEMATIK

Sonlu cisim (Finite field): p bir asal say1 olmak tizere, 0 ve p-1 arasin-
daki dogal sayilarin kiimesi ya da tek degiskenli polinom denklemin
¢ozlimleri eklenerek elde edilen genigletilmisgi.

Sonlu cisim iizerindeki egri: Iki degiskenli bir cebirsel denklemin p ele-
manli sonlu cisim i¢inde degerler alan tiim ¢6ziimlerinden ve bunun
genisletilmelerinden olugan cebirsel cisim.

Siipersimetri: Kuantum alan teorisinde, bozon ve fermiyonlarin yerini
degistiren bir tiir simetri.

Tam say1 (Integer): Ya bir dogal sayi, ya 0 ya da bir dogal sayinin nega-
tifi olan say1

Temel grup: Verilen bir manifold tizerindeki verilen bir noktada baglayan
ve biten tiim siirekli kapali yollarin olugturdugu grup.

Teori: Cisimler arasi iligkileri tanimlayan belirli bir model (SO(3) ayar
grubuna sahip ayar teorisi gibi) ya da matematik veya fizigin belli bir
dali (say1 teorisi gibi).

Ugiincii dereceden denklem (Qubic equation): P(y) ikinci dereceden ve
Q(x) tiglinct dereceden polinom olmak iizere, P(y) = Q(x) bigiminde-
ki denklem. Ornegin, kitapta ayrintili olarak iizerinde durdugumuz
Pay =2

Vektor uzayi (Vector space): Verilen bir n-boyutlu diiz uzayda, dogal 6zel-

- x2 denklemi.

likleri kargilayan, vektorlerin toplamu ve vektorlerin sayilarla ¢arpimi

islemlerini barindiran tiim vektérlerin kiimesi.
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