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0. R (")rnegi

Belki gereginden uzun bulunabilecek bu ilk béliimde, bir f : R — R fonk-
siyonunun siirekliliginin tanimindan € ve ¢ sayilarini atip yerlerine kiimeler
kuramini andiran tanimlar verecegiz. Boylece analiz konusu gergel sayilardan
soyutlanip, adina topoloji denilen ¢ok daha genel bir konu haline gelecek.
Yani bu béliimde topoloji kavraminin nereden kaynaklandigini gostermeye
calisacagiz. Topoloji konusuna gercek anlamda Bolim 1’de girecegiz ve kitap
esas olarak o zaman baslayacak.

0.1 Bir Noktada Siireklilik ve Komsuluk

0.1.1 Tanim Doniigtiirme

Bir fonksiyonun bir noktada stirekliliginin taniminm animsatmakla baglayalim.
Basitlegtirmek icin, simdilik, R'nin herhangi bir X altkiimesinden R’nin her-
hangi bir Y altkiimesine giden bir fonksiyonla degil de, R’den R’ye giden bir
fonksiyonla ¢aligalim.

a € Rve f: R — R olsun. f fonksiyonunun a noktasinda stirekliligin
tanimi g6yledir [N5]:

A. Her € > 0 igin oyle bir § > 0 var ki, her x € R i¢in,
[z —al <0=|f(z) - fla)| <e
olur.

Bu tanimi degistire degistire bir bagka bicimde yazacagiz; buram buram
kiimeler kurami kokan bir bicimde. Tanimdaki € ve ¢ sayilarindan ve esitsizlik
isaretlerinden kurtulacagiz; bir bedel karsihiginda elbette: Tamimdaki € ve §
sayilar1 yerine R’nin bazi ozel altkiimeleri yer alacak.

f'nin a’da stirekliligini goyle ifade edelim:

B. Her € > 0 icin oyle bir § > 0 var ki, her x € R icin,
7€ (a—da+0) = f(z) € (f(a) - e f(a) + )

olur.
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6 0. R Ornegi

Ya da goyle:
C. Her € > 0 i¢in éyle bir § > 0 var kit

fla=é,a+0) S (fla) =€ fla) +e)
olur.
Ya da soyle:
D. Her € > 0 i¢in oyle bir § > 0 var ki

(a—68,a+06)C f'(fla) =€ fla)+e)
olur.

Demek ki, f fonksiyonunun a’da stirekli olmasi demek, € > 0 hangi say1 olursa
olsun,

(f(a) — ¢ fla) +¢)
araligimin 6nimgesinin, yani

FH(f(a) =€ fla) +e)

kiimesinin (a — d,a + ) bigiminde bir aralik igermesi demektir. Ik olarak,
(a — d,a 4+ 0) yerine I yazip 6’dan kurtulalim:

E. Her € > 0 i¢in o’y iceren oyle bir I agik araligy var ki

I1C Y (f(a) =€ f(a) +¢)
olur.

(D) koguluyla (E) kosulunun egdeger olduklar1 daha énceki egdegerlikler
kadar bariz degil, kanitlayahm: Eger (D) dogruysa, elbette (E) kogulu da
dogrudur. Ote yandan, (E) kogulu dogruysa (D) kosulu da dogrudur. Nite-
kim eger verilmis € > 0 igin,

a€lCf(f(a)—e fla)+e)
icindeliklerini saglayan agik bir I aralig1 varsa, o zaman bir § > 0 sayis1 icin
(a—d,a+9d)C1I
olur. Dolayisiyla
(a—d,a+06) CIC fH(f(a) —¢ fla) +e)

olur, yani (D) kosulu dogrudur.

!Gelenek oldugu iizere, (a,b) araliginin bir f fonksiyonu altindaki imgesini f((a, b)) olarak
degil, parantezden tasarruf ederek f(a,b) olarak gosteriyoruz.
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0.1. Bir Noktada Sureklilik ve Komsuluk 7

Siirekliligin tanimiyla daha fazla oynayabilmek i¢in bir tanima gereksini-
yoruz.

R’nin, a’y1 igeren agik bir araligini igeren altkiimelerine a’'nin komsulu-
gu diyelim. Yani eger V' C R altkiimesi, acik bir I araligi i¢cin, a € I C V
igindeliklerini sagliyorsa, V’ye a’nin komsgulugu diyelim.

Tanimda V'nin I'ya esit alinabilecegine dikkat edelim, yani a’y1 igeren her
I acik araligi a’min bir komsulugudur. Demek ki her acik aralik, icerdigi her
noktanin bir komgulugudur. Eger V', a’'nin bir komguluguysa ve V. C W ise,
W de a’nin bir komgulugudur elbette. Bu, birazdan gerekecek.

Komgulugun tanimindan dolay: (E) kogulu su kosula denktir:

F. Her € > 0 i¢cin f~1(f(a) — ¢, f(a) + €) kiimesi a’nan bir komsulugudur.
Boylece §’dan tamamiyla kurtulduk. Bu arada esitsizlik isaretinden de
nerdeyse kurtulduk. Daha bitmedi ama, e’dan da kurtulup (F) kosulunun su
kosula denk oldugunu gorecegiz:
G. f(a)y iceren her J a¢ik araligu icin f=1(J) kiimesi a’nan bir komsulugu-
dur.
(F) ve (G) kogullarinin esdeger kogullar olduklarim dikkatlice kanitlayalim.

(F = G). J, f(a)’y1iceren herhangi bir acik aralik olsun. J acik bir aralik
oldugundan, 6yle bir € > 0 vardir ki,

(fla) =€ fla) +€) S J
olur. Dolayisiyla
FH(f(a) =€ fla) +e) € F7H(T)
olur. Ama (F) kosulundan dolay1 sol taraftaki f=1(f(a) — €, f(a) + €) kiimesi
a’nin bir komsulugudur; dolayisiyla onu iceren f~!(.J) kiimesi de a'mn bir
komsulugudur.

(G = F). e > 0 olsun. Eger (G) kosulunda J = (f(a) — ¢, f(a) + €) alirsak,
f~Y(f(a) — ¢, f(a) + €) kiimesinin a’nin bir komsulugu oldugunu goriiriiz.

Demek ki (G) kosulu f'nin a’da stirekliligine denk. Ama (G) kosulu da su
kogula denk:

H. f(a)'mn her W komsulugu icin f=Y(W) kiimesi a elemaninin bir komsu-
lugudur.

(G) ve (H) kogullarimin birbirine denk kogullar olduklarini kanitlayalim.
(G = H). W, f(a)min bir komsulugu olsun. Komsulugun tanimindan do-
lay1, agik bir J araligi igin,
fla)e JCW

icindelikleri dogrudur. O zaman,

FHD T w)
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8 0. R Ornegi

icindeligi de dogru olur. Ama varsayima gore, f~!(J), amm bir komsulugu.
Dolayisiyla a'nin bu komsulugunu iceren f~1(W) kiimesi de a’nin bir komsu-
lugudur.

(H = G). f(a)'y1 igeren her J acik araligi f(a)’mn bir komgulugu oldugu
icin (G) elbette dogrudur.

Sonug olarak su teoremi kanitladik.
Teorem 0.1. a € R ve f: R — R olsun. f’nin a’da siirekli olmas igin,
f(a)’nin her komsulugunun énimgesi a 'nan bir komsulugudur

kosulu gerek ve yeter kosuldur. O

Bu teoremi bigimsel kanitlara daha aligkinlar igin birazdan bir defa daha
ve daha genel bir haliyle kanitlayacagiz.

Alistirmalar

0.1. @’nin iki komgulugunun kesigiminin bir komsguluk oldugunu kanitlayin.

0.2. a > 0 ise ve V, a’nin bir komsuluguysa, {v € V : v > 0} kiimesinin de a’nin bir
komgulugu oldugunu kanitlayin.

0.3. a’nmin bir komgulugunu iceren bir kiimenin de a’nin bir komgulugu oldugunu kanitlayin.

0.4. a’nin sonlu sayida komsulugunun kesigiminin de a’nin bir komgulugu oldugunu kanitla-
yin.

0.5. Eger a # 0 ise ve V, a’mm bir komsuluguysa {v?> : v € V} kiimesinin a
komgulugu oldugunu kanitlayin. a = Ooldugunda ayni énerme neden yanlig?

Znin bir
0.6. a’nin sonsuz sayida komsulugunun kesisiminin bir komsuluk olmayabilecegini gosterin.
0.7. R’nin bir noktasinin komsulugunun sayilamaz sonsuzlukta oldugunu kanitlayin.

0.8. V, a’nmin bir komsguluguysa, b 4+ V’nin a + b’nin bir komgulugu oldugunu kanitlayin.

0.9. V, a’'nin ve W, b’nin birer komsuluguysa,
V+W={v+w:veV,weW}

kiimesinin a + b’nin bir komsgulugu oldugunu kanitlayin.
0.10. V, a’nin bir komsuluguysa, V/2 kiimesinin a/2’nin bir komsulugu oldugunu kanitlayn.
0.11. R\ {1/n:n=1,2,3,...} kiimesinin 0'in komsulugu olmadigim ama 0 disinda icerdigi
her noktanin komgulugu oldugunu kanitlayin.
0.12. R\ Q kiimesinin higbir noktanin komsulugu olmadigim kanitlayin.

Yukarda R’den R’ye giden bir f fonksiyonunun (bir noktada) siirekliligi
konusunu ele aldik. Ya fonksiyon R’nin bir X altkiimesinden R’ye gitseydi? O
zaman ne yapacaktik? Pek degisen bir sey olmazdi, sadece a’nin komsuluklar:
yerine (agagida tanimlanacak olan) a'nin X-komsuluklarindan szetmek zo-
runda kalirdik. Once X -komsulugunun tanimini verelim sonra Teorem 0.1’in
bir benzerini en genel haliyle kanitlariz.
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0.1. Bir Noktada Sureklilik ve Komsuluk 9

0.1.2 Komsuluk

a €V C X C R olsun. Eger a’y1 igeren bir I agik araligi icin, IN X C V
oluyorsa, V’ye a'nin X-komsulugu adi verilir.

’_‘ I (bir aralik)
sl

a’min bir X-komsulugunun resmi (V).
R’yi bir dogru olarak gostermedik,
yoksa cizilen sekil pek aciklayict olmuyordu.

Ornekler

0.13.

0.14.

0.15.

Komgulugun tanimindaki I’y1 R’ye esit almaya hakkimiz var, ne de olsa R’nin kendisi
acik bir araliktir. Dolayisiyla X’in kendisi her elemaninin bir X-komgulugudur.
Eger X = [0,3] ise, X’in (1,3], [1, 3] ve [0, 3] altkiimeleri, hem 2’'nin hem de 3’iin X-
komsulugudur ama,

0,31\ {3—1/n:n=1,2,3,...} U{3}
kiimesi 3’tin bir X-komsulugu degildir. [0, 2], (1,2], [1,2] ve [2, 3] kiimelerinin hicbiri de
2’nin bir X-komsulugu degildir. (1, 3) kiimesi 2'nin bir X-komsgulugudur.
X = Z ise her n € X igin {n}, n’nin bir X-komsulugudur. Hatta X’in her altkiimesi
igerdigi her elemanin X-komgulugudur.

0.16. X =Qise {x € Q: 2 < 2} kiimesi 0'in bir X-komsulugudur.
Alistirmalar
0.17. R\ {2—-1/n:n=1,2,3,...} U {2} kiimesi 2"in bir komgulugu mudur? Bu kiime 1,99

0.18.

0.19.

sayisinin bir komgulugu mudur?

X C R olsun. Her z € X igin {z}, 2’in bir X-komsulugu olsun. Bu durumda X’in
sayilabilir bir kiime oldugunu kanitlayin.

X C R olsun. Her z € X i¢in z’in sonlu bir X-komsulugu oldugunu varsayalim. Bu
durumda X’in sayilabilir bir kiime oldugunu kanitlayin.

Hemen goriilecegi lizere, eger tanimda X = R alinirsa, R-komgulugu ile bir

onceki altboliimde tanimladigimiz komsguluk ayni kavramlardir.

Bu agsamada bir f : X — R fonksiyonunun X’in bir a noktasinda siirek-

liliginin tanimini verelim. Burada X’i R'nin bir altkiimesi olarak aliyoruz. Eger
her € > 0 igin,

(xeXvelr—al<d)=|f(x)— fla)] <e€

kogulunu saglayan bir § > 0 varsa, o zaman f fonksiyonuna a noktasinda
strekli denir. Eger X = R alirsak, aynen bir 6nceki kavrami buluruz. Eger
Y CRicin f: X — Y ise, siireklilik kavrami ayni sekilde tanimlanir.
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10 0. R Ornegi

Okur dilerse birkag sayfa ilerde kanitlayacagimiz asagidaki teoremi aynen
bir 6nceki altboliimde izlenen yontemle bu agsamada kanitlayabilir.

Teorem 0.2. a € X CR ve f: X — R olsun. f'nin a’da strekli olmasu igin,
f(a) ’nin her komsulugunun énimgesi a’min bir X -komsulugudur
kosulu gerek ve yeter kosuldur.

Bu teoremi kanitladigimizi varsayarsak, siirekliligin tammmindan e ve §’y1
atip siirekliligi tamamen komsuluklarla ifade ettik, boylece siireklilik nerdeyse
sadece kiimeler kuramina ait bir kavrama dontistii. Bu kavrami ilerde daha da
soyutlayarak (R’den de kurtarip) matematigin olaganiistii giizel bir dali olan
“topoloji”’yi yaratacagiz.

Onsav 0.3. X C R olsun.
i. a’yr iceren her I agik aralige icin I N X, a’nwn bir X -komsulugudur.

’_‘ I (bir aralik)
B
V=InX

ii. a’min bir X-komsulugunu iceren X in her altkimes: a’nin bir X -komsulu-
gudur.

I (bir aralik)

vV W | X

V, a’mun bir X-komsuluguysa,
W de a’nin bir X komsulugudur.
iii. a’nwn ki X -komsulugunun kesisimi de a’nin bir X -komsulugudur.

11 (bir aralik)
J (bir aralik)

W| v | v X

Ve W, a’min iki X-komsuluguysa o zaman
V N W de a’nun bir X-komgulugudur, ciinkii
aelnXcVwveae JnXc Wise,

ae (In])nXcVn Wolur.
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iv. V, X'in herhangi bir altkiimesi olsun. O zaman

Ve ={a eV :V, a’nin bir X-komsulugu}
kumesi, acik araliklarin bilesimi olan bir U C R altkiimesi icin UNX kimesine
esittir.

Kanit: Ilk {i¢ ozelligin kamt1 kolaydir ve okura birakilmgtir. Resimler de
zaten yeterince aciklayici.
iv. Kanit1 agagidaki sekilden izleyebilirsiniz.

I (araliklar)
]
‘—'—L _JV“ v X

a € V° olsun. V° kiimesinin tanimindan dolay1, a’y1 iceren bir I, acik araligl
icin,

I,NnXCV
olur. Her a € V° igin, bdyle bir I, agik araligi segelim ve

U:UIa

acVe°

tanmimin yapalim. O zaman, her a € V° i¢in, a € I, C U oldugundan, V° C U
olur. Ayrica V° C V C X oldugundan

VecunXx

icindeligini elde ederiz.
Simdi de son olarak U N X C V° i¢indeligini gosterelim.

UﬂXz(U [a> NX=J{.nX)

acVe acVe°

oldugundan, her a € V° i¢gin, I, N X C V° igindeligini gostermek yeterli.
b e I,NX olsun. O zaman, b € I, N X C V oldugundan, V, b’nin bir X-
komsulugudur. Demek ki, b € V°. d

Bu kitapta, yukarda yapilanlari R’den bagka kiimelere soyutlayarak ge-
nellegtirecegiz ve boylece ¢ok genis bir uygulama sahasi olan topolojiye ulaga-
cagiz.

Komguluklarin su 6zelligi de hayat1 kolaylagtirir:
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12 0. R Ornegi

Onsav 0.4. a € Y C X C R olsun. a’mn her Y -komsulugu, a’nin bir X -kom-
suluguyla Y ’nin kesisimidir. Ayrica a’nin bir X -komsuluguyla Y 'nin kesisimi
a’mn bir Y -komsulugudur.

od

Kamt: V, a’'nin bir Y-komsulugu olsun. O zaman a’y1 igeren bir I acik aralig:
igin, INY C V olur. Elbette I N X, a’nin bir X-komgulugudur. Onsav 0.3.ii’ye
gore, W = (INX)UV de a'min bir X-komgulugudur. O zaman,

VoewnY=((InX)uv)ny
=((INnX)NY)Uu(VnNnY)
=InY)u(VnYy)CcVv

olur, yani V =W NY olur.

Simdi W, a’nin bir X-komgulugu olsun. O zaman a’y1 igeren bir I agik
araligi i¢in, 1 N X C W olur. Demek ki

acINY=(INX)NY CWnY.

Bundan da W N Y’nin ¢’'nin bir Y-komsgulugu oldugu anlagilir. O

0.1.3 Sireklilik

S6z verdigimiz gibi Teorem 0.2’yi kanitlayarak siireklilik kavramini € ve §’dan
kurtaracagiz.

Teorem 0.2°nin Kamiti: Once f: X — R fonksiyonunun a’da siirekli oldu-
gunu varsayalim. W, f(a)'nmn bir komsulugu olsun. Demek ki bir I acik aralig
icin,

flayeICW

olur. Ama I agik bir aralik oldugundan ve f(a)’y1 igerdiginden, sayfa 5’teki
(B) maddesinden dolayi, pozitif bir e sayis1 igin,

(f(a) — ¢ fla)+e) C T

olur. Ote yandan, f, a’da siirekli oldugundan, 6yle bir § > 0 vardir ki, her
z e XN(a—0d,a+9)icin, |f(x) — f(a)|] < e, yani

f(x) € (fla) =€ fa) + )
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olur, bir bagka deyisle,
f(XN(a—0d,a+90)) € (f(a) =€ fla) +€)

olur; demek ki,
fXN(a=¥d,a+9)CICW

olur. Dolayisiyla,
a€XnN(a—6a+d)CfiWw)

olur. Bu da, f~}(W) kiimesinin a'nmn bir X-komsulugu oldugunu gosterir.
Simdi de,

f(a) mn R’de her komsulugunun énimgesi a’nin bir X -komsulugudur

kogulunu kabul edip f’nin a’da siirekli oldugunu gosterelim. € > 0 olsun. O
zaman (f(a) — ¢, f(a) + €) araligl f(a)'mn bir komgulugudur. Demek ki, var-
saydigimiz kosula gore,

FHfa) —e fla) +o)

kiimesi, a’nin bir X-komsulugudur; dolayisiyla a’y1 igeren agik bir I aralig
icin,
acINXCf ' (fla)—e fla)+e)
icindelikleri gegerlidir. a € I ve I agik oldugundan, 6yle bir § > 0 vardir ki,
(a—d,a+06)C1I
olur. Bundan ve bir 6nceki ciimleden,

(a=d,a+0)NX C f(f(a) — ¢ fla) +¢)

¢ikar. Yani

fla=d,a+6)NX) C (fla) =€ fla) +¢),
yani her = € (a — d,a+ ) N X igin
f(x) € (f(a) =€ fa) +€),

yani eger x € X elemam |x — a| < § esitsizligini saghyorsa,

[f(x) = fla)| <e
olur. Bu da f’nin a’da siirekli oldugunu gosterir. O

Eger f : X — R fonksiyonu degerlerini Y kiimesinde aliyorsa, yani f(X) C
Y ise, o zaman f’yi X'’ten Y’ye giden bir fonksiyon olarak da gorebiliriz. Te-
orem 0.2’yle agagidaki teorem arasinda higbir ayrim yoktur, ikisi de ayni seyi
soylemektedir:
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14 0. R Ornegi

Teorem 0.5. a € X CR, Y CR wve f: X =Y bir fonksiyon olsun. f’'nin
a’da strekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

f(a) 'man her Y -komsulugunun énimgesi a’nin bir X -komsulugudur
kosuludur.

Kanit: f, X’ten R’ye giden bir fonksiyon olarak goriildiigiinde de siireklidir
(elbette! ama bunun dogrulugunu siz gene de kontrol edin). Eger I bir araliksa,

) =f1InY)

esitligi gecerlidir ve Teorem, bu gozlemlerden ve bir 6nceki teoremden cikar.
Nitekim, W C Y, f(a)'mn bir Y-komsgulugu olsun. I acik aralig,

fla)eInyY CW
icindeliklerini saglasin. O zaman,
ac fTH ) =f1UNY)C W)

olur. Ama I, f(a)'mmn bir komsulugu oldugundan, Teorem 0.2’ye gére f (1)
kiimesi de a'nmn bir X-komsulugudur. Onsav 0.3.ii’ye gore f~1(W) de a'nin
bir X-komsulugudur. O

Bir noktada stirekliligin kontrol etmesi daha kolay bir kogulu asagida:
Sonug 0.6. a € X CR ve f: X — R olsun. f’nin a’da sirekli olmass igin,
f(a) yr iceren her agik araligin énimgesi a’nin bir X -komsulugudur
kosulu gerek ve yeter kosuldur.

Kanit: Acik araliklar komguluk olduklarindan, eger f, a’da stirekliyse kogulun
gerekli oldugu Teorem 0.2’den belli. Simdji, verilen kogulun dogru oldugunu var-
sayalim. Teorem (.2’yi kullanarak f’nin a’da siirekli oldugunu kanitlayacagiz.
W, f(a)'nin bir komgulugu olsun. I,

fla)e ICW

icindeliklerini saglayan bir acik aralik olsun. O zaman, f~1(I) C f~1(W) olur.
Varsayima gore f~1(I), a'nin bir X-komsulugudur. Demek ki bunu kapsayan
f~H(W) kiimesi de a’nin bir X-komsulugudur. O

Bir fonksiyonun siirekli olmasi demek fonksiyonun tanmim kiimesinin her
elemaninda siirekli olmasi demek oldugunu animsayalim. Siirekliligin uygula-
maya daha yatkin esdeger kogullarini bulabiliriz:

Sonug 0.7. f: R — R bir fonksiyon olsun. Eder her a¢ik araligin onimgesi
actk araliksa f sureklidir.

Kanit: Sonug 0.6’dan dogrudan gikar. O
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0.1.4 Uygulamalar

Yukardaki teoremlerde, bir fonksiyonun bir noktada siirekliligini bambagka bir
dilde, komguluklar dilinde ifade ettik. Bu dilin avantajlar1 vardir. Ornegin su
teoremin bu dilde kanit1 ¢cok kolaydir:

Sonug 0.8. X, Y CR,ac Xvef: X —>Ywveg:Y — R ki fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu a noktasinda ve g fonksiyonu f(a) noktasinda siirekliyse, o
zaman g o f fonksiyonu a noktasinda sureklidir.

Kanit: W, g(f(a))min bir komsulugu olsun. O zaman Teorem 0.2’ye gore
g 1 (W), f(a)'nm bir Y-komsulugudur. Teorem 0.5’¢ gére f~(g~1(W)), yani
(go f)~Y(W) kiimesi a’'min bir X-komsulugudur. O

Sonug 0.9. f : R — R mutlak artan ve érten bir fonksiyonsa f streklidir.
Ayrica f’nin tersi de streklidir.

Kanit: Sonug 0.7’den dolayr her agik araligin 6nimgesinin bir agik aralik
oldugunu kamtlamak yeterlidir. (a,b) agik araligini ele alalm. Ilk olarak,

f~H(a,b)
kiimesinin bir aralik oldugunu kanitlayalim. Bunun icin,
u,v € fHa,b) veu < w < v
kogullarini varsayip,
w e f~(a,b),

icindeligini kanitlamaliy1z. f artan oldugundan,

a < f(u) < flw) < f(v) <b

olur. Demek ki f(w) € (a,b) ve w € f~1(a,b).

Simdi de f~!(a,b) araliginin acik olmak zorunda oldugunu, yani smirlarini
icermedigini kanitlayalim. Aksine, diyelim u = inf f~!(a,b) € f~'(a,b) olsun.
O zaman

a< f(u)<b

olur. a < ¢ < f(u) esitsizliklerini saglayan bir ¢ sayisi alalim. f érten oldugun-
dan, bir v i¢in f(v) = ¢ olur. f(v) = ¢ < f(u) oldugundan v > u olamaz ve
v < u olmak zorunda. Ama bu egitsizlik de,

v € f(a,b) ve u = inf f~*(a,b)

olgulariyla celisir. Benzer nedenden f~!(a,b) kiimesi en kiiciik iistsinirini da
icermez. Demek ki f~!(a,b) acik bir araliktir ve f siireklidir.
f'nin tersi de artan oldugundan f'nin tersi de stireklidir. O
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Sonug 0.10. X C R ve f : X — R mutlak artan bir fonksiyon olsun. Ejer
f(X) agik bir arakliksa, f sireklidir.

Kanit: Sonug 0.6’dan dolay1 her agik araligin 6nimgesinin X-agik oldugunu
kanitlamaliy1z. Kanit aynen yukardaki gibidir. g

Bunun sonucu olarak, 6rnegin, exp ve In fonksiyonlarinin siirekli olduklarini
hi¢ hesap kitap yapmadan goriiriiz.
Yukardaki sonuclar elbette azalan fonksiyonlar igin de gecerlidir.

Aligtirma 0.20. Bu sonuclari kullanarak f(z) = z? kuraliyla tanimlanmig f : R — R
fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterin.

0.2 Sireklilik ve Acik Kimeler

0.2.1 Acik Kiimeler

Gegen altboliimde bir fonksiyonun bir noktada siirekliliginin tanimini € ve
d’dan kurtarip nerdeyse kiimeler kurami seviyesine indirmistik. Bu boliimde
fonksiyonlarin siirekliligi kavramini (yani her noktada stirekliligi) ayni diizeye
indirecegiz, ya da cikaracagiz.

Bir tanmimla baglayalim. R’nin, acik araliklarin bilegimi olarak yazilan alt-
kiimelerine a¢ik kume diyelim.

Ornekler

0.21. Agik araliklar agik kiimelerdir. (0,1) U (1,2) ve (0,1)U (2, 3) kiimeleri de elbette agiktir.
Bunun 6zel bir durumu olarak, her a € R igin (a,a) = 0 oldugundan, bogkiime agik
bir arahktir, dolayisiyla acik bir kiimedir. R acik bir kiimedir: Ister R’yi ilk ciltte
yaptigimiz gibi agik bir aralik olarak kabul edin, ister R = J,, . (=7, 1) = U, ¢z (7, n+2)
esitliklerinden birini kullanin.

0.22. Bilesimi alinan acik aralik sayisi sonsuz da olabilir. érnegin, R\ Z kiimesi,
R\Z = U(n,n+1)
nez

esitliginden dolay1 agiktir.
0.23. Ote yandan (0, 1] arahg: acik bir kiime degildir. Bunu gésterelim.
0

{
Iu\

(1-¢,1+¢)

[ CN
4

Sorun’un 1 sayisindan kaynaklandig: belli. Diyelim (0, 1] aralig1 agik bir kiime. O zaman
(0,1] aralig1 agik araliklarin bilegimi olarak yazilir. Diyelim I, acik araliklar: igin,

01= 7L

acA
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0.2. Sureklilik ve Agik Kiimeler 17

esitligi saglaniyor. O zaman bir a € A gostergeci i¢in, 1 € I, olur. Ama I, agik bir aralik
oldugundan dolay1, bundan, ¢ok kii¢lik de olsa, pozitif bir € sayisi igin

1-€6l4¢ Cl,
igindeligi ¢ikar ve o zaman da
1+e/2€(l—e1+¢€) C1, C(0,1]

olur ki bu da (e > 0 oldugundan) 1 < 1+¢/2 < 1 geligkisini verir. Demek ki (0, 1] aralig
acik olamaz.

Tlerde, R’nin her acik altkiimesinin sayilabilir sonsuzlukta agik araligin bilesimi olarak
yazilabilecegini gorecegiz.

Aligtirmalar
0.24. Sonlu bir kiimenin ancak bogkiimeyse agik olabilecegini kanitlayn.
0.25. Z, Q ve R\ Qniin agik kiime olmadigini kanitlayin.
0.26. Q’yii iceren ama R’ye esit olmayan acik bir kiimenin varligini kanitlayin.

Agik kiimelerin yardimiyla R’den R’ye giden fonksiyonlarin siirekliligini e
ve 0’s1z ifade edebiliriz:

Teorem 0.11. f: R — R bir fonksiyon olsun. f’nin sturekli olmasi i¢in R 'nin
acrk kumelerinin onimgelerinin acik olmalary gerek ve yeter kosuldur.

Daha sonra, acik kiimenin tanimiyla hafifce oynayarak, bu teoremi, R’nin
bir X altkiimesinden R’ye giden fonksiyonlara da genellestirecegiz (bkz. Teo-
rem 0.14).

Teoremi kanitlamadan 6nce acik kiimelerin birkag kolay ve kullanigh 6zel-
ligini gorelim.

Omnsav 0.12. U C R olsun. Asaqrdaki ii¢ 6nerme esdegerdir:

a. U agiktar.

b. Her x € U i¢cin, x € I C U oézelliklerini saglayan acik bir I araligr vardar,
yani U icerdigi her elemanin bir komsulugudur.

c. Her x € U igin, (x — e,z +¢€) C U dzelligini saglayan bir € > 0 vardor.

Kanit: (a = b). U, agik araliklarin bilesimi oldugundan dolay1... Bu agiklama
yeterli goriilmediyse biraz daha acalim. U’yu acik araliklarin bilegimi olarak
yazalim: U = (J,c4 Lo- (Burada A bir gostergec kiimesidir.) Bilesimi alinan
her I, acik bir aralig1 temsil ediyor ve her biri U’'nun bir altkiimesi. Eger z,
U’nun bir elemaniysa, z, bu acik araliklardan birinin elemani olmali.

(b= ¢). x € U olsun. Varsayima gore,

relCU

ozelliklerini saglayan acik bir I araligi vardir. I bir agik aralik oldugundan ve
x € I oldugundan,
(x—e,x+€ C1I
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18 0. R Ornegi

igindeligini saglayan bir € > 0 vardir. Demek ki,
(r—e,x+e) CICU

olur.
(¢ = a). Varsayimma gore her x € U igin,

(x —€ez,x+€,) CU

i¢indeligini saglayan bir €, > 0 vardir. Elbette U bu (z — €., z + ¢, ) araliklarin
bilegimidir. O

Asagidaki ozellikler acik kiimelerin “karakteristik ozellikleri” olarak kabul
edilirler. Topoloji konusuna el attigimizda bu oOzelliklerin 6nemi giin 1g1gina
cikacak.

Onsav 0.13. i. 0 ve R actk kiimelerdir.
ii. Iki (dolayrswyla sonlu sayrda da) agik kimenin kesigimi agiktor.
iii. Agik kiimelerin (sonsuz sayida bile olsa) bilesimi gene agik bir kiimedir.

Kanit: i. Ornek 21. ii. U ve V iki acik kiime olsun. U ve V’yi agik araliklarin
bilegimi olarak yazalim:

U=|JIL, V=]

a€A beB

Buradaki I, ve Jp, agik araliklar: temsil ediyorlar. O zaman,

Unv = (U Ia> N (U Jb> = U @nn)

acA beB acAbeB

olur. Tki acik araligin kesigimi gene agik bir aralik oldugundan, her a € A ve
b € B gostergeci igin,

I,NJp
agik bir araliktir (bogkiime de olabilir); sonug olarak U NV, acik araliklarin
bilesimi olarak yazilir ve dolayisiyla agik bir kiimedir.

iii. Her acik kiime bir agik araliklar bilesimi oldugundan, acik kiimelerin
bilesimi gene bir acik araliklar bilesimidir, yani acik bir kiimedir. O

Dikkat: Kapal araliklarin bilegsimi olarak yazilan bir kiime acik bir kiime
(hatta agik bir aralik) olabilir; 6rnegin, (J;2,[1/n,1 —1/n] = (0,1).

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



0.2. Sureklilik ve Agik Kiimeler 19

0.2.2 Sirekli Fonksiyonlar

Simdi Teorem 0.11’i kanitlayalim.

Teorem 0.11’in Kamniti: Teoremi bir 6nceki altboéliimdeki sonuclar1 kulla-
narak kolaylikla kanitlayabiliriz (Onsav 0.3.iv bu sonuglardan biri). Ama isin
zoruna kacip bunu yapmayacagiz.

f R — R, siirekli bir fonksiyon olsun. U, R’nin bir acik kiimesi olsun.
U’yu agik araliklarin bilegimi olarak yazalim:

U= UIa.

acA

f~Y(U) kiimesinin acik oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun icin,

fﬁl(U) = U fﬁl(Ia)

acA

esitliginden dolay1, Onsav 0.13.iii’e gore, f~!(I,) kiimelerinin acik oldugunu
kanitlamak yeterli. Madem 6yle, herhangi bir I acik arahgi alalim ve f~!([I)
kiimesinin acik oldugunu kanitlayalim. Bunun icin Onsav 0.12.c kogulunu kul-
lanacagiz.

Rastgele bir b € f~1(I) noktasi alalm. f(b) € I oldugundan, pozitif bir e
sayi1s1 icin,

(f(b) —e fO) +e) S 1
olur. Ayrica, f, b'de stirekli oldugundan, oyle bir § > 0 vardir ki, her = €
(b—6,b+6) igin,
f@) e (f(b)—e f(b)+€) C 1

olur. Yani
fb—6,0+08) C(f(b)—¢ f(b)+e) C1

olur, yani
(b—6,b+6) C fH(I)

olur ve béylece f~1(I) kiimesinin acik oldugu kanitlanir.

Simdi de, tam tersine, R'nin acgik kiimelerinin énimgelerinin ac¢ik oldugunu
varsaylp f'nin stirekli oldugunu kanitlayalim. b € R olsun. f’nin b’de stirekli
oldugunu kanitlayalim. ¢ > 0 olsun.

(f(b) — € f(b) +¢)

acik araligi acik bir kiime oldugundan, varsayima gore,

FTHF®) — e f(0) +¢)
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acik bir kiimedir. Ayrica b noktasini igerir. Demek ki,

belC fH(f(b)—¢ f(b)+e)

iligkilerini saglayan bir I agik araligi vardir. I, b noktasini igeren agik bir aralik
oldugundan,
(b—6,b+6)C1I

iliskisini saglayan bir de § > 0 sayis1 vardir. Demek ki,
(b=0,b+08) CIC fTH(f(b) =€ f(b) +¢)
ve
f(b—=0,b406) C (f(b) =€, f(b) +e)
Bu da aynen, f’nin b’de siirekli oldugunu séylemektedir. U
Simdi s0z verdigimiz gibi teoremi R'nin herhangi bir X altkiimesinden R’ye

giden fonksiyonlara genisletecegiz. Once teoremi yazabilmek igin gereksinilen
tanimi verelim.

Tanim. V C X C R olsun. Eger R'nin bir U agik kumesi i¢in, V = U N X
oluyorsa, o zaman V 'ye X 'in a¢ik altkiimest denir. Bir kiimenin X ’te a¢ik
oldugunu belirtmek icin kimi zaman X -ag¢tk diyecegiz.

U (R’de agik)

X’in bir V agik kiimesi R’nin agik bir
U kiimesi icin U N X bigiminde yazilir.

Ornekler

0.27. X =(0,3] ise (1,2) ve (2, 3] kiimeleri X’te agiktir ama {3} kiimesi X te acik degildir.
0.28. Eger X = (0,2] U {3} ise {3} kiimesi X te agiktir.

Eger X = R ise yukarda tanimlanan “R-acik kiime” kavramiyla daha once
tanimladigimiz “agik kiime” kavramlarimin ayni olduklarini gézlemleyin.

Alistirmalar

0.29. Eger X C R sonlu bir kiimeyse, X’in her altkiimesinin X-acik oldugunu kanitlayin.

0.30. X, R’nin acik bir altkiimesi olsun. X-acgik kiimelerinin R’de de acik olduklarini kanitla-
yin.

0.31. Eger X'in bir U altkiimesi R’de agiksa, U’nun X-agik oldugunu kanitlayin.
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0.32. z € V C X CR olsun. Agagidaki iki kogulun egdeger oldugunu kanitlayin:
a. V, «’in bir X-komsgulugudur.
b. x € U C V o6zelliklerini saglayan bir X-agik U kiimesi vardir.

Teorem 0.14. X C R ve f : X — R bir fonksiyon olsun. f ’nin sturekli olmas:
i¢in Rnin tim agik altkumelerinin onimgelerinin X -ac¢ik olmast gerek ve yeter
kosuldur.

Teorem 0.14’i kamtlamadan 6nce, aynen Onsav 0.12’de yaptigimiz gibi,
X’te acik kiime olmanin egdeger tanimlarini bulalim:

Omnsav 0.15. V C X C R olsun. Asagqidaki ti¢ onerme esdegerdir:

a. V, X-agiktar.

b. Herxz € V icin, x € INX CV iliskilerini saglayan ac¢ik bir I araligr vardar,
yani V, her elemaminin bir X -komgulugudur.

c. Herz € V igin, (x—e,x+€)NX C V igindeligini saglayan bir € > 0 vardur.

| U (R’de agik)
[ ]
i

Kamit: (a = b). 2 € V C X ve V kiimesi X-acik olsun. V kiimesi X-
acik oldugundan, X-acikligin tamimindan dolayi, R'nin, V = U N X esitligini
saglayan acik bir U altkiimesi vardir. Demek ki € U. Onsav 0.12’ye gore,
x € I C U ozelliklerini saglayan acik bir I araligi vardir. Sonug olarak,

relNXCUNX=V

olur.
(b = ¢). x € V olsun. Varsayima gore,

zelNXCV
iligkilerini saglayan acik bir I agik araligi vardir. I agik bir aralik oldugundan

ve 2’1 igerdiginden,
(x—e,x+e€ C1I

igindeligini saglayan bir € > 0 vardir. Bu € saysi igin,
(r—e,z+e)NXCINXCV

olur.
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(c = a). Her z € V igin,
(T —epz+e)NXCV
igindeligini saglayan bir €, > 0 secelim. U, bu
(x — €z, + €)

araliklariin bilegimi olsun:

U= U (x — €z, 7+ €z).
zeX

Agik kiime tanimina gére U, R’de agiktir. Bakalim U N X = V esitligi oluyor
mu? Eger z € V ise,

rEeE(x—€n,r+e)NXCUNX

oldugundan V C U N X olur. Ote yandan,

UNnX = (U(Jf—ﬁx,l‘+€x)) NX = U((:L"—em,x—l—ez)ﬂX)gV.

zeX zeX
Demek ki V =U N X ve V, X’in agik bir kiimesi. O

Teorem 0.14’tin Kaniti: f : X — R, siirekli bir fonksiyon olsun. U, R’nin
acik bir altkiimesi olsun. U’nun 6nimgesinin X-acgik oldugunu kanitlamak is-
tiyoruz. Onsav 0.15.b’ye gére, f~1(U) kiimesinin, icerdigi her elemanm bir
X-komsgulugu oldugunu kanitlamak yeterli. € f~1(U) olsun. f(z) € U oldu-
gundan, Onsav 0.15.b’ye gore, U, f(x)’in bir komgulugudur. f fonksiyonu x’te
siirekli oldugundan, Teorem 0.2’ye gére, f~1(U), 2’in bir X-komsulugudur.
Teoremimizin yaris1 kanitlanmigtar.

Simdi de R’nin agik altkiimelerinin 6nimgelerinin X-agik olduklarini var-
sayalim. X’ten herhangi bir a elemam alalim. f’nin a’da siirekli oldugunu
gosterecegiz ve bunun igin Teorem 0.5’1 kullanacagiz. V', f(a)’nin herhangi bir
komsulugu olsun. f~(V)’nin a'nm bir X-komsulugu oldugunu goéstermemiz
gerekiyor. I acgik aralig,

fla)e ICV

ozelliklerini saglasm. (V, f(a)'nin bir komsgulugu oldugundan, komsulugun
tammmindan dolay1 boyle bir I agik araligi vardir.) O zaman,

ac fH ) CfHV)

olur. Agik arahklar agik olduklarindan, varsayima gore f~H(I) kiimesi X-
aciktir. Demek ki Onsav 0.15.b’ye gore,

acJNXCf )
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iligkilerini saglayan acik bir J araligi vardir. Bundan,
acJNnXCfHV)

bulunur. Demek ki f~1(V), a'nin bir X-komsuluguymus. O

Alistirma 0.33. Teorem 0.14’#, hi¢ komsuluklardan sézetmeden, dogrudan agik kiimenin
tanimina bagvurarak kanitlayin.

Agagidaki ozellikler X-acik kiimelerin “karakteristik 6zellikleri” olarak ka-
bul edilirler.

éngav 0.16. i. 0 ve X kiimeleri X -aciktar.
ii. Tki X -acik kiimenin kesisimi X -aciktar.
iii. X -agik altkimelerin (sonsuz sayida bile olsa) bilesimi X -agik bir kimedir.

Kanit: Kamt icin genis dlciide Onsav 0.13’ten yararlanacagz.
i.)=0NX ve X =RNX oldugundan hem () hem de X kiimesi X-aciktir.
ii. V' ve V; kiimeleri X-agik olsunlar. U ve U; altkiimeleri, R'nin,

V=UnXveVi=U;NX
esitligini saglayan acik altkiimeleri olsunlar. O zaman,
Vavi=UnX)Nn(UynX)=UnU;)NX

olur. Onsav 0.13.ii’ye gore U N U; kiimesi R'nin acik altkiimesi oldugundan,
bu esitlige gore V NV kiimesi X-agiktir.
iii. (V,)aea, X-acik kiimelerden olusan bir aile olsun. Her a € A igin, R’nin
U, acgik kiimesi,
Vo=U,NX

esitligini saglasin. O zaman,

Uve=JW.nXx)= (U Ua>mX

acA a€EA a€A

olur. Onsav 0.13.iii’e gore, Uaea Ua kitmesi R'nin agik altkiimesi oldugundan,
bulunan esitlige gore (J,c 4 Va kiimesi X-agiktar. U

Alistirmalar

0.34. X C R olsun. Bogkiimenin R’de agik oldugunu biliyoruz. Demek ki X’in R-agik altkiime-
leri var. X’in tiim R-acgik altkiimelerinin bilegsimini alacak olursak, X’in gene R-agik bir
altkiimesini buluruz. Dolayisiyla bu bilesim X’in R-agik en biiyiik altkiimesidir. Bu
kiimeyi X° olarak gosterebiliriz. (0,1]° = (0,1), Z° = 0 ve Q° = 0 esitliklerini kanmitla-
yin.
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0.35. X CR ve V C X olsun. Onsav 0.3.iv’te sozii edilen
V®={a €V :V,anm bir X-komgulugu}

kiimesinin X-agik oldugunu kamtlayin. V° kiimesinin V’nin X-agik olan en biiyiik alt-
kiimesi oldugunu kanitlaym. (Bkz. bir iistteki aligtirma.)
0.36. a € V C X C R olsun. Su 6nermelerin egdeger olduklarini kanitlayin:
a. V, a'nin bir X-komsulugudur.
b.a € U CV C X iligkilerini saglayan X-acik bir U kiimesi vardir.

Agik araliklar sayesinde siirekliligi € ve é’dan kurtardik. Bunca g¢abanin
getirilerini ii¢ vakte kadar gorecegiz. Once bir 6nsav.

Omnsav 0.17. Y C X C R olsun. Y -agik her kime X-agik bir kiimeyle Y 'nin
kesisimidir.

Kanit: V, Y-acik olsun. O zaman R’nin agik bir U altkiimesi i¢cin V =UNY
olur. U N X, X-aciktir ve

V=UNY=UnX)NY

esitligi barizdir.
Simdi tam tersine V', X-acik olsun. O zaman R’nin acgik bir U altkiimesi
igin V=U N X olur.

VAY =UnX)NY =UNXNY)=UNY

oldugundan, V NY kiimesi Y-acgiktir. O

Eger f : X — R fonksiyonu degerlerini Y kiimesinde aliyorsa, yani f(X) C
Y ise, o zaman f’yi X’ten Y’ye giden bir fonksiyon olarak da gorebiliriz.
Teorem (.14’le asagidaki teorem arasinda hicbir ayrim yoktur, ikisi de ayni
seyi soylemektedir:

Teorem 0.18. X C R, Y CRuwe f: X — Y bir fonksiyon olsun. f’nin
surekly olmast i¢in gerek ve yeter kosul sudur: Her Y -acik kiimenin onimgesi
X -acgiktar.
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Kanit: Once f’nin siirekli oldugunu varsayalim. V', Y-acik olsun. Onsav
0.17’ye gore, R’nin,
V=UnNnY

esitligini saglayan acik bir U altkiimesi vardir. Demek ki,
V)= uny) = o) n i) = 1)

olur. Teorem 0.14’e gore f~1(U), X-aciktir.
Simdi her Y-acik kiimenin 6nimgesinin X-agik oldugunu varsayalim. U,
R’nin bir acik altkiimesi olsun.

oy =1 onx =1 u)nfiy) = 1uny)

olur. U NY, Y-acik oldugundan, varsaymma gore, f~1(UNY), X-aciktir, yani
f~H(U) kiimesi X-aciktir. Dolaysiyla f siireklidir. O

Yani siireklilikte fonksiyonun deger kiimesinin belirtilmesinin bir 6nemi
yoktur.

Simdi, daha 6nce kanmitladigimiz bir teoremin bu dilde bir kanitin verelim.
Kanitin kolayligi okuru carpacaktir diye umuyoruz.

Sonug 0.19. X, Y CR, f: X - Y veg:Y — R iki fonksiyon olsun. Ejer
f ve g fonksiyonlar: stirekliyse, o zaman g o f fonksiyonu da streklidir.

Kamit: W, R’nin agik bir altkiimesi olsun. O zaman Teorem 0.14’e gore
g~ Y(W) kiimesi Y-aciktir. Teorem 0.18’e gore

FHe W) = (g0 /)W)
kiimesi X-agiktir. U

Ama dikkat, agik bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altinda imgesi acik ol-
mak zorunda degildir. Ornegin, R’den R’ye giden sabit a fonksiyonu stireklidir
ama R'nin {a} kiimesi agik degildir.

0.2.3 R’nin Acik Altkiimelerinin Simiflandirilmasi

Teorem 0.20. R’nin her agik altkumes: saylabilir sayida ayrik acik araligin
bilesimidir.

Kanit: U C R bir agik kiime olsun. Eger z, y € U ise su tanimi yapalim: x,
y’ye denktir ancak ve ancak bir I agik araligi icin x,y € I C U oluyorsa.
Kolayca goriilebilecegi tizere bu bir denklik iligkisidir [N1].
Simdi her denklik sinifinin bir aralik oldugunu gosterelim. z € U olsun.
x’in simfim [z] olarak gosterelim. [x]’in bir aralik oldugunu gostermek igin
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her y,z € [z] ve y ile z arasindaki her ¢ i¢in ¢'nin de [z] smifinda oldugunu
gostermeliyiz. Bunun kanit1 ¢cok kolaydir.

U, ayrik denklik simiflarinin bilesimi oldugundan, U’nun ayrik araliklarin
bilegimi oldugunu gostermis olduk. [z] bu ayrik araliklardan biri olsun. [z]
araliginin ug noktalarindan birini, diyelim a’y1 igerdigini varsayalim. O zaman
a ile x denktir ve hem a’y1 hem de z’i iceren bir I acgik araligi vardir. Ama
bir € > 0 i¢in a & € € I oldugundan, a + € € [z] ¢gikar ve bu da a’nin ug nokta
olmasiyla geligir.

Demek ki U ayrik agik araliklarin bilegimi. Her ayrik acik aralikta bir ke-
sirli say1 oldugundan ve kesirli sayilar kiimesi sayilabilir oldugundan, U ancak
sayilabilir sayida acik araligin bilesimidir. O

Acik kiimelerin tiimleyeni igin benzer énerme (az buz degil) ¢ok yanhstir.
Ornek i¢in okur daha gsimdiden Boliim 19’daki Cantor kiimelerine bakabilir.

Asagidaki sonug da yukardaki teoremin kaniti gibi R’nin i¢inde yasayan
@’niin 6nemini gosteriyor:

Teorem 0.21 (Lindeldf). U, R’nin agik kimelerinden olusan bir kiime olsun.
O zaman Uy U = Uy ey V esitliging saglayan sayilabilir birV C U altkimesi
vardr.

Kanit: = € (Jy o U olsun. O zaman z € I, C U igindeliklerini saglayan bir I,
agik araligi ve bir U € U kiimesi vardir. Gerekirse biraz daha kiigiilterek I,’in
u¢ noktalarmin kesirli say1 olduklarini varsayabiliriz. Dolayisiyla bu I, agik
araliklarindan sayilabilir sayida vardir. Bundan béyle bu I, agik araliklarin
dogal sayilarla J, olarak kodlayalim. Her n i¢in J,’yi kapsayan bir U, € U

secelim. Elbette,

Ueld
olur. O

Aligtirma 0.37. X sayilabilir bir kiime olsun. X’in altkiimelerinden olugan ve sayilamaz
sonsuzlukta olan &yle bir (U;); kiime ailesi bulun ki, her 4 # j igin ya U; C U; yada U; C U;
olsun. Ipucu: X = Q varsayimini yapabilirsiniz.
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1. Topolojik Uzay

Gegen boliimde R’nin, adina “agik” dedigimiz bazi altklimelerini tanimladik
ve bir fonksiyonun siirekliligini tamamen agik kiimeler yardimiyla (hig € ve §
kullanmadan) ifade ettik. Boylece bir fonksiyonun siirekliligini kiimeler kurami
seviyesine indirdik. Aym seyi bugiine kadar analizde tamimladigimiz hemen
hemen her kavram icin yapabiliriz. Boylece analitik kavramlar fiziksel diinya
olarak niteleyebilecegimiz R’den kurtarip, bu kavramlari ¢ok daha soyut ve
genel bir evrene genellestirebiliriz. Her ne kadar yapacaklarimiz ug seviyede
soyutsa da, kanitlar1 kolaylagtirdigindan ve daha genel olduklarindan ¢ok daha
fazla uygulamaya izin verir. Giizelligi de cabasi.

1.1 Tanim ve Ornekler

Gegen bolimde, R’nin bir X altkiimesi i¢in, X’in “acgik altkiime”lerini bir
bicimde tammlamis ve Onsav 0.16’da bu acik altkiimelerin su 6zellikleri sag-
ladiklarini kanitlamistik:

X1. () ve X kiimeleri aciktir.

X 2. Iki acik kiimenin kesigimi aciktir.

X3. Acik kiimelerin bilegimi aciktir.

Simdi, herhangi bir X kiimesi verilmig olsun. X’in yukardaki gibi R’nin
bir altkiimesi olmas: filan gerekmiyor, herhangi bir kiime olabilir. (Topolojinin
giizelligi de iste tam burada.) X’in baz1 altkiimelerine “agik” adini verelim ve
acitk dedigimiz bu altkiimelerin yukardaki X1, X2, X3 ozelliklerini sagladikla-
rin1 varsayalim. O zaman X tlzerinde bir “topoloji” tanimlanmis olur. Eger
7, elemanlar1, adina agik adin1 verdigimiz kiimelerden olugan kiimeyse, (X, 7)
ciftine topolojik uzay denir. Tanimi daha matematiksel verelim:

X herhangi bir kiime olsun. X’in altkiimelerinin kiimesini p(X) ile simge-
ledigimizi animmsatalim. 7 C (X)) olsun. Yani 7, elemanlar1 X in baz altkiime-
leri olan bir kiime olsun. 7’nun su ozellikleri sagladigini varsayalim:

T1.0, X € 7.

T2. Eger U,V etise UNV €.

T3. Eger her i € I icin U; € 7ise | J;c; U; € 7.
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Cogu zaman 7'nun ne oldugu konunun geliginden bellidir; o zaman, (X, 7)
¢ifti yerine sadece X’in kendisine topolojik uzay denir.

S

Dolayisiyla, sonlu sayida agik kiimenin
U ve Vaciksa U N V de agiktir.  kesisimi de aciktir.

Sonlu ya da sonsuz, kag tane olursa olsun,
acik kiimelerin bilesimi hep agiktir.

Bir X kiimesi tizerinde bir topoloji tamimlamak demek, X’in acik kiimele-
rini bir bigimde belirlemek demektir. Acik adi verilen bu kiimeler X1, X2, X3
ozelliklerini saglamalidirlar.

Bir onceki boliimde R {izerinde tanimladigimiz topolojiye Oklid topo-
lojist ad1 verilir. O topolojide, acik kiimeler agik araliklarin bilesimi olarak
tanimlanmigti. R tizerinde ya da herhangi bir X kiimesi tizerinde ¢ok farkl to-
polojiler tanimlayabiliriz. Birazdan bircok farkli 6rnek sunacagiz. Eger R’nin
bir X altkiimesinden, durduk yerde, topolojik uzay olarak bahsediliyorsa, bu,
X iizerine OKklid topolojisi alinmig demektir.

Iki acik kiimenin kesigimi acik oldugundan, sonlu sayida acik kiimenin ke-
sisimi de agiktir. Bu, agik kiime sayis1 iizerine tiimevarimla kolaylikla kanit-
lanabilir. Ama sonsuz sayida acik kiimenin kesisimi acik olmayabilir, 6rnegin,
Oklid topolojisinde

((=e.0) = {0}
e>0
olur ve tek elemanl kiimeler bu topolojide acik degillerdir (elbette).
Asagidaki 6nsav basit ama son derece kullamslidir.

Onsav 1.1. X bir topolojik uzay ve Y C X olsun. Y 'nin acik olmasi icin her
y €Y icin, y € U, CY igindeliklerini saglayan agik bir Uy altkiimesi olmase
yeter ve gerek kosuldur.

Kamt: Eger U aciksa her y € U i¢in U, = U almak yeterli. Diger istikamet:
U= Uer U, oldugundan, U aciktir. O

Eger 11 ve 19, X iizerine birer topolojiyse ve 71 C 79 ise, 71’e 72’den daha
kaba, 1o’ye 71'den daha ince topoloji denir.
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Simdi topolojik uzay Orneklerine gegelim. Orneklerin cesitliligi konunun

zenginligine delalettir. Asagidaki 6rneklerde X herhangi bir kiime olabilir.

Ornekler

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

7 = {0, X} olsun. Bu, kolayca goriilecegi lizere X iizerinde bir topolojidir. Pek fazla
acik kiimesi olmadigindan, hatta T1’den dolay: olabilecek en az sayida acik kiimesi
olan bu topolojiye en kaba topoloji (yani X’in en kaba topolojisi) adi verilir. Eger
X bosgkiimeyse ya da tek bir elemani varsa, o zaman X iizerinde bu topolojiden bagka
topoloji yoktur.
En kaba topolojiyle zit konumda olan ve adina ayrik topoloji denen bir de en ince
yva da en zengin topoloji vardir. Bu topolojide X’in her altkiimesinin acik olduguna
hitkmedilir, yani 7 kiimesi p(X) kiimesine esit alinir. p(X)’in T1, T2 ve T3 ozelliklerini
sagladig1 cok belli.
X’in tiimleyeni sonlu olan altkiimelerine agik adini verelim. Bir de ayrica bosgkiimeye
agik diyelim. O zaman X {izerinde bir topoloji tanimlamig oluruz. Eger X sonluysa,
bu topoloji aynen bir 6nceki paragrafta tanimlanan en ince topolojidir. Ama eger X
sonsuzsa (mesela X = Z ya da R ise), o zaman bambaska ve oldukga ilging bir topoloji
elde ederiz. Bu topolojiye sonlu timleyenler topolojisi, bazen de Fréchet topolojisi
(“frege” okunur) adi verilir.
A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun. 7 = {(), A, X} olsun. Bu da X iizerinde topolojik
bir yap1 belirler. En fazla li¢ agik kiimesi oldugundan, oldukga fakir bir topoloji oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu topoloji, ayrica A kiimesinin agik oldugu X’in en kaba topolojisidir.
A ve B, X’in herhangi iki altkiimesi olsun. 7 = {0, A, B, AN B, AU B, X} olsun. Bu da
X 1izerinde bir topolojidir. Bu topoloji A ve B kiimelerinin agik oldugu X’in en kaba
topolojisidir.
A, B ve C, X’in herhangi ii¢ altkiimesi olsun. Bu altkiimelerin agik oldugu en kiigiik
topolojiyi bulalim. Biraz daha zorlanacagiz. 7, tabii ki X’in
0, A, B, C ve X
altkiimelerini igermeli, yani bu kiimeler tanmimlayacagimiz topolojide acik olmali. Ama,
topolojimiz, A, B, C altkiimelerinin
ANB,BNC,CNAAnBNC
kesigsimlerini de icermeli, ¢iinkii ne de olsa sonlu sayida acik kiimenin kesisimi gene
actk olmali. Topolojimiz bu altkiimeleri icerdigi gibi simdiye kadar buldugumuz acik
kiimelerin bilegsimlerini de icermeli, yani,
AUB,BUC,CUA,
AU(BNC),BU(CNA),CU(ANB),
(ANB)U(BNCO), (BNC)Uu(CnA), (CNnNAU(ANB),
(ANB)U(BNC)U(CNA)
AUBUC
altkiimelerini de igermeli. Yanlis saymadiysak toplam 20 kiime etti. Bu kadar: yetiyor.
Yukardaki 20 kiime X iizerinde bir topoloji olugturur. Bu topolojinin X’in A, B ve C
altklimelerinin agik oldugu en kaba topoloji oldugu besbelli.
AC Xver={U C X :ACU}U{0} olsun. 7, X iizerinde bir topolojidir. Bu
topolojide, bogkiime diginda, A ve A’y1 igeren altkiimeler aciktir, digerleri degildir.
(X, <) bir tamsiralama olsun [N3]. Yani < ikili iligkisi her z,y, z € X i¢in, su 6zellikleri
saglasin:
r <z,
r<yvey<zxisex =y,
r<yvey<zisexr <z
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1.9.

1. Topolojik Uzay

r<yyaday<uzx.
Ornegin X =N, Z, Q, R olabilir ve siralama bildigimiz, ilkokuldan beri agina oldugumuz
siralama olabilir, ya da X bir ordinal ya da kardinal olabilir. a, b € X igin,
(a,b) ={z € X :a <z <D},
(a,00) ={z € X :a <z},

(—o0,b) ={z € X :z<b}
ve (—00,00) = X tammlarim yapalim. (Burada z < y, “x <y ve x # y” anlamia gel-
mektedir.) Bunlara ag¢tk aralik diyelim. Agik araliklarin bilegimi olarak yazilan kiime-
lere de “agik kiime” diyelim. Boylece X iizerinde bir topoloji tanimlanmig olur. Bu
topolojiye < siralamas: tarafindan iiretilmis siralama topolojisi denir. R'nin Oklid
topolojisiyle bilinen siralamasiyla iiretilen siralama topolojisi ayni topolojidir.
(Sayilabilir tiimleyenler topolojisi) X herhangi bir kiime olsun. (Ama X’i R gibi sayila-
maz sonsuzlukta bir kiime alirsak daha iyi ederiz, yoksa ilging bir 6rnek elde etmeyiz.)
X’in, timleyeni sayilabilir sonsuzlukta olan altkiimelerine agik adini verelim. Bir de
bosgkiimeye agik diyelim. O zaman X {izerinde bir topoloji tanimlamig oluruz ve bu
topoloji Ornek 1.3’te tammlanan sonlu tliimleyenler topolojisinden daha incedir, yani
sonlu tiimleyenler topolojisinde acik olan her kiime bu topolojide de aciktir. Bu topo-
lojide sayilabilir sonsuzluktaki agik kiimenin kesigimi gene agiktir (ki bu ozellik mesela
R’de dogru degildir). Bu topolojiyi elbette bagka kardinalitelere de genellegtirebiliriz.

. (Indirgenmis Topoloji) X bir topolojik uzay olsun. Y C X bir altkiime olsun. Y tizerine

sOyle bir topoloji tanimlayalim: V' C Y “agik”tir ancak ve ancak X’in acik bir U kiimesi
icin V =Y NU oluyorsa. Yani Y’nin acik kiimeleri X’in agik kiimeleriyle Y ’nin kesigimi
olsun. Bunun gergekten bir topoloji tammladigini ilerde gorecegiz (Bolim 5) ama okur
gimdiden bu tanimin Y iizerine bir topoloji yarattigini kanitlamahdir. Eger X = R
Oklid topolojisiyle donatilmigsa ve Y C R ise, Y iizerine boylece elde edilen topolojiye
de Oklid topolojisi diyecegiz.

. Eger X bir topolojik uzaysa ve f fonksiyonu X ile bir Y kiimesi arasinda bir eglemeyse, o

zaman X’in topolojisini f eslemesini kullanarak Y’ye tagiyabiliriz. Ornegin f : R — R
fonksiyonu f(0) = 1, f(1) = 0 ve  # 0,1 i¢cin f(z) = z olarak tammlanmigsa, bu
yontemle R’nin Oklid topolojisi R’nin bir bagka topolojisine doniigiir. Bu yeni topolo-
jide (=1,0) U (0, 1] kitmesi ((—1,1) agik araliginin f altinda imgesi oldugundan) agiktir.
Ve mesela (1/n), dizisi bu topolojide 0’a degil 1’e yakinsar. (Topolojik uzaylarda limit
kavramimi daha sonra gorecegiz.) (Bu tiir patolojik érnekler konuyu daha iyi 6ziimse-
memizi saglayacaktir, bu érneklerin bunun diginda bir yarar1 yoktur.)

Alistirmalar

1.12.

1.13.
1.14.

1.15.
1.16.

1.17.

1.18.

X bir kiime olsun. X iizerinde bir topolojinin en ince topoloji olmasi icin, X’in tek
elemanl altkiimelerinin agik olmasinin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayin.

z € R olsun. [z, c0) araliginin R’nin Oklid topolojisinde agik olmadigini kanitlayin.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X C Y olsun. 7U{Y} kiimesinin Y iizerinde bir topoloji
tanmimladigini kanitlayin.

Iki (tig) elemanli bir kiime iizerinde kag degisik topoloji vardir?

X =R olsun. a € R igin (a, 00) turiinden araliklara “acik” diyelim. Bir de X agik olsun
tabii. Bunun Oklid topolojisinden daha kaba bir topoloji tanimladigini kanitlayin.

X =R olsun. a, b € R sayilar igin [a,b) tlriinden araliklarinin bilegimi olan kiimelere
“acik” diyelim. Bir de X acik olsun tabii. Bunun bir topoloji tanimladigini ve Oklid
topolojisinden daha ince oldugunu kanitlayin.

X topolojik bir uzay ve A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun. X f{izerinde yeni bir
topoloji tanimlayacagiz. Bu yeni topolojide, eski topolojide agik olan bir U kiimesi igin
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U U A bigiminde yazilan kiimelere agik diyelim. Bir de bogkiime agik olsun. Bunun
gergekten bir topoloji tanimladigini kanitlayin.

1.19. X topolojik bir uzay ve Y herhangi bir kiime olsun. f, X ten Y’ye giden bir fonksiyon
olsun. V C Y igin, eger fﬁl(V), X’in acgik bir altkiimesiyse, V’ye acik diyelim. Boylece
Y tizerinde bir topoloji tanimlandigini kanitlayin.

1.20. X ={z,y,2} ve Y = {a,b} olsun. f: X — Y fonksiyonu soyle tamimlansin:

f(x):a, f(y):b, f(z):b

Y iizerine en kaba topolojiyi alalim. U = {z,y} ve V = {z, z} olsun. f(U) ve f(V)’nin
Y ’nin agik kiimeleri olduklarini ama f(UNV ) nin agik kiime olmadigini gosterin. Demek
ki bu 6rnekte “f(U) agiksa U agiktir” tanimim yapmak X iizerinde bir topoloji vermiyor.
(Bir 6nceki ve bir sonraki soruyla karsilagtirin.) Ama eger f birebirse bu yontem X
iizerinde bir topoloji verir; kanitlayin.

1.21. X bir kiime, Y bir topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bir V" C Y
agik altkiimesi i¢in X’in f~!(V) bi¢iminde yazilan altkiimelerine agik diyelim. Bu, X
iizerinde bir topoloji tanimlar m1?

1.22. X bir kiime olsun. 71 ve 12, X {izerinde iki topoloji olsun. 71 N 72’nin de X iizerinde bir
topoloji oldugunu kanitlayin. Ayni sonug bilegim igin yanlgtir elbet.

1.23. X iizerinde verilmis bir topoloji ailesinin kesigiminin de X {izerinde bir topoloji oldugunu
kanitlayin.

1.24. R iizerinde yeni bir topoloji tammlayacagiz. Bu topolojinin acik kiimeleri, Oklid topo-
lojisinde agik olan bir U kiimesi igin, U U —U biciminde yazilan kiimelerdir. Burada
—U ={v: —v € U} anlamina gelmektedir. Bu tanmimin Oklid topolojisinden daha kaba
bir topoloji verdigini kanitlayin.

1.25. X bir kiime ve (7;);, X lzerine bir topoloji ailesi olsun. (), 7; kesigiminin de X iizerine
bir topoloji oldugunu kanitlayn.

1.2  Altkiimelerin I¢i

X bir topolojik uzay ve A, X’in bir altkiimesi olsun. A’nin, X’in topolojisinde
acik olan en az bir altkiimesi vardir: (). Bagkalar1 da olabilir. A'nin X te acik
olan tiim altkiimelerinin bilegimini alalim. Bu bilegim elbette gene agiktir ve
elbette gene A'nin bir altkiimesidir, dolayisiyla A'nin (kapsama agisindan) en
biiyiik acik altkiimesidir. A° olarak yazilan bu bilesime A’nin i¢i denir:

A° = U U.

UCB, U agik
Ana teoremi yazmadan Once birka¢ 6rnek verelim. Alistirmalarda daha cok
ornek olacak.
Ornekler

1.26. En kaba topolojide eger A # X ise, A° = ) olur. Ayrik topolojide hep A° = A olur. Her
X topolojik uzayinda X° = X ve (° = () olur.

1.27. A C R sonlu bir kiimeyse, Oklid topolojisinde A° = () olur. Ayrica, Z° = Q° = (R\Q)° =
¢ ve (0,1]° =[0,1)° =[0,1]° = (0,1) olur.
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Teorem 1.2. X bir topolojik uzay ve A, X ’in bir altkimesi olsun. A’min
(X ’in topolojisinde) ag¢ik olan en biyik bir ve bir tane altkimesi vardur. Eger
bu altkimeyi A° olarak yazarsak, su ézellikler saglanar:

i. A°C A.

ii. A° agiktor.

iii. Eger U C A ise ve U ag¢iksa, o zaman U C A° olur.

iv. A'nin acik olmast igin, A° = A egitligi gerek ve yeter kosuldur. Dolayisiyla
A°° = A° olur.

v. Eger B C A ise B° C A° olur.

vi. A°NB° = (AN B)°.

vil. Uier 47 € (Uie[ Ai)o'

viil. (Mies 4i)° € Mier 45

Kanmit: A° = UUg A ve U acik U olsun. Bu kiimenin agik oldugu ve A’nin en
biiyiik acik altkiimesi oldugu ¢ok bariz, ne de olsa hepsinin bilegimini aldik.
(i, ii, iii) de gok bariz, A°'in tanimindan gikiyor.

iv. Eger A° = A ise, (ii)’den dolay1 A agiktir. Eger A aciksa, A'nin en bii-
yik acik altkiimesi ancak A olabilir, dolayisiyla A° = A esitligi dogru olmak
zorundadir.

v. B® C B C A igindeliklerinden ve (ii)’den dolayi, B°, A'nin agik bir
altkiimesidir. (iii)’ten dolay1 da B® C A° olur.

vi. A° C A ve B° C B oldugundan, A° N B° C AN B olur. Ama, iki agik
kiimenin kesigimi oldugundan A° N B° agiktir. Demek ki A°N B° C (AN B)°.
Ters igindeligi kanitlayalim:

ANBCAveANBCB
oldugundan, (v)’e gore
(ANB)° C A° ve (AN B)° C B°
olur. Demek ki (AN B)° C A° N B°.
vil. (J;er A7 kiimesi, (J;c; A; kiimesinin acik bir altkiimesidir, dolayisiyla
iddia edilen igindelik dogrudur.
viii. () 4; C A; oldugundan, (v)’e gore, ([ 4;)° C A olur. Simdi ¢ {izerine
kesigim alinirsa istenen igindelik bulunur. O
(vii)’deki icindelik esitlik olmayabilir. Ornegin R’nin Oklid topolojisinde
Uier{i}° = 0 ama (J,cz{i})" = R° =R olur.
Aligtirmalar
1.28. Teorem 1.2.viii’de esitligin dogru olmayabilecegini gdsterin.
1.29. Sonlu tiimleyenler topolojisinde her A altkiimesi igin A° = A ya da A° = () esitliklerin-
den birinin dogru oldugunu kanitlayin. Bu 6nermenin dogru oldugu topolojiler hakkinda

ne sOyleyebilirsiniz?
1.30. Her topolojik uzayda, B C A C B ise A° = B° esitligini kanitlaymn.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



2. Topolojik Uzaylarda Diziler
ve Limitleri

Okur gergel say1 dizileri ve limitleriyle hagir negir olmali. (Aksi halde [N4]’i
oneriririz.) Bu béliimde bu kavramlar1 gergel sayilardan herhangi bir topolo-
jik uzaya genelleyecegiz ve boylece topoloji kavramiyla biraz daha yakindan
tanismis olacagiz.

2.1 Topolojik Uzaylarda Dizilerin Limitleri

X, herhangi bir topolojik uzay olsun. Diisiincelerimizi somutlagtirmak icin X’i
sOyle bir ylizey olarak resmedelim:

X’in agik altkiimelerini de X’in siirlarini icermeyen (gene yiizeysel) bolgeleri
olarak diistinebiliriz.

Bu resmi sadece topolojik bir uzay1 somutlagtirmak, daha kolay hayal edebil-
mek amaciyla yapiyoruz, herhangi bir gergekligi isaret ettiginden degil. (Ote
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yandan bu resimler bir gercekligi de isaret ederler: I¢inde yasadigimiz {i¢ bo-
yutlu Oklid uzaymdaki yiizeyler ilerde gorecegimiz iizere topolojik uzaylardir
ve acgik altkiimeleri gercekten simirlarini icermeyen kiimelerdir; “sinir” kav-
ramini miinasip bir bicimde genellersek, bu daha da genel olarak dogrudur;
bkz. Aligtirma 8.34.)

(Zn)n, terimleri X te olan bir dizi olsun. Ayrica z, X’in bir eleman olsun.
x’in (z,)y, dizisinin bir limiti olmasinin ne demek oldugunu gorecegiz. Temsili
resim agagida.

Tanim. Eger X in x i iceren her agik kimesi i¢in, dizinin terimleri bir zaman
sonra hep bu ac¢ik kimenin icinde oluyorsa, x’in dizinin bir limiti oldugu
soylenir. Tanwma daha net ifade edelim: Eder x’i iceren her U acgik kiimesi
1¢IN,

x, €U
ic¢indeliginin her n > N i¢in saglandigr bir N gostergeci varsa, x’e (zp)n
dizisinin bir limiti denir. Bazen de (xy,)y, dizisinin z’e yakinsadige soylenir.

Tanmimdaki U acik kiimesi ne kadar “kiigik” olursa, (z,,), dizisini U'nun igine
sokmak o kadar giigtiir elbet. Yani eger tanimdaki kogul bir U agik kiimesi i¢in
dogruysa, kosul U’yu igeren her acik kiime i¢in de dogrudur (aym N gostergeci
igi goriir). Asil maharet, kogulun “kiigiik” agik kiimeler igin dogru oldugunu
kanitlamaktir.

Ornekler

2.1. Zamanla Sabitlesen Diziler. X herhangi bir topolojik uzay ve (xn)n, terimleri bir
zaman sonra sabitlesen, yani belli bir x € X elemani i¢in z, = « esitliginin her n > N
i¢in saglandig1 bir N gostergecinin bulundugu bir dizi olsun. O zaman (z,). dizisi z’e
yakinsar. Elbette!
Dikkat! Topolojik uzaylarda bir dizi birden fazla elemana yakinsayabilir, dizi sabit dizi
olsa bile. Boyle bir 6rnegi agsagida gorecegiz.
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2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

En Kaba Topolojilerde Yakinsaklik. X bir kiime olsun ve X iizerinde en kaba
topolojiyi alalim. O zaman her dizi her elemana yakinsar! Nitekim kaba topolojide, belli
bir x elemanini igeren tek bir agik kiime vardir: X’in kendisi! Dolayisiyla tanimdaki N
gostergecini 0’a egit alabiliriz!

Okurun daha gimdiden hissedebilecegi gibi, bir topoloji ne kadar zenginse ya da inceyse,
yani bir topolojinin ne kadar fazla agik kiimesi varsa, bir dizinin yakinsamasi o kadar
zordur. Simdi, topolojiler yelpazesinde en kaba topolojinin zit ucunda yer alan en ince
topolojide yakinsaklig: irdeleyelim.

Ayrik Topolojilerde Yakinsaklik. X bir kiime olsun ve X iizerinde ayrik topolojiyi
alalim, yani X’in her altkiimesi agik olsun. O zaman bu topolojide sadece zamanla sa-
bitlesen diziler yakinsar ve sadece zamanla yakinsadiklar: elemana yakinsarlar. Nitekim,
eger (zn)n dizisi x’e yakinsiyorsa, tammdaki U agik kiimesini {z} kiimesine esit alalim.
(zn)n dizisi bir zaman sonra {z} kiimesinin i¢ine gireceginden, dizi zorunlu olarak o
agamadan sonra z’e esit olur.

Gorildiigi gibi en kaba ve en ince (ayrik) topolojiler, en azindan yakinsamak agisin-
dan bakildiginda, pek o kadar ilging degiller. Birinde her dizi her elemana yakinsiyor,
digerinde sadece zamanla sabitlesen diziler zamanla sabitlegtikleri elemana yakinsiyor.

Oklid Topolojisinde Yakisaklik. Okur, daha énce gordiigii [N4] gercel say dizileri-
nin yakinsaklik kavramiyla R'nin Oklid topolojisinde tanimlanan yakinsaklk kavrammin
ayni kavramlar olmasi gerektigini diigiiniiyordur hakl olarak. Bu dogrudur ve kaniti da
basittir. Basit kaniti okura aligtirma olarak birakiyoruz.

X bir kiime ve A, X’in bir altkiimesi olsun. X’in acik kiimeleri (), A ve X olsun. Bu topo-
lojide bakalim ne zaman bir (), dizisi bir  elemanina yakinsiyor. Yakinsaklik kavrami
2’1 igeren acik kiimelerle ilgili oldugundan, analizini iki sikka ayirmaliyiz: z ¢ A ya da
x € A. Birinci gikta 2’1 igeren tek agik kiime X’tir, dolayisiyla dizi z’e yakinsar. Ikinci
sikta z’i igeren iki acik kiime vardir: A ve X. Ama A C X oldugundan, yakinsakligin
tanimindaki U agik kiimesinin A’ya esit oldugunu varsayabiliriz. Dizi bir zaman sonra
A’nin igine girmeli, yani 6yle bir N gostergeci olmali ki, her n > N i¢in, x,, € A olmali.
Sonug: Zamanla A'nin igine diigen diziler X’in her elemanina yakinsarlar. Diger diziler
ise X \ A’nin her elemanina yakinsarlar. Ve bagka da bir yakinsaklik olamaz.

Sonlu Tiimleyenler Topolojisinde Yakinsaklik. X sonsuz bir kiime olsun ve X
iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisini alalm (yani sadece bogkiime ve tiimleyeni sonlu
olan kiimeler aciktir). X’in belli bir « elemanina yakinsayan bir (x, ), dizisi ele alalim.
2’1 igeren herhangi bir U agik kiimesi z’ten degisik a1,...,amn € X elemanlar igin

U=X\{a1,...,am}

bigiminde yazilabilir. Demek ki, dizi bir zaman sonra bu agik kiimede olmak zorun-
dadir, yani bir zaman sonra dizide a1, ..., an elemanlarindan higbiri olamaz. Demek ki
x diginda bir eleman sonsuz defa tekrarlaniyorsa, o zaman dizi x’e yakinsayamaz. Sonug:
1. Eger dizinin hi¢bir elemani sonsuz kez tekrarlanmiyorsa, o zaman dizi her elemana
yakinsar. 2. Eger dizide tek bir eleman sonsuz kez tekrarlaniyorsa, o zaman dizi sadece
sonsuz defa tekrarlanan bu elemana yakinsar. 3. Eger dizide birden fazla eleman sonsuz
kez tekrarlaniyorsa, o zaman dizi hi¢cbir elemana yakinsamaz.

Aligtirmalar

2.7.

X herhangi bir kiime ve A ve B, X’in herhangi iki altkiimesi olsun.
T={0,A,B,ANB,AUB, X}

olsun. 7, X fiizerinde bir topolojidir. Bu topolojide hangi dizilerin hangi elemanlara
yakinsadiginin tam bir analizini yapin.
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2.8. Sayilamaz sonsuzlukta bir X kiimesi fizerine (6rnegin R iizerine) Ornek 1.9’da tanim-
lanmis olan sayilabilir tiimleyenler topolojisini ele alalim. Bu topolojide acik kiimeler
bosgkiime ve tiimleyeni sayilabilir olan kiimelerdir. Bu topolojide hangi dizilerin hangi
elemanlara yakinsadigini inceleyin.

2.2 Hausdorff Uzaylar

Her topolojik uzayda olmasa da, bircok topolojik uzayda, bir dizi bir elemana
yakinsadiginda bu limit biriciktir. Bu durumda

lim z, =«

n—oo
vazacagiz'. Herhangi bir karigikhgm miimkiin olmadigindan eminsek, daha
basit olarak

limz, =z

yazmay1 tercih edebiliriz. Bazen sembolizmde agiriya kagarak
Ty — X

olarak minimalist bir bigimde yazdigimiz da olacak.

Eger (z,), dizisinin birden fazla limiti varsa ve z bu limitlerin biriyse,
x € limy, oo T, yazilimi tercih edilebilir; ama bu yazilima hi¢ ihtiyacimiz ol-
mayacak bu kitapta.

“Hausdorff 6zelligini” saglayan uzaylarda bir dizinin limiti biriciktir. Topo-
lojide cok 6nemli olan ve sik sik karsimiza gikacak olan “Hausdorff 6zelligini”
tanimlayalim. X topolojik bir uzay olsun. Eger X’in birbirinden farkli her x
ve y elemani igin, x € U ve y € V oOzelliklerini saglayan iki ayrik U ve V agik
kiimeleri varsa, o zaman topolojiye Hausdorff denir. Yani topolojinin Haus-
dorff 6zelligini saglamasi demek, X’in birbirinden degisik her x ve y elemanlari
icin,

zelU,yeVvelUNV =0
ozelliklerini saglayan U ve V agik kiimeleri var demektir. (Asagidaki sekle
bakimz.) Hausdorff 6zelligini saglayan topolojik uzaylara Hausdorff uzay-
lar: denir. Kimi zaman Hausdorff uzay1 yerine Ts wzay: denir.

!Baz1 metinlerde limit biricik olsun ya da olmasin gene de bu yazilimmn kullanildig: olur.

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



2.2. Hausdorff Uzaylar 39

Ornekler

2.9. Eger |X| > 1 ise, X’in kaba topolojisi Hausdorff degildir.
2.10. Eger X sonsuzsa, sonlu tiimleyenler topolojisi de Hausdorff degildir.
2.11. En ince topoloji her zaman Hausdorff’tur.
2.12. R’nin Oklid topolojisi Hausdorff 'tur; nitekim eger x # y iki gercel sayiysa ve € = |z—y|/2
alirsak, o zaman (z — €,z +¢€) ve (y — €,y + €) araliklar, sirasiyla, z’i ve y’yi igeren ayrik
acik kiimelerdir.

2.13. Bir topolojinin ne kadar ¢ok agik kiimesi varsa, topolojinin Hausdorff olma ihtimali o
kadar yiiksektir, az agik kiimesi ama ¢ok noktasi olan bir topolojik uzaydan Hausdorfluk
beklemek insafsizlik olur. Hausdorff topolojilerden daha ince topolojiler de Hausdorff’tur
elbette.

Dedigimiz gibi Hausdorff uzaylarinda bir dizinin limiti varsa bu limit biri-
ciktir. Bu 6nemli teoremi kanitlayalim:

Teorem 2.1. Hausdorff bir uzayda yakinsak bir dizinin limiti biriciktir.

Hausdorff uzaylarinda bir dizinin limiti (eger varsa) bir
tanedir. Yukardaki sekilde dizi hem U’nun hem de V’nin
icine girmeye caligtyor... Bagsaramadan elbette...

Kanit: (z,), yakmsak bir dizi olsun. x ve y dizinin iki limiti olsun. x = y
esitligini kanitlamak istiyoruz. Esitligin dogru olmadigimi varsayalim. Uzay
Hausdorff oldugundan,

zelU yeVveUNV =0

ozelliklerini saglayan U ve V acik kiimeleri vardir. (x,), dizisi x’e ve y’ye
yakinsadigindan, yakinsamanin tanimina gore, 0yle N ve M gostergecleri var-
dir ki,

egern > N ise ¢, € U
ve
egern > M ise z,, € V

olur. n = N + M + 1 olsun (meselal) O zaman n sayist hem N’den hem de
M’den biiyiik oldugundan, z, elemani1 hem U’da hem de V’de olur. Ama bu
da U NV = () kosuluyla celisir. O
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2. Topolojik Uzaylarda Diziler ve Limitleri

Dizilerin limitinin biricik olmasi i¢in uzayin illa Hausdorff olmasi gerekmez.

Bir sonraki 6rnegimiz iste boyle bir uzay:

Ornekler

2.14. Hausdorff Olmayan Ama Limitlerin Biricik Oldugu Bir Uzay. X = w; olsun

2.15.

(sayilamaz sonsuzluktaki ilk ordinal/kardinal [N3]).

01 ® X=0,

X = o, kiimesinin elemanlari sayilabilir ordinallerdir.
X’in, belli bir a € X ordinali igin,
(a,00) ={peX :a<p}

biciminde yazilan bir altkiimesini iceren kiimelere agik diyelim. Bir de kaginilmaz olarak
bogkiimeye agik diyelim. Bu bir topolojidir. Bu topolojide sadece zamanla sabitlegen
dizilerin yakinsak olduklarini ve sadece zamanla sabitlegtikleri elemana yakinsadiklarini
iddia ediyoruz. X’in belli bir  elemanina yakinsayan bir (2, ) dizisi ele alalim. z, lerin
her biri sayilabilir ordinal olduklarindan ve bunlardan sayilabilir sayida oldugundan,
xy’lerin bilegimi sayilabilir bir ordinaldir, dolayisiyla X’in bir elemanidir ve z,’lerin her
birinden biiylikesgittir. Bu bilesime a adini verelim.

o= Une Ny

01 X X X, X, L X=0,

z herhangi bir ordinal olsun. O zaman (a, 00) U {z} kiimesi 2’i igeren agik bir kiimedir.
Demek ki x,,’ler bir zaman sonra bu kiimede yer almak zorundalar. x,, < a oldugundan,
bu z,’ler bir zaman sonra z’e esit olmak zorundalar. istedig'imizi kanitladik.

Bu topolojinin Hausdorff olmadig1 ¢ok belli ¢linkii bogkiime olmayan herhangi iki acik
kiime bir o € X ordinali igin, (o, 0o) bigiminde bir altkiime igermek zorunda.

Sorgenfrey Dogrusunda Yakinsaklik. X = R olsun. [a,b) bigiminde yazilan aralik-
larin bilesimine agik diyelim. Bu, R iizerinde bir topoloji tanimlar. Bu topolojik uzaya
Sorgenfrey dogrusu adi verilir. Topolojiye de, birazdan gorecegimiz nedenden dolay1
ustlimit topolojisi denir.
(a,b) = U [x,0)
z>a

esitliginden dolay1 her agik aralik Sorgenfrey dogrusunda da agiktir. Dolayisiyla R'nin
Oklid anlaminda acik olan her altkiimesi Sorgenfrey anlaminda da aciktir. Ama bunun
tersi dogru degildir ¢iinkii [a,b) araliklar1 Sorgenfrey anlaminda agiktirlar ama Oklid
anlaminda agik degildirler.

Demek ki eger bir dizi Sorgenfrey anlaminda bir x sayisina yakinsiyorsa, bu dizi Oklid
anlaminda da ayni sayiya yakinsar. Ancak tersi dogru olmayabilir. Nitekim, bir (z)n
dizisinin Sorgenfrey anlaminda bir z sayisina yakinsamasi i¢in, bu dizinin z’e sagdan
yakinsamasi gerekmektedir. Ornegin (1/n)n>o dizisi Sorgenfrey anlaminda 0’a yakinsar
ama (—1/n),>0 dizisi Sorgenfrey anlaminda 0’a yakinsamaz. Bunu dogrulamay1 okura
alistirma olarak birakiyoruz.

Aligtirmalar

2.16.

Sonlu bir kiime iizerinde verilmig bir Hausdorff topolojisinin ayrik topoloji olmas: ge-
rektigini kanitlayin.
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2.17.

2.18.
2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.
2.25.

Bir Hausdorff topolojisinde, her noktanin tiimleyeninin agik bir kiime oldugunu kanit-
layin. Bu tiir uzaylara T1 wzay: denir. T olan ama Hausdorff olmayan topolojik bir
uzay bulun. (Bkz. Ornek 2.14.)

((—1)"/n)n>o dizisi Sorgenfrey anlaminda 0’a yakinsar mi?

Bir dizinin Sorgenfrey anlaminda bir x sayisina yakinsamasi i¢in, bu dizinin x’e sagdan
yakinsamasi gerekmektedir, yani dizinin z’e (Oklid anlaminda) yakinsamasi ve terimle-
rinin bir zaman sonra z’ten biiyiikesit olmas: gerekmektedir. Bunu kanitlayin.

X topolojik bir uzay ve A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun. X f{izerinde yeni bir
topoloji tanimlayacagiz. Bu yeni topolojide bogkiime ve eski topolojide agik olan bir
U kiimesi i¢in U U A bigiminde yazilan bir kiimeye agik diyelim. Eski topolojiyle yeni
topolojideki yakinsakligi karsilagtirin.

X topolojik bir uzay ve Y herhangi bir kiime olsun. f, X’ten Y’ye giden bir fonksiyon
olsun. V C Y igin, eger fﬁl(V), X’in acgik bir altkiimesiyse, V’ye acik diyelim. Boylece
Y lizerinde bir topoloji tanimlanmig olur. Bu topolojide eger € X elemani X’in (zn)n
dizisinin bir limitiyse, o zaman f(z)’in (f(zn))» dizisinin bir limiti oldugunu kamtlayin.
R tizerinde Oyle bir Hausdorff topoloji bulun ki bu topolojide (1/n),>0 dizisi 5’e yakin-
sasin.

R {izerinde, (1/n)n>o dizisinin 0’a yakinsadigi ama (—1/n),>0 dizisinin 5’e yakinsadig
Hausdorff bir topoloji var midir?

R {izerinde (n)n>o dizisinin 0’a yakinsadigi Hausdorff bir topoloji var midir?

a # 0 ve b tamsayilari i¢in Z’nin aZ + b bi¢giminde yazilan altkiimelerinin bilesimine acik
diyelim. Bir de tabii bogkiime ag¢ik olsun. Bunun bir topoloji oldugunu ve bu topolojinin
Hausdorff oldugunu kanitlayin. Bu topolojide hangi dizilerin limiti vardir?
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3. Topolojik Uzaylarda
Surekli Fonksiyonlar

Altboliim 0.2°’de R’nin bir X altkiimesinden R’ye giden bir fonksiyonun siirek-
liligini X’in acik altkiimeleriyle ifade eden bir teorem kanitlamistik: Teorem
0.14. Aym boliimde bir de Teorem 0.18’i kanitlamigtik. Bu teoremlerden esin-
lenerek, topolojik bir uzaydan topolojik bir uzaya giden bir fonksiyonun siirek-
liligini tamimlayacagiz ve boylece stirekliligin tanimini korkutucu R’den kurta-
racagiz; matematik ¢ok daha basit olacak.

3.1 Sireklilik

Tanim. X ve Y birer topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger Y ‘nin her agik altkimesinin onimgesi X ’te aciksa f fonksiyonuna stirekli
denir. Yani, tanvm geregi, f’nin stirekli olmast i¢in, Y 'nin her V agik kiimesi
icin f~Y(V) kiimesinin X ‘te acik olmast gerekir.

Agik kiimelerin 6nimgesi agiksa fonksiyona siirekli denir.

Siirekliligin sadece fonksiyonun ve X ve Y kiimelerinin degil, X ve Y’nin
topolojileriyle ilgili bir kavram olduguna dikkatinizi gekeriz. Aym fonksiyon
degisik topolojilerle siirekli olabilir de olmayabilir de. Ornegin Y’de ne kadar
az agik kiime varsa ve X’te ne kadar ¢ok acgik kiime varsa f’'nin siirekli olma
ihtimali o kadar artar.

Bundan boéyle bir f : X — Y siirekli fonksiyonundan sozettigimizde X
ve Y'nin birer topolojik uzay olmasi gerektigi soylenmeden anlagilmali.
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3. Topolojik Uzaylarda Surekli Fonksiyonlar

Ornekler

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

Y bir topolojik uzay olsun. X bir kiime olsun. X’i ayrik topolojiyle donatalim, yani X’in
her altkiimesi acik olsun. O zaman X’ten Y’ye giden her fonksiyon siireklidir. Bu basit
onermenin dogrulugunu kontrol etmeyi okura birakiyoruz. Bu 6rnek, yukardaki “X’te
ne kadar ¢ok acik kiime varsa f’nin siirekli olma sansi o kadar artar” yargimizi dogrular
nitelikte.

X bir topolojik uzay olsun. Y bir kiime olsun. Y’yi en kaba topolojiyle donatalim, yani
Y’de sadece ) ve Y nin kendisi agik olsun. O zaman X’ten Y’ye giden her fonksiyon
stireklidir. Bunun dogrulugunu kontrol etmeyi de okura birakiyoruz. Bu 6rnek de, yu-
kardaki “Y’de ne kadar az agik kiime varsa f’nin siirekli olma sansi o kadar artar”
yargimizi dogrular nitelikte.

X ve Y birer topolojik uzay ve b € Y olsun. O zaman X’ten Y’ye giden ve sabit b
degerini alan s; fonksiyonu stireklidir. Nitekim eger V' C Y agik bir kiimeyse,

sgl(V) _ { X egerbeV ise

0  egerb¢V ise

olur.
ézde§lik Fonksiyonu. Eger X bir topolojik uzaysa, X'ten X’e giden 6zdeglik fonksi-
yonu, yani

Idx(z) ==

kuraliyla tanimlanan
Idx: X - X

fonksiyonu stireklidir. Yalniz bunun dogru olmas: i¢in tanim kiimesi olan X ile deger
kiimesi olan X’in ayni topolojilerle donatilmig olmalar1 gerektigini sdyleyelim. Eger
tanim ve deger kiimeleri {izerinde iki degisik topoloji alacak olursak, o zaman 6zdeslik
fonksiyonu siirekli olmayabilir. Ornegin tanim kiimesi iizerinde en kaba topolojiyi ve
deger kiimesi tizerinde en ayrik topolojiyi alirsak, eger X’in en az iki elemani varsa, o
zaman Idx 6zdeslik fonksiyonu siirekli olmaz.

Genel olarak, Idx 6zdeslik fonksiyonunun siirekli olmasi igin, deger kiimesinin her agik
kiimesinin 6nimgesi tanim kiimesinde de agik olmasi gerekmektedir; yani tanim kiimesi-
nin topolojisi en az deger kiimesinin topolojisi kadar ince olmalidir, daha kaba olamaz.
Oklid Topolojisinde Siireklilik. Eger X ve Y, R’nin birer altkiimesiyse ve bu alt-
kiimeler de Oklid topolojisiyle donatilmigsa (bkz. Aligtirma 1.10), o zaman, [N5]'de
gordigiimiiz X 'ten Y’ye giden bir fonksiyonun siirekliligi bu béliimde verdigimiz tanim-
la uzlagir; yani iki tanim arasinda bir fark yoktur.

Aligtirmalar

3.6.

3.7.
3.8.

X = R Sorgenfrey dogrusu olsun. Her a € R igin  — z+a fonksiyonunun (6telemesinin)
stirekli oldugunu kanitlayin.

X yukardaki gibi olsun.  — —z fonksiyonunun siirekli olmadigini kanitlayn.
X yukardaki gibi olsun. Hangi a € R i¢in = + ax fonksiyonu siireklidir?

Ik analiz derslerinde goriilen ve [N5]'te verdigimiz stireklilik tanimi daha

sezgiselse ve daha dogal goriiliiyorsa da, bu béliimde verdigimiz tanim basitli-
ginden dolay1 ¢ok daha kullanigh, genelliginden dolay1 da ¢ok daha evrenseldir.
Iste kullanigliliga bir 6rnek:
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Teorem 3.1. f: X =Y ve g:Y — Z iki sturekli fonksiyon olsun. O zaman,
bu fonksiyonlarm go f : X — Z bileskesi de streklidir.

Kanit: W, Z'nin acik bir altkiimesi olsun. g siirekli oldugundan, g=—!(W),
Y'nin acik bir altkiimesidir. f siirekli oldugundan, f~!(¢~*(W)), X’in ack
bir altkiimesidir. Ama (go f)~1(W) = f~1(g~*(W)). Demek ki (go f)~L(W),

X’in acik bir altkiimesi. Kanitimiz tamamlanmistir. O

Ama dikkat, stirekli bir fonksiyon acik kiimeleri acik kiimelere gotiirmek
zorunda degildir. Ornegin, siirekli olduklarini yukarda gordiigiimiiz sabit fonk-
siyonlar, bosg olmayan her acik kiimeyi tek elemanli bir kiimeye gotiirtrler ve
tek elemanli kiimeler de pek ender olarak agik kiime olurlar, mesela Oklid
topolojisinde tek elemanli kiimeler acik degildirler.

Stirekli fonksiyonlar yakinsakliga saygi duyan fonksiyonlardir:

Teorem 3.2. f : X — Y strekli olsun. O zaman, X ’te yakinsak olan her
dizi f ile Y'de yakinsak bir diziye taginr. Ayrica eger x, (xn)n dizisinin bir
limitiyse, f(x), (f(xn))n dizisinin bir limitidir. Dolayiswyla ejer X ve Y 'de
limitler biricikse, ornegin Hausdorff uzaylarsa,

lim f(zn) = f (nlirgo xn)

n—oo

olur.

Kanit: V, f(z)’i iceren bir agik kiime olsun. O zaman f~(V), i igerir, ve
f strekli oldugundan agik bir kiimedir. Dolayisiyla belli bir N gostergecin-
den sonra x,,"lerin hepsi f~!(V') kiimesinin igindedir, dolayisiyla bu asamadan
sonra f(z,)’lerin hepsi f(f~*(V)) C V kiimesinin igindedir. O

Yukardaki teoremin sonucunun dogru oldugu fonksiyonlara dizisel stirekli
fonksiyon adi verilir. Demek ki her siirekli fonksiyon dizisel siireklidir. R’den
R’ye giden ve Oklid topolojisinde dizisel siirekli olan her fonksiyonun siirekli
oldugunu da [N5]’ten biliyoruz. Ama ne yazk ki her topolojik uzay i¢in bu
gecerli degildir. Birazdan dizisel siirekli olan ama siirekli olmayan bir fonk-
siyon Ornegi verecegiz. Ama ilerde gorecegimiz iizere birgok topolojik uzayda
ve Ozellikle daha sonra tanimlanacak olan metrik uzaylarda dizisel streklilikle
stireklilik denktirler. (Dolayisiyla verecegimiz 6rnek pek standart olmayacak.)

Ornek 3.9. X sayllamaz sonsuzlukta bir kiime olsun, mesela X = R olabilir. X iizerine
sayilabilir tiimleyenler topolojisini alalim, yani

7={U C X : X \ U sayilabilir} U {0}
olsun. Bunun bir topoloji oldugunu Ornek 1.9’dan biliyoruz. Yakinsak dizilerine de Aligtirma
2.8’de bakmugtik: Bunlar sadece zamanla sabitlesen dizilerdir. (X, 7) topolojik uzaymdan
herhangi bir topolojik uzaya giden herhangi bir fonksiyon dizisel siireklidir elbette, ne de
olsa zamanla sabitlegen bir dizinin her fonksiyon altinda imgesi gene zamanla sabitlegen bir
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dizidir. Ama (X, 7) topolojik uzayindan bir topolojik uzaya giden her fonksiyon siirekli ol-
mak zorunda degildir, mesela (X, 7) topolojik uzayindan (X, p(X)) topolojik uzayma (ayrik
topoloji) giden 6zdeslik fonksiyonu siirekli degildir.

Siirekli fonksiyonlar topolojinin vazgecilmez nesneleridir, o kadar ki, kimi
topologlar stirekli fonksiyona sadece fonksiyon derler, fonksiyon demek iste-
dikleri zaman da “illa siirekli olmak zorunda olmayan fonksiyon” diye uzun
uzun agiklarlar.

Stirekli fonksiyonlar topolojide o kadar 6nemlidir ki, mesela, bir topologun
karsisina bir topolojik uzaydan bir Y kiimesine giden bir fonksiyon ciktiginda,
topolog, fonksiyonun siirekli olmasi igin Y'nin nasil (daha dogrusu ne kadar
ince) bir topolojiyle donatilabilecegi konusunu irdeler. Ya da tam tersine bir
X kiimesinden topolojik bir uzaya giden bir fonksiyonla karsilagtiginda, to-
polog, fonksiyonun siirekli olmasi i¢cin X’e ne kadar kaba bir topoloji koya-
bilecegi konusuyla ilgilenir. Oniimiizdeki béliimlerde biz de aynen topologlar
gibi diigiintip, karsimiza dogal olarak cikan fonksiyonlarin siirekli olmalar1 icin
fonksiyonun tanim ya da deger kiimesine nasil bir topoloji vermemiz gerektigini
diistinecegiz.

Bundan boyle “f : X — Y stirekli bir fonksiyon olsun” dedigimizde, agikca
soylemeden X ve Y'nin birer topolojik uzay olduklarini varsayacagiz. (Zaten
bu varsayimdan bagka secenegimiz de yok!)

Eger X ve Y’nin tstiindeki topolojiler 6nemliyse, bir f : X — Y fonksi-
yonunu, topolojileri acikca belirtmek icin

fX1) — (Y,0)
olarak gosterebiliriz.

Alistirmalar

3.10. X = N olsun. X’in agik kiimeleri 0’1 igeren kiimeler olsun. Bir de tabii mecburen
bogkiime acik olsun. X’ten R’ye giden her siirekli fonksiyonun sabit bir fonksiyon oldu-
gunu kanitlayin.

3.11. Bir X kiimesi iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisini alahm (agik kiimeler, tiimleyeni
sonlu olan kiimeler, ve bir de boskiime tabii). X’ten X’e giden bir f fonksiyonunun
stirekli olmasi igin

her x € X igin f~*(x) sonludur
kogulunun yeterli ve gerekli oldugunu kanitlayin.
3.12. X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. B C Y olsun.
B C (B
icindeligini gosterin. (B°in tammu igin bkz. sayfa 33.) Esitligin (birebir ve érten fonk-
siyonlar igin bile) her zaman dogru olmadigini kanitlayin.

3.13. X = R olsun. X’in agik kiimeleri (a,o00) tiiriinden araliklar, @ ve R olsun. X’ten X’e
giden siirekli fonksiyonlar: irdeleyin.

3.14. 7 C o0, X flzerine iki topolojik uzay olsun. Eger f : (X,7) — (X,7) fonksiyonu
strekliyse, f fonskiyonu o topolojisi i¢in de siirekli olmak zorunda midir? Eger g :
(X,0) — (X, o) fonksiyonu siirekliyse, f fonksiyonu 7 topolojisi i¢in de siirekli olmak
zorunda midir?
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3.2 Bir Noktada Siireklilik ve Komsuluk

Bir onceki altboliimde, iki topolojik uzay arasindaki bir fonksiyonun siirek-
liliginin ne demek oldugunu gordiik ve boylece R’den (ya da R'nin bir altkiime-
sinden) R’ye giden bir fonksiyonun siirekliligi kavramini genellestirdik. Aym
genellegtirmeyi tek bir noktada siireklilik i¢in de yapabiliriz. Bunun igin 6nce
topolojik bir uzayda “bir noktanin komsulugu” kavramini tanimlayalim.

Tanim. X bir topolojik uzay, a € V C X olsun. Eger bir U ac¢ik kiimesi i¢in
a € U CV oluyorsa, V 'ye a’nin komsulugu denir.

Ornekler

3.15. Her acik kiime igerdigi her elemanin komsgulugudur.

3.16. Her topolojik uzay, tiim noktalarinin komsulugudur. Bogkiime hicbir noktanin komsu-
lugu degildir.

3.17. R'nin Oklid topolojisinde [0,1] araligi 1/2 noktasmin bir komsulugudur ama 0 ve 1
noktalarinin komsulugu degildir.

3.18. Sonlu tiimleyenler topolojisinde sadece bog olmayan agik kiimeler bir noktanin komsu-
lugu olabilirler, bagka da komsguluk yoktur.

Onsav 3.3. X bir topolojik uzay ve a € X olsun.

i. Eger V, a’nwn bir komsuluguysa, V 'yt iceren X ’in her altkiimesi de a’nin
bir komsulugudur.

ii. a’min sonlu sayrda komsulugunun kesisimi de a’nin bir komsulugudur.

iii. Bir kumenin acgik olmast icin, kiimenin icerdigi her noktamin komsulugu
olmasi yeter ve gerek kosuldur.

iv. V' herhangi bir altkimeyse, V° = {a : V, a’min bir komsulugu} olur.

Kanit: i. V C W olsun. V, ¢’nin bir komsulugu oldugundan, a’y1 igeren agik
bir U kiimesi i¢in U C V olur. Aym U agik kiimesi W’nin a’nin bir komgulugu
oldugunu gosterir: a €¢ U CV C W.

ii. ()nermeyi a’nmin iki komsulugu icin kanitlamak yeterli. V7 ve Va, a’nin
iki komsgulugu olsun. Uy ve Uy, a € Uy C Vi ve a € Uy C V5 icindeliklerini
saglayan iki acik kiime olsun. O zaman U; NUs aciktir ve a € Uy NU2 C ViNVa
olur. Demek ki V4 N V5, a’nin bir komgulugudur.

iii. Agik bir kiimenin, igerdigi her noktanin komgulugu oldugu belli. Simdi
V' altkiimesinin, igerdigi her noktanin bir komsulugu oldugunu varsayalim. De-
mek ki her a € V igin, a € U, C V igindeliklerini saglayan bir U, agik kiimesi
vardir. Elbette V' = (J,cy U, olur. V, acik kiimelerin bilegimi oldugundan
aciktir.

iv. Sagdaki kiimeye U diyelim. V°, tanimi icab1 agik bir kiime, dolayisiyla
(iii)’e gore igerdigi her noktanin bir komgulugu. V° C V oldugundan, (i)’e gore
V, V° 1 her elemaninin bir komgulugudur. Demek ki V° C U.
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Simdi a € U olsun. Demek ki V', a’'min bir komgulugu. Dolayisiyla bir U,
acik kiimesi icin a € U, C V olur. U, agik oldugundan, U, C V° olur. Demek
kiaeVe. O

Alistirma 3.19. Metinde bir topolojiyi acik kiimelerle tanimladik; sonra da acik kiimeler-
den hareketle bir noktanin komgulugunu tanimladik. Tam tersine, bir noktanin komsulugu
kavramindan yola ¢ikarak bir topolojiyi ve Onsav 3.3’ii kullanarak bu topolojinin agik kiime-
lerini tanimlayabiliriz. Nitekim Hausdorff 1919’da bir topolojik uzay: tanimlamak i¢in bu yolu
se¢mistir. Burada Hausdorff’un yontemini agiklayacagiz.

Once bir topolojik uzayda su ozelliklerin dogru oldugunu gésterin:

V1. Her noktanin en az bir komsulugu vardir ve her noktanin komgulugu noktay: igerir.

V2. Eger Vi ve V5, o’in iki komsguluguysa, Vi N Vo’ nin bir altkiimesi «’in bir komsulugu-
dur.

V3. Eger V, z’in bir komguluguysa, V’yi igeren X’in her altkiimesi z’in bir komgulugu-
dur.

V4. Eger V, x’in bir komguluguysa, o zaman z’in 6yle bir U C V komsulugu vardir ki,
U icerdigi her noktanin bir komgulugudur.

Simdi bu 6zellikleri bir topolojik uzayin tanimi olarak kabul edelim. Yani her x € X igin
su ozelliklerin dogru oldugu V, C p(X) verilmis olsun:

V1. Her x € X igin Vi # ) ve her V € V; igin z € V.

V2. Eger V1, Vs € V, ise Vi N Vo’nin bir altkiimesi V, tedir.

V3. Eger VeV, ve VCU ise, U€ YV, olur.

V4. Eger V € V, ise, o zaman &yle bir U € V, vardir kiU C V veher y € U i¢cin U € V,
olur.

Bu ozellikleri saglayan bir (V;)ex verisini topolojik uzayin tanimi olarak kabul edelim ve
her noktasinin komsgulugu olan kiimelere “acik” diyelim. Boylece tanimlanan agik kiimelerin
sayfa 29’daki 6zellikleri sagladigini kanitlayin.

Simdi bir noktada siirekliligin tanimini verelim.

Tanim. X ve Y ki topolojik uzay, a € X ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger f(a)nan her komsulugunun f-oénimgesi a’min bir komsuluguysa, f’ye a
noktasinda surekli denir.

Tahmin edilen sonucu kanitlayalim.

Teorem 3.4. f: X — Y bir fonksiyon olsun. f’nin surekli olmast icin f 'nin
X ’in her noktasinda strekly olmasy gerek ve yeter kosuldur.

Kamt: Once f'nin siirekli oldugunu varsayahm. a € X ve W C Y, f(a)'nmn
bir komsgulugu olsun. Demek ki f(a) € V' C W igindeliklerinin saglandigy bir V/
acik kiimesi vardir. Bu icindeligin f-onimgesini alarak, a € f~1(V) C f~1(W)
buluruz. f siirekli ve V acik oldugundan, f~*(V) acik bir kiimedir. Demek ki
f~Y(W), a'mn bir komsulugudur.

Simdi f’nin X’in her noktasinda siirekli oldugunu varsayalim. V C Y agik
bir kiime olsun. a € f~(V) olsun. f(a) € V ve V agik oldugundan, V', f(a)nin
bir komsulugudur. Ayrica f, a noktasida siirekli oldugundan, f~(V), a'nin
bir komsulugudur. Demek ki f~!(V), icerdigi her noktanin komsulugudur.
Onsav 3.3.iii’'e gore f~'(V) acik bir kiimedir. O
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4.1 Giris

X, herhangi bir kiime olsun. 4, B, C' ve D de X’in herhangi dort altkiimesi
olsun. Diyelim X’i bu dort altkiimenin de agik oldugu bir topolojiyle donatmak
istiyoruz.

Béyle bir topoloji var, 6rnegin X’in ayrik topolojisi, yani sadece A, B, C,
D degil, her altkiimenin acik oldugu topoloji. Ne var ki ayrik topoloji cok
kalabalik, gok fazla agik kiimesi var, oysa biz sadece A, B, C' ve D’nin agik
olmasini arzu ediyorduk, biitiin altkiimelerin degil.

Sadece bu dort altkiimeyi acik yapmak mimkiin olmayabilir elbet, ¢lin-
kii bu dort kiime acgiksa, bu dort kiimenin kesigimleri, bilesimleri, kesisimlerinin
bilegimi filan da agik olmak zorunda.

A, B, C ve D’nin agik oldugu olabildigince “kii¢tik” bir topoloji iiretmek
istiyoruz. Bu topolojide A, B, C' ve D altkiimeleri agik olsun, A N B gibi
mutlaka agik olmalari gereken bagka kiimeler de agik olsun, ama kuru kala-
baliktan kaginalim, zorunlu olmadikca topolojimizin icine kiime sokmayalim.
Kisaca soylemek gerekirse, gereksiz acik kiimelerden kaginalim.

Madem ki A, B, C ve D altkiimeleri agik olmali, bunlarin ikiger ikiger
kesigimi de agik olmali, yani

ANB,ANC,AND,BNC,BND,CND

altklimeleri de agik olmali. Ayrica A, B, C' ve D altkiimelerinin tiger tiger
kesigimleri de acik olmali, yani

ANBNC,ANBND,ANCND,BNCND

altkimeleri de acik olmali. Ayrica A, B, C' ve D altkiimelerinin hepsinin
kesigimi olan
ANBNnCND

altkiimesi de acik olmali. Bunlara bir de () ve X eklemeli elbette. Sonug olarak,
su altkiimeler agik olmali:
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0,

A, B,C, D,

ANB,ANC,ANnD,BNC,BND,CND,

ANBNC,ANBND,ANCND,BNCND,

ANBNCND,

X.
Simdiye kadar 17 agik altkiime elde ettik. Madem ki bu kesigimler agik, bu
kesigimlerin bilegsimleri de agik olmali. Bunlarin bir de ikiser ikiger, ticer iiger
vs bilegimlerinin de acik olduklarina hitkmetmek lazim. Ama daha ileri gitmek
gerekmiyor, yukardaki 17 kesigimin her tirlii bilesimi alindiginda bir topoloji
elde ediliyor.

4.2 Topoloji Uretmek

Yukarda yapmak istedigimizi sadece dort altkiime icin degil, sonlu ya da son-
suz, X’in herhangi bir altkiime ailesi i¢in de yapabiliriz: Agik olmalarini is-
tedigimiz altklimelerin sonlu kesigimlerinin sonlu ya da sonsuz her tiirlii bile-
simlerinin kiimesine bir de ayrica X'i eklersek, elde ettigimiz kiimeler kiimesi
bir topoloji olusturur! ve bu topolojide acik olmalarini istedigimiz altkiimeler
acik olur. Bunu bir teorem olarak yazip kanitlayalim:

Teorem 4.1. X bir kime ve a C o(X) olsun. a’min sonlu sayida eleman-
lariman kesigimlerinin (sonlu ya da sonsuz) her tirli bilesimlerinden olugan
kiimeler kiimesi, X kumesiyle birlikte bir topoloji olusturur. Bir baska deyisle,

f={A1N...NA,:n>1 A €a}

T={Uy:yCBrU{X}

ise?, o zaman T, X tzerinde bir topolojidir. Bu topolojide o 'nan biitiin eleman-
lar agiktir (yani o C 1 olur) ve T, a’nin bitin elemanlarinin agik oldugu en
kaba topolojidir.

Kanit: Oncelikle 7'nun ©(X)’in bir altkiimesi oldugunu, yani 7’nun her ele-
maninin X'’in bir altkiimesi oldugunu goézlemleyelim. f’nin iki elemaninin
kesigiminin de 8’da oldugunu, yani #’nin sonlu kesigim altinda kapali oldugunu
da gozlemleyelim.

'Bogkiimenin elemanlarinin bilegimi bogkiime oldugu igin [N2], bogkiimeyi (X icin
yaptigimiz gibi) ayrica elde ettigimiz kiimeler kiimesine eklemeye gerek yok, boskiime za-
ten orada. Ama bogkiimenin bilesiminin bogkiime olmasindan rahatsiz olan okur sonlu
kesigimlerin bilesimine bogkiimeyi de (X'’i ekledigimiz gibi) ekleyebilir.

2Uy, Upe~ B, yani y’daki elemanlarin (ki bu elemanlar birer kiimedir) bilesimi anlamina
gelmektedir. Eger v = () ise Uy = () olur.
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Herhangi bir A € o alahim. Eger f'nin taniminda n = 1 ve A; = A alirsak
o zaman A € ( oldugunu goriiriiz. Ve eger v = {A} C S olursa, o zaman 7'nun
tanimina gore, A = Uy € 7 olur. Demek ki a C 7. Simdi 7'nun bir topoloji
oldugunu kanitlayalim.

7'nun tanimindan dolay1, X € 7. Ve eger v = () ise ) = U = Uy € 7 olur.

7 kiimesinin iki elemanini alalim: Diyelim v, 72 C /3 icin

U71= U By ve U’YQZ U By
Biem Ba€v2

elemanlarini aldik. Bunlar: kesistirelim:

U’}/lﬁU’yQ: U Bi | N U By | = U (BlﬂBg)

Biem Baevys Bi€v1,B2€72

buluruz. Eger
¥ = {Bl ﬂBQ : Bl E’YhBQ 6’72}

tanimini yaparsak, yukardaki kesigim

U~

kiimesine egit olur. Ama f’dan alman iki elemanin kesisimi gene S’nin bir
elemani oldugundan, v C 3 olur, yani

Ufy:UBET

Bery

olur. Boylece

UB|n| UB|= U BnB)=|JBer

Biem Baevyo Bievy1,B2€72 Bey

olur ve diledigimiz kanitlanmig olur.

B’nin bilegim altinda kapali oldugu daha da bariz ama biz gene de bigimsel
bir kanitini verelim. 7 kiimesinden elemanlar alalim. Diyelim bir I gostergec
kiimesi i¢in (U;);er elemanlar aldik. Her ¢ € I i¢in U; € 7 oldugundan, 'nin
~v; C B altklimeleri igin,

Ui=|J)Ber
Bey;
olur.
y=Jwncs



52 4. Topoloji Uretmek

tanimini yapalim. U;’lerin bilesimini alalim:

Uu=UlUB|= |J B=JBer

i€l i€l Bey; BeUiervi Bey

buluruz ve istedigimiz kanitlanmis olur.

Son olarak, 7'nun a’nin biitiin elemanlarini iceren en kaba topoloji oldugu-
nu kamtlayalim. Nitekim eger 7/, o’y1 iceren bir topolojiyse, o zaman 7/, 3’y1
da igerir, dolayisiyla 7’yu da icerir. U

Teorem 4.1’deki 7’ya, « tarafindan tretilen topoloji denir. Analiz lite-
ratiiriinde pek yeri yoktur ne yazik ki ama 7 = («) yazilim caizdir ve kulla-
nacagiz. Ornegin () = {0, X} (en kaba topoloji) olur. Eger A;,..., A, C X
ise ({A41,...,A,}) yerine (Aq,...,A,) yazmak hem daha ekonomik hem de
daha estetiktir.

Teorem 4.1’deki 5’y1 aklimizda tutalim. Tekrar tekrar gerekecek. Elbette

esitligi gecerlidir ama, $’dan alinan iki elemanin kesigimi tekrar 5’da oldugu
igin, B, bir topoloji olmaya o’dan daha yakindir.
Su 6zellik teoremden cikiyor: Eger 7, X tizerinde bir topolojiyse ve

aCT1Cl{a)

iligkileri saglaniyorsa, o zaman 7 = («) olur, ¢iinkii ne de olsa (a), X {izerinde
a’y1 iceren en kiiciik topolojidir. Bir de su ozellik dikkate sayandir: Eger o
zaten bir topolojiyse, a = («) olur.

Ornekler

4.1. Kaba Topoloji. X herhangi bir kiime olsun. Teorem 4.1’de o = () alirsak, 3 = @) ve
(@) =1 = {0, X} olur, yani X {izerinde en kaba topolojiyi buluruz. Eger a kiimesi {0},
{X}, {0, X} kiimelerinden biriyse de ayni sonucu buluruz.

4.2. Ayrik Topoloji. X herhangi bir kiime ve «, X’in tek elemanl altkiimelerinin kiimesi
olsun. O zaman 3 = aU{@} olur ve X {izerinde ayrik topolojiyi buluruz: (o) = 7 = p(X).

4.3. Oklid Topolojisi. R kiimesi tizerinde tanimlanan Oklid topolojisinde, agik kiimeler
acik araliklarin bilesimiydi. Nitekim yukardaki teoremde a’y1 R’nin agik araliklarindan
olugan kiime olarak tanimlarsak, 8 = « olur ve 7’nun Oklid topolojisi oldugunu gortiriiz.
a’y1 agik araliklar kiimesi almak yerine agik ve sinirli araliklar kiimesi olarak alirsak, o
zaman gene 8 = a olur ve gene Oklid topolojisini buluruz, ciinkii her acik aralik simrh
acik araliklarin bilegimi olarak yazilabilir.
a’y1 uzunlugu en fazla 1 olan agik araliklar kiimesi olarak da alabilirdik (gene 8 = «
olur), hatta «’y1 uzunlugu 1 olan agik araliklar kiimesi olarak da alabilirdik (bu sefer
B = «a olmaz), sonug degismez, her seferinde Oklid topolojisini elde ederdik.
a’y1 ug noktalar kesirli sayilar olan acik araliklar olarak da alabiliriz. Gene 8 = « olur
ve gene Oklid topolojisini elde ederiz. Bkz. Aligtirma 4.8.
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Alistirmalar

4.4. X bir kiime olsun. X’in Ay, As, ..., A, altkiimeleri X’in ayrik altkiimeleri olsun. A;’lerin
hicbirinin bogkiime olmadigini varsayalim. (A1, Asg,..., A,) topolojisinin agik kiime
sayisini bulun.

4.5. X bir kiime olsun. A ve B, X’in iki altkiimesi olsun. (A, B) topolojisinin maksimum
acik kiime sayisini bulun.

4.6. X bir kiime olsun. A, B ve C', X’in li¢ altkiimesi olsun. (A4, B, C) topolojisinin maksimum
acik kiime sayisini bulun.

4.7. X bir kiime olsun. ¢, X’in iki elemanl altkiimelerinden olugan kiime olsun. Eger |X| > 3
ise a’min ayrik topolojiyi tirettigini kanitlayin.

4.8. X = R olsun. a, ug noktalar1 kesirli sayilar olan agik araliklar kiimesi olsun. « tarafindan
iiretilen topolojinin Oklid topolojisi oldugunu kanitlayin.

4.9. X sonsuz bir kiime olsun. «, tiimleyeninin ¢ift sayida elemani oldugu X’in altkiimele-
rinden olugsun. a’nin sonlu tiimleyenler topolojisini tirettigini kanitlayin.

4.3 Ontaban

(X, 7) bir topolojik uzay ve o C 7 olsun. Eger () = 7 ise, yani X’in X ten
degisik her agik altkiimesi (yani 7'nun X ten degisik her elemani) o’nin sonlu
sayida elemaninin kesigiminin (sonlu ya da sonsuz) bilegimiyse, a’ya 7'nun
(bazen de X topolojik uzaymnimn) ontaban: adi verilir. Her topoloji elbette
kendisinin bir 6ntabanidir.

Bir topolojinin birden ¢ok ontabani olabilir. Ornegin eger «, 7'nun bir
ontabaniysa ve a C 8 C 7 ise 8 da 7’nun bir 6ntabamdir.

Onsav 4.2. (X, 7) topologik bir uzay ve o C T olsun.
i. Eger a, 7’nun bir éntabaniysa, o zaman X ’in bir U # X altkiimesinin agik
olmasi icin gerek ve yeter kosul,

Her x € U elemans icin, x € A1 N...N A, CU icindeliklerini saglayan
Aq,... A, € a varder

kosuludur.
ii. a’min 7’nun bir ontabany olmast icin gerek ve yeter kosul,

Her U € T\{X} ve her x € U i¢in, x € A1N...NA, CU igindeliklerini

saglayan sonlu sayrda A1,..., A, € a kiimesi vardir
kosuludur.
Kamt: Ontabanin tammindan hemen cikar. O

Bu agamada Teorem 4.1’1 amimsayahim. Birgok ornekte 8 = o U {0} olur.
Eger bu esitlik saglanirsa, belki X diginda, 7’nun elemanlari o’nin eleman-
larinin bilegimi olur sadece ve araci kiime olan 5’dan kurtulmug oluruz. Ama
B’ya gerek duyulmamasi icin illa 8 = « esitligi gerekmez, eger a’nin herhangi
iki elemaninin kesigimi o’nin (sonlu ya da sonsuz) elemanimin bilesimi olarak
yaziliyorsa da (’ya gerek kalmaz. Bu oldukca 6nemlidir, yer ayirmaya deger:
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Teorem 4.3. X bir kime ve a C o(X) olsun. a’nan iki elemanimn kesigi-
minin o’'nan elemanlarimin (sonlu ya da sonsuz) bilesimi olarak yazilabildigini
varsayalim. O zaman

(@) ={Uy:7 C o} U{X} = {UaeyA: 7 Ca} U{X}
olur.
Kamt: 0 = {Uy:y Ca}U{X} olsun. a C § C (a) oldugundan, Teorem 4.1’e
gore ’'min bir topoloji oldugunu kanitlamak yeterli. 6, bogkiimeyi (malum ne-
denden!) ve X’i igeriyor ve bilegim altinda kapali. Demek ki §’nin iki kiimesinin
kesigiminin #’da oldugunu kamitlamak yeterli. 8’dan iki eleman alalim. Eger bu

elemanlardan biri () ya da X ise, kesisimin #’da oldugu bariz. Bu elemanlarin
0 ya da X olmadigini varsayalim. Diyelim v, 72 C « igin

U’}/l: U A1Ve U’yg: U A2
A€M A2€v2

elemanlarini aldik. Bunlar kesigtirelim:

UnnUrn=| U a|n|{ U 4]= U “nN4)

A€M A2€v2 A1€71,A2€72

buluruz. € bilesim altinda kapali oldugundan, bu kiimenin #’da oldugunu
kanitlamak icin, A1 € 71 € a ve Ay € 72 C « icin, A} N Ay kiimesinin
f’da oldugunu kanitlamak yeterli. Ama teoremin varsayimi da aynen bunu
sOyliiyor. O

4.4 R? Uzerine Oklid Topolojisi

Teorem 4.37i kullanarak R? = R x R diizleminde klasik topolojiyi tanimlaya-
lim. Her A = (a,b) € R? ve r € R icin, B(A,r) kiimesi, A merkezli ve r
yaricapli dairenin ici olsun. Daha analitik bir yazilimla,

B(A,r)={(z,y) e R?: (z —a)®> + (y — b)? < 1%}
olsun. Her P = (z,y) € R? noktasi igin,

d(P,A) = /(z — a)> + (y — )

tanimini yaparsak,
B(A,r) ={P cR?:d(P,A) < r}

olarak yazabiliriz. Bu tiir kiimelere a¢ik top ya da a¢ik yuvar denir. Agik yu-
var, dairenin i¢indeki noktalardan olusur, yani cemberin tistiindeki noktalar
acik yuvarin diginda kalir.

Elbette B(A,0) = () olur, ama eger r > 0 ise, A € B(A,r) # 0 olur.
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R?’de acik yuvarlar tarafindan iiretilen topolojiye Oklid topolojisi de-
nir. Bu topoloji R? iizerinde “en dogal” topolojidir. Ya da soyle soyleyelim:
R iizerinde tammladigimiz Oklid topolojisi ne kadar dogalsa, R? iizerinde
tammlanan Oklid topolojisi de o kadar dogaldur.

Yukarda tamimladigimiz

d(P,A) = /(z — a)> + (y — )?

sayisima P ile A arasindaki Oklid mesafesi ad1 verilir. Her P, Q, R € R? icin
Oklid mesafesinin su 6zellikleri vardir:

1. d(P,Q) > 0.

2.d(P,Q)=0< P =Q.

3. d(P,Q) =d(Q,P).

4. d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R).

Bunlarin kanitini okura birakiyoruz. En 6énemlisi (ve kamti biraz daha za-
man alani), diizlemde ii¢gen egitsizligi ad1 verilen son esitsizliktir.

Tanimlara bakilacak olursa, R?'nin Oklid topolojisinde, acik bir kiime
sonlu sayida yuvarlarin (sonlu ya da sonsuz) bilegimlerinden olugur. Bir sonraki
teorem, hic kesigim almaya gerek olmadigini soyliiyor:

Teorem 4.4. R? iizerinde tammlanan Oklid topolojisinde, R? 'nin bir altki-
mest ancak acik yuvarlarn bilesimiyse aciktir.

Kanit: Teorem 4.3%i kullanacagiz. Teorem 4.3’i kullanmak igin iki acgik yu-
varin kesigiminin agik yuvarlarin bilesimi olarak yazilabildigini gosterecegiz.

B(M,r) ve B(N,s) iki agik yuvar olsun. Eger bu acik yuvarlarin kesigimi
boskiimeyse, o zaman sorun yok, kesigim, B(M,0) agik yuvarna esittir. Bun-
dan boyle kesisimin bogkiime olmadigini varsayalim.
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Kesigimden herhangi bir P noktasi alalim. Amacimiz, B(M,r) ve B(N,s)
agik yuvarlarinin kesigiminde, P merkezli ve pozitif yaricaph bir B(P,tp) acgik
yuvari bulmak.

P, agik yuvarlarin iginde oldugundan,
d(M,P) <rved(N,P)<s
olur.
tp = min{r — d(M, P),s —d(N, P)}
olsun. O zaman tp > 0 olur ve B(P,tp) acgik yuvar: tamamiyla B(M,r) ve

B(N, s) agik yuvarlarinin i¢inde olur, ¢iinki eger Q € B(P,tp) ise,

d(M,Q) < d(M,P) +d(P,Q) < d(M, P) + tp

<
<d(M,P)+ (r — d(M, P)) =r.

(ilk satirda bir 6nceki sayfadaki tiggen esitsizligini kullandik.) Benzer sekilde
d(N, Q) < s esitsizligi kanitlanir. Bunu her

P e B(M,r)NB(N,s)
noktasi i¢in yapabilecegimizden,
B(M,r) N B(N,s) = U B(P,tp)
PeB(M,r)NB(N,s)
olur. Yani iki acik yuvarin kesisimi acik yuvarlarin bilegimidir. Simdi Teorem

4.3’ uygulayabiliriz. O

Aligtirmalar
4.10. A= (a,b) € R? ve r € RZ0 olsun. B(A,r), A merkezli r yaricaph dairenin kendisinden
ve sinirindan olugsun, yani,

B(Ar) = {(x.y) €R®: (2 — a)® + (y — )* <+?)

olsun. B(A, )¢ kiimesinin agik oldugunu kanitlayn.
4.11. ﬂn;ﬁo B(A,1/n) = ﬂn#) B(A,1/n) = {A} esitligini kanitlayim.
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4.5 Taban

(X, 7) bir topolojik uzay ve § C 7 olsun. Eger 7’nun her eleman1 f’nin eleman-
larimin (sonlu ya da sonsuz) bilegimi oluyorsa, 8’ya 7'nun (ya da X topolojik
uzaymin) tabana adi verilir. 7 dogal olarak 7 topolojsinin bir tabanidir ama
marifet 7'nun 7’dan daha kii¢iik tabanlarini bulmaktir. Mesela Teorem 4.4’e
gore agik yuvarlar(dan olusan kiime) R?'nin Oklid topolojisinin tabanidir. Her
taban bir ontabandir elbette ama Orneklerini gérdiiglimiiz gibi bunun tersi
dogru degildir. Ote yandan eger « bir topolojinin ontabaniysa,

f={AiN...NA4,:n>0,4 €catU{X}
kiimesi bu topolojinin bir tabanidir (bkz. Teorem 4.1).

Onsav 4.5. X bir kiime ve B C o(X) olsun. Eger 8 kesisim altinda kapaliysa,
yani (’'nin iki elemanmiman kesigimi gene [3’daysa, o zaman U {X} kiimesi
B ’'mn drettigi topolojinin tabans olur.

Kamit: Aligtirma olarak birakiyoruz. g
Tabanin karakteristik 6zelligi sudur:

Onsav 4.6. (X, 1) topolojik bir uzay ve  C 7 olsun.
i. Eger B, X topolojik uzayiman bir tabanwysa, o zaman X ’in bir U altkimesinin
actk olmast i¢in,

Her xz € U i¢in x € A C U ic¢indeliklerini saglayan bir A € 8 vardir

kosulu yeter ve gerektir.
ii. B’nin X topolojik uzayiman bir tabant olmas igin,

Her U € 7 ve her x € U icin, x € A C U icindeliklerini saglayan bir
A € 8 vardwr

kosulu yeter ve gerektir.

Kanit: i. Eger U aciksa, U, f’nin elemanlarimin bilegimidir. Demek ki bilegimi
U olan bu elemanlar arasinda 6yle bir A € 8 vardir ki z € A olur.

Simdi kogulu varsayalim. Her = € U igin, x € A C U kogulunu saglayan
B’nin elemanlarindan birine A, diyelim. Elbette

zeU

olur. Buradan da U’nun acik oldugu cikar.

ii. Eger 8, T topolojisinin bir tabaniysa, 7'nun her elemani 5’nin eleman-
larinin bilegimidir. Dolayisiyla eger U € 7 ise U, f’nin bazi elemanlarinin
bilegimidir. Demek ki eger x € U ise, 5’da, x’i iceren ve U tarafindan kapsa-
nan bir A elemam vardir. Yeterliligi okura birakiyoruz. O
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Alistirmalar
4.12. X bir kiime olsun. a;, X’in iki elemanl altkiimelerinden olugan kiime olsun. Eger | X| > 3
ise a’nin ayrik topolojiyi tirettigini ama a’nin bir taban olmadigini kanitlayin.

4.13. X bir kiime olsun. a, X’in bir elemanl altkiimelerinin tiimleyenlerinden olugan kiime
olsun. a’nin sonlu tiimleyenler topolojisini tirettigini ama a’nin bir taban olmadigini
kanitlayin.

4.14. Uzunlugu en fazla 1 olan acik araliklarin R {izerinde tanimlanan Oklid topolojisinin bir
tabani oldugunu kanitlayin.

4.15. X sonsuz bir kiime olsun. 8, X’in tiimleyeni sonlu olan altkiimelerinden olugsun. 3, X
iizerine sonlu tiimleyenler topolojisinin tabanidir. $’dan sonlu sayida eleman atarsak
geriye gene sonlu tiimleyenler topolojisinin bir tabaninin kalacagini kanitlayin.

4.16. R’nin sayilabilir bir tabani oldugunu kanitlayin.

4.6 Uretilen Topoloji

©(X)’in bir altkiimesi (yani p(p(X))’in bir eleman1) tarafindan tiretilen topo-
lojiye bagka bir bakig acis1 getirecegiz. Bu bakig agis1 zamanina ve yerine gore
yararlh olabilir.

Onsav 4.7. X bir kime olsun. X dizerinde verilmis bos olmayan bir topoloji
ailesinin kesisimi de X dizerinde bir topolojidir®.

Kanit: Topoloji ailesi (7;);cs olsun.

T:ﬂﬂ'

el

kiimesinin de X fizerine bir topoloji oldugunu kanitlayacagiz. Bogkiime ve X,
7;’lerin herbirinde oldugundan, kesisimlerindedir de. Demek ki (), X € 7.
7’dan A ve B kiimeleri alalim. Her ¢ € [ i¢in A ve B, 7;’de olduklarindan
ve her 7; de bir topoloji oldugundan, A N B kesigimi her 7;’dedir yani 7’dadir.
Simdi 7’dan bir (A4;);ec ailesi alalim. Her ¢ € I icin her A; kiimesi 7;’dedir,
yani (A;) ;e ailesi 7;°dedir. 7; bir topoloji oldugundan, bu ailenin bilesimi olan

A= U Aj
JjeJ

kiimesi 7;'dedir. Bu dedigimiz her ¢ € I i¢in dogru oldugundan, A = {J;c; 4;
kiimesi 7;’lerin kesisimi olan 7’dadir.

Sonug 4.8. X bir kiime ve a C p(X) olsun. X dzerinde, a’y1 iceren en az
bir topologi vardir (mesela ayrik topolojgi). X ’in 'y igceren tim topolojilerinin
kesisimi o yla tretilen topolojidir.

3Bos bir ailenin kesigiminin alinamayacagmi animsatiriz [N3].
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. i #(X) = ayrik topoloji

| o’y1 igeren
---------- topolojiler kiimesi

(o) = o’y1 igeren
topolojilerin kesigimi

------------------ | {J, X} = en kaba topoloji

Kanit: Bir 6nceki 6nsava gore a’y1 iceren X’in tiim topolojilerinin kesigimi
X’in bir topolojisidir. Elbette bu kesigim a’y1 igerir. a’y1 iceren tiim topo-
lojilerinin kesigimi «’y1 iceren bir topoloji olduguna gore, bu topoloji ancak
a’y1 igeren en kiiglik (yani en kaba) topoloji olabilir. Dolayisiyla bu topoloji
(ar)’dar. O

Kimi zaman iki degisik @ aym topolojiyi tiretebilirler. Asagidaki énsav cok
kullanmighdir:

Onsav 4.9. X bir kiime olsun. a1 ve ag, X in iki altkumeler kiimesi olsun.
Eger aq’in her elemam ag ’'nin elemanlarimin bilesimi olarak yazilabiliyorsa o
zaman {(a1) C {ag) olur, yani (as), (a1) ‘den daha incedir.

Kanit: Cok bariz! d

Dolayisiyla, iki altkiimeler kiimesinin ayni topolojiyi tirettiklerini goster-
mek i¢in her birinin elemanini digerinin elemanlarinin bilesimi olarak yazabil-
mek yeterlidir (ama illa gerekli degildir).

Daha da kullanigh bir sonug asagida:

Onsav 4.10. X bir kiime olsun. oy, as C p(X) olsun. Eger herp e U € oy
icin, p € V. C U ozelliklerini saglayan bir V € ag varsa, o zaman {(a1) C (as)
olur.

Kamit: U € oq olsun. Her p € U icin, p € V,, C U o0zelliklerini saglayan
bir V,, alalim. O zaman U, bu V}’lerin bilesimi olur ve yukardaki énsava gore
sonucumuz kanitlanmig olur. O

Ornekler

4.17. Bir kiimenin bir elemanli altkiimeleri tarafindan iiretilen topoloji ayrik topolojidir.

4.18. Eger kiimede en az ii¢ eleman varsa, iki elemanl altkiimeler tarafindan iiretilen topoloji
ayrik topolojidir.

4.19. Tiumleyeni bir elemanli olan kiimeler tarafindan iiretilen topoloji sonlu tiimleyenler to-
polojisidir.

4.20. R*nin (a,b) x (c,d) agik dikdértgenleriyle iiretilen topolojisi aynen Oklid topolojisidir.



60

4. Topoloji Uretmek

(a, b) X (c, d)dikdortgeni

—

Kanit: Agik bir dikdortgenin iginde bir P noktasi alalim. Yeterince kiigiik bir » > 0
sayist i¢in, B(P,r) acik yuvari dikdortgenin iginde olur. (Ayrica P’yi igerir elbet. Bkz.
agagidaki soldaki gekil.)

Simdi agik bir yuvar ve bu yuvarin iginde bir P noktasi alalim. Elbette bu P noktasini
yuvarin iginde kalan bir dikdortgenle ortebiliriz. (Bkz. tistteki sagdaki sekil).

Onsav 4.10’dan dolay1 istedigimiz kanitlanmigtir. g
Bu 6rnegi cogaltabiliriz: R?'nin acik dikdértgenlerle, acik karelerle, acik yuvarlarla, acik
elipslerle ya da acgik baklavalarla {iretilmis topolojilerinin hepsi Oklid topolojisidir.

acik top agik dikdortgen acik kare agik baklava agik elip

Aligtirmalar

4.21.

4.22.

4.23.
4.24.

4.25.

4.26.
4.27.

4.28.

4.29.

R’de ve R¥’de acik bir kiimenin (C)klid topolojisinde) Gtelemesinin de agik oldugunu
kanitlayin.

Bir noktadan olugan bir kiimenin R?’nin Oklid topolojisinde agik kiime olamayacagini
kanitlayin.

P € R? olsun. R\ { P} kiimesinin Oklid topolojisinde acik bir kiime oldugunu kanitlaym.

) # X C R? sonlu bir kiime olsun. R\ X kiimesinin Oklid topolojisinde acik bir kiime
oldugunu kanitlayin.

R?nin Oklid topolojisinde sonlu sayida elemani olan bir kiimenin, ancak boskiimeyse
acik olabilecegini kanitlayin.

Bir dogrunun R?’nin Oklid topolojisinde agik kiime olmadigini kanitlayin.

Bogkiime olmayan kapali (yani smirlarini igeren) bir yuvarin R?*’nin OKlid topolojisinde
acik kiime olamayacagini kanitlayin.

R?'nin Oklid topolojisinde siirekli bir fonksiyonun grafi§inin acik olamayacagim kamt-
layn.

R*’de bir dogru, diizlemi, dogruyu icermeyen iki ayrik kiimeye boler. Bu tiir kiimelere
yaridizlem diyelim. Yaridiizlemlerin iirettigi topolojinin Oklid topolojisi oldugunu ka-
nitlayin.
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yaridiizlem

4.30. R¥de (0,0)’dan gecen dogrularm belirledigi yaridiizlemlerle iiretilen topolojinin Oklid
topolojisinden daha kaba oldugunu kanitlayin.

4.31. X bir kilme ve 71 ve 72, X izerinde iki topoloji olsun. (m1 U T2) topolojisinin
{UNV:Uem veV €}
kiimesi tarafindan iiretildigini kanitlayin.

Bir bagka kullanigh sonu¢ daha: Taban kullanarak bir fonksiyonun siirek-
liligini sinamak kolaydir:

Onsav 4.11. X ve Y iki topolojik uzay, o, Y 'nin bir ontabans ve f : X — Y
bir fonksiyon olsun. f’nin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul o’min her
elemamninin énimgesinin acik olmasidar.

Kanit: a’nin elemanlar1 Y’de agik olduklarindan, kogul gereklidir. Simdi a’nin
her elemaninin 6nimgesinin agik oldugunu varsayalim. V', Y’nin bir agik alt-
kiimesi olsun. Eger V' =Y ise, V'nin onimgesi X olur, dolayisiyla agik olur.
Bundan bdyle V' # Y varsayiminm yapalim. O zaman V', 8'nin elemanlarinin
sonlu kesigimlerinin bilesimidir?. Ama f~!, kesisimlere ve bilesimlere saygi
duyar. Demek ki f~1(V) kiimesi aciktir. O

Bundan daha da kullanigh bir sonug¢ asagida.

Onsav 4.12. X ve Y iki topolojik uzay, o ve B swraswyla X wve Y ‘nin birer
tabany ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f’nin surekli olmast i¢in gerek ve
yeter kosul her a € X ve f(a) 'y i¢eren her B € B igin, f(A) C B kapsamasini
saglayan ve a elemanini iceren bir A € o olmasidar.

Onsavi kamtlamadan 6nce hakkinda bir iki soz soyleyelim. Onsavdaki B,
gercel sayilardaki

(fla) —€ f(a) +¢)

4V = { olsa bile, ¢iinkii ne de olsa @, @’nin (olmayan!) elemanlarinin bilegimidir. Ama
mantiksal dile yabanci okur dilerse V = () durumunu, V = Y durumunda yaptigimiz gibi,
ayrica irdeleyebilir.
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araliginin yerini, A ise

(a —0d,a+ )

araligimin yerini almigtir. Yani “her ¢ > 0 igin 6yle bir § > 0 var ki” yerine
“her B € (8 i¢in Oyle bir A € « var ki” diyoruz ve birdenbire analiz topolojiye
doniigtiyor.

Onsav 4.12°nin Kanit1: Once f’nin siirekli oldugunu varsayalm. a ve B
onsavdaki gibi olsun. B, Y’de aciktir elbette. f siirekli oldugundan, f~!(B)
agiktir ve ayrica a’y1 eleman olarak icerir. Bu agik kiime o’nin elemanlarinin
bilesimidir. Demek ki a’nin, a’y1 eleman olarak iceren ve f~!(B)™nin altkiimesi
olan bir A elemani vardir.

Simdi de f’nin 6nsavin kosulunu sagladigini varsayalim. V' C Y, herhangi
bir agik kiime olsun.

f~Y(V)’nin acik oldugunu kanitlamaliyiz. Topoloji 3 tarafindan iiretildiginden,
V, f'nimn elemanlarmin bilesimidir; dolayisiyla, f~! bilegsimle uyumlu oldugun-
dan, V'nin #'nin bir elemani oldugunu varsayip f~!(V)nin acik oldugunu
kanitlamak yeterlidir.

a € f~Y(V) herhangi bir eleman olsun. Onermede var oldugu sdylenen f(A) C
B ve a € A € « 6zelliklerini saglayan A’ya A, adim verelim. O zaman

f_l(v) = U Aq
V)

acf~1(V

olur ve 6nsav kanmtlanir. O



5. indirgenmi§ Topoloji

5.1 Bir Fonksiyonu Sirekli Kilmak

X bir kiime, Y topolojik bir uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. X kiime-
sini, bu fonksiyonu siirekli kilan bir topolojiyle donatabilir miyiz? Elbette!
Ornegin X1 ayrik topolojisiyle birlikte bir topolojik uzay olarak goriirsek, o
zaman f siirekli olur.

Ama bu, bir findig1 balyozla kirmaya benzedi. Durumu “ben istedim bir
Allah verdi bin” diye de ifade edebiliriz. Neden derseniz, f’yi siirekli yapmaya
caligirken tiim fonksiyonlar: sturekli yaptik. Nitekim, X’i ayrik topolojiyle do-
natirsak, X’ten herhangi bir topolojik uzaya giden her fonksiyon siirekli olur.

f’nin siirekli olmasi icin, strekliligin tanimi geregi, Y 'nin her agik kiimesi-
nin 6nimgesi X 'te acik olmali. Demek ki, X’e koymak istedigimiz topoloji,

r={f"YV):V CY, V agk}

kiimesini igermeli. Ama bu kiimeler X fiizerinde bir topoloji olugturmak icin
zaten yeterli, ¢linkii

o 0=f710),

i X = fﬁl(Y)7

o fTHV)N [ (Ve) = fTH(VINTVR),

* Uier Vi) =t (Uie[ Vl)
esitlikleri gecerlidir ve bu egitlikler sirasiyla gsunlar1 séylemektedir:

e D€ T,

o X e,

e Eger Uy, Us € 7 ise, 0o zaman U; N Uy € T olur.

e Eger her i € I icin U; € 7 ise, 0 zaman | J;c; U; € 7 olur.
Bu son dort 6zellik de aynen 7’nun bir topoloji oldugunu séylemektedir. Bu
topoloji elbette f’yi siirekli kilan en kaba topolojidir.

X tizerine f’yi siirekli kilan en kaba topolojiyi su yontemle de bulabiliriz: 1.
X tizerinde topolojilerin kesigsimi de X tizerinde bir topolojidir. 2. X iizerinde
f’yi stirekli kilan en az bir topoloji vardir: her altkiimenin agik oldugu en
zengin topoloji. 3. f’yi stirekli kilan topolojilerin kesigimi olan topoloji icin
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de f siireklidir. Bu li¢ 6nermenin dogrulugundan hemen emin olamayan okur
bu 6nermeleri kanitlamahdir. Simdi f’yi stirekli kilan X’in tiim topolojilerini
kesigtirelim. Bu ¢ 6zellikten dolay1 f’yi stirekli kilan bir topoloji elde ederiz.
Dolayisiyla bu kesigim f’yi siirekli kilan en kii¢ilik, yani en kaba topolojidir.

Simdi yukardaki fikirleri matematikte en sik karsimiza ¢ikan dogal bir fonk-
siyona uygulayacagiz.

5.2 indirgenmi§ /Kisitlanmig Topoloji

Y bir topolojik uzay ve X, Y 'nin bir altkiimesi olsun. X ten Y’ye giden gomme
fonksiyonunu ele alalim, yani her x € X i¢in, i(z) = x formiilii tarafindan
tanimlanan 7 : X — Y fonksiyonunu. Bundan daha dogal bir fonksiyon hayal
etmek oldukcga zor olmali.

Daha 6nce de soylemistik: Topolojide siirekli fonksiyonlar itibar goriirler, di-
gerleri nerdeyse yok sayilirlar. Dolayisiyla sokaktaki topolog gomme fonksi-
yonlarinin siirekli olmalarini ister. Boliimiin bagindaki yonteme bagvurup, X’i
bu fonksiyonu siirekli yapan en kaba topolojiyle donatacagiz.

Yukardaki tartigmaya gore, X’in agik kiimeleri, Y’nin bir V' agik kiimesi
i¢in 771(V) biciminde yazilan kiimelerdir. i~!(V') kiimelerinin neye benzedik-
lerini gorelim:

iTV)={zeX:ix)eVi={zecX:2cV}=VnX.

Demek ki X’in agik kiimeleri, Y 'nin bir V' acik kiimesi icin, V' N X biciminde
yazilan kiimelerdir. X’in bu topolojisine Y’den indirgenmsis topoloji denir.
Bazen de X’e (Y’den) kisitlanmag topoloji denir. X’in de Y'nin bir altuzay:
oldugu soylenir.

Y
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Genellikle, bir Y topolojik uzaymin bir X altkiimesinden topolojik uzay ola-
rak sozedildiginde, daha fazla agiklamaya gerek goriilmeden, X’in Y den indir-
genmis topolojiyle donatildig1 varsayilir, yani X’in Y’nin bir altuzay1 oldugu
varsayilir.

indirgenmi§ topolojide X’in acik kiimelerini, Y 'nin acik kiimelerinin X’te
biraktiklar: “iz”ler olarak nitelendirebiliriz.

Boliim 0.2.2’de, R’nin X altkiimeleri {izerinde bir topoloji tanimlamigtik.
Bu topoloji aynen R'nin X’e indirgenmis topolojisidir.

Buldugumuzu bir teorem olarak yazalim:

Teorem 5.1. Y topolojik bir uzay ve X, Y 'nin bir altkuimes: olsun. X dze-
rinde, X ten Y 'ye giden dogal gémme fonksiyonunu surekli kilan en kaba to-
poloji

{VNX:VCY,V agk}

tarafindan verilen topolojidir.

Ornekler

5.1. X = (0,2] ise (1,2) ve (1, 2] kiimeleri X te agiktir (R’den indirgenmis topolojide elbette)
ama {2} kiimesi X te acik degildir.
Eger X = (0,1] U {2} ise {2}, (1/2,1] U {2} ve (1/2,1] kiimeleri de X te agiktir.

5.2. X C Y olsun. Y, en kaba topolojiyle donatilmig olsun. O zaman X’in Y’den indirgenmig
topolojisi X’in kaba topolojisidir.

5.3. X C Y ve Y, ayrik topolojiyle donatilmig olsun. O zaman X’in Y’den indirgenmig
topolojisi X’in ayrik topolojisidir.

5.4. Z’nin R’den indirgenmis topolojisi Z’nin ayrik topolojisidir.

Aligtirmalar
5.5. Bolim 0.2.2’de, R'nin X altkiimeleri iizerine tanimlanan topolojinin R'nin X’e indir-
genmis topolojisi oldugunu kanitlayin.

5.6. R\ {0} kiimesinin R’den indirgenmis topolojisinin 0’1 igermeyen agik araliklar tarafindan
iiretildigini kanitlayin.

5.7. f(x) = x~* kurahyla tanimlanmig f : R\ {0} — R\ {0} fonksiyonunun siirekli oldugunu
kanmitlaym. (R \ {0} istiine R’den indirgenmis Oklid topolojisi aliniyor.)

Eger X C Y C Z ise ve Z bir topolojik uzaysa, o zaman topolojiyi once
Z’den Y'ye, sonra da Y’den X’e indirgeyebiliriz. Bir de ayrica dogrudan Z’den
X’e indirgeyebiliriz. Fark etmez. Her iki durumda da X iizerinde ayni topolo-
jiyi buluruz:

Onsav 5.2. Z topolojik bir uzay olsun. X CY C Z olsun. Y 'yi Z’den in-
dirgenmis topolojiyle donatalim. O zaman X ’in Y den ve Z’den indirgenmis
topolojileri aynmidir. Bir baska deyisle eger X, Y 'nin, Y de Z’'nin altuzayrysa,
o zaman X, Z nin altuzayidar.
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Kanit: X’in Y’den indirgenmis topolojisi i¢in acik bir U kiimesi alalim. O
zaman, Y nin acik bir V kiimesi icin U = V N X olur. Ote yandan V, Y’de
acik oldugu icin, Z’nin agik bir W kiimesi icin V = W NY olur. Demek ki,

U=VNnX=WnY)NnX=Wn{¥nX)=wnX

olur. Dolayisiyla U, Z’nin X’e indirgenmis topolojisi i¢in de agiktir.

Simdi X’in Z’den indirgenmis topolojisi i¢in agik bir U kiimesi alalim. O
zaman Z'nin agik bir W kiimesi i¢in

U=WnX
olur. Bundan da,
U=WnX=WnXnY)=WnY)nX
aikar. Ozetle
U=WnY)nX

Sonug olarak, W NY, Y'nin Z’den indirgenmis topolojisinde agik oldugu igin,
U’'nun Z’den indirgenmis topolojide de agik oldugunu goriiriiz. O

Indirgenmis topolojinin bir de su “karakteristik ézelligi” vardir (bkz. Ahg-
tirma 5.16):

Onsav 5.3. Y ve Z iki topolojik uzay, X CY bir altuzay ve i : X — 'Y dogal
gomme fonksiyonu olsun. Son olarak f : Z — X herhangi bir fonksiyon olsun.
[ nin strekli olmasu icin yeter ve gerek kosul, io f : Z — Y fonksiyonunun
surekli olmasidur.
iof T
1

Z ——» X

f

Kanit: Eger f siirekliyse, ¢ de siirekli oldugundan, i o f de siireklidir.
Simdi de ¢ o f fonksiyonunun siirekli oldugunu varsayalim. U C X, X’in
acik bir kiimesi olsun. X iizerinde indirgenmis topolojiyi aldigimizdan, Y ’nin,

U=VnX
esitligini saglayan agik bir V' altkiimesi vardir. Demek ki,

A = vnX) = V) = (o f)7H(V)
olur. Ama io f : Z — Y fonksiyonu siirekli oldugundan ve V, Y’de agk
oldugundan, (i o f)~1(V) kiimesi Z’de agiktir. Demek ki f~1(U) kiimesi de
Z’de agiktir. O

Bu o6nsav, stirekliligin fonksiyonun deger kiimesinden bagimsiz oldugunu
gosteriyor, yeter ki deger kiimesi {izerinde orijinal topolojiyle uyumlu bir to-
poloji alinsin.
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Alistirmalar
5.8. Oyle bir Y topolojik uzay ve X C Y altuzay ornegi bulun ki ¥ ’nin topolojisi en kaba
topoloji olmasin ama X’in topolojisi en kaba topoloji olsun.
5.9. Oyle bir Y topolojik uzay ve X C Y altuzay1 érnegi bulun ki Y nin topolojisi en ince
topoloji olmasin ama X’in topolojisi en ince topoloji olsun.
5.10. X, Y’nin bir altuzay: olsun. X’in acik bir altkiimesinin Y’nin agik altkiimesi olmaya-
bilecegini gosterin. Ama eger X, Y'nin agik bir altkiimesiyse, X’in bir U altkiimesinin
X’te ya da Y’de agik olmalarinin egdeger oldugunu kanitlayin.
511. f:R — R, f(z) = 2® kuralyla tammlanmig olsun. Deger kiimesine Oklid topolojisini
verelim. Tanim kiimesi {izerinde, bu fonksiyonu siirekli kilan en kiiciik topolojiyi bulun.
Bu topolojide g(z) = |z| fonksiyonunun da siirekli oldugunu kanitlayin. Bu topolojide
siirekli olmayan ama Oklid topolojisinde siirekli olan bir fonksiyon bulun.
5.12. Y topolojik bir uzay ve X C Y bir altuzay olsun. «, Y nin bir 6ntabani (ya da tabani)
olsun. {AN X : A € a} kiimesinin X’in éntabam (ya da tabani) oldugunu kamtlayn.
5.13. Y topolojik bir uzay ve X C Y bir altuzay olsun. Eger Y Hausdorff ise X’in de Hausdorff
oldugunu kanitlayin.
514. X = {0}U{l/n : n = 1,2,3,...} olsun. X’i R'nin Oklid topolojisinden indirgenmis
topolojiyle donatalim.
i. Eger z € X \ {0} ise {z} kiimesinin X te acik oldugunu kanitlaym.
ii. X’in 0’1 icermeyen her altkiimesinin X’te agik oldugunu kanitlayin.
iii. X’in 0’1 iceren her agik kiimesinin X’te tiimleyeninin sonlu oldugunu kanitlayn.
5.15. X =R\ {0} olsun. X’i R'nin Oklid topolojisinden indirgenmis topolojiyle donatalim.
i. (1/n)n>o dizisinin X te bir limiti var midir?
ii. X’te bir dizinin limiti olmas: i¢cin R’de yakinsaklig1 igeren gerek ve yeter bir kosul
bulun. (Bkz. Teorem 5.4.)
5.16. Y bir topolojik uzay ve X C Y, Y'nin bir altkiimesi olsun. X iizerinde, Onsav 5.3%iin
dogru oldugu yegane topolojinin Y’den indirgenmis topoloji oldugunu kanitlayin.
5.17. X ve Y birer topolojik uzay ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Z, Y'nin f(X)’i
igeren bir altkiimesi olsun. f : X — Z fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayin.
5.18. Y bir topolojik uzay ve X C Y olsun. Eger A C X ise, A’nin X'te ve Y’de i¢i ayr1 ayr1
irdelenebilir. Bu iki i¢ birbirine esgit olmak zorunda degildir. X’in bir A altkiimesinin
X’te i¢ini Int x (A), Y’de igini Inty (A) olarak gosterelim. Inty (A) C Intx (A) igindeligini
kanitlayin. Esitligin olmayabilecegini gosterin.
5.19. X bir topolojik uzay ve a € Y C X olsun. Y {izerine (elbette!) X’in topolojisinden
indirgenmis topolojiyi alalim. a'nin Y-komsuluklariyla a’'nin X-komguluklar: arasinda
nasil bir iligki vardir?

Teorem 5.4. Y bir topolojik uzay ve X CY bir altuzay olsun. (zy),, X ten
bir dizi ve x € X olsun. x’in X "in topolojisinde () dizisinin bir limiti olmast
i¢in x’in Y 'nin topolojisinde (xy)y dizisinin bir limiti olmasy yeter ve gerek
kosuldur.

Kanit: Cok kolay; tamamen tanimlardan gikiyor. Okura birakilmigtir. U

Stireklilik kavrami da indirgenmis topolojiyle uyumlu davranir.

Teorem 5.5. Y wve Z birer topolojik uzay, X CY ve f:Y — Z surekli bir
fonksiyon olsun. O zaman f’'nin X e kisitlanmase olan fx : X — Z fonksiyonu
da streklidir.
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Kanit: Bunun dogrudan kaniti kolaydir ama su kanit, biraz ukalaca da olsa,
daha giktir: 7 : X — Y dogal gémme fonksiyonu olsun. O zaman fjx = fo1
olur. Hem f hem de i siirekli olduklarindan, Teorem 3.1’e gore bilegkeleri de
stireklidir. (]

Indirgenmis topoloji icin bu kadar ¢ok teoremin dogru olmasimin nedeni,
indirgenmis topoloji kavraminin ¢ok dogal bir kavram olmasidir. Matematikte
sik sik rastlanir buna: Bir kavram ne kadar dogalsa o kadar ¢ok olumlu 6zelligi
vardir, o kadar ¢ok tiim beklentileri karsilar. Birkag 6érnek daha verecegiz. Ama
once bir tanim.

X bir kiime olsun. (4;);er, X'in bir altkiimeler ailesi olsun. Eger

Uai=x

el
ise, (A;)ier ailesine X’in ortist denir. Eger X bir topolojik uzaysa ve her A;,
X’in acik bir altkiimesiyse, o zaman X'’in ac¢tk ortustinden bahsedilir. Bir
ortiiniin bazi elemanlar: egit olabilirler, ya da bazilar1 bogkiime olabilir.

Onsav 5.6. X veY birer topolojik uzay ve (U;)ier, X 'in agik bir értist olsun.
[+ X =Y bir fonksiyon olsun. Eger heri € I i¢in, fiy, : Ui =Y fonksiyonu
strekliyse f de streklidir.

Kanit: V C Y, herhangi bir acik kiime olsun.

v =Uet v no) = e v)
esitligi bariz. Varsayima gore sagdaki ( f|UZ.)*1(V) kiimeleri U;’de agiktir. Ama
U;, X’te acik oldugundan, ( f‘Ui)_l(V) kiimeleri X’te de aciktir (Ahgtirma
5.10). Demek ki bunlarin bilegimi de agiktr. i

Onsav 5.7. X, Y 'nin bir altuzay olsun. o, Y 'nin bir taban (ya da dntabana)
olsun. O zaman, {VNX : V € a} kimesi X ’in bir tabamdur (ya da bir
ontabanadar).

Kamit: Kolay. Bkz. Aligtirma 5.12. U

Alistirmalar
5.20. (X, ) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X igin,

Her x % iceren her U € T i¢in, Vi, C U igindeligini saglayan bir n € N vardwr
ozelligini saglayan ve her biri 2’1 igeren sayilabilir sonsuzlukta Vo, Vi, Va, . . . acik kiimeleri
varsa, X'’e birinci sayilabilir ya da digiik sayilabilir topolojik uzay adi verilir.

i. R ve R? topolojik uzaylarmm sayilabilir sonsuzlukta olan kesirli sayilar sayesinde,
birinci sayilabilir topojik uzaylar oldugunu kanitlayin.

ii. Sorgenfrey dogrusunun birinci sayilabilir oldugunu kanitlayin.

iii. Birinci sayilabilir uzaylarin altuzaylarinin da birinci sayilabilir olduklarini kanitlayin.
iv. Sayilamaz sonsuzlukta bir kiime {izerinde (6rnegin R {izerinde) sonlu tiimleyenler
topolojisi alalim. Bu topolojinin birinci sayilabilir olmadigini gosterin.
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5.21. Sayilabilir bir tabani olan topolojik uzaylara ikinci sayilabilir ya da yiliksek sayila-
bilir ad1 verilir. Ikinci sayilabilir topolojik uzaylar birinci sayilabilir uzaylardir elbet.
i. R ve R? topolojik uzaylarmin ikinci sayilabilir topojik uzaylar oldugunu kanitlaym.
ii. Birinci sayilabilir ama ikinci sayilabilir olmayan bir topolojik uzay ornegi bulun.
ipucu: w1 ya da agagidaki iv'iincii kisim.
iii. Ikinci sayilabilir uzaylarin altuzaylarinin da ikinci sayilabilir olduklarini kanitlayin.
iv. Sorgenfrey dogrusunun ikinci sayilabilir bir uzay olmadigini kanitlayn.

5.3 Deger Kiimesinde Topoloji Bulmak

X topolojik bir uzay, Y bir kiime ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Y 'nin
hangi topolojileri i¢in bu fonksiyon stireklidir? Eger Y’yi en kaba topolojiyle
donatirsak, sadece bu fonksiyon degil her fonksiyon siirekli olur. Ote yandan
Y’yi ayrik topolojiyle donatirsak, f muhtemelen siirekli olmaz.

Soru: Y dzerine f’yi siirekli kilan en zengin (yani en ince) topologi var madur
ve varsa hangi topolojidir?

Once birinci kism yamtlayalim. («;);, Y tizerine f’yi siirekli kilan bir to-
poloji ailesi olsun. B, bu ailenin, yani bu ailenin bilesiminin tirettigi topoloji
olsun. A'nm da f’yi siirekli kildigim kamtlayacagiz. Once f'mmn elemanlarim
betimleyelim. 3, elbette, sonlu sayida i1, ..., € I ve U; € a;; igin,

Uin...NnU;

tiriinden altkiimeleri ve bunlarin rastgele bilegimlerini icerir. Bu sonlu kesi-
simlerin rastgele bilegimleri bir topoloji olugturdugundan, bu sonlu kesigimler
G’nin tabamdir.

f~': p(Y) = p(X) fonksiyonu bilesime ve kesisime saygi duydugundan,
f fonksiyonu Y’nin g topolojisinde de siirekli. Sorumuzu yanitladik:

Teorem 5.8. X topolojik bir uzay, Y bir kiime ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. f’yi stirekli kilan tim topolojilerin trettigi topoloji [ yi siirekli kilar ve
bu topoloji, Y dizerine f ’nin surekli oldugu en zengin topolojidir. O

Alistirmalar

522. X =Y =R ve f: X =Y fonksiyonu f(z) = x? formiiliiyle verilmis olsun. X iizerine
Oklid topolojisi alalim. Y {izerine f’yi siirekli kilan en zengin topolojiyi bulun.

5.23. R iizerine su denklik iligkisini tamimlayalim: z = y < 2 = y*. R’den R/ = denklik
simiflar1 kiimesine giden dogal orten fonksiyonu siirekli kilan R/ = {izerine en zengin
topolojiyi bulun.

524. X C Y ve X bir topolojik uzay olsun. i(z) = z formiiliiyle verilmig ¢ : X — Y
fonksiyonunu siirekli yapan Y iizerine en zengin topoloji nedir?
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5.25. X ve Y topolojik uzaylar, Z bir kiilme ve f : X — Z ve g : Y — Z iki fonksiyon olsun.
i. Z tlizerine hem f’yi hem de g’yi siirekli kilan en zengin topolojiyi bulun.
ii. X ve Y iki ayrik topolojik uzay olsun. Z = X UY olsun'. f ve g sirasiyla X ve

Y’den Z’ye giden dogal gommeler olsun. Z iizerine f ve g fonksiyonlarim siirekli kilan
en zengin topolojiyi bulun.

!X UY, X UY anlamina gelir ama bunun da &tesinde X ile Y’nin kesisiminin bogkiime
oldugunu soyler.



6. Carpim Topolojisi

Bu boliimde topolojik uzaylarin kartezyen ¢arpimini “dogal” bir topolojik uzay
yapisiyla donatacagiz. Eger X ve Y topolojik uzaylarsa, X x Y flizerine en
dogal topolojik yapi, herhalde, U C X ve V C Y agik altkiimeleri i¢cin U x V'
turiinden yazilan altkiimelerinin ve bunlarin bilesimlerinin acik olduklarina
hitkmederek elde edilir. Nitekim, bu tanimla, X x Y kartezyen carpimi iize-
rine dogal ve iglevsel bir topolojik yap: tanimlanmig olur. Aym diislince sonsuz
sayida topolojik uzaymn ¢arpimi i¢in de diisiiniilebilir: U; C X; agik kiimeleri
icin, [[;c; Xi kartezyen carpiminin [],.; U; bigiminde yazilan altkiimelerine
ve bunlarin bilegimlerine agik dersek, kartezyen carpim tistiine dogal bir to-
poloji tanimlamig oluruz; hatta daha dogali olamaz diye bile diisiiniilebilir.
Ama ne yazik ki eger I sonsuzsa, bu topoloji pek kullamigh degildir, ¢ok in-
cedir, biraz fazla acgik kiimesi vardir. Bu boliimde, sonsuz kartezyen carpim
tizerine gene dogal ama yukardakinden daha kullanigh (ve daha kaba) bir to-
poloji tammlayacagiz. Once, cok daha basit olan iki topolojik uzayn kartez-
yen carpiminm irdeleyecegiz, sonra sonsuz sayida topolojik uzayin kartezyen
garpimina gegecegiz.

6.1 Iki Fonksiyonu Ayni1 Anda Siirekli Kilmak

Z bir kiime ve X ve Y iki topolojik uzay olsun.
f:Z—>Xveg:Z—-Y

iki fonksiyon olsun. Bu sefer, Z {izerinde hem f’yi hem de ¢’yi siirekli kilan en
kaba topolojiyi bulmak istiyoruz.

Z’nin f’yi stirekli kilan en kaba topolojisini biliyoruz; ¢’yi siirekli yapan
en kaba topolojisini de biliyoruz. Istedigimiz topoloji elbette bu iki topolojiyi
iceren en kiiciik topoloji olmali, yani bu iki topolojiyle tiretilen topoloji olmali.

fvyi stirekli yapan Z’nin en kaba topolojisinin agik kiimeleri, X’in agik V
kiimeleri igin,

FHv)
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biciminde yazilan kiimelerdir. ¢’yi siirekli yapan Z’nin en kaba topolojisinin
acik kiimeleri de Y'nin W acgik kiimeleri igin,

g (W)

biciminde yazilan kiimelerdir. Demek ki Z tizerinde koymak istedigimiz topo-
lojide, X’in V agik kiimeleri ve Y'nin W agik kiimeleri igin,

FHV)yngtw)

biciminde yazilan kiimeler agik olmali.

Onsav 6.1. Her sey yukardaki gibi olsun.
{(FFAV)Ng ' W) : VC X, WCY, Voe W agik}

kiimesinin Z kiimesi tzerinde trettigi topoloji, f ve g fonksiyonlariny strekli
kilan en kaba topolojidir. Ayrica yukarda merkezlenen kiime bu topolojinin bir
tabanadar.

Kanit: Kiimeye «, gerdigi topolojiye de 7 adin1 verelim. a’nin 7’nun bir tabani
olacag: belli ¢iinkii « kesigim altinda kapali (Sonug 4.5):

(T Vyng T ) N (1 (Vi) ng T (W)
= V)Nt ng Tt W)y ngT (W)
= V) ng (W nwy).

FHV)ng 1 (W) ifadesinde W = Y alirsak, sadece f~(V) kalir. Gene aym
ifadede bu sefer V = X alirsak, sadece ¢g~!(W) kalir. Demek ki f ve g'yi
stirekli kilan en kaba topolojilerin acik kiimeleri a’da. Bundan da 7'nun, hem
f hem de g fonksiyonlarim siirekli kildig1 ortaya cikar. Ote yandan f ve ¢’yi
stirekli kilan her topolojinin a’y1 igerdigini daha 6nce gordiik: Bu topoloji hem
f~Y(V) kiimesini hem de g~'(W) kiimesini de icerdiginden, bu iki kiimenin
kesigimini de icerir. Onsav kamtlanmistir. g
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Alistirmalar

6.1. Her sey Onsav 6.1’deki gibi olsun. a ve 8 bu topolojilerin (sirasiyla) birer tabam/énta-

bani olsun.

{7 V)ngT(W):Vea Wep}
kiimesinin Onsav 6.1’de Z {izerine inga edilen topolojinin tabani/éntabani oldugunu
kanitlayin.

6.2. Her n > 0 dogal sayist i¢in Z/nZ = {0,1,...,n — 1} {izerine ayrik topolojiyi alalim.
¢n 1 Z — Z/nZ fonksiyonu, x — ¢n(x) € nZ koguluyla tanimlanan tahmin edilen
“modiilo n” fonksiyonu olsun.

i. Z tizerine ¢2’yi siirekli kilan en kaba topolojiyi bulun.

ii. » > 0 olsun. Z iizerine ¢, ’yi siirekli kilan en kaba topolojiyi bulun.
iii. Z tlizerine ¢2 ve ¢3’l siirekli kilan en kaba topolojiyi bulun.

iv. Z iizerine her n igin ¢, ’yi siirekli kilan en kaba topolojiyi bulun.

v. Z iizerine her p asali i¢in ¢, yi siirekli kilan en kaba topolojiyi bulun.

6.2 Carpim Topolojisi

Yukardaki sonucu 6zel bir duruma uygulayalim. X ve Y iki topolojik uzay
olsun. Daha onceki yazilima uyup Z = X XY tanimin yapalim. pry, X xY’den
X’e giden ve

pI‘l(l’, y) =T

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon olsun. (Buna birinci izdisim fonksiyonu
denir.) pry, X x Y’den Y'ye giden ve

pry(z,y) =y

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon olsun. (Buna da ikinci izdisim fonksi-
yonu denir.)

X xY kartezyen ¢arpimini, pry ve pr, fonksiyonlarin siirekli kilan en kaba
topolojiyle donatalim. Bu topoloji, yukarda gordiigiimiiz gibi, X’in bir V' acik
altkiimesi ve Y'nin bir W acik altkiimesi igin,

pry (V) Npry ' (W)
kiimeleri tarafindan gerilmistir ve bu kiimeler gerdikleri topolojinin bir ta-

banini olugtururlar. Gerilen topolojiyi daha iyi anlamak i¢in, tabani olugturan
kiimelerin neye benzediklerini gorelim:

pry (V) Npry ' (W) ={(z,y) € X x Y : pry(2,y) € V, pry(z,y) € W}
={(z,y) e X xY:zeV,yecW} =V xW.
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Y
I
w Vx W
X
% Carpim topolojisinin tipik bir acik kiimesi:
“Acik dikdortgen”lerin bilesimi
Carpim topolojisini tireten kiimeler (dikdortgenlerden sonsuz tane olabilir)

Carpim topolojisinin tipik bir acik kiimesi:
“Acik dikdortgen™lerin bilesimi
(dikdortgenlerden sonsuz tane olabilir)

Bunu bir teorem olarak yazalim.

Teorem 6.2. X veY ki topolojik uzay olsun. X XY dizerinde birinci ve ikinci
izdistum fonksiyonlarimin ikisini birden sturekli kilan en kaba topoloji

{(VxW: VX WCY,V veW acgik}
kiimesiyle tretilen topolojidir. Bu kiime topolojinin bir tabanidar.

Bu topolojiye ¢arpim topolojisi ya da Tychnoff topolojisi adi verilir.
Eger X ve Y iki topolojik uzaysa, ve X xY kartezyen carpimindan herhangi bir
aciklama yapilmaksizin topolojik uzay olarak bahsediliyorsa, bilin ki carpim
topolojisi alinmigtir.

Pek sik yapilan bir yanlisa kargi okuru uyaralim, ¢arpim topolojisinin bir
acik kiimesi illa V' x W biciminde yazilmayabilir, ama kesinlikle bu tiir kiime-
lerin sonlu ya da sonsuz bilegimidir.

R xR’nin topolojisi de (a, b) x (¢, d) tiirlinden altkiimelerle tiretilmistir, yani
R x R’nin (¢arpim topolojisinin) agik altkiimeleri bu tiir kiimelerin, “dikdort-
genlerin ici” diyelim, bilegimidir.

Aligtirmalar

6.3. X'in topolojisi inceldikge X x X’in topolojisinin inceldigini kanitlayin. X x X’in topo-
lojisi inceldikge X’in topolojisinin inceldigini kanitlayin.

6.4. X bir kiime Y bir topolojik uzay ve f : X x X — Y bir fonksiyon olsun. Junu kanit-
layin: X iizerinde, (X X X’in ¢arpim topolojisiyle) f’yi siirekli kilan en kaba topoloji
vardir.



6.3. Surekli Fonksiyonlar 75

6.5. Toplama ve garpma islemlerinin, yani f(z,y) = = + y ve g(z,y) = xy fonksiyonlarinin
R x R’den R’ye giden siirekli fonksiyonlar oldugunu kanitlayin.

6.6. Eger X ve Y ikinci sayilabilir uzaylarsa, X x Y topolojik uzayinin da ikinci sayilabilir
uzay oldugunu kanitlayin.

6.3 Siirekli Fonksiyonlar

Bir A topolojik uzaymdan X x Y’ye giden bir fonksiyonun ne zaman stirekli
oldugunu anlamak kolaydir. Bu paragrafta bu konuyu ele alacagiz.
A, X ve Y gimdilik ii¢ kiime olsun.

fiA=> X XY

bir fonksiyon olsun. O zaman her a € A i¢in, f(a) degeri, biri X’ten biri
Y’den olmak fizere, iki koordinat tarafindan verilmigtir. Birinci koordinata
fi(a), ikinci koordinata f(a) diyelim. Demek ki,

f(a) = (fi(a), fa(a)).

Buradaki f; ve fo, A’dan, sirasiyla, X’e ve Y’ye giden fonksiyonlardir. Elbette

Ji=priof ve fo =pryof

esitlikleri gecerlidir. Bunun tersi de dogrudur: Eger fi ve fo, A’dan X’e ve
Y’ye giden fonksiyonlarsa o zaman

f(a) = (fi(a), f2(a))

kurali bize A’dan X x Y kartezyen carpimina giden bir fonksiyon verir. Bu
fonksiyonu f1 x fo olarak gosterelim:

(f1 x f2)(a) = (fi(a), f2(a)).

Sonug olarak, Fonk(A, X x Y) kiimesiyle! Fonk(A4, X) x Fonk(A,Y) kiimesi
arasinda
f = (pryof,pryof)

formiiliiyle verilmis (dogal) bir egleme vardir. Bu eglemenin tersi,

(f1, f2) = f1 x fo

kuraliyla verilmistir. fi x fo fonksiyonu daha ziyade (f1, f2) olarak yazilir.
Eger S ve T birer topolojik uzaysa,

C(S,T)

X ve Y iki kiimeyse, Fonk(X,Y), X ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini simgeliyor.
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yvazilimi S’den T’ye giden stirekli fonksiyonlar kiimesini simgelesin. O zaman,
Fonk(A, X x Y) kiimesiyle Fonk(A, X) x Fonk(A,Y) kiimesi arasinda yu-
karda verdigimiz eglemeler, C'(A, X x Y') kiimesiyle C(A4, X) x C(A,Y) kiimesi
arasinda eglemelere yol acarlar:

Teorem 6.3. A, X veY topolojik uzaylar olsun. f : A — X XY bir fonksiyon
olsun. O zaman f’nin strekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul,

fi=prjof ve fa=pryof
fonksiyonlarimin sturekli olmasidar.
Kamit: Eger f stirekliyse, izdiigiim fonksiyonlar1 (¢arpim topolojisinin tani-
mindan dolay1!) siirekli olduklarindan f; = prj of ve fo = pryof fonksiyonlar:
sireklidir. Simdi

fii A= Xve fo: A=Y

fonksiyonlarinin stirekli olduklarini varsayip,

fa) = (fi(a), fa(a))

formiiliiyle tanimlanmig

fiA=> X XY

fonksiyonunun stirekli oldugunu kanitlamak yeterli. Bunun i¢in de U C X,
V CY agik kiimeleri igin,
fTHU x V)
kiimesinin A’da agik oldugunu kanitlamak yeterli.
fFAlUxV)={a€ A: f(a) €U x V}
—{a€ A: (fi(a), fo(a)) € U x V}
={a€ A: fi(a) € U ve fa(a) e V}
={acA:ac ff U)veac f; {(V)}
=i U)Nf5H V),
ve bu da, iki agik kiimenin kesigimi oldugundan A’da agiktar. (]

Asgagidaki aligtirmalarda X ve Y iki topolojik uzaydir ve X x Y {izerinde
hep carpim topolojisi alinmistir.

Alstirmalar

6.7. X x Y’nin topolojisinin ayrik olmasi i¢in X ve Y’nin topolojilerinin ayrik olmasinin
gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

6.8. X x Y'nin topolojisinin en kaba topoloji olmasi i¢in X ve Y 'nin topolojilerinin en kaba
topoloji olmasinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

6.9. pr; ve pr, izdiisiim fonksiyonlarinin X XY kartezyen ¢arpiminin agik kiimelerini sirasiyla
X’in ve Y’nin agik kiimelerine gétiirdigiinii kanitlayin. (Agik kiimeleri agik kiimelere
gotiiren fonksiyonlar enderdir. Bunlara ag¢ik fonksiyon denir.)
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6.10. X ve Y topolojik uzaylar ve y € Y olsun. g(z) = (z,y) kuralyla tanimlanmig
g: X = X x{y}

eslemesinin X ile X x{y} topolojik uzaylar1 arasinda bir homeomorfizma (yani hem g’nin
hem de g~ "’in siirekli) oldugunu kamtlaym. (Burada, X x {y}’nin topolojisi, X x Y’nin
garpim topolojisinden indirgenmis topolojidir elbette.)

6.11. X X Y’nin Hausdorff olmasi i¢in hem X’in hem de Y’nin Hausdorff olmasinin gerek ve
yeter oldugunu gosterin.

6.12. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ve B sirasiyla X ve Y’nin altuzaylar: olsun. A X B
kiimesini iki degisik topolojiyle gorebiliriz: A ve B’nin ¢arpim topolojisiyle ve X x Y’den
indirgenmis topolojiyle. Bu iki topolojinin ayni topoloji oldugunu kanitlayin.

6.13. X, Y, Z ¢ topolojik uzay olsun. f : X X Y — Z bir fonksiyon ve a € X olsun.
fa 1Y — Z fonksiyonunu f.(y) = f(a,y) kuraliyla tanimlayalim.

i. f stirekliyse f, nin siirekli oldugunu kanitlayin.

ii. Her a € X igin f, siirekliyse, f'nin illa siirekli olmayabilecegini kanitlayin.

6.14. X veY iki topolojik uzay olsun. n bir dogal say1 olsun. ¢ : Y =Y x...xY — Y siirekli
bir fonksiyon olsun. Her ¢ = 1,...,n igin, f; : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda,  — ¢(f1(z),..., fa(x)) kuraliyla tanimlanmig X 'ten Y’ye giden fonksiyonun
stirekli oldugunu kanitlayin.

Eger X ve Y’nin 6ntabanlar: ya da tabanlar: verilmigse, X X Y 'nin de tabanin
ya da ontabanini bulmak miimkiindiir:

Onsav 6.4. X ve Y iki topolojik uzay olsun. o ve B’min siraswyla X ve Y 'nin
ontabanlar (ya da tabanlary) olduklariny varsayalim. O zaman

{AxB:A€a, Bef}
kiimesi X x 'Y 'nin bir éntabamdur (ya da tabanidur).

Kamt: Ontaban i¢in kanitlayalim. V' C X, W C Y iki agik kiime olsun. O
zaman, V,

Al,AQ,...,AnEO[

olmak iizere,

AiNAsnN...NA,

biciminde yazilan kiimelerin bilesimidir. Yazilimda tasarruf saglamak amaciy-
la,

V=JAin4:n...n4,)

yazalim. Ayni sekilde,

W= JBinB2N...NBy)
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yazalim. Eger m ve n esit degilse, A, ya da B,,’yi yeterince tekrar ederek
n = m varsayimini yapabiliriz. O zaman

VXW:<U(A10...ﬂAn)) X (U(Blﬂ---ﬂBn)>
=Jin...n4,) x (Bin...nBy))
=J((A1 x B))n...N (4, x By))

olur ve bu da istedigimizi kanitlar. O
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Ornek 6.15. R? Uzerinde C')klid. Topolojisi. Onsavda X =Y = R alalim (elbette Oklid
topolojileriyle donatilmug olarak). Onsav 6.4’e gére R x R'nin garpim topolojisi (a, b) x (c, d)
dikdértgenleri tarafindan gerilmistir, ki bu da Oklid topolojisini verir (Ornek 4.20).

Iki topolojik uzayin ¢arpimi alimabildigine gére sonlu sayida topolojik uza-
yin da ¢arpimi alinabilir. Ama bir gseye dikkat etmek lazam: Boyle bir tanima
girigmeden 6nce, 6rnegin, (X xY') x Z topolojik uzayiyla X x (Y x Z) topolojik
uzaylarimin homeomorfik olduklarini gostermek gerekir, yoksa tanim muglak
olur. Telaga mahal yok, gergekten de Oyledir. Ama bir sonraki altbdliimde ¢ok
daha genel bir sey yapacagimizdan bunun ayrintilarina girmiyoruz ve kaniti
okura alistirma olarak birakiyoruz.

Alistirmalar

6.16. X, Y ve Z iig topolojik uzay olsun. (X x Y) X Z topolojik uzayiyla X x (Y x Z)
topolojik uzaylar1 arasinda hem kendi hem de tersi siirekli olan bir egleme oldugunu,
yani uzaylarin homeomorfik olduklarini gosterin.

6.17. s(z,y) = = + y kuraliyla tamimlanmig s : R x R — R fonksiyonuyla, m(z,y) = zy
kuraliyla tanimlanmig m : R X R — R fonksiyonunun siirekli olduklarin1 kanitlayin. Bu
fonksiyonlar agik midirlar?

6.18. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ve B sirasiyla X ve Y’nin altkiimeleri olsun.
A° x B° = (A x B)°
esitligini kanitlayin.
6.19. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. (z,), bir X-dizisi ve (yn)n bir Y-dizisi olsun.
Ayrica z € X ve y € Y olsun. (@, yn) dizisinin (x,y) noktasina (garpim topolojisinde

elbet) yakinsamasi i¢in (2, ) dizisinin x’e ve (yn)» dizisinin y’ye yakinsamasinin gerek
ve yeter kogul oldugunu kanitlayin. Bkz. Teorem 6.6.

6.20. Lindelof Teoremi’nin (Teorem 0.21) bir benzerini R? i¢in kanitlayin.

6.4 Carpim Topolojisi (sonsuz)

X bir kiime, (X;);c; bir topolojik uzay ailesi ve
(fi: X = Xi)ier

bir fonksiyon ailesi olsun. X iizerinde f; fonksiyonlariin her birini siirekli kilan
en kaba topoloji - elbette,

{f'(U):iel, UCX;, U ack}

kiimesiyle tiretilen topolojidir. Bu kiime bu topolojinin bir éntabanmdir ama
illa bir taban1 olmayabilir. Topolojinin bir tabanini bulmak i¢in, bu éntabanin
kiimelerinin sonlu kesigimlerini almak gerekir: Her n € N, her i1,...,4, € I,
her j =1,...,n ve X; 'nin her U;; acik altkiimesi i¢in, X'in

[ Us) 0 U)o on 1 (U)

biciminde yazilan altkimelerinden olusan kiime, bu topolojinin bir tabanidir.
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Bu dediklerimizi,
X =]]x
el

kartezyen carpimina’ ve

pr; : X = X;

izdiiglim fonksiyonlarina uygulayalim. pr; izdiigiim fonksiyonlarinin,

pri((w)ier) = @;
olarak tanimlandigin1 animsatalim. Yukarda agiklanan yontemle elde edilen

topolojiye carpim topolojisi ya da Tychonoff topolojisi denir. Bu topo-
lojinin tabanini daha acgik bir bicimde gosterelim.

pr;jl(Uij) = {($i)iel € HXi L@y, € Uz']}

i€l
oldugundan, carpim topolojisinin tabani, her n € N, her iy, ..., 14, € I ve
X;;'nin her U;; acik altkiimesi igin, [];c; Xi kartezyen carpiminin

{(l’i)ie] € HXi : her 1 <j <niginx; € Uij}
i€l

tiirlinden yazilan altkiimelerinden olugur. Bunlar da aynen [[,.; X; kiimesinin

her j = 1,2, ..., n i¢in 4;inci koordinat1 U;;’de olan altkiimeleridir. Daha

sade ve gik bir gosterimle, [ [;.; X; uzaymin tabani, sadece sonlu sayida i € I

icin U; # X; oldugu, X;’nin U; agik altkiimeleri igin,

[[v
i€l
bigiminde yazilan altkiimelerden olugur. Bu tiir agik kiimelere temel acik
ktimeler diyebiliriz.
Ornekler
6.21. I =N ve her ¢ € I i¢in, X; = R ise,

[[R=RxRxRx...
ieN
topolojik uzayinin
(0,1) x RxRx...
Rx(0,1) x RxRx...
(0,1) x (0,1) x RxR x ...

?Kartezyen carpimla asina olmayan okur icin boliim sonunda konuyla ilgili bir paragraf
vardir.
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6.22.

altkiimeleri tabanin birer elemanidir ve dolayisiyla herbiri agiktir ama

[](0,1)=(0,1) x (0,1) x (0,1) x ...
ieN
altkiimesi ¢arpim topolojisinde acik degildir. (Kanitlayin.)

X bir kiime olsun. 2 = {0,1} tanimim ammsatiriz [N2]. X’ten 2 kiimesine giden her
fonksiyon, su yontemle X'in bir ve bir tek a(f) altkiimesini verir: Eger f : X — 2 ise,

a(f)={zeX: f(z) =1} CX
olsun. Diger yandan eger Y C X ise,

() = 1 egerxzeY ise
XY= 0 egerz ¢ Y ise

formiilii bize X’ten 2 kiimesine giden bir yy fonksiyonu verir. xy fonksiyonuna Y’nin
(X’e gore) karakteristik fonksiyonu adi verilir. y ve « fonksiyonlar: birbirinin tersi-
dir: a(xy) =Y ve xq(s) = f. Dolayisiyla her iki fonksiyon da birer eslemedir. Boylece
p(X), Fonk(X,2) ve [[4{0,1} kiimeleri birbirleriyle esleniktir. {0,1} tizerine ayrik to-
polojiyi alirsak, J], {0, 1} kiimesini ¢carpim topolojisiyle donatabiliriz. Béylece p(X) ve
Fonk(X,2) kiimeleri de bir topolojiyle donatilmig olur (bkz. Aligtirma 1.11). Bu topo-
lojide temel bir agik kiime, sonlu A, B C X altkiimeleri i¢in,

UAB ={YCX:ACY ve BNY = ()}

bi¢imindedir. Eger AN B # 0 ise U(A, B) boskiimedir elbet, aksi halde A’y1 eleman
olarak iceren bir kiimedir. Bir ¥ C X altkiimesini igeren temel bir agik kiime, sonlu
A CY ve B C Y€ altkiimeleri igin U(A, B) bigiminde yazilir.

Alistirmalar

6.23.

6.24.

6.25.

©(X) iizerine Ornek 6.22’de tanimlanan topolojiyi alalm.
(A,B)— AnB, (A,B)— AUB(A,B)— A\ B
formiilleriyle tanimlanmig
U, 0, \ 2 p(X) X p(X) — p(X)

fonksiyonlarmin ve A — A° kuraliyla tanimlanmig p(X) — @(X) fonksiyonunun
stirekli oldugunu kanitlayin.

Ornek 6.22°den devam edelim. fn : R — 2 fonksiyonu, n noktasinda 1, diger noktalarda
0 alan fonksiyon olsun. f, € Fonk(R,2) ~ J] 2 oldugundan, (f,), dizisinin ¢arpim
topolojisinde limitinden s6z edebiliriz. Bu dizinin sabit 0 fonksiyonuna yakinsadigini
kanitlayin. Her f : R — 2 fonksiyonunun higbir terimi f’ye esit olmayan bir dizinin
limiti oldugunu kanitlayin.

(X3)ier bir topolojik uzay ailesi olsun. J C I ve her ¢ € I\ J icin a; € X; elemam
sabitlenmis olsun.

Y—{m—(mi)iEHXi:iEI\Jémi—al}
I

olsun. []; X; ~ Y 6nermesini kanitlayimn.
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6.26. X topolojik bir uzay olsun. X’in T oldugunu varsayalim. I bir gostergeg kiimesi, J C I
ve a € X olsun. []; X kiimesinin J]; , X altkiimesi §yle tanimlansin:

HX:{JUGHX: Eg‘erigéJisemi:a}.
J,a I

Bu altkiimenin ¢arpim topolojisinde kapali oldugunu kanitlayin. Bu kiimenin agik olmas:
i¢in ya X’in tek bir noktadan ibaret olmasinin ya da I\ J’nin sonlu olmasinin yeter ve
gerek oldugunu kanitlayin.

Teorem 6.5. A bir topolojik uzay, (X;)icr bir topolojik uzay ailesi ve

i€l
bir fonksiyon olsun. O zaman f’nin strekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
her i € I i¢in
fi=priof : A= X,
fonksiyonlarinwn strekli olmalaridur.
Kanit: Aynen Teorem 6.3 gibi. Okura aligtirma olarak birakilmigtr. g
Carpim topolojisinde dizi yakinsakligi gayet hogtur:

Teorem 6.6. Heri € N igin, X; bir topolojik uzay ve X = [[,c; Xi olsun. Her
n € Nigin x, = (ni)icr € X olsun. Ayrica a = (ai)ier € X olsun. O zaman,
a’min (), dizisinin (X ’in ¢arpwm topolojisinde) bir limiti olmasi igin, her
i € I igin a;'nin (Tn;)n dizisinin limiti olmasy gerek ve yeter kosuldur. Yani
X topolojik uzaynda dizi yakinsakligy, dizinin koordinatlarimin yakinsaklgina
esdegerdir. Dolayisiyla eger X; topolojik uzaylarinda limit biricikse, X ’te de
limit biriciktir ve bu ifadenin ters istikametlisi de dogrudur ve

lim (@ni)ier :< lim mn,i)
n—>o0 n—>o0 iel

olur.

Kanit: izdﬁgﬁm fonksiyonlar: stirekli oldugundan Teorem 6.2’ye gore, kosul
gereklidir. Simdi her ¢ € I icin a;'nin (2, ;), dizisinin limiti oldugunu varsa-
yalim. U, a’y1 igeren bir agik kiime olsun. Yeterince biiyiik n gostergecleri igin,
Zp elemanlarinin U'nun i¢ine diigtiigiinii gosterecegiz. U temel acik altkiime-
lerin bilesimi oldugundan,

acV CU

ozelliklerini saglayan bir V' temel acik kiimesi vardir. V’yi betimleyelim: Diye-
lim ¢1,...,ip € I ve U;; C X;,,...,U;, C X, acik altkiimeleri igin
v — Ui; egerj=1,... kigini=7; ise
! X; diger hallerde
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ve
acV=]]vicu
i€l
Her j = 1,...,k i¢in, a;;, (Tn,)n dizisinin limiti oldugu icin, 6yle bir N;

vardir ki her n > Nj icin z,,;, € U;; olur. §imdi N = max{Ny,..., N} olsun.
O zaman n > N igin

Ty = (Tni)ier € l_IYZ =V CU
il

olur. Teorem kanitlanmaistir. O

Ornek 6.27. Kutu Topolojisi. (X;)ic; topolojik uzaylarimn kartezyen ¢arpimi iizerinde
ilk bakigta cok daha dogal gelebilecek, hatta galiba gercekten daha dogal olan bir bagka
topoloji daha tanimlanabilir: Eger her ¢ icin U; C X; aciksa, temel acik kiimeler,

v
i€l

tirtinden yazilan kiimeler olsun ve agik kiimeler de bu tiir kiimelerin her tiirli bilegimi
olsun. Boylece kartezyen carpim iizerinde bir topoloji elde ederiz. Kutu topolojisi denilen bu
topolojiyle carpim topolojisi arasinda eger I sonluysa bir ayrim yoktur, ama eger I sonsuzsa,
o zaman kutu topolojisi ¢garpim topolojisinden kesinlikle daha zengindir. Ornegln I = N ise,
kutu topolojisinde agik olan

[T

neN
kiimesi, kartezyen carpimda agik degildir.

Alistirmalar
6.28. X bir Hausdorff uzayiysa, X x X \ {(z,z) : ¢ € X} altkiimesinin acgik oldugunu
kanitlayin. Eger bu kiime agiksa X’in Hausdorff olmas: gerektigini kanitlayin.
6.29. [[;c; Xi topolojik uzayimim Hausdorff olmasi i¢in her X;’nin Hausdorff olmasinin gerek
ve yeter oldugunu gosterin.
6.30. izdi'@ﬁm fonksiyonlarimin agik fonksiyon olduklarini (yani agik kiimeleri agik kiimelere
gotiirdiiklerini) gosterin.
6.31. I = J U K olsun.
[[xi= ] x5 x [] X«
il jeJ kEK
topolojik denkligini kanitlayin.

Kartezyen Carpim. Bir (X;);e; kiime ailesi verilmis olsun. (Bir kéime ailesi aslinda sadece
bir fonksiyondur; (X;):cr kiime ailesi de, tamim kiimesi I olan ve her i € I elemaninda X;
degerini alan bir fonksiyondur.)

Hie 1 Xi kartezyen ¢arpuminan matematiksel tanimi goyledir:

{JCZI—>UX¢1 herieliginx(i)eXi}.

iel

Eger x € [[,c; Xi ise, z(4) yerine z; yazilir ve xz;’ye 2’in i’inci koordinats ad: verilir. x
fonksiyonu aldig1 degerler tarafindan belirlendiginden, ¢ogu zaman z yerine (z;):er yazilir.
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Eger her i € I i¢in X; kiimesi bos degilse, [],.; X; kartezyen carpimi da boskiime olmaz.
Ama bunu kanitlamak igin Segim Aksiyomu’na [N1, N3] ihtiyac vardir: Eger « : I — ¢, Xi
fonksiyonu (X;)icr ailesinin bir se¢im fonksiyonuysa, yani her ¢ € I i¢in z(i) € X; oluyorsa,
o zaman (z(7))ier, [[;c; Xi kartezyen garpiminin bir elemanidir.

Alstirma 6.32. (X;);cr bir kiime ailesi ve A sayilabilir bir kiime olsun. Her i € I igin,
ANX,; # 0

varsayimini yapalm. O zaman Segim Aksiyomunu kullanmadan [],.; X; kiimesinin bog
olmadigimi kanitlayin.



7. Topolojik Eslemeler
(Homeomorfizmalar)

Girig. Modern matematikte, tanimlanan hemen her matematiksel yapiyla bir-
likte bir de bu yapilarin “izomorfizmalar1” ya da Tiirkcesiyle “egsyapi esleme-
leri” kavrami tammlanir. Izomorfizmalar, kabaca, yapilar arasinda gidip gelen
ve “yapiyl yap1 yapan unsurlar” koruyan birebir ve 6rten fonksiyonlardir. Or-
negin yapida toplama (+) diye bir iglem varsa, izomorfizmalar, yapinin her z
ve y elemanlar: icin

flz+y)=fx)+ f(y)

esitligini saglayan eslemelerdir. (O zaman ayni esitlik otomatik olarak f~!
fonksiyonu i¢in de saglanir, okura aligtirma.) Ya da < diye bir siralama varsa,
izomorfizmalar her x ve y icin

r<ye fr) < f(y)

ozelligini saglayan eglemelerdir. (O zaman aym 6zellik elbette otomatik olarak
f~! fonksiyonu icin de saglanir.) Ornegin eger yapida hem toplama hem de
siralama varsa, o zaman izomorfizmalardan her iki 6zelligi birden saglamalar:
istenir.

Topolojik uzaylarin da izomorfizmalar: vardir, ama bunlara izomorfizma
degil, homeomorfizma (ya da homeomorfi) adi verilir. Biz bunlara topo-
lojik esleme adini verecegiz. Matematiksel tanim soyle: X ve Y iki topolojik
uzay ve f : X — Y bir esleme olsun. Eger X’in her agik kiimesinin imgesi
Y’de agiksa ve Y’nin her agik kiimesinin 6nimgesi X ’te agiksa f’ye topolojik
egleme denir. Bir bagka deyisle homeomorfizmalar, topolojik uzaylar arasinda
acik kiimeleri agik kiimelere gotiiriip getiren eglemelerdir.

Eger X’ten Y’ye giden bir topolojik egleme varsa, bu X ~ Y olarak goste-
rilir. Aralarinda topolojik egleme olan iki topolojik uzaya homeomorfik ya
da topolojik olarak denk uzaylar denir.

Elbette Idx 6zdeslik fonksiyonu X topolojik uzayiyla kendisi arasinda bir
topolojik eglemedir. (Ama dikkat, burada Idx’in tanim kiimesi olan X ile varig
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kiimesi olan X ftizerine aymi topoloji alinmalidir. Yoksa bu sonug yanligtir.)
Demek ki X ~ X.

Eger f: X — Y bir topolojik eslemeyse, tanimdan da hemen anlasilacag:
iizere f~! : Y — X fonksiyonu da bir topolojik eslemedir. Demek ki X ~ Y
ise Y =~ X olur.

Eger f: X — Y ve g: Y — Z birer topolojik eslemeyse, go f : X — Z
fonksiyonu da bir topolojik eglemedir. Bunun da kanmit1 kolaydir. Demek ki
X=~YveY ~ Zise X ~ Z olur.

Ozetle:

X =~ X,
X~Y&eY=X,
XxeYveYxZ X2

Homeomorfik olan topolojik uzaylarin topolojik anlamda birbirinden farklar:
yoktur, olsa olsa elemanlarinin adlar1 degigmistir; biri digerinin tiim topolojik
ozelliklerini paylagir. Ornegin bir kareyle bir daire ya da sapl bir fincanla bir
can simidi topolojik olarak denktir.

-O-0-0O-0)

Bir kare bir cembere topolojik olarak denktir.

Topolojik eslemenin genel olarak kabul edilen tanimi bu verdigimiz tanimdan
farkl ifade edilir: Kendisinin ve tersinin stirekli oldugu topolojik uzaylar ara-
sindaki eglemelere topolojik esleme denir. Ama bu tanimla bir 6nceki sayfada
verdigimiz tanmimin esdeger olduklar: ¢ok bariz.

Ornekler

7.1. X herhangi bir topolojik uzaysa, Idx 6zdeslik fonksiyonunun X’ten X’e giden bir to-
polojik esleme oldugunu daha once sOylemigtik.

7.2. X bir kiime olsun. X iizerine en kaba ya da ayrik topolojiyi koyarsak, X’in istisnasiz
tim esglesmeleri X’in bir topolojik eglemesi olur. Eger X iizerine sonlu tiimleyenler
topolojisini koyarsak da gene ayni sonucu elde ederiz.

73. f: R = R, f(z) = ax + b kuraliyla tanimlanmig olsun. Eger a # 0 ise f, R'den R’ye
giden bir topolojik eglemedir. (Okura aligtirma. Ipucu: Fonksiyonun tersini bulun.)

7.4. f(x) = —x kuraliyla verilmis fonksiyon (—o0, 0) ile (0, 00) arasinda topolojik bir egleme
verir. Bu topolojik eglemenin tersi ayni kuralla verilmigtir: g(z) = —z.

7.5. Eger a < bise, (a,b) araligiyla (0, 1) aralig1 topolojik olarak denktirler: Eger 2’i b —a ile
garparsak (0, 1) araligin1 topolojisini degigtirmeden (0, b — a) aralifina tagiriz. Ardindan
gikan sonuca a eklersek, (0,b — a) araligim (a,b) araligina tasiriz. Demek ki

f@)=(b-az+a

kuraliyla tanimlanan fonksiyon (0, 1) araligiyla (a,b) aralig1 arasinda bir topolojik egle-
medir. Resmi agagida.
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7.6.

7.7.
7.8.

0 1

\
=

y/

Bundan da tiim bog olmayan, sinirli ve agik araliklarin topolojik olarak denk olduk-
lar1 gikar. Aymi nedenden, bog olmayan tiim kapali ve simirli araliklar topolojik olarak
birbirlerine denktirler.

Ote yandan (0,1) araligiyla (0,1] araligi topolojik olarak denk degildir. Bunu daha
ilerde Aligtirma 9.11°de kanitlayacagiz. Simdilik kanit hakkinda bir ipucu verelim: (0, 1)
araligindan herhangi bir noktay: gikarirsak uzayi iki agik ve ayrik parcaya boleriz. Oysa
(0,1] araligindan 1 noktasiu ¢ikarirsa geriye “baglantili” bir topolojik uzay kalir.

f(z) = 1/z formiili, (0,1) arahgiyla (1,00) arahg arasinda topolojik bir esgleme ve-
rir. Bundan da topolojinin uzunluk gibi bir kavrami kapsam alani diginda biraktigi
anlagilir. Bu homeomorfizmanin tersi gene aymi formiille verilmistir. Buradan (a, o)
tirtinden araliklarin (0, 1)’e topolojik olarak denk olduklar1 anlagilir. Ornek 7.4’ten de
(—o0,a) tiriinden araliklarin (0,1)’e topolojik olarak denk olduklari gikar. Ayni sey
[a,00), (—o0,al, (0,1] ve [0,1) araliklar1 i¢in de gegerlidir elbette.

A

0 12 " b

A

f(x) = 2® kuraliyla verilmis fonksiyon R’den R’ye giden topolojik bir eslemedir.
[Stereografik izdiigiim] Cemberden bir nokta cikarirsak, kalan topolojik uzay bir
dogruya topolojik olarak denktir. Boyle bir topolojik egleme bulalim. Cember, (0,1)
merkezli 1 yarim ¢apli ¢ember olsun (mesela) ve diyelim gemberden (0,2) noktasini
attik. Asgagidaki sekilde gosterilen f fonksiyonunu bulahm. P(a,b), cember iistiinde bir
nokta olsun. Eger a # 0 ise, (a,b) ve (0,2) noktalarindan gegen dogrunun denklemi,

A
Cemberden ¢ikarilan nokta

£(P)
Cemberden bir nokta ¢ikarilirsa, kalan topolojik uzay
bir dogruya homeomorfiktir.

y=b=2
a

dir. Burada y = 0 alip denklemi «x i¢in ¢ozersek,

2a
2—b
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7.9.

7.10.
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buluruz, bu da f(P) noktasidir. Demek ki f topolojik eglemesi,

2a

fab) =57

formiiliiyle verilmistir. (Artik a’y1 0’dan degisik almak zorunda degiliz. Formil a = 0
igin de gegerlidir.)

Bu topolojik eslemenin tersini de bulabiliriz. ¢ € R olsun. (¢, 0) noktasiyla (0,2) nok-
tasindan gecen dogrunun denklemi

—2
y=—x+2
c

dir. Bu dogruyla ¢emberin kesigim noktasini bulmak icin, bu denklemle ¢gemberin denk-
lemi olan
2 2
4+ @y—-1)"=1
denkleminin ortak ¢oziimlerini bulmaliyiz. Tki ¢éziim bulunacaktir. Biri (0,2) noktasina
tekabiil eden ¢6ziimdiir. Biz digerini istiyoruz. Ayrintilar: okura birakiyoruz.

(—1,1) ile R topolojik olarak denk uzaylarduir. Ornegin,

@ ="

formiiliiyle tanimlanmig f : (—1,1) — R fonksiyonu topolojik bir eglemedir. Tersi,

2z

)= ——
9() 1+ (1+4x2)Y/?

formiiliiyle verilmigtir. f fonksiyonunun grafigi asagida.

by

y = flx)

Ornek 7.5, 7.6 ve 7.9’dan R ile (0, 00) topolojik uzaylarinin topolojik olarak denk ol-
duklar: gikar. Ama f(z) = expz ya da f(x) = 2% fonksiyonlar1 da ayni gorevi goriirler.
Bundan kolaylikla su teorem cikar:

Teorem 7.1. R’de bos olmayan tiim ac¢ik araliklar topolojik olarak birbirlerine
denktirler. Aymi sey kapalr (ya da yari kapaly yary agik), sonsuz ve sinarl ara-
hiklar icin de gecerlidir.
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Ornek 7.11. Her siirekli esleme topolojik bir esleme degildir.
Nitekim [0,1) araligini “yuvarlayarak” cembere gotiiren doniisiim bir eglemedir ama bir to-
polojik bir egleme degildir.

i \
r 7
0 1
[0, 1) araliginin yuvarlanarak cember olmasi

¢

Dileyen okur bu “yuvarlama” yerine daha matematiksel bir ifade olan
f(z) = (sin 2z, cos 2z)

fonksiyonunu ele alabilir. Yuvarlama eglemesi siireklidir elbet ama tersi siirekli degildir, ¢iin-
kii 6rnegin [0,1/4) acik kiimesinin ¢emberdeki onimgesi agik degildir.

A

[ Vo

r 7
0 ack 4 1

[0, 1)’in [0, 1/4) acik altkiimesi cemberin acik
bir altkiimesine gitmiyor.

Cember gergel sayilarin higbir araligina topolojik olarak denk olamaz, ¢iinkii ¢emberden
hangi noktay:1 atarsak atalim, geriye, biraz ilerde gorecegimiz tizere “baglantili” bir uzay
kalir, ama araliklarin bu 6zellikleri yoktur.

Alistirmalar

7.12. Q ile R’nin homeomorfik olmadiklarini kanitlayn.

7.13. X sayilabilir sonsuzlukta bir kiime olsun. X iizerine, X’in tiim eglesmelerinin home-
omorfizma oldugu tiim topolojileri bulun. (Bkz. Ornek 7.2.)

7.14. Stereografik izdiigiimil (Ornek 7.8) bir kiireyle yapm: Birim kiireyi 3 boyutlu uzaym zy
diizleminde (0, 0,0) noktasina degecek bi¢imde konumlandirin ve (0,0, 1) noktasindan
gegen bir dogrunun kiirenin yiizeyini ve xy diizlemini hangi noktalarda kestigini bulun.

7.15. [Alexander’in Hilesi] O(0,0) merkezli 1 yaricapli cember S olarak, bu gember ve bu
cemberin icindeki daire de D? olarak gosterilir. f, S'’in bir homeomorfizmasi olsun. f’yi
D?%nin bir homeomorfizmasina genisletecegiz. P, D?’nin herhangi bir noktas: olsun. @,
resimdeki gibi OP 1gmiyla S'’in kesigimi olsun. F : D?* — D? fonksiyonu,

F(P) =|OP|- f(Q)

kuraliyla tammlansim. O zaman F’nin D?’nin bir homeomorfizmas: oldugunu ve f ho-
meomorfizmasinin bir geniglemesi oldugunu kanitlayin.

Sl

&






8. Kapali Kumeler

8.1 Kapali Kiimeler

Bir topolojik uzayda acik bir kiimenin tiimleyenine kapalr kiime denir.
Ornekler

8.1. (—o0,1) araligl R'nin Oklid topolojisinde agik oldugundan, bunun tiimleyeni olan [1,00)
arahig1 kapaldir. Oklid topolojisinde (—oo, al, [b,), [a,b], O ve (—o0,00) tiriinden
yazilan araliklar kapalidir, diger araliklar kapali degildirler.

8.2. Eger X = (0,1)U]2, 3] ise, R’den indirgenmis topolojiyle, X’in (0, 1) ve [2, 3] altkiimeleri
X’te hem agik hem de kapalidirlar. Ama (0, 1) kiimesi R’de kapali degildir.

8.3. Ayrik topolojide her altkiime acik oldugundan, her altkiime ayni1 zamanda kapalidir da.
En kaba topolojide sadece () ve kiimenin kendisi kapaldir.

8.4. Sonlu tiimleyenler topolojisinde sadece sonlu kiimeler ve uzayin (yani kiimenin) kendisi
kapalidir.

8.5. Sorgenfrey dogrusunda [a, b) bigiminde yazilan her agik kiime kapalidir. Ama sinirh agik
araliklar kapali degildirler. Oklid topolojisinde her kapali kiime Sorgenfrey dogrusunda
da kapalidir. Genellikle topoloji zenginlestikge agik kiime sayis1 ve agik kiime sayisiyla
birlikte kapali kiime sayis1 da artar.

Agik kiimeleri “sinirin1” igermeyen, kapal kiimeleri de “tiim sinirim1” igeren
bolgeler olarak goziimiizde canlandirabiliriz. Kapali kiimeleri kabuklu porta-
kal, acik kiimeleri ise kabuksuz portakal olarak diiglinebilirsiniz.

O O

acitk kiime ~ kapali kiime  ne agik ne
kapali kiime

Dikkat: Kapilarin aksine, acik olmayan bir kiime kapali ya da kapali olmayan
bir kiime acik olmak zorunda degildir. Ornegin (0, 1] arahg, Oklid topoloji-
sinde ne aciktir ne de kapal. Ote yandan her X topolojik uzaymda () ve X
hem aciktir hem de kapalidir. Daha sonra R’de () ve R’den baska hem acik
hem de kapali kiime olmadigini kanitlayacagiz.

Tamimlarindan dolayi, kapal kiimeler, acik kiimelerin 6zelliklerini diial dil-
de yansitir:



92 8. Kapali Kiimeler

Teorem 8.1. X bir topolojik uzay olsun.

i. 0 ve X kapalr kiimelerdir.

ii. Kapalr kiimelerin kesisimi kapalidar.

iii. Sonlu sayrda kapaly kimenin bilesimi kapalidar.

Kanit: Dogrudan tanimdan ve acik kiimelerin sayfa 29’daki T1, T2, T3 6zel-
liklerinden cikar. U

Ama sonsuz sayida kapali kiimenin bilesimi kapali olmayabilir. Ornegin,

Ule.1-¢d=(0,1)

e>0

ve bu bilesim R’de kapali degildir.

Kapali altkiimenin tanimindan dolayi, X’in kapali bir altkiimesinin X’te
timleyeni X’in acik bir altkimesidir. Bu yilizden agik kiimelerle ifade edilen
her sonucu ve her tanimi kapali kiimelerle de ifade edebiliriz.

Ornegin, bir X kiimesini bir topolojiyle donatmak icin, yukardaki teorem-
deki ozellikleri saglayan altkiimeler bulmak ve bu altkiimelerin tiimleyenleri-
ne “agik” demek yeterlidir. Yani topolojinin tanimini sayfa 29’daki gibi agik
kiimelerle yapacagimiza kapali kiimelerle de yapabilirdik.

Bir bagka 6rnek: Siirekliligin tanimini agik altkiimeler yerine kapali altkii-
melerle ifade edebiliriz:

Teorem 8.2. X wve Y birer topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
fnin surekli olmasy icin gerek ve yeter kosul, Y 'nin her kapali altkimesinin
onimgesinin kapaly olmasidar.

Kanit: Once f'nin stirekli oldugunu varsayalim. F', Y nin kapali bir altkiimesi
olsun. O zaman F¢ kiimesi Y 'nin acik bir altkiimesidir. f siirekli oldugundan,
f7HF°), X’in acik bir altkiimesidir. Dolaysiyla f~1(F¢)¢ X’in kapali bir
altkiimesidir. Ama f~!(F¢)¢ = f~1(F) oldugundan, bundan da f~!(F)nin
kapali oldugu sonucu ¢ikar.

Diger yénde kanit da benzerdir, aynen yukardaki gibi, f~1(V¢)¢ = f~1(V)
esitligini kullanir. O

Aligtirmalar

8.6. Bir topolojik uzayda U agik ve F' kapali bir altkiime olsun. U \ F’nin agik, F'\ U’'nun
kapali oldugunu kanitlayin.

8.7. f + X — Y, topolojik uzaylar arasinda siirekli bir fonksiyon olsun. Y’nin kapali
altkiimelerinin 6nimgelerinin kapali oldugunu kanitlayin.

8.8. f: X — Y, topolojik uzaylar arasinda bir fonksiyon olsun. Eger Y’nin her kapali
altklimesinin 6nimgesi kapaliysa f’nin siirekli oldugunu kanitlayin.
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

Y bir topolojik uzay ve A C X C Y olsun. A'nin X’te (X’in Y’den indirgenmis topo-
lojisiyle) kapali olmasiyla A'nin Y’de kapali olmas1 ayr1 anlamlara gelebilir. A’nin X ’te
kapali olmasi i¢in, Y'nin kapali bir F' altkiimesi i¢in, A = F'N X egitliginin yeter ve
gerek kosul oldugunu kanitlayin. Ama X, Y’de kapaliysa, A’'nin X’te ya da Y’de kapal
olmasinin ayni anlama geldigini kanitlayin.

X ve Y iki topolojik uzay olsun. A ve B sirasiyla X ve Y’nin kapah altkiimeleri olsun.
A x B’nin kapali oldugunu kanitlayin.

i. {(z,y) € R? : xy = 1} kiimesinin R*’de kapal oldugunu kanitlayn.

ii. R\ {0} kiimesinin R’de kapali olmadigini kanitlayin.

iii. X ve Y iki topolojik uzay olsun. X x Y’den X’e giden izdiigim fonksiyonunun
kapali kiimeleri illa kapali kiimelere gétiirmedigini kanitlayin. (Ama agik kiimeleri agik
kiimelere gotiiriir, yani agik bir fonksiyondur.)

X bir kiime olsun. X’in her tek elemanl altkiimesinin kapali oldugu en kaba topolojiyi
bulun.

Hausdorff bir uzayda, tek elemanli her kiimenin kapali oldugunu kanitlayin. Bunun
tersinin dogru olmadigini gosterin.

Bir X topolojik uzayimn Hausdorff olmasi igin A = {(z,z) : * € X} kiimesinin X x X
topolojik uzayinda kapali olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.

Eger f: X — Y siirekli bir fonksiyonsa ve Y Hausdorff ise, f’nin grafiginin, yani

{(z, f(z)) e X xY :z € X}

kiimesinin kapali oldugunu kanitlayin.

f: X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Ker f = {(z,2') € X x X : f(z) = f(z')} olsun.
i. Eger Y Hausdorff ise Ker f’nin kapali oldugunu kanitlayin.

ii. Eger f ortense ve agik bir fonksiyonsa (yani agik kiimeleri agik kiimelere gotiiriiyorsa)
ve Ker f kapaliysa Y’nin Hausdorff oldugunu kanitlayin.

fve g: X — Y iki sirekli fonksiyon olsun. Eger Y Hausdorff ise {z € X : f(z) = g(z)}
kiimesinin kapali oldugunu gosterin.

Y bir topolojik uzay olsun ve X C Y olsun. Indirgenmis topolojinin

tanimina gore, X'in agik altkiimeleri Y nin acik altkiimeleriyle X’in kesigim-
leridir. Ayni gey kapali kiimeler icin de gegerlidir:

Onsav 8.3. Y bir topolojik uzay olsun ve X C Y olsun. X ’in Y 'den in-
dirgenmis topolojiye gore kapaly altkimeleri Y ‘nin kapaly altkimeleriyle X in
kesisimleridir.

Kamt: A C X altkiimesi X’in kapal bir altkiimesi olsun. O zaman X \ A,
X’in agik bir altkiimesidir. Dolayisiyla Y’nin acik bir U altkiimesi igin,

X\A=UnX

esitligi gegerlidir. Bu durumda, A = X N (Y \ U) olur;

Y

U

X
q X\A

yani A, Y'nin bir kapali altkiimesiyle X’in kesisimidir.
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Simdi F' C Y, Y’nin kapali bir altkiimesi olsun. O zaman
X\NXNF)=Xn((Y\F)

olur, yani X \ (X N F)) kiimesi Y'nin agik bir altkiimesiyle X’in kesigimidir,

X
< XnNF

yani X 'te agiktir. Dolayisiyla bunun X te tiimleyeni olan X NF', X te kapalidir.
Onsav kanitlanmigtir. O

Y

Ornek 8.18. Q kiimesi Oklid topolojisiyle donatilmis olsun. a, b € R igin (a,b)o = (a,b)NQ
olsun. [a, b]g i¢in de benzer bir anlagma yapalim. (a,b)q elbette Q'niin agik bir altkiimesidir.
Onsav 8.3’ gore [a, b]g, @'niin kapal bir altkiimesidir. Eger a, b ¢ Q ise, [a,blg = (a,b)o
oldugundan, bu durumda (a,b)g, Q'niin hem agik hem de kapal bir altkiimesidir. (Bu tir
kiimelere kapacik® diyebiliriz.)

8.2 Kapanis

X bir topolojik uzay ve A, X’in bir altkiimesi olsun. X’in A’y1 iceren en az
bir kapali altkiimesi vardir: X’in kendisi mesela. Eger A’y1 iceren biitlin kapal
kiimeleri kesigtirirsek, Teorem 8.1.ii’ye gore gene kapali bir kiime buluruz.
Ayrica bu kesisim A’y1 da icerir. Demek ki A’y1 iceren tiim kapali kiimelerin
kesigsimi gene A’y1 igeren kapali bir kiimedir; dolayisiyla A’y1 iceren kapali
kiimelerin en kiiciigiidiir. Bu kiime A olarak yazilir ve adina A'nin kapanast
denir.

Ornekler

8.19. En kaba topolojide eger ) # A C X ise, A = X olur.

8.20. Ayrik topolojide hep A = A olur.

8.21. Her X topolojik uzayinda X = X ve § = 0 olur.

8.22. X =R ise (Oklid topolojisiyle elbette) ve A C R sonlu bir altkiimeyse, A = A olur.
Ayrica, Z=7,Q=R,R\Q=R, (0,1] = [0,1) = (0, 1) = [0,1] ve (0, 1) U (1, 2) = [0, 2]
olur.

8.23. R%’de agik yuvarn kapanisi kapali yuvardir. (Bkz. Alistirma 4.10.)

A’nin kapanigini, agagidaki resimdeki gibi, A’nin iistiinii kabuguyla ya da

zariyla ortmek gibi bir gsey olarak diigtiniin.

! ingilizcesi clopen.
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A’nin en buyiik A’nin en kiicuik
acik altkiimesi: kapali Gstkiimesi:
A’nin igi. A’nin kapanigi.

Teorem 8.4. Bir topolojik uzaywn altkiimelerinin kapanis: su ézellikleri saglar:
i. ACA.

ii. A kapalidar.

iiii. Ejer A C B ve B kapalysa, o zaman A C B olur.

iv. A'nan kapal olmasi icin, A = A esitligi yeter ve gerek kosuldur. Dolaysiyla
A=A olur.

v. Ejer B C A ise B C A olur.

viiAUB=AUB

vii. ﬂie[ Az - ﬂie[ Az

viii. Uie[ Al g UiEI Az

Kanit: Topolojik uzayimiz X olsun. Her gsey tamimdan cikiyor. Agagidaki
Onsav 8.5 ve soziinii ettigimiz Teorem 1.2 kullanilarak da kamitlanabilir. [

Ornek 8.24. (0,1)g = (0,1) N Q kiimesi Q’de kapali degildir. Aksi halde Onsav 8.3’ gore,
R’nin kapal bir K C R altkiimesi i¢gin K NQ = (0,1)g olur. Ama (0,1)p C K oldugundan,
bu kiimelerin R’de kapanigim alirsak, [0,1] € K buluruz. Bundan da 0 € K NQ = (0,1)q
cikar, bir celigki.

Tipografi zorladig1 zaman A yerine cl(A) yazildigi olur.
Bir altkiimenin kapaniglariyla altkiimelerin icleri arasinda cok yakin bir
iligki vardar:

Onsav 8.5. (A°)¢ = A° ve (A)° = (A°)°.

Kanit: Birinci esitligin bicimsel bir kanitini verebiliriz:

Cc c

A= ) U= N vl = N F| = (49)".

UCA,U acik UCA,U acik AcCF, F kapali

Simdi esitligin her iki tarafinin da tiimleyenini alalim.

Ikinci kamt: A° C A oldugundan A¢ C (A°)° olur. Ama (A°)° kapali bir
kiime. Demek ki A¢ C (A°)¢. Diger istikamet: A° C A€ oldugundan, (Ac)¢ C A
olur. Ama (ﬁ)c acik bir kiime. Demek ki (ﬁ)c C A° olur. Tiimleyenleri
alarak (A°)¢ C A¢ buluruz. Boylece birinci esitlik bir kez daha kanitlanmig
oldu.

Ikinci esitlik icin birincide A yerine A€ de alabiliriz. O
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Alistirmalar
8.25. Onsav 8.5’in ikinci esitligini ayni 6nsavin birinci esitliginin verilen kanitlarina Sykiinerek

8.26.
8.27.

8.28.
8.29.

8.30.
8.31.

8.32.

8.33.

8.34.

kanitlayin.

Teorem 8.4.vii’deki icindeligin illa esitlik olmayabilecegini kanitlayin.

Sonlu tiimleyenler topolojisinde hangi A altkiimeleri icin A = X olur? Ne zaman A = A
olur?

AC B C Aise B = A esitligini kamtlayimn.

Y bir topolojik uzay ve A C X C Y olsun. cly A, A'nin Y’de kapaniginmi temsil etsin.
A’nin X’te kapaniginin (cly A) N X oldugunu kanitlayin.

Oyle bir topolojik uzay ve A ve B altkiimeleri bulun ki, AN B C AN B olsun.

Oyle bir topolojik uzay ve (A;); altkiime ailesi bulun ki,

UEC UAi

olsun.

X ve Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f’'nin siirekli olmasi igin,
X’in her A altkiimesi icin f(A) C T) igindeliginin yeter ve gerek kogul oldugunu
kanitlayin.

X bir kiime olsun. cl : p(X) — p(X), su ozellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.

a. ACCclA,

b. cl(cl A) = cl A,

c.cl(AUB)=clAUclB,

d. clf = 0.

i. Eger X’in bir U altkiimesi, cl(U) = U® esitligini saghyorsa (burada U¢, X \ U an-
lamina geliyor), U’ya “agik kiime” diyelim. Bunun bir topoloji tanimladigimi kanitlayimn.
Bu topolojide A = cl A esitliginin saglandigini1 kanitlayin.

Yukardaki 6zellikleri saglayan bir cl fonksiyonuna kapanis operatori denir.

ii. B C X, sabit bir altkiime olsun. clf) = ) ve A # @) ise cl A = AU B formiilleriyle
tamimlanmig fonksiyonunun bir kapanig operatorii oldugunu kanitlaym. Bu operatoriin
iirettigi topolojinin agik kiimelerini betimleyin.

X bir topolojik uzay olsun. Eger A C X ise, A’nin swnarine soyle tamimlayalim:

FrA=0A=clANcl(A).

Burada cl A, A’'nin kapanigi anlamina gelmektedir. Fr A elbette kapali bir kiimedir. Su
onermeleri kanitlayin:

i.clA=AUFrA.

ii. A°=A\FrA

iii. Fr(A) =cl(A) \ A°.

iv. X = A°UFrAU (A°)°.

v. Eger a < b € R ise, Frla,b] = {a,b} ve FrQ = R. (R iizerine Oklid topolojisini
aliyoruz.)

vi. Fr X = 0.

Onsav 8.6. A, x’i iceren her acik kiimenin A’yla kesisiminin bos olmadige x
elemanlarimin kimesidir. Yani asagidaki énermeler esdegerdir:

a.r € A

b. z i iceren her agik kiimenin A ile kesisimi boskiime degildir.
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xeA @ VU(xe UnUagk)= Un X £ D)

Buradaki Uyu, “x’i iceren U acik kiimesi ne kadar
kiictik olursa olsun” diye algilamak lazim.

Kanit: Once 2 € A varsayimm yapalm. U, 2’i iceren bir acik kiime olsun.
Diyelim U N A = (. O zaman A C U€¢ olur. Ama U acik oldugundan, U*¢
kapalidir. Demek ki A C U¢, yani x € A C U° ve x ¢ U, celigki.

Simdi de x’i igeren her agik kiimeyle A'nin kesigiminin bog olmadigini var-
sayalim. Ama A bir acik kiimedir ve A ile kesigsimi bogkiimedir. Demek ki ,
A%de olamaz; z, zorunlu olarak A’dadur. O

Alistirmalar
8.35. X bir topolojik uzay, A C X ve 3, X’in bir tabani olsun. z € A icindeliginin,
x’i iceren her B € B i¢in BN A # ()
kosuluyla esdeger oldugunu kanitlayin.
8.36. Aligtirma 8.26 ile celigen su “kanit”taki yanlgi bulun.

{L'EUAi

olsun. U, z’i igeren herhangi bir acik kiime olsun. Teorem 8.4%¢ gére, U, |J, Ai ile bog
olmayan bir kiimede kesigir. Demek ki U, A;’lerden biriyle bog olmayan bir kiimede
kesigir. Demek ki z € A;.

A’nin kapanigi elbette A'nin i¢inde bulundugu topolojik uzayla ilgilidir;
yvani A C X ise, X’in topolojisi degistikce ya da X degistikce, A’nin ka-
panigi da degisir. Bu yiizden yeri geldiginde “A’min kapanigi” yerine “A’nin
(X, 7) topolojik uzayinda kapamsg1” ya da “A’nin (X, 7)-kapanis1” ya da 7-
kapamig1” gibi ayrigtirici ekler kullanilabilir. Genellikle topolojiler bellidir ve
A’nin iistkiimesi olan X degisir ve karigikliga yol agmamak icin kimi zaman A
yerine A’nin iginde bulundugu X’i de ortaya ¢ikaran clx A yazilimi kullanmak
gerekebilir. Ornegin (0, 1) araligimin (0, 1) arahigindaki kapams: kendisidir ama
R’deki kapanigi [0, 1] kapal arahigidir. Neyse ki en dogal durumlarda her gey
olmasi gerektigi gibi olur:

Onsav 8.7. A C X CY olsun. O zaman clx A = X Ncly A olur. (Burada X
tzerine Y ’den indirgenmis topoloji alinmaktader.)

Kanit: A C X Ncly A oldugundan ve X Ncly A kiimesi X 'te kapali oldugun-
dan, clx A € X Ncly A olur.
Ters i¢indeligi kamitlayalim. X’in kapal bir C' altkiimesi igin

ACCCX
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olsun. Onsav 8.3’e gore, Y’nin kapall bir D altkiimesi icin
cC=XnD

olur. Ayrica A C D oldugundan,
cy ACD

olur. Demek ki,
XNcyACXnD=C.

Eger C yerine clx A alirsak,
XNelyACclx A

buluruz. O

8.3 Yogun Altkiimeler

X bir topolojik uzay olsun. Eger A C X, kapanigt X olan bir altkiimeyse yani
clx(A) = X ise, A'ya X'te yogun denir.

Ornekler

8.37. Bu érneklerde hep Oklid topolojisi ve altkiimelere kisitlamalar: gegerli olacak. Q ve R\Q
kiimeleri R’de yogundur. (0, 1) araliginin kesirli sayilarimin kiimesi, (0, 1), (0, 1], [0,1) ve
[0,1] araliklarimin her birinde yogundur. (0,1) aralig: (0,1], [0,1) ve [0, 1] araliklarinin
her birinde yogundur.

8.38. Sonlu tiimleyenler topolojisinde sonsuz her kiime yogundur.
8.39. Sorgenfrey dogrusunda QQ yogundur.

Yukardaki onsava gore, A C X C Y ise ve A, Y’de yogunsa, o zaman A,
X’te de yogundur.

Onsav 8.8. A'nin X 'te yogun olmast icin yeter ve gerek kosul, bos olmayan
her acik kiimenin A’yla kesisiminin bos olmamasidar.

Kanit: Temel ve basit ama 6nemli olan bu 6nsavin kanitin1 okura aligtirma
olarak birakiyoruz. O

Onsav 8.9. X ve Y iki topolojik uzay olsun. Y 'nin Hausdorff oldugunu var-
sayalim. f ve g : X — Y ki surekli fonksiyon olsun. O zaman X ’in

{reX: fz)=yg(x)}

altkiimesi kapalidir. Bunun ézel bir durumu olarak, eger f ve g sturekli fonksi-
yonlary X in yogun bir altkiimesinde esitseler, o zaman f = g olur.
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Kamit: Birinci 6nermeyi kanitlamak yeterli. A = {z € X : f(z) = g(z)}
olsun. x ¢ A olsun. O zaman f(z) # g(x) olur. Y Hausdorff oldugundan,
Y ’nin,

f(2) € Vi), 9(2) € Vg(a) Ve Vi) N Vi) = 0
onermelerini saglayan Vi) ve Vi) agik altkiimeleri vardir. f ve g siirekli
olduklarindan,

S Vi) ve 97 (Vo)

kiimeleri X’in agik altkiimeleridir ve ayrica her ikisi de z’i igerir. Eger

U= f"'Viw)Ng ' (Vyw) € X
tanimini yaparsak, U altklimesi 2’1 igerir, aciktir ve A ile kesigsmez. O
Aligtirmalar

8.40. Hausdorff bir uzayda sonlu bir kiimenin tiimleyeninin yogun oldugunu kanitlayin.

8.41. Iki yogun kiimenin kesisimi yogun mudur? kamtlayin ya da kargiérnek verin.

8.42. Sonlu tiimleyenler topolojisinde agik kiimeler yogun mudur?

8.43. A yogunsa, A’y1 kapsayan her kiimenin yogun oldugunu kanitlayin.

8.44. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A°, A’da yogun mudur? (Yani A° kiimesinin
kapanigt A’y1 igerir mi?

8.45. Y Hausdorff degilse, Onsav 8.9’a bir karsiérnek bulun.

8.46. A C B C C C X olsun. A, B’de yogunsa ve B, C’de yogunsa, A'nin C’de yogun
oldugunu kanitlayin. (Tamim igin bkz. Aligtirma 8.44.)

8.4 Yigilma Noktasi

X topolojik bir uzay, A, X’in bir altkiimesi ve z € X olsun. Eger z’i iceren
her U acik kiimesi i¢in, U’da A'nin x’ten degisik bir eleman1 varsa, o zaman
x’e A'nin yrgilma noktast adi verilir.

x, U’nun yigilma noktasi

¢
VYU ((x e Uve Uacik) = Un A\ {x} 2Q)

Agagidaki ilk 6rnekten de goriilecegi tizere A’'nin bir yigilma noktasi A’nin bir
elemani olabilir de olmayabilir de.
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Ornekler

8.47. Eger B C A ise, B’nin her yigilma noktasi A’nin da bir yigilma noktasidir.

8.48. 0 elemani, A = {1/n : n € N\ {0}} kiimesinin bir eleman degildir ama bir yigilma
noktasidir (Oklid topolojisinde), ama 0 eleman: ayn1 zamanda

B={0}u{l/n:neN\{0}}
kiimesinin de bir yigilma noktasidir. Bu arada 0 elemaninin A ve B’nin biricik yigilma
noktas: olduguna dikkatinizi gekeriz.

8.49. R’de Oklid topolojisini alacak olursak, Z'nin hi¢ yigilma noktas: yoktur ama R’nin her
eleman Q'niin bir y1gilma noktasidir. (0, 1) arah@imin yigilma noktalar: kiimesi de [0, 1]
kiimesidir. (0,1) U {2} kiimesinin yi1gilma noktalar1 kiimesi ise [0, 1] kiimesidir.

8.50. Eger A C X ise ve (an)n, limiti olan ama zamanla sabitlesmeyen bir A-dizisiyse, o
zaman dizinin her limiti {a, : n € N} kiimesinin, dolayisiyla A’nin da bir yogunlagma
noktasidir.

8.51. Bogkiimenin y1gilma noktasi olamaz. Ote yandan bir elemanli bir kiimenin y1gilma nok-
tasi olabilir; drnegin eger bir X kiimesi lizerine en kaba topolojiyi alirsak ve A = {a}
ise, X’in a digindaki her noktasi A’nin bir yigilma noktasidir ama a, A’nin bir yigilma
noktas1 degildir.

Yigilma noktasi literatiirde bazen limit noktas: olarak da gecer. Bunun
oldukca bahtsiz br terminoloji oldugunu anlamak i¢in bkz. Aligtirma 8.53.

Asagidaki teorem, bir kiimeyi “kapatmak” icin, kiimenin yigilma nokta-
larini kiimeye eklemek gerektigini ve bunun da yeterli oldugunu soyliiyor.

Teorem 8.10. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A, A’min ypigilma
noktalar: kiimesiyse, A = AUA’ olur. Dolayswyla bir altkiimenin kapal olmas:
i¢in yeter ve gerek kosul yigilma noktalarin icermesidir. Ve yigilma noktast
olmayan bir altkime kapalidar.

Kanit: Teorem 8.4.i ve Onsav 8.6’dan dolay1 sagdan sola icindelik belli. Diger
icindeligi kanitlayalm. x € A\ A olsun. U, 2’ igeren acik bir kiime olsun. Eger
UNAC{x}ise o zaman U N A = () olur ve bu da Onsav 8.6’yla gelisir O

Alistirmalar

8.52. Bir topolojik uzayda herhangi iki x ve y noktasi igin, x’i iceren ama ¥’yi icermeyen
acitk bir kiime varsa, o topolojik uzaya T; denir. Hausdorff uzaylar T, ’dir ama bunun
tersi dogru degildir, 6rnegin sonlu tiimleyenler topolojisi her zaman 73’dir ama kiime
sonsuzsa Hausdorff degildir.
Bir X topolojik uzayinda asagidakilerin denk oldugunu kanitlayin.
a. X, Ty dir.
b. Her 2 € X igin {z} kapali bir kiimedir.
c. X’in her altkiimesi, altkiimeyi iceren acik altkiimelerin kesigimidir.
d. Her sonlu kiime kapalidir.
e. X’in topolojisi sonlu tiimleyenler topolojisinden daha incedir.
f. Her A C X ve her z € X i¢in, z, A'nin bir yigilma noktasidir ancak ve ancak z’i
igeren her agik kiime A’dan sonsuz sayida eleman igeriyorsa.

8.53. X bir topolojik uzay olsun. (x,)n, zamanla sabitlesmeyen bir dizi ve A = {z, : n € N}
olsun. Eger z, (zn)» dizisinin bir limitiyse z’in A’nin bir yigilma noktasi oldugunu
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kamtlaym. Bunun tersi yanhgtir. Ornegin kesirli sayilar kiimesim (zn)n bi¢iminde tam-
siralayalim. Oklid topolojisinde, her gercel say1 dizinin bir yigilma noktasidir ama dizinin
limiti yoktur.

8.54. f: X — Y siirekli olsun. Eger x, X’in bir A altkimesinin bir y1gilma noktasiysa, f(x)’in
f(A)’nin bir yi1gilma noktasi olmayabilecegini gosterin.

8.55. X, bir T uzay1 olsun, yani tek elemanli her kiimenin kapali oldugu bir topolojik uzay
olsun. A, X’in bir altkiimesi ve z, X’in bir elemani olsun. #’in A’nin bir yigilma noktasi
olmasi igin, i igeren her agik kiimenin A’dan sonsuz tane nokta igermesinin yeter ve
gerek kosul oldugunu kanitlayin.

8.56. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A’, A’min yigilma noktalar1 kiimesi olsun. A = A4
ve APTD — (A("))’ olsun. R’nin cesitli A altkiimeleri icin, A kiimelerini bulun. Her
nigin A™ #£ A=Y citsizligini saglayan bir A C R bulun.

8.57. Herhangi bir topolojik uzayda, agik bir U altkiimesi igin cl((clU)°) = clU esitligini
kanitlayin.

8.58. (Kuratowski Kapama-Tiimleme Problemi) Eger A bir topolojik uzayin altkiimesiyse,

A, A cl A°, (cl A%)°, cl((cl A9)°), ...
A, cl A, (clA)°, cl((cl A)°), (cl((cl A)9))e, ...

dizilerinde en fazla 14 tane degisik kiime olabilecegini kanitlayacagiz [Ke, sayfa 57]. kA,
tA ve iA sirasiyla A’nin bir topolojik uzayda kapanigini, tiimleyenini ve igini simgelesin.
i. Her X altkiimesi i¢in kkX = X, ttX = X ve ktktktkX = ktkX esitliklerini kanitlayn.
(Ipucu: Once kikiX = kiX ve iX = tktX esitliklerini kanitlaymn.)

ii. Bunu kullanarak dizide en fazla 14 terim olabilecegini kanitlayin.

iii. A=(0,1)U(1,2) U{3} U ([4,5]NQ) C R ise dizide tam 14 terim oldugunu gosterin.

8.59. X bir topolojik uzay olsun. Sayilabilir sayida agik kiimenin kesigsimine G5 kidimesi denir.
Sayilabilir sayida kapali kiimenin bilegimine de F, kiimesti denir.

i. Bir G5 kiimesinin tiimleyeninin bir F, kiimesi ve bir F, kiimesinin tiimleyeninin bir
G5 kiimesi oldugunu kanitlayn.

ii. R’de her kapali kiimenin G5 oldugunu kanitlayin. Ayni 6nermeyi R? icin de kanitlayin.
(Bu biraz daha zordur.)

iii. @’niin R’nin Oklid topolojisinde F, oldugunu kanitlayin. Q'niin R’nin Oklid topolo-
jisinde Gs olmadigim1 kanitlamak daha zordur.

8.5 Limit

Bu altbéliimde R’den R’ye giden (o da Oklid metriginde) fonksiyonlar icin
(mesela) [N5)’ten bildigimiz

lim f(z) =b
kavramini topolojik uzaylara genellestirecegiz.

Her ne kadar bu altboliimde yapilanlar: kullanmayacaksak da bu 6nemli
kavram ve sonuclar: bu kitaba almamak olmazdi.

X ve Y birer topolojik uzay, A C X, a e X,be Y ve f: A— Y bir
fonksiyon olsun. Ayrica a’'nin A'min bir yigilma noktasi oldugunu varsayalim.
Pek gerek yok ama Y’nin de Hausdorff oldugu varsayilir cogu zaman; biz de
Oyle yapacagiz.
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Bildigimiz limit kavramindan yola ¢ikalim: x, a’ya giderken f(z)’in b’ye
yakinsamasi demek, z’i (a’ya esit olmamasi kosuluyla) a’nin yeterince yakinin-
da alarak, f(x)1 diledigimiz kadar b’ye yaklagtirabiliriz demektir. f : R — R
orneginde lim,_,, f(x) = b esitliginin bi¢imsel tanimi g6yleydi: € > 0 ne olursa
olsun, 6yle bir § > 0 vardir ki, eger 0 < | —a| < d ise | f(x) —b| < € olur. Yani
her (b — €,b + €) aralig: igin,

(a—0d,a+06) C frb—eb+e)U{a}

icindeligini saglayan bir (a — §,a + §) araligr bulunur.

Bu tanimi R’den rastgele topolojik uzaylara genellestirmek i¢in |z —a| < §
esitsizligi yerine z’in (a’ya esit olmamasi kosuluyla) a’nin bir komsulugunda
(ya da a’y1 igeren bir agik kiimede) oldugunu soylemek yeterli. Bigimsel tanim
sOyle:

Tanim. X ve Y birer topolojik uzay, ACX,a€e X,beY ve f: A—Y bir
fonksiyon olsun. Ayrica a’nin A’nin bir yigilma noktast oldugunu varsayalim.
Y de Hausdorff olsun. Eger b’yi iceren her W ag¢ik kiimesi i¢in

fUNAN{a}) W
i¢indeligini saglayan bir U 3 a a¢ik kiimesi varsa, o zaman
x, a’ya giderken f(x)’in limiti b’dir

denir ve bu durumda
lim f(z) =b

r—a

yazilir.

Teorem 8.11. Her gsey tamvmdaki gibi olsun. Ayrica a € A varsayiming ya-
palim. O zaman f fonksiyonunun a’da sirekli olmasi i¢in yeter ve gerek kogul

lim, ., f(z) = f(a) esitligidir.

Kanit: Okura birakilmistir. O

8.6 Carpim Topolojisinde i(; ve Kapanis

Onsav 8.12. (X)ier bir topolojik uzay ailesi ve heri € I igin A; € X; olsun.
O zaman ¢carpim topolojisinde sunlar gecerlidir:

i. Ya (T], 4i)° =0 olur ya da ([]; Ai)° =11, 45.

ii. Eger I sonluysa her zaman tkinci egitlik gecerlidir.

iii. [[; A; = [1, Ai olur.
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Kanit: Once (ii)’yi kamtlayalm. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A C X ve
B CY altkiimelerini alalim. (A x B)° = A° x B° esitligini kanitlayacagiz.

A°x B° C Ax B kapsamasi elbette gecerlidir. Bundan ve A°x B° kiimesinin
carpim topolojisinin tanimi geregi acik olmasindan dolayi, A°x B® C (Ax B)°
olur.

Diger istikametteki kapsamay1 kanitlayalim. pr; izdiigiim fonksiyonu agik
bir fonksiyon oldugundan (Algtirma 6.30), pri((A x B)°) acik bir kiimedir.
Ayrica

pri((A x B)) C pry(A x B) = A

oldugundan,
pri((Ax B)°?) C A°

olur. Ayni nedenden pry((A x B)°) C B° olur. Ama o zaman da
(A x B)° Cpri((Ax B)°) xpry((A x B)°) C A° x B°

olur.
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Demek ki iki topolojik uzay i¢gin egitlik gegerlidir. Dolayisiyla egitlik sonlu
say1ida topolojik uzay icin de gegerlidir.

Simdi /’nin sonsuz oldugu durumu ele alalim. Eger sonsuz sayida ¢ € [ icin
A; # X; ise o zaman, ¢arpim topolojisinin tanim geregi, ([], 4;)° = 0 olur.
Bundan boyle sadece sonlu tane i icin A; # X esitsizliginin gegerli oldugunu
varsayalim. Bu ¢ gostergeclerine 1, 2,...,n adini verelim. A; = X, esitliginin
gecerli oldugu diger gostergecler kiimesi de J olsun. O zaman, sonlu sayida
topolojik uzay icin esitlik gecerli oldugundan,

<HAZ> = Alx...xAanXj

jeJ

o

=(A1 X ... x A,)° % HXj
jeJ
=A] X ... x A; X HX]-:HA;’
jeJ il
olur.
Ikinci esitligi kamitlayalim. x = (z;); € []; A; olsun. i igeren herhangi bir

temel agik kiime alalim, diyelim U = [], U;. Her U; agik olup A; kiimesinin ;
elemanini igerdiginden, U; N A; kiimesinde bir y; elemam vardir. O zaman

Y= (yz)z € UQHAZ*.

olur. Bundan da z’in [[; A; kiimesinin kapaniginda oldugu ¢ikar.

Simdi de []; A; kiimesinin kapamgindan bir z = (z;); elemam alahm.
k € I, herhangi bir gosterge¢ olsun. Uy, x;’yi iceren X 'nin herhangi bir
acik altkiimesi olsun. j € I'\ {k} i¢in de U; = X olsun. O zaman U =[], U;
kiimesi ¢arpim topolojisinde aciktir; ayrica 2’1 de igerir. Demek ki U N (][], A4s)
kiimesinde bir y = (y;); eleman: vardir. Elbette

yr € Up N Ag

olur. Ama Uy, rastgele oldugundan, bu da z; € Aikidemektir. Bu dedigimiz her
k icin gecerli oldugundan, z = (x;); eleman1 [, A; kiimesindedir. O

Sonug 8.13. (X;)ier bir topolojik uzay ailesi ve her i € I igin A; C X; kapalr
bir altkime olsun. O zaman [[, A; kapalidur. O

Aligtirmalar
8.60. Sonug 8.13’iin kutu topolojisi i¢in de gegerli oldugunu kanitlayin.

8.61. Onsav 8.12'deki birinci esitligin kanitinda, eger I = J U K ise, topolojik uzay olarak,
[Le: Ui = Hje] Uj X [1yex Ux homeomorfizmasi kullanilmigtir. Bunun nerede kul-
lanildigini bulun ve homeomorfizmanin varligini kanitlayin.



9. Baglantihlik

Agagidaki iki resme bakin ve aralarindaki fark: bulun! Bunlarin topolojik uzay
olduklarini diisiiniin, 6rnegin R?'nin bir altuzay1 olarak gériin. Biri baglantili
(va da tekparga ya da yekpare), oysa digeri birbirinden kopuk iki parcadan
oluguyor. Bu iki durumu birbirinden ayrigtiran topolojik kavramlar vardir. Bu

boliimin konusu iste bu tiir kavramlar.

Yekpare bir uzayin Kopuk bir uzaym
ayali resmi ayali resmi

9.1 Baglantililik

X topolojik bir uzay olsun. Eger X, ayrik ve bog olmayan iki agik altkiimenin
bilesimi olarak yazilamiyorsa, X'’e 6zel bir ad verilir: baglantils'. Demek ki
X’in baglantili olmasi i¢in yeter ve gerek kosul,

X=UUV,U veV agk

kosullarinin ancak U = () ya da V = () acik kiimeleri i¢in gergeklesebilmesidir.
Bir bagka yeter ve gerek kosul, X’in () ve X ten bagka, tiimleyeni de acik olan
acik altkiimesinin olmamasidir, yani X’in () ve X ten bagka hem acik hem de
kapali altkiimesinin olmamasidir.

Eger tam tersine, X, bos olmayan iki ayrik agik kiimenin bilegimi olarak
yazilabiliyorsa, o zaman X’e kopuk uzay? denir.

Hngilizcesi connected.
Ingilizcesi disconnected
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X topolojik uzayimnin bir altkiimesinin baglantili olmas1 demek, altkiimenin
X’ten indirgenmis topolojisiyle yukaridaki anlamda baglantili olmasi demek-
tir. Eger A C X ise, A’'min baglantili olmasi i¢in yeter ve gerek kosul, U ve V,
X’te acik olmak {izere,

ACUUVveUNVNA=0

kogullarinin ancak U N A = @ ya da VN A = 0 oldugunda, yani ancak
A CU yada A CV durumunda gerceklegebilmesidir. Bunu okura aligtirma
olarak birakiyoruz, indirgenmis topolojinin tanimindan hemen cikar. Tanima
bakilirsa, A C X C Y ise, A'nin X'te baglantih olmasiyla Y’de (ya da A’da)
baglantili olmasi arasinda bir fark yoktur.

A U B, X’in kopuk bir altuzayidir, ¢iinkii A U B’de
kesismeyen ve hicbiri A U B’yi icermeyen
iki acik kiimeyle kaplanmistir.

R’nin (0,1) U (1,2) = (0,2) \ {1} altkiimesi elbette baglantili degildir. Bi-
razdan R’nin ve R’nin tiim araliklarinin baglantili olduklarini ve R’nin bagka
da baglantili altkiimesinin olmadigini gosterecegiz. Ama Q'niin (R’den indir-
genmis topolojisiyle) baglantili olmadigim hemen gorebiliriz, 6rnegin,

Q C (—00,4/2) U (1/2,00).

Tek elemanlh altkiimeler her zaman baglantihdirlar. Hausdorff (hatta sadece
T1 olan) bir uzayda birden fazla elemani olan sonlu bir altkiime her zaman
kopuktur.

Aligtirmalar

9.1. Iki baglantil kiimenin bilegiminin ya da kesisiminin baglantih olmayabilecegini gésterin.
Yekpare bir kiimenin tiimleyeninin baglantili da kopuk da olabilecegini gosterin.

9.2. X’ten {0, 1} kiimesine giden sadece 2 siirekli fonksiyon olmasimin, X’in baglantili olmasi
icin yeter ve gerek kosul oldugunu gosterin. (Burada {0, 1} kiimesine R’den indirgenmis
topoloji, yani ayrik topoloji verilmigtir.)

9.3. Eger A C X ise, A'nin kopuk olmas: i¢in asagidaki kosulun yeter ve gerek kosul ol-
madigini gosterin: Oyle U ve V agik altkiimeler vardir ki, ACUUV ve UNV =0
olur.

9.4. Sorgenfrey dogrusunun kopuk oldugunu gésterin.

9.5. Her sonsuz kiimenin sonlu tiimleyenler topolojisiyle birlikte baglantili oldugunu kanit-
layin.

9.6. R’nin sayilabilir her altkiimesinin kopuk oldugunu kanitlayin.
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9.7. Eger topolojik bir uzayin H ve K altkiimeleri
HNK=HNK=10

esitliklerini saghyorsa, H ve K’ya karsilikle ayrisik kimeler® denir. Bir X topolojik
uzayinin baglantili olmasi igin, bog olmayan ve bilesimi X olan karsilikli ayrigik iki
altkiimesinin olmamasinin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayin.

9.8. X bir topolojik uzay ve H ve K, X’in karsihkh ayrigik iki altkiimesi olsun. Eger C
baglantiliysa ve C C H U K ise, o zaman C’nin ya H ya da K’nin altkiimesi oldugunu
kanitlayin.

Stirekli fonksiyonlar birgok topolojik kavrama oldugu gibi baglantililiga da
saygl duyarlar:

Teorem 9.1. Baglantily bir kimenin strekli bir fonksiyon altinda imgesi de
baglantilidar.

Kamit: f: X — Y stirekli bir fonksiyon olsun. X’in baglantili altkiimelerinin
imgesinin de baglantili oldugunu kanitlamamiz lazim. Teorem 5.5’e gore, X'in
baglantili oldugunu varsayip f(X)’in baglantili oldugunu kanitlamak yeterli-
dir. (Teoremi bir de bu varsayimi yapmadan kanitlamaya galigirsamz, egitici
olur; ayrica kanitin da bayag zorlagtigim goriirsiintiz.) Vi ve Va, Y’de acik
olsunlar ve

f(X)CViuVave ViNnTan f(X) =10
kogullarinm1 saglasinlar. O zaman,
X = fX) S ule) =) uf (k)
ve
0=f710) = 1 (vinVan f(X) = F7H (Vi) N fH(Ve) 0 FHA(X)
=t v)n i) nX = ()N fH (V)

olur. f siirekli oldugundan, f~1(V7) ve f~1(V5) kiimeleri X'te aciktirlar. Bu
olgu, yukarda kanitlanan

X=f1'V)uft(Va) ve 0= (V)N f(Va)

esitlikleri, f=*(V1)’in ya da f~!(V)nin boskiime oldugunu gosterir. Ornegin
f~1(V1) boskiimeyse, o zaman

X =T V) Ufi(Va) = F71(1e) ve f(X) = f(f71(V2) C Vo
olur. Demek ki f(X) baglantilidir. O

Topolojik uzaylari, birbirinden ayrik maksimum baglantili altkiimelerinin
bilegimi olarak yazabiliriz. Ayrica bu yazilim tek bir bigcimde yapilir:

3ingilizcesi mutually separated.
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Teorem 9.2. X topolojik bir uzay olsun. X’in (baglant: bilegsenleri deni-
len) en biyik baglantiy altkimeleri vardur ve iki baglant bileseni ya egittir
ya da ayrktir. X, baglanty bilesenlerinin bilesimidir ve X ’in her baglantil
altkiimesi bu baglanty bilesenlerinden birinin altkimesidir. Ayrica her baglant:
bileseni kapalidir. Eder sonlu sayida baglant: bileseni varsa, bunlarin her biri
ayrica agiktir. Her strekli fonksiyon bir baglanty bilesenini bir baska baglant
bileseninin icine goturir.

O e
9B

X uzay, baglantili bilesenlerine ayristirilmis haliyle.
Bilesenlerden sonlu ya da sonsuz sayida olabilir.

Ik Kamt: Eger X’in iki eleman1 X’in baglantili bir altkiimesinin elemaniysa,
bu iki elemana denk diyelim. Bunun bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayalim.
(Ardindan, baglanti bilegenlerini denklik smiflar1 olarak alacagiz.) {x} bag-
lantili bir kiime oldugundan, her x kendisine denktir. Eger x, y’'ye denkse, y
de x’e denktir elbette. Gegiskenlik daha zor. Kendi bagina ayrica 6nemi olan
asagidaki 6nsavi kanitlayalim, teoremin kanitina sonra devam ederiz:

Onsav 9.3. Bir topolojik uzaywn, kesisimler: bos olmayan iki baglantily altki-
mesinin bilesimi de baglantilidur.

Kamit: Topolojik uzaya X diyelim. A ve B, X’in iki baglantili altkiimesi
olsun; kesigimlerinin de bogkiime olmadigini varsayalim. U ve V', su ozellikleri
olan iki acik kiime olsun:

AUBCUUV, (AuB)NUNV =.

Birincisinden
ACUUVve BCUUYV,
ikincisinden,
ANUNV =0ve BNUNV =0
gikar. Demek ki, A ve B baglantili olduklarindan,

ACUyada ACV

ve
BCUyadaBCV



9.1. Baglantililik 109

onermeleri dogrudur. Genellige halel getirmeden A C U varsayimini yapabili-
riz. Simdi 6ntimizde iki sik var:

yva BCUyada BCYV.

Eger B C V ise, 0o zaman ANB CVNUNA :__(7) ve bu da varsayimimizla
geligir. Demek ki B C U. Dolayisiyla AU B C U. Onsav kanitlanmigtir. g

Aslinda yukardakinden daha genel bir sonuc dogrudur. Bkz. Onsav 9.4.

Teorem 9.2°nin Kamitinin Devamai: Artik geciskenligi kanitlayabiliriz: x,
y’ye denkse, y de z’ye denkse, o zaman hem z’i hem y’yi iceren baglantili bir
kiime ve hem y’yi hem z’yi iceren bir bagka baglantili kiime vardir. Ama y bu
iki baglantili kiimenin ortak elemani. Dolayisiyla yukardaki 6nsava gore, bu
iki baglantili kiimenin bilegsimi de baglantilidir, ve bu bilegsim hem z’i hem de
2’yi igerir. Dolayisiyla « ve z de denktirler.

Simdi bu denklik iligkisinin simiflarinin baglantili altkiimeler olduklarini
kanitlayalim.

A bir denklik smifi olsun. U ve V| su 6zellikleri olan iki acik kiime olsun:

ACUUV, AnNUNV =0.
Bir celigki elde etmek amaciyla
ANU #Dve ANV #0
esitsizliklerini varsayalim. Her bir kiimeden birer eleman alalim:
reANUveye ANV

olsun. x ve y ayni1 denklik sinifinda olduklarindan, birbirlerine denktirler, yani
her ikisini de igeren baglantili bir C' altkiimesi vardir. C’nin elemanlar1 (C’den
dolay1!) elbette birbirlerine ve 6zellikle x’e denktirler. Dolayisiyla C' C A olmak
zorundadir.

Demek ki

CCACUUV
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ve
CNUNVCANUNV =0

iligkileri saglanir. C' baglantili oldugundan, bunlardan,
yvaCCUyadaCCV

gikar. Ama hangisi dogru olursa olsun, x ve y’nin varhgiyla bir geligki elde
ederiz.

Demek ki A baglantili bir altkiime. A bir denklik siifi oldugundan A’y1
iceren daha biiyiik bir baglantili kiime olamaz. Demek ki A, X’in en biiyik
baglantili altkiimelerinden biridir.

X’in denklik siniflarinin bilegimi olduguna dair herhangi bir kusku olamaz.

Onsav 9.3’ gore, smiflardan birini kesen baglantili bir altkiime, o smifin
icinde olmak zorundadir. Demek ki her baglantih altkiime bir (ve bir tek)
siifin i¢indedir.

A bir simif olsun. A’nmin kapali oldugunu, yani A“nin acik oldugunu goster-
mek istiyoruz. A®den bir z elemani alalim. x € U C A€ iligkilerini saglayan
acik bir U altkiimesi bulmak yeterli.

Bulalim. ¢ A oldugundan A U {z} baglantili olamaz. Demek ki (yukardaki
resme bakin),

Au{z} CUUYV,

(Au{zh)NnUNV =10
ve

AU{z} U ve AU{2} ZV
iligkilerini saglayan U ve V acik kiimeler vardir. Ilk iki satirdan,
ACUUVve ANUNV =0

gikar. Ama A baglantili. Demek ki, ya A C U ya da A C V. Diyelim ikincisi
dogru. O zaman yukardaki iiglincii satira gore x ¢ V, yani € U olmali. De-
mek ki gergek sekil agagidaki gibi. Dolayisiyla U, z’i igeren ve A ile kesigmeyen
acik bir kiimedir. A’'min kapali oldugu kamtlanmagtir.
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Baglanti bilegenlerinin sonlu sayida olduklarini varsayalim. O zaman A bile-
seninin tiimleyeni, geri kalan sonlu sayidaki bilesenin bilesimidir, dolayisiyla
kapali bir kiimedir; demek ki A aciktir.

Teorem 9.1’den ve yukarda yaptiklarimizdan dolay: siirekli bir f : X — Y
fonksiyonu, X’in baglanti bilegenlerini Y’nin baglant1 bilegenlerine gotiirmek
zorundadir. 0

Onsav 9.3’ten ¢ok daha genel bir sonu¢ dogrudur. Herkese her an gereke-
bilecek bu sonucu kanitlayalim:

Onsav 9.4. X topolojik bir uzay olsun. (Ch)ier, X'in baglantily altkimeleri
olsun ve her i ve j i¢in C; N Cj # 0 olsun. O zaman J;c; C; baglantihdar.

Kanit: U ve V,

Ucicvuv ve (UCZ-)mUﬂV:V)

i€l i€l
Oonermelerini dogrulayan iki acik kiime olsun. O zaman her ¢ € [ igin,

C;,CUUV ve C;NUNV =10

olur. Demek ki her ¢ € [ igin, C; ya U'nun ya da V'’nin bir altkiimesidir.
Diyelim, i, j € I igin,
Ci g U ve Cj g Vv
olsun. O zaman,
CiﬂCj cUunNnvn (UCZ> =0
i€l

olur, ki bu bir celigkidir. Demek ki tiim C;’lerin ya hepsi U’dadir ya da hepsi
V’dedir. Bu da aynen istedigimizdir. O

Teorem 9.2’nin ikinci Kaniti: x € X ise, x’i igeren tiim baglantili kiimelerin
bilegimini alalim. Onsav 9.4’e gore bu bilesim baglantilidir. Ve bilegimler X’in
baglant1 bilegenleridir. Ayrintilar1 okura birakiyoruz. U

Baglantililik s6zkonusu oldugunda, sonlu ya da sayilabilir sonsuzluktaki
bilegimlerin bir ayricaligi vardir.

Onsav 9.5. Eger baglantily X,, altkumeleri i¢in,

X:UXn

neN

ise ve her n € N i¢gin X, N X1 # 0 ise, o zaman X baglantiladur.
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Kanit: Yukardaki ya da bir 6nceki 6énsavi kullanarak, her n igin,
Y, =XoUXjU...UX 11

kiimesinin baglantili oldugu kamtlanabilir.

U ve V, X'i ayngtiran iki agik kiime olsun. (Ne demek istedigimiz anla-
sthyordur herhalde...) Her Y, ya tamamiyla U'nun ya da tamamiyla V’nin
igine diigmek zorunda. Ama Y, C Y41 oldugundan, Y, U’nun igine diigerse
Y,+1, V'nin icine diigemez. Demek ki Yy = X hangisinin igindeyse, X de onun
icinde olmak zorunda. U

Su sonug da hem siktir hem de zor zamanlarin dostudur, aklimizin bir
kosesinde bulunsun:

Onsav 9.6. X topolojik bir uzay olsun. Eger C, X ’in baglantily bir altkiime-
siyse, o zaman C kapanisy da baglantilidar.

Kanit: U ve V acik kiimeleri igin,
CCUUVveCNUNV =0

olsun. O zaman, elbette,
CCUUVveCONUNV =10

olur. Demek ki
yvaC CUyaCCV.

Diyelim C' C U. O zaman
cCnNVv=Ccnunv =90

olur, yani ¢' C V¢ olur. Ama V* kapali bir kiime oldugundan, bundan ccve
cikar. Ote yandan, C C U UV oldugundan, C' C U olmak zorundadur. O

Ama bu sonucun tersi dogru degildir elbet (okura aligtirma). Bundan daha
genel bir sonu¢ da gecerlidir.

Onsav 9.7. X topolojik bir uzay olsun. Eger C, X ’in baglantils bir altkiime-
siyse ve C C A C C ise, A da baglantilidar.

Kanit: Onsav 8.6’ya gore
ca(C)=ANncly(C)=ANC=A

olur. C baglantih oldugundan, Onsav 9.6’ya gére, C'nin (A’da) kapanigi olan
A da baglantilidar. O
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9.2 Gergel Sayilar Kiimesinde Baglantililik

Teorem 9.8. R'nin baglantily altkimeleri araliklardar.
Kanit: Once [0, 1] kapal araliginin baglantili oldugunu gosterelim.
0,1]CTUUVveUNVN[0,1] =10

iligkilerini saglayan ve bog olmayan U ve V acik kiimelerinin varligini varsa-
yalim. Diyelim 1 € V. Demek ki bir ¢ > 0 igin (1 —¢,1+¢) C V, yani 1,
U N 0,1] kiimesinin en kiiciik {istsinir: olamaz.

a=sup(UNI0,1]) <1
olsun. a, U’da olsaydi o zaman bir € > 0 i¢in
(a—ea+e)n(0,1) CU

olurdu, yani
a<a+e€¢/2€UN(0,1)

olurdu ve bu da a’nin tanimiyla celisirdi. Ama a, V’de de olamaz, ¢linkii aksi
halde, bir € > 0 i¢in
(a—€a+e)n(0,1) SV

olurdu, yani
(a—e€,a)NUN(0,1)=10

olurdu ve bu da a’nin tanmmiyla geligirdi. Demek ki [0, 1] aralig1 baglantihdur.

Bog olmayan tiim sinirhi kapali araliklar topolojik olarak birbirlerine denk
olduklarindan (bkz. Teorem 7.1), bunlarin herbiri baglantilidir.

R, n € N igin [—n, n] araliklarmm bilesimi oldugundan, Onsav 9.5’ gore,
R de baglantiidir. Teorem 7.1%¢ gore tiim acik araliklar baglantihdir. Onsav
9.7’ye gore tiim yarikapal araliklar da baglantilidir.

Simdi baglantili her altkiimenin bir aralik oldugunu kanitlayalim. C' bag-
lantili bir altkiime olsun. Eger C’de 0 ya da 1 eleman varsa, sorun yok. Aksi
halde a < b, C'nin iki elemani olsun. Diyelim ¢, a ile b arasinda ama C’de
degil. O zaman C’yi (—o0, ¢) ve (¢, 00) agik altkiimeleriyle ikiye bolebiliriz; bir
geligki. Demek ki [a,b] C C ve C bir aralik. O

Bu béliimde yapilanlar: kullanarak [N5]'te kanitladigimiz Bolzano teore-
mini, dolayisiyla ondan ¢ikan Aradeger teoremini de bir kez daha kanitlayabi-
liriz.

Sonug 9.9 (Bolzano Teoremi). Eger strekli bir fonksiyon bir aralikta hem
negatif hem de pozitif degerler aliyorsa 0 degerini de alir. 0

Teorem 9.10 (Aradeger Teoremi). a < b olmak tzere f : [a,b] — R stirekli bir

fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu f(a) ile f(b) arasindaki tim degerleri
alar. g
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9.3 Kartezyen Carpimda Baglantililik

Baglantili topolojik uzaylarin kartezyen carpiminin baglantili olup olmadiklari
merak konusu olmali. Sonucu 6nce iki baglantili uzaym c¢arpimi igin kanitla-
yalim, daha sonra genellestiririz.

Teorem 9.11. Baglantils iki topolojik uzaywn kartezyen carpima baglantilidar.

Kanit: X ve Y baglantili iki topolojik uzay olsun. U ve V,

XxY=U0uUVvV
esitligini saglayan iki agik kiime olsun. Her z € X igin, Y ile {x} x Y topolo-
jik uzaylar1 dogal olarak topolojik olarak denktirler (homeomorfturlar yani).

Dolayisiyla {z} x Y topolojik uzay1 da Y gibi baglantilidir. Bundan ve

{z} xY CUUV

icindeliginden,
va{z} xY CUya{x}xY CV
cikar.
XU:{.%'EX{I‘}XYQU}
ve

XV:{.%'EX{JZ}XYQV}

olsun. O zaman
X =Xy uXy

olur. Elbette Xy, U'nun ve Xy, V'nin birinci izdisiimleridir:
Xy =pr(U) ve Xy =pry(V).

Ama pr; acik fonksiyondur, yani agik kiimeleri acik kiimelere gotiiriir (Aligtir-
ma 6.9). Demek ki X;7 ve Xy, X’in agik kiimeleridir. X baglantili oldugundan,
ikisinden biri mutlaka bogskiime olmak zorundadir, diyelim Xy = (). O zaman
X = Xy olur, ki buda X xY = U demektir. Teorem kanitlanmigtir. O

Teorem 9.12. Topolojik uzaylarin kartezyen ¢arpiminan baglantily olmast i¢in
yeter ve gerek kosul kartezyen carpymi alinan her topolojik uzayin baglantils
olmasidar.

Kanit: Eger [, ; X; baglantiliysa, izdiisiim fonksiyonlar siirekli olduklarin-
dan, Teorem 9.1’¢ gore her X; baglantilidir. Bu teoremin kolay kismi. Simdi
zor olan diger yoniini kanitlayalim.
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(Xi)ier, baglantili topolojik uzaylar ailesi ve X = [[,.; X; olsun.

iel
a=(a;)ier € X

olsun. C'; X topolojik uzaymin a’y1 iceren baglantili bilegeni olsun (bkz. Teo-
rem 9.2). Onsav 9.6’ya (ya da baglantili bilegenlerin kapali oldugunu soyleyen
Teorem 9.2’ye) gore C'nin X 'te yogun oldugunu, yani C = X esitligini kanitla-
mamiz yeterli. Bunun i¢in bog olmayan her acik kiimenin, C’yle, bog olmayan
bir altkiimede kesigtigini kanitlamak gerekiyor. Her agik kiimeyi deneyecegi-
mize, sadece tabanin acik kiimelerini, yani birbirinden degisik ¢1,...,4, € [
gostergecleri ve bog olmayan

Uy, € X4y, ...y Us

in

CX;

in

acik altkiimeleri icin,
U= pr;ll(Uil) N...N pr;nl(Ui )

bi¢iminde yazilan acik altkiimeleri deneyebiliriz. (Carpim topolojisinin tani-
mina gore, bog olmayan her agik kiime bu tiir agik kiimelerin bilegimidir.) Her
J=1,...,nigin bir b;; € U;; elemam alahm ve su tanimlar1 yapalhm:

Dlz{xGX:i#ilixi:ai},

Dy ={x € X :xjy =b;, veiF#iy,i2 = x; =a;},

Dgz{xEX:.Til :bil, Tiq :biz vei;«éil,ig,igjxi:ai},
Dn:{l'EX:.Z'il :bi17"'7xin71 :binflvei#il,...,in_l,in:>xi:ai}.

Dikkat edilirse her D; kiimesinde 7;’inci koordinat diginda tiim koordinatlar
sabit ve ¢;’inci koordinat X;; kiimesinde ozgtirce dolagabiliyor. Yani D; ~ X;..
Dolayisiyla D; baglantili bir kiime. Ayrica, kolayca goriilebilecegi tizere,

Dj N Dj-l,-l 7é Q)

Onsav 9.5%¢ gore
D=DiUuDyU...UD,

baglantili bir kiimedir. Ama a € D1 C D; demek ki
D CC.
Ote yandan D, NU # 0, yani DN U # 0, yani C N U # 0. O

Alistirmalar

9.9. Q’niin (Oklid topolojisiyle) her baglantili bileseninin tek bir noktadan olustugunu ka-
nitlaym. Bu tiir topolojik uzaylara tamamen kopuk uzaylar® denir.

4ingilizcesi totally disconnected space.
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9.10.
9.11.

9.12.

9.13.

9. Baglantililik

Sorgenfrey dogrusunun tamamen kopuk oldugunu kanitlayin.

i. (0,1) araligiyla [0, 1] arahginin topolojik olarak denk olmadiklarini kanitlaym.

ii. Bir dogruyla bir ¢emberin topolojik olarak denk olmadiklarini kanitlayin.

iii. R ile R*’nin homeomorfik olmadiklarini kanitlaymn.

Bir X topolojik uzayinda su iligkileri tanimlayalim:

e 1 ~ y ancak ve ancak z ve y aym baglantili altkiimedeyse. Bunun bir denklik iligkisi
oldugunu ve denklik siniflarinin X’in baglantili bilegenleri oldugunu gordiik.

e 1 = y ancak ve ancak

X=UuVv,UnV=0zecUveyeV

iligkilerini saglayan U ve V agik kiimeleri yoksa.

i. & iligkisinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayin. Bu denklik iligkisinin siniflarina
X’in nerdeyse baglant:ls bilesenleri® adi verilir.

ii. « elemanini iceren bir nerdeyse baglantili bilesenin z’i iceren hem acik hem de kapali
tim altkiimelerin kesigimi oldugunu kanitlayin.

iii. 2’1 igeren nerdeyse baglantili bilesenin, z’i iceren baglantili bilegeni igerdigini kanitla-
yin. Demek ki nerdeyse baglantili bilegenler (baz1) baglantili bilesenlerin bilegimidirler.
iv. Nerdeyse baglantili bilegenlerin baglantili bilegenlere esit olmadig1 bir topolojik uzay
bulun.

Q ile Q x Q topolojik olarak denk midir?

SIngilizcesi quasi-connected components.



Topoloji Alistirmalari

1. a # 0 ve b tamsayilar1 i¢in, Z'nin aZ + b bigiminde yazilan altkiimelerinin bilesimine
acik diyelim. Bir de @ acik olsun.
i. Bunun Z tizerine bir topoloji tanimladigini1 kanitlayin. Ipucu: Eger ebob(a, c), d—byi
bolmiiyorsa (aZ + b) N (¢Z 4+ d) = O olur. Aksi halde (aZ + b) N (¢Z + d) # @ olur ve
kesigimdeki herhangi bir w eleman igin kesisim ekok(a, ¢)Z + w kiimesine esit olur.
ii. Bu topolojide sonlu bir kiimenin ancak bogkiimeyse acik kiime olabilecegini kanitla-
yin.
iii. aZ+b bi¢iminde yazilan (agik) kiimelerin ayni zamanda kapal olduklarini kanitlayin.
iv. Z\{1,-1} = Up asal PZ esitliginden Z\ {1, —1} kiimesinin agik oldugunu kanitlayin.
v. Sonlu sayida asal olsaydi Z \ {1,—1} kiimesinin ayrica kapali olacagim kanitlayin.
Buradan sonlu sayida asal olamayacagini kanitlayin. (Asallarin sonsuzlugunun bu ilging
kamtini Hillel Fiirstenberg, 1955’te lisans 6grencisiyken bulmustur.)

2. Yukardaki topolojik uzay: ele aliyoruz.
i. Topolojinin Hausdorff oldugunu kanitlayn.
ii. Her s € Z i¢in « — x + s fonksiyonunun topolojik bir esleme oldugunu gosterin.
iii. Her s € Z igin x — sz fonksiyonunun stirekli oldugunu gosterin.
iv. Z x Z’den Z’ye giden (z,y) — z + y kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun siirekli
oldugunu kanitlayin.
iv. Z x Z'den Z’ye giden (z,y) — xy kuraliyla tanimlanmig fonksiyon siirekli midir?

3. f:R — R fonksiyonu, her a € R igin,

lim f(z) = f(a)

z—at
esitligini saglasin (yani “sagdan siirekli” olsun). f’nin R’nin iistlimit topolojisinde sii-
rekli oldugunu kanitlayin.
4. R*nin her kapali altkiimesinin (Oklid topolojisinde elbet) bir altkiimenin simir1 oldu-
gunu kanitlayin.
5. D ={(z,y) € R?: 22 + y* < 1} olsun. Oklid topolojisinde D’nin smirmim

S' = {(z,y) eR*:2” +9° =1}

oldugunu kanitlayin.

6. X bir topolojik uzay olsun. Eger X’in bir A altkiimesi A = (cl A)° esitligini sagliyorsa
A’ya diizgin ag¢ik kiime denir; eger A = cl(A°) esitligini saghyorsa A’ya dizgin
kapalr kiime denir.

i. Diizgiin kapali bir kiimenin tiimleyeninin diizgiin agik ve diizgiin acgik bir kiimenin
tiimleyeninin diizgiin kapali oldugunu kanitlayin.
ii. R’de diizgiin agik olmayan agik kiimelerin varligini gosterin.
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10.

Topoloji Alistirmalari

iii. A C X ise, (cl A)° kiimesinin diizgiin agik oldugunu kamtlayn.

iv. Iki diizgiin agik kiimenin kesigiminin diizgiin acgik oldugunu kanitlayin. Benzer 6ner-
menin bilegim icin dogru olmadigini gosterin.

Topolojik uzaylarin kartezyen carpimi iizerine kutu topolojisi alirsak, Teorem 6.6'nin
yanlig oldugunu kanitlayin. Teorem 6.5 kutu topolojisi i¢in dogru mudur?

X bir topolojik uzay ve a € V C X olsun. Eger a € U C V kosullarini saglayan
bir U agik kiimesi varsa, o zaman V’ye a'min bir komsulugu adi verilir. V,, a’'nin
komguluklarinin kiimesi olsun. Su 6zellikleri kanitlayin:

i. Hera € X ve her V€V, igina € V.

ii. V,’dan iki elemanin kesigimi gene V,’dadir.

iii. V. 'nin bir elemanimin ustkiimesi de V,’dadir.

iv. Eger V €V, ise, Oyle bir U € V, vardir ki, her x € U i¢in, V € V, olur.

v. X’in bir altklimesi, ancak ve ancak her elemaninin komsuluguysa agiktir; yani U’nun
acik olmast igin, “her x € U igin, U € V,” gerek ve yeter koguldur.

X bir kiime olsun. Her a € X igin, yukardaki i, ii, iii ve iv kogullarimi saglayan bir () #
Vo C o(X) verilmis olsun. Yukardaki v kogulunu X’in agik kiimelerini tanimlamak igin
kullanalim. Bu tanimin X’i topolojik bir uzay yaptigini kanitlayin. Bu topolojik uzayn
bir a noktasinin komsuluklarinin aynen V, kiimesinin elemanlar: oldugunu kanitlaymn.
X bir topolojik uzay olsun. X’in Borel kiimeleri kiimesi B(X), o(X)’in su kosullari
saglayan en kiigiik altkiimesidir:

a. Acik kiimeler B(X) tedir.

b. B(X)’ten sayilabilir sayida elemanin kesisimi de B(X)’tedir.

c. B(X)’in bir elemanimin X’te tiimleyeni de B(X)’tedir.

0 < a < ws i¢in (yani sayilabilir bir o ordinali i¢in) B (X)’i @ lizerine timevarimla g6yle
tanimlayalim: Bo(X), elemanlar1 X’in acik ve kapali kiimelerinden olugan kiime olsun.
Ba(X), Ug<q Bs(X) kitlmesinden sayilabilir sayida elemanin kesigimleri ve |, _,, Bs(X)
kiimesinin elemanlarinin tiimleyenlerinden olugsun. B, (X) = B(X) esitligini kantla-
yin.
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10. Metrik Uzaylar

10.1 Tanim

Kitabin sifirinci boliimiinde R’de analiz konusunu igledikten sonra topolojiye
egilmigtik. Ama daha 6nceki ciltlerde hep R’de caligmistik, hi¢c R’nin digina
gikmamigtik. Simdi R’ye geri doniip R’de tanimladigimiz yakinsaklik, siireklilik
gibi kavramlarin tanimlarina bir kez daha géz atalim. Daha sonra topolojiye
geri donecegiz.

Bir (zy,)n gercel sayilar dizisinin bir a gercel sayisina yakinsamas: demek,
her € > 0 sayis1 igin,

n>N = |z, —al <e

Onermesinin saglandigi bir N sayisinin var olmasi demektir.
Siireklilik icin ise su tanimi vermistik: Bir f : R — R fonksiyonunun bir a
sayisinda siirekli olmasi demek, her € > 0 sayisi igin,

[z —al <d=[f(z) - fla)] <e€

Onermesinin saglandigi bir § > 0 sayisinin var olmasi demektir.
Her iki tanimda da kullanilan,

|z —y|

mutlak deger fonksiyonuna odaklanalim.

Tanmimlarda mutlak degerden s6zedildigine gore, yakinsakhiga, limite, siirek-
lilige dair teoremlerimizin kanitlarinda zorunlu olarak mutlak deger fonksiyo-
nunu kullandik.

“Mutlak deger fonksiyonunu kullanmak” ne demektir? Matematikte, hicbir
zaman bir nesnenin kendisi (“nesnenin kendisi” her ne demekse!) kullanilmaz.
Sadece o nesnenin baz ozellikleri kullanilir.

Botanikte elmanin kendisi, kimyada alkoliin kendisi, biyolojide baligin ken-
disi kullanilabilir ama tamamiyla zihinsel bir ugras olan matematikte bir nes-
nenin kendisi degil, nesnenin bazi 6zellikleri kullanilir. (Nesnenin kendisi kay-
bolup sadece 6zellikleri kaldiginda, geriye kalana “kavram” adi verilir.)
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Nitekim bir bilim dali ne kadar ¢ok nesneden uzaklasirsa, o kadar kavramsal
olur; bir de simgelesmeye bagladiginda o zaman o bilim dali matematiksel
olmaya baglar.

Matematiksel bir kanit sonlu sayida sozciikten olusur ve sonlu sayida so6z-
ciikle matematiksel bir nesnenin ancak sonlu sayida ozelligi sayilabilir. Ornegin
esitsizlik lizerine bir sonucun kanitinda, esitsizligin anlami ya da kendisi degil,
esitsizligin,

r <z,
r<yvey<zxise xr =y,
r<yvey<zisexr < z,
yaz <yyaday<uz,
0< 22

gibi sonlu sayida 6zelligi kullanilmigtir. Esitsizliklerle ilgili bir teoremin kani-
tinda sadece yukardaki 6zellikler kullanilmigsa, o zaman o teorem, adi esitsizlik
olsun ya da olmasin, bu ozellikleri saglayan tiim iligkiler icin gegerlidir. Do-
layisiyla, matematiksel bir teorem, kanitinda s6z edilen sonlu sayida o6zellikleri
saglayan tiim matematiksel nesneler i¢in kanitlanmigtir.

Bu derin sozlerden sonra, yeryiiziine inip bugiine kadar matematik haya-
timizda mutlak degerin hangi 6zelliklerini kullandigimiz sorusunu soralim.

Her seyden 6nce, mutlak deger adi verilen sey, bir fonksiyondur, R x R
kiimesinden RZ° kiimesine giden bir fonksiyondur. Bu basit olgu disinda,
onceki sayilarimizda mutlak deger fonksiyonu hakkinda, her x, y, z € R i¢in
gecerli olan su ti¢ 6zelligi kullandik:

1. |x — y| sayis1 ancak ve ancak = = y ise 0 olur (yoksa mutlak deger
pozitiftir). Bigimsel yazilimla

lt—y| =0 z=y.

2. |lz—yl=ly—=l

3. Jo —yl < o — 2l + |z — yl.

Simdi |z — y| yerine d(x,y) yazalim. Ne farkedecek ki! O zaman yukardaki
ozellikler gu hale doniigtirler:

1. d(x,y) = 0 ancak ve ancak = =y ise.

2. d(z,y) = d(y, ).

3. d(z,y) < d(z,z)+d(zvy).

Gergel sayilarda analize dair tanimladigimiz her kavrami ve kanitladigimiz
hemen hemen her sonucu |z — y| yerine d(z,y) yazarak kamitlayabilirdik (el-
bette!)

Demek ki aslolan mutlak deger degil, mutlak degerin yukardaki ti¢ 6zelligi...
Demek ki ashnda biz sadece gergel sayilarla ilgili tanimlar/sonuglar degil, yu-
kardaki ozelliklerin dogru oldugu matematiksel yapilarda tanimlar/sonuglar
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tanimliyormusuz/kanitliyormusguz. Yani, gortinenden ¢ok daha genel bir gey
yaplyormusuz.

Bu edebi sozleri matematiksellegtirelim. X herhangi bir kiime olsun. Ana-
lizde bugiine kadar R icin yaptiklarimizi X icin yapmaya calisacagiz. X sim-
dilik sadece bir kiime; tistiinde illa toplama ya da carpma gibi iglemler yok.

d, X x X’ten R2° kiimesine giden bir fonksiyon olsun. Her z, vy, z € X
igin, d fonksiyonunun su ozellikleri sagladigini varsayalim:

M1. d(z,y) = 0 ancak ve ancak z =y ise.

M2. d(z,y) = d(y, ).

M3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Gergel sayilar kiimesi R ve mutlak deger fonksiyonu |z — y| igin yaptigimiz
hemen hemen her seyi X kiimesi ve d(x,y) fonksiyonu icin de yapabiliriz.
Boylece R i¢in tanimladigimiz kavramlar: ve kanitladigimiz sonuclar: genelles-
tirerek, ¢cok daha genel (ve elbette ¢ok daha soyut) kavramlar ve sonuclar elde
ederiz.

Metrik uzaylar1 matematiksel olarak tamimlama zamani geldi. X bir kiime
ve X flizerinde, yukardaki M1, M2, M3 o6zelliklerini saglayan bir

d: X x X - R

fonksiyonu tanimlanmig olsun. O zaman (X, d) ¢iftine metrik uzay adi verilir.
d fonksiyonuna ise X iizerinde mesafe ya da metrik denir. d(z,y) says1 ©
ile y arasindaki mesafedir.

Bir metrik uzayinin hayali resmi.
d(x,y), x ile y arasindaki en kisa
yolun uzunlugu olarak diistintilebilir.
Her sey hayali tabii.

Alistirmalar

10.1. d, X x X’ten R’ye giden bir fonksiyon M1, M2, M3 kosullarini sagliyorsa negatif degerler
alamayacagini kanitlayin.

10.2. d, X x X’ten R kiimesine giden bir fonksiyon olsun ve her z, y, z € X igin,
i. d(z,y) = 0 ancak ve ancak x = y ise,
ii. d(z,y) < d(z, z)+d(y, z) 6zellikleri dogru olsun. d’nin X tizerinde bir metrik oldugunu
kanitlayin.

10.3. d, X {lizerine bir metrikse, her z, y, z € X i¢in, d(z,y) > |d(z, z) — d(z,y)| esitsizliginin
gegerli oldugunu kanitlayin.
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Ayni X kiimesi tizerinde degisik metrikler tanimlayabiliriz ve her seferinde
degisik bir metrik uzay elde ederiz. Mesela bir salyangoz icin bir elma tistiindeki
mesafe yiizeysel mesafedir, ama bir kurtquk elmay1 kemirebileceginden kurtguk
elmay1 salyangozdan degisik bir metrik uzayi olarak goriir. Duvarlari delip
gecen goriinmez adam bir sehri bizden degisik bir metrik uzay: olarak algilar.
Bir ugakla bir trenin yeryiiziindeki metrikleri elbette degisik olmalidir. Ayni
kiimeyi degisik bicimlerde metrik uzay: olarak algilamanin yararlarini gérdiik-
ten sonra M1, M2, M3 ozelliklerini diinyamizdan orneklerle yorumlayalim.

Ik olarak, iki nokta arasindaki mesafenin negatif olamayacagma dikkati
cekelim, ciinkii d fonksiyonu degerlerini RZ? kiimesinden alir.

M1, iki nokta arasindaki mesafenin ancak noktalar birbirine egitse 0 olaca-
gin1 soyliiyor. Daha fiziksel bir ifadeyle, bir noktadan bir diger noktaya gitmek
bedava degildir, belli bir yol katetmek gerekir.

M2, A noktasinin B noktasina olan uzakliginin B noktasinin A noktasina
olan uzakligina esit oldugunu soyliiyor. Tek yon olan trafiklerde bu 6zellik
dogru olmayabilir ama genelde dogrudur. M2 6zelligi mesafenin simetrik oldu-
gunu soyler.

M3, bir noktadan bir baska noktaya gitmek i¢in bir bagka noktadan gegmek
istersek, yolun kisalmayacagini, hatta tam tersine uzayabilecegini soyliiyor;
daha matematikgesiyle M3, iiggen esitsizliginin metrik uzaylarda dogru oldu-
gunu soyliiyor.

Goruldiigi gibi, M1, M2, M3 o6zellikleri bir mesafe kavramindan bekledik-

lerimizi 6zetliyor.

10.2 Ornekler

Bu altboliimde binlerce metrik uzay: ornegi verecegiz ve boylece soyutlamanin
yararlarini bir kez daha sergilemis olacagiz. Orneklerimizin her biri matema-
tikte sik sik kargimiza cikan orneklerdir ve hicbiri yok sayilamaz.
En dogal demeyelim de, yasamda karsimiza en sik cikan orneklerle basla-
yalim.
Ornekler
10.4. Ik 6rnegimiz yukarda verdigimiz ve ilham kaynagimz olan standart (R, d) cifti. Burada
d(z,y) = [z —yl.
Buna R iizerine Oklid metrigi adi verilir.
10.5. Bir boyuttan ¢ok boyuta gegelim. X = R" ve

m:(ml7~--,mn),y:(yl7---7yn) eRn
ise

n 1/2
d(z,y) = da(z,y) = (Z(% - yi)2>

=1
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10.6.

olsun. Béylece R™ bir metrik uzayi olur: M1 ve M2 kogullarimin dogruluklar: bariz. M3 ise
Cauchy-Schwarz esitsizliginden [N5] dolayr dogru. n = 1 ise, aynen bir énceki ornekteki
metrik uzaymi buluruz.
Bu metrik uzayma n boyutlu Oklid uzay, mesafeye de Oklid mesafesi/metrigi ad
verilir. Eger bagka bir gey sdylenmemigse, R"’den metrik uzay1 olarak sozedildiginde hep
Oklid uzay1 anlagilmal.

Y2 =%

X

Y17 %

Xy Vi

Pisagor Teoremi’ne gore, x ile y arasindaki mesafe

\/(yl - x1>2 +(y, - x2)2 dir.

Eger n =1 ise, bu, bir 6nceki 6rnegi verir.

Eger n = 2 ise (n = 3 ise de), Pisagor Teoremi’'nin yardimiyla bulunan “iki nokta
arasindaki mesafe” kavramini buluruz.

(X1,e1),...,(Xn, en) metrik uzaylar ve X = [], X; kartezyen carpim olsun. Herhangi
bir p > 1 gergel sayisi secelim. Eger

T = (wlv"'ax”ﬂ)a y: (yla"'vy’ﬂ) GX

ise

n 1/p

dp(z,y) = <Z ei(:vi7yi)p>

i=1
tanimim yapalim. O zaman (X, d,) ¢ifti bir metrik uzayidir. M1 ve M2’nin dogrulugu
su gotiirmez. M3 ise, e;’lerin tiggen esitsizliginden ve Minkowski Esgitsizligi'nden [N5]
kolaylikla cikar.
Eger (Xi,e;) metrik uzaylarinin herbiri Ornek 10.4’teki 1 boyutlu R metrik uzayiysa ve
p = 2 ise o zaman Ornek 10.5’yi buluruz.

(Xi, e;) metrik uzaylarmin herbiri Ornek 10.4’teki 1 boyutlu R metrik uzay: olsun. p = 1
alalim. Isi kolaylagtirmak icin n’yi 2 alalim. O zaman,

di((z1,72), (y1,92)) = |21 — 22| + [y1 — y2|

olur. Bu aynen, bir satrang tahtasinda kalenin mesafe kavramidir: Kalenin (z1, z2) kare-
sinden (y1,y2) karesine gitmek i¢in ge¢mek zorunda oldugu minimum kare sayisidir. Ya
da New York gibi yollarin kuzey-giiney ve dogu-bat1 yoniinde oldugu bir sehirde, taksi
sofériiniin mesafesidir. Nitekim bu metrige New York ya da Manhattan metrigi dendigi
de olur.

Yy y

x
2
ly, = x,l

X1 1

Bu metrige gore x ile y arasindaki
mesafe ly, — x| + ly, — x, dir.
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10. Metrik Uzaylar

Eger yukardaki tanimla 0 < p < 1 alirsak iiggen esitsizligi artik dogru olmaz. Ama bu
durumda d’nin tamimini hafifce degistirerek bir metrik bulabiliriz. Eger 0 < p < 1 ise,

d(z,y) =D ei(wi,y:)”
=1

tammu, kartezyen ¢arpim iizerine bir metrik verir. Uggen esitsizligi Minkowski esitsizli-
ginin kolay bir sonucudur, bkz. [N5].
(X, d) bir metrik uzay ve Y C X olsun. d : X x X — R=? fonksiyonunu X x X’in ¥ x Y
altkiimesine kisitlarsak

dyyxy : Y xY — R>°
fonksiyonu elde ederiz. d|yyxy fonksiyonu da elbette, aynen d gibi M1, M2, M3 &zellik-
lerini saglar. Dolayisiyla

(Y7 d\YxY)

bir metrik uzayidir. Bu metrik uzayma X'’in altuzay: adi verilir. djy «y metrigine de
(X’ten) Y’ye indirgenmis metrik adi verilir. X’in bir altuzayinda, iki nokta arasindaki
mesafe, bu noktalar X’te de goriilse, altuzayda da goriilse degismez.

(Y7 d\YXY)

yerine (Y, d) de yazldig1 olur. Aksi sdylenmedikge, bir metrik uzaymin bir altkiimesi
iizerine bu metrik uzay yapis: verilir.

Bir metrik uzayimin tiim mesafelerini belli bir pozitif sabit sayiyla carparsak gene bir
metrik elde ederiz. Mesela (X, d) bir metrik uzayiysa,

d'(z,y) = 5d(z,y)
tanimini yaparsak, yeni bir metrik uzay1 elde ederiz. Bu iki metrik uzay1 arasinda ¢ok
derin farkliliklar olmadigin ileride gorecegiz.

Simdi herhangi bir X kiimesi iizerinde tuhaf bir metrik tanimlayacagiz:

_ | 1 egerx#yise
d(x,y)—{ 0 eger x =y ise

Yani iki nokta arasindaki mesafe ya 1 ya da 0. Ve elbette, mesafenin tanimi geregi, eger
iki nokta ayni noktalarsa mesafe ancak 0 olabilir, yoksa mesafe 1’dir. Bu, X kiimesi
iizerine bir metrik tanimlar. Bu metrige X {izerine ayrik metrik adi verilir.

A’nin her yere mesafesi 1,
sadece kendisine mesafesi 0

Eger 1 yerine pozitif olmas1 koguluyla bagka bir say1 alsaydik pek bir sey degismezdi,
gene bir metrik elde ederdik. Bu yeni metrik ayrik metrigin Ornek 10.8’teki anlamiyla
sabit bir ¢carpimidir elbet.

(X1,e1),. .., (Xn,en) metrik uzaylar: ve X =[], X; olsun. Ahstirma 10.6’da p > 1
igin (X, dp) metrik uzaylarini tamimladik. Burada X tizerine do olarak gosterecegimiz
bir metrik tanimlayacagiz. Eger

= (2:i)i,y= (ys)i € X
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ise
doo(x,y) = max{e;(zs,y:) :i=1,...,n}
tanimim yapahm. O zaman (X, ds) bir metrik uzay1 olur. M1 ve M2’nin dogrulugu ¢ok
belli. M3’iin dogrulugu biraz daha az belli ama bu da ¢ok da zor degil:
doo (w,y) = max e;(x:,y;) < max (ei(wi, i) + ei(zi, i)

< i e4(i, 20) + i ez, 01) = doo (2, 2) + doo(2,).

Ozellikle X = R ve di1 = d2 Oklid mesafesi oldugu duruma dikkat cekeriz.

y
b2 y
ly, = x|

x
2 _
ly, — x4l

*1 Yy

Bu metrige gore x ile y arasindaki mesafe
d_(x,y) = max{ly, — x|, ly, — x,l} dir.

Sekle inanacak olursak mesafe ly; — x| oluyor.

10.11. Yukardaki 6rnekte kartezyen garpimin sonlu olmasina da gerek yok, sonlu ya da sonsuz
bir I kiimesi igin (X, e;)ier bir metrik uzayi ailesi ve X = []; X; olsun. Eger

= (z:)i, y = (y:)i € X
ise
doo(x,y) = sup{ei(wi,y:) 1 € I}

tanimini yaparsak, I sonsuz oldugunda de(x,y) = oo olabilir. Bu durumu engellemek
icin, tanimi,

doo (z,y) = sup{min{e;(x;,y:),1} : i € I} = min{sup{e;(zi,y:) : ¢ € I}, 1}

olarak degistirelim. O zaman (X, ds) bir metrik uzay: olur. Kamt1 okura birakiyoruz.
[1; X = Fonk(I, X) esitligi bu metrik uzaya bambagka bir boyut katar. Ilerde sik sik
sozedecegiz.

10.12. X bir kiime ve d; ve dz, X lzerine herhangi iki metrik olsun. Her z, y € X i¢in,

d(ilj, y) = max{dl (:IZ, y)7 d2($7 y)}

olsun. O zaman d, X tizerine bir metriktir. M1 ve M2’yle gimdiye kadar hep oldugu gibi
kolayca basa cikariz. M3 de ¢ok biiyiik bir sorun cikarmiyor:

d(z,y) = max{di(z,y),da(z,y)}
<max{di(z,2) + di(z,y),d2(z, z) + d2(z,y)}
<max{di(z,2),d2(x, 2)} + max{di(z,y),d2(z,y)}
=d(z, z) + d(z,y).

Elbette iki metrik yerine herhangi bir n > 1 dogal sayis1 i¢in, X iizerine n tane metrik

alip yukardaki gibi tiim bu mesafelerin maksimumunu alabilirdik.
10.13. (X, d)“herhangi bir metrik uzay olsun. X’in noktalar1 arasindaki mesafe ¢ok gok biiyiiye-

bilir. Ornegin Oklid uzaylarinda noktalar arasindaki mesafelerin ustsiir: yoktur. Eger
bu rahatsizlik veriyorsa, mesafeleri iistten sinirlayabiliriz. Ornegin

d'(x,y) = min{d(z,y), 1}
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10.14.

10.15.
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tanimini yapalim. d’, X iizerine bir mesafedir ve bu mesafeye gire noktalar arasidaki
mesafe en fazla 1 olur. (1 metreden 6tesini 1 metre sanan metrik.) M1 ve M2’nin kanitlar
kolay. M3 de ¢ok zor degil. Kamit: okura birakiyoruz. Bkz. Ornek 10.17 ve 10.19.

X, birim kiirenin yiizeyi olsun. Kiirenin yiizeyinde alinan iki nokta arasindaki kiirenin
ustiinden giden en kisa yol, asagidaki sekilde gosterildigi gibi, merkezi kiirenin merke-
zinde olan “biiylik ¢gember”in iistiindedir. Bu iki nokta arasindaki mesafeyi, bu en kisa
yolun uzunlugu olarak tanimlayalim. Bu bize kiirenin yiizeyi iizerine bir mesafe kavrami
verir.

Yukarda yaptigimizi ogu zaman R? ya da R%’nin bagka altkiimeleri icin de yapabiliriz.
Ornegin X, torus (simit) adi verilen tekerlek bi¢imindeki yiizey olsun.

N

Torus tstiinde iki A ve B noktasi alalim. A’dan B’ye giden ve torus’un hep tistiinde kalan
birgok yol vardir. Bu yollarin en kisasinin uzunluguna o iki nokta arasindaki “mesafe”
diyelim. Bu bize torus lizerine bir metrik verir.

Daha 6nce iglemedigimiz konulara girdigimizi farketmigsinizdir, ne “yol” ne de “bir yo-
lun uzunlugu” kavramini tanimladik. Buradaki amacimiz tam matematiksel 6rnekler
vermek degil, okura sezgi kazandirmak. Yol ve yolun uzunlugu kavramlarini bildigimizi
varsayarak devam edelim.

Her zaman en kisa yol olmayabilir. Ornegin X = R?\ {(0,0)} ise, (1,1) noktasiyla
(—1,—1) noktas: arasinda hep X’te kalan en kisa yol yoktur (olsaydi bu yol (0,0) nok-
tasindan ge¢mek zorunda kalirdi.) Ama en kisa yol olmasa da, hi¢ olmazsa, yollarin
uzunluklarinim en biiyiik altsinirimi (inf’ini) alabiliriz.

»(1,10)

(0, 0)

1,-1) o
En kisa yolun olmadigi bir uzay : R2\ {(0, 0)}.

R*iin X altkiimesinin su 6zelligi olsun: “X’in herhangi iki noktasi arasinda ‘uzunlugu’
sonlu olan bir yol vardir.” Bu durumda X’in iki noktasi arasindaki mesafeyi, bu iki
nokta arasindaki yollarin uzunluklarimin en biiyiik altsinir1 olarak belirleyebiliriz. Bu
bize bir mesafe kavrami verir.
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Ama X'in iki noktasi arasinda sonlu uzunlukta bir yol olmak zorunda degildir. Bir
ornegin resmi agsagida. X kiimesi, uzunluklar 1,1/2,173,1/4,1/5, ... olan dogru parga-
lariin asagidaki sekildeki gibi birbirleriyle
12
1/6
1512
1/4

birlestirilmesinden olugsun. X’e bir de bu dogru pargalarinin “en ucundaki yogunlagma
noktasini” ekleyelim. Bu yogunlagma noktasindan X’in bagka bir noktasina giden sonlu
uzunlukta bir yol yoktur.

10.16. G bagimntili (yani her noktadan her noktaya en az bir yolun oldugu) herhangi bir ¢izge ol-
sun. G'nin iki noktasi arasindaki mesafe, bu iki nokta arasindaki en kisa yolun uzunlugu
olsun. Béylece G bir metrik uzay1 olur. Asagidaki sekilde bir 6rnek verdik.

A

Bu cizgede A ile B noktalari arasindaki mesafe 4.
A ile B arasinda uzunlugu 4 olan iki degisik yol var.

Bir sonraki ornek icin bir 6nsav ve bir tanim gerekiyor.

Onsav 10.1. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. o € X olsun. Eger
A’nin noktalariman xg’a olan mesafeleri stmarlysa, o zaman bu dzellik xy yerine
X in her noktasu i¢in gegerlidir. Ayrica bu durumda her a, b € A i¢in d(a,b) <
r egitsizligini saglayan bir r sayisy vardar.

Kanit: A'nmin elemanlarinin xg’a olan mesafeleri A’dan biiyiik olmasin. xq,
X’in herhangi bir eleman1 olsun. O zaman her a € A i¢in,

d(a,z1) < d(a,zo) + d(zo,z1) < A+ d(z0, 1)

olur. Demek ki A’nin elemanlarinin x’e olan uzakhigr A + d(zo, z1) sayisindan
biiyiik olamaz.
a ve b, A'nin herhangi iki elemani olsun. O zaman,

d(a,b) < d(a,zo) + d(zo,b) < 2\
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olur. r = 2 almak yeterli. O

Bir metrik uzayin yukardaki 6zelligi olan altkiimelerine senarls denir. Son

onermeyi saglayan r sayilarinin en biiyiik altsimirina A’nin ¢ap: adi verilir.
A’nin X’e egit olabilecegi gbzden kagmamali.

Ornekler

10.17.

10.18.

10.19.

(X, d) herhangi bir metrik uzay1 olsun.

d(z,y)
d(z,y) = —22
(@,y) 1+d(z,y)
tanimi bize bir bagka metrik verir. (Okura aligtirma.) Bu yeni metrikle iki nokta ara-
sindaki mesafe 1’den kesin kii¢iik olur. Eger (X, d) metrik uzay: smirsizsa yeni metrik
uzaymin ¢apt 1 olur ama mesafesi 1 olan iki nokta yoktur.
I herhangi bir kiime ve (M, d) herhangi bir metrik uzay olsun. I’dan M’ye giden bir f
fonksiyonunun (ya da []; M kiimesinin bir elemanmm) imgesi simirliysa, yani
sup{d(f (), f(j)) : 4,5 € I} < o0
ise, f’ye swnarly fonksiyon diyelim. £°°(I, M), ’dan M’ye giden sinirh fonksiyonlar
kiimesi olsun. f,g € £>°(I, M) igin
d(f,g) = sup{d(f(i),g(i)) : i € I}
tanimini yapalim. O zaman d(f, g) € R olur. Ciinkii r ve s swrasiyla f(I) ve g(I) kiime-
lerinin capiysa ve j € I sabit bir elemansa, her 7 € [ i¢in,
d(f(i),9(2)) < d(f(@), f(5)) + d(£(5), (7)) + d(9(5), 9(i)) <7+ d(f(5),9(j)) + 5
olur. (¢>°(1, M), d) bir metrik uzaydir.
I herhangi bir kiime ve (M, d) herhangi bir metrik uzay olsun. I’dan M’ye giden fonk-
siyonlar kiimesini Fonk(Z, M) ya da [, M ya da M"' (Kartezyen garpim) olarak goste-
riyoruz. f, g € M’ icin,
d(f,9) = sup{min{d(f (i), 9(z)),1} : i € I}
tanimini yapalim. O zaman her f ve g igin d(f, g) < 1 olur. (Ama bu hig énemli degildir!)
(Fonk(I, M),d) bir metrik uzaydir. Buna diizgiin metrik adi verilir. Cok 6nemlidir!
Yakindan gorecegiz.

Aligtirmalar

10.20.

10.21.

(X,d) bir metrik uzay olsun. f : RZ% — R2° icbiikey, artan ve f(0) = 0 esitligini sag-
layan bir fonksiyon olsun. (Ornegin 0 < p < 1 igin f(z) = 2P ya da f(z) = In(1 + z).)
O zaman, d'(x,y) = f(d(z,y)) formiilii bir metrik tanimlar m1?

X bir kiime, (Y, d) bir metrik uzay ve f, X’ten Y’ye giden birebir bir fonksiyon olsun.
O zaman d'(z,2’) = d(f(x), f(z')) formiilii X {izerine bir metrik tanimlar. Kanitlayin.

10.3 Yuvarlar

R?’de merkezi A(a, b) noktasi olan r yaricaph acik daire, daha dogrusu dairenin

ici,

B(A,r) olarak gosterilir; cebirsel olarak da goyle ifade edilir:

B(A,r) = {(x,y) cR?: \/(:c—a)2+(y—b)2<r}.

Resim agagida. Dairenin (noktali ¢izilmig olan) sinirlari dairenin igine dahil
degildir.
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R? iizerinde Oklid metrigi
d((z,y), (a,0)) = v/(z — a)? + (y — )

formiilii tarafindan verildiginden,

B(A,r) = {(z,y) € R? : d((x,y), (a,)) <7}

olarak da yazilabilir. (x,y) yerine P, (a,b) yerine A yazarsak,
B(A,r) ={P cR*:d(P,A) < r}

elde ederiz.
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Ayni tamimi herhangi bir metrik uzayda da yapabiliriz. (X, d) herhangi bir

metrik uzay olsun. a € X ve r € R olsun. O zaman

B(a,r) ={x € X :d(a,x) <r}

kiimesine A merkezli r yaricapls yuvar ya da top adi verilir. Asagida ha-
yali bir metrik uzayda hayali bir yuvarin hayali bir resmini ¢izdik. Bir yuvar,
sinirlarini icermeyen bir bolge olarak hayal edilmeli. Bu yiizden bazen yuvar

yerine ac¢ik yuvar denir.

Eger r < 0 ise, B(a,r) = 0 olur elbette. Ama eger r > 0 ise, a noktasi
her zaman B(a,r) yuvarinin igindedir. Ayrica, merkez ayni kalir da yarigap

biiytirse, yuvarlar biiytirler.

B(A, r): A merkezli,  yarigcapl yuvar
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Eger birden fazla metrik varsa, B(a, r) yerine, d metrigini gosteren By(a, )
yazilimi kullanilabilir.

Ornekler

10.22. R iizerine d(z,y) = |z — y| metrigini (yani Oklid metrigini) alacak olursak, a € R
merkezli 7 > 0 yarigaplh yuvar, (a — r,a + r) agik araligidir.
Bu altboliimiin girisinde goriildiigii tizere, R? tizerine Oklid metrigini alirsak, yuvarlar
dairelerin igi olur.

A
lon
D 4(1,0)
' ’ (0,00
R Oklid uzayinda B(0, 1) R2 Oklid uzayinda B((0,0), 1)

R? {izerine Oklid metrigi alirsak, yuvarlar kiirelerin igidir.

Bu ii¢ Oklid uzaymdaki yuvarlar yukarda cizdik. Bunlar algik oldugumuz yuvarlardr.

Birazdan pek aligik olmadigimiz tiirden yuvarlar gorecegiz.

R*’iin de yuvarlar vardir elbet ama kisith yetilerimizden dolay1 resmini ¢izemeyiz.
10.23. Bu béliimde R? kartezyen carpimi iizerine bircok degigik metrik tanimladik. Aralarin-

daki farki anlamak ve yuvarlarla daha hasir nesir olmak amaciyla, bu metriklerin herbiri

i¢in yuvarlar: iki boyutlu Oklid uzayinda gosterelim.

Oklid metriginde yuvarlar1 biraz énce gosterdik. Simdi R? iizerine Ornek 10.12’da ta-

nimladigimiz deo metrigini alalm: = = (21, 22), y = (y1,y2) € R? ise

doo(,y) = max{|z1 — v, |22 — 2|}
olsun. Bu metrikte, O(0,0) merkezli 1 yaricaph yuvar,
{(z,y) €R* 2] <1,y <1}
kiimesidir. Resmi agagida.

dw((xl, xz)a (yp yz)) = max{lyl - x]'s |)'2 - le}
metriginde (0, 0) merkezli, 1 yaricapli yuvar

Simdi de R? iizerinde Ornek 10.6'te tammladigimiz metrigin 6zel bir halini alalim:
z = (21,22), y = (y1,y2) € R

ise
di(@,y) = |z1 — y1| + [w2 — y2|

olsun. Bu metrikte O(0,0) merkezli 1 yaricaph yuvar,

{(z,y) €R* : [a| + |y < 1}
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kiimesidir. Resmi agagida.

d1((x1, x5)s (V5 ¥5)) = |)’1 _x1| + |y2 - le
metriginde (0, 0) merkezli, 1 yaricapli yuvar (baklava)

Gortldugi gibi yuvarlar metrige gore degigiyor, alinan metrige gore, daire, kare ya da
baklava seklinde olabiliyor.
10.24. Bir X kiimesi iizerine ayrik metrigi alirsak (Ornek 10.9), ii¢ tiir yuvar buluruz:

X eger r > 1 ise
B(a,r) =4¢ {a} eger0<r<1ise
0 eger r < 0 ise

10.25. X herhangi bir kiime ve (Y, d) bir metrik uzay olsun. f, g € Fonk(X,Y') i¢in,
doo(f, 9) = sup{min{d(f(z), g(2)), 1} : @ € X} = min{sup{d(f(z),g(x)) : € X}, 1}
tanimini yapalim. Bu tanim Fonk(X,Y') kiimesini bir metrik uzay: yapar. (Bkz. Ornek
10.11.) f € Fonk(X,Y) ve € < 1 igin,
B(f,e) ={g: X =Y : Ve d(f(z),g(x)) < e}
olur. Eger X =Y = R ise B(f,¢) grafigi agagidaki gri alanda olan fonksiyonlar kiimesi-
dir.

f merkezli, € yaricapli yuvar, grafigi yukardaki gri alanda
olan fonksiyonlardan, yani her x i¢in

o ) —e<glx) < flx) e
esitsizliklerini saglayan g fonksiyonlardan olugur.

10.26. p > 1 olsun ve R? {izerine, = = (z1, z2), ¥ = (y1, y2) € R? icin,

dy(z, y) = (lz1 — 0|” + |22 — o) /7

kuraliyla verilmis metrigi ele alahm (bkz. Ornek 10.6.) p = 1 i¢in bu, biraz once
gordiigiimiiz, yuvarlar: baklava biciminde olan metrikti.

Birkag 1 < p sayist i¢in dp metriginin (0,0) merkezli 1 yarigapli yuvarlarini asagida
cizdik. p, 1’e yaklagtikca yuvar en icteki baklavaya benzer, limitte de baklava olur. p
biiytidiikge yuvar biiyiir, genisler. Eger p < 2 ise, yuvar, 1 yarigapl dairenin i¢indedir.
p, 2'ye yakinsadik¢a yuvarlar daireye yakinsarlar. p > 2 ise yuvarlar daireyi igerirler.
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p biiytidiikge yuvarlar kareye benzemeye baglarlar, p, gergekten (1) sonsuza gittiginde
de, yuvarlarin limiti karedir. Bu arada karenin Ornek 10.23’deki doo metriginin yuvari
olduguna dikkatinizi gekerim.

<« p>2

— p =2 (daire)
—1l<p<2

— p =1 (baklava)

1

= oo, d_ metriginin yuvari

Her ne kadar yuvarlarin bigimleri metrige gore degisiyorsa da, biz, yagadigimiz diinyayla
bir baglant1 kurmasi igin, yuvarlar: sinirini icermeyen dairemsi ovaller olarak ¢izecegiz.

Alistirmalar
10.27. (X, d) bir metrik uzay ve a € X olsun. Eger (r,,), pozitif gercel say:1 dizisi 0’a yakinsi-
yorsa, a € ), B(a,r,) olur. Bu kesigimin tek elemanl {a} kiimesi oldugunu kanitlayin.

10.28. Oyle bir metrik uzay1 ve B, = B(an, 1/n) yuvarlari bulun ki Bp11 C B ve (), Bn =0
olsun.

10.29. Bir onceki ornekteki gibi yuvarlarin bulunamayacagi bir metrik uzay1 bulun.
10.30. Herhangi iki yuvarin kesigiminin gene bir yuvar oldugu bir metrik uzay1 var midir?
10.31. Her yuvarin sayilabilir oldugu bir metrik uzayin sayilabilir oldugunu kanitlayin.
10.32. Bir metrik uzayda her yuvarin kardinalitesi en fazla k > w ise, metrik uzayimin kardi-
nalitesinin en fazla k oldugunu kanitlayin.
Yuvarlarin Ozellikleri. Bu béliimiin sonuna kadar (X, d) bir metrik uzayim
simgeleyecek. Basit ama ¢ok kullanigl bir sonucla baglayalim.

Onsav 10.2. a € X ve B(a,r) bir yuvar olsun. Eger p € B(a,r) ise oyle bir
€ > 0 vardwr ki, B(p,€) C B(a,r) olur.
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Kanit: Eger bir € sayis1 6nsavdaki kosulu dogruluyorsa, o zaman bu e’dan
kiiciik €’lar da aym kosulu dogrularlar elbette. Her metrik uzayda kosulu
dogrulayan e sayilarmin en biiytigiinii bularak énsavin bizden istediginin faz-
lasin1 bulacagiz.

p € B(a,r) oldugundan, € = r — d(a,p) > 0 olur. Herhangi bir x € B(p, €)
alalim. O zaman,

d(z,a) < d(z,p) + d(p,a) < e+d(p,a) =r
olur. Yani z € B(a,r) olur ve boylece B(p,€) C B(a,r) igindeligi kanmtlanmig
olur. O

Yakin gelecekte X’in yuvarlarin bilegimi olarak yazilabilen altkiimelerine
yogunlagacagiz. Asagidaki sonu¢ o agamada ¢ok yararh olacak.

Onsav 10.3. U C X olsun. U’nun yuvarlarin bilesimi olmast i¢in gerek ve
yeter kosul,

U ’'nun her p noktast i¢in oyle bir ¢ > 0 vardir ki B(p,e) C U olur

kosuludur.

Kanit: Kogulun yeterli oldugunu kanitlamak kolay: U’nun her p noktasi igin
kosulu saglayan bir €, > 0 sayis1 segelim, o zaman p € B(p,¢,) C U ve

U=JB@re)

peEA

olur.

Kogulun gerekli oldugu bir 6énceki 6nsavdan cikar. Nitekim, p € U ise, U,
yuvarlarin bilesimi oldugundan, p € B C U o6zelliklerini saglayan bir B yuvari
vardir. Onsav 10.2’ye gére, dyle bir € > 0 vardir ki B(p,€) C B olur. Demek
ki B(p,e) CU. O

Asagidaki sonug tiim yapacaklarimiz i¢in canalici énemdedir.
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Onsav 10.4. ki yuvarn kesisimi bir yuvarlar ailesinin bilesimaidir.

[ki yuvarin kesisimi, bir yuvarlar ailesinin
bilesimi olarak yazilabilir.

Kanit: B; ve Bs iki yuvar olsun. B N By kesigiminin Onsav 10.3’iin kogulunu
sagladigimi gostermemiz gerekiyor. p, bu kesisimden bir nokta olsun. Onsav
10.2’ye gore, Oyle bir €1, eo > 0 vardir ki, B(p,e1) C By ve B(p, e2) C Bs olur.
e = min{ey, 2} olsun. O zaman, B(p,€) C By N By olur. O

Bu 6nsavlar konumuzun en temellerini olugsturduklarindan, gelecekte bun-
larin bilindiklerini varsayip 6nsavlar referans vermeden kullanacagiz.

10.4 Ultrametrik

Bazi metrikler, sayfa 123’de verilen M1, M2, M3 kogullarindan daha gii¢li ko-
sullan saglarlar. X bir kiime ve d : X x X — RZ0 gu &zellikleri saglayan bir
fonksiyon olsun.

ML1. d(z,y) =0 &z =y.

M2. d(z,y) = d(y, x).

M3'. d(z,y) < max{d(zx,z),d(z,y)}.
M3’ esitsizligi M3 esitsizligini gerektirir:

d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} < d(z,z) + d(z,y).

Dolayisiyla M1, M2 ve M3’ kogullarini saglayan bir d fonksiyonu X’i bir metrik
uzay yapar. Bu ii¢ ozelligi saglayan bir d fonksiyonuna wultrametrik, (X,d)
metrik uzayina da ultrametrik uzay adi verilir. Ultrametrik uzaylar dogal
olarak bir matematik¢inin karsisina pek sik cikar, o6zellikle cebirle analizin

cakigtigl alanlarda. Ilerde bol bol 6rnek verecegiz. Su sonug ultrametriklerde
cok kullanighdir:

Onsav 10.5. Ejer d, X iizerine bir ultrametrikse ve d(x,z) # d(z,y) ise, o
zaman M3 esitsizliginde esitlik olur, yani

d(z,y) = max{d(z, z),d(z,y)}

esitligi gecerli olur.
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Kanit: d(z, z) > d(z,y) olsun. d(x,y) = d(z, z) esitligini kamtlamak istiyoruz.
Varsayimdan dolay1,

1) A, y) < max{d(z, 2), d(z )} = d(z, 2)
olur. Ayrica,

d(x, z) < max{d(z,y),d(y, )}
olur. Demek ki eger d(z,y) > d(y, z) ise

d(.’L‘,Z) < max{d(x,y),d(y, Z)} = d(l‘,y)

olur ve (1) ile birlikte istedigimiz kanitlanir. Bundan boyle d(z,y) < d(y, 2)
varsayimini yapalim. Buradan,

d(z, z) < max{d(z,y),d(y,2)} = d(y, z) < d(zx, z)

celigkisini elde ederiz. O

Aligtirmalar

10.33. Bir ultrametrikte her iiggenin ikizkenar iiggen oldugunu kanitlayin, yani verilmis her-
hangi ti¢ A, B, C noktasindan d(A, B), d(B,C), d(C, A) mesafelerinden ikisinin esit
oldugunu kanitlayin.

10.34. Bir ultrametrikte her yuvarin icindeki her noktanin yuvarin merkezi oldugunu kanitla-
yin.

Ornekler

10.35. [p-sel metrik]. p > 0 bir asal say1 olsun. ¢ € Q \ {0} olsun. O zaman &yle n € Z ve
p’ye bolinmeyen a, b € Z tamsayilar1 vardir ki

q=0p b
olur. Verilmig bir g kesirli sayis1 i¢in boyle bir n biriciktir. Bu durumda,

valy(q) = n

tanimini yapalim®. Ornegin,

valy(1) = valp(p+1) =0,

vals (75/7) = 2, valz(7/27) = -3,
Valp(pn) =n,

valy(q) = valp(—q).

Bir de ayrica
valy(0) = oo

tanimini yapalim. O zaman,

val, : Q = Z U {o0}

tval,, “p-degeri” anlamina kullanilmali; val, ingilizcede ve Fransizcada “degerlendirme”
demek olan valuation kelimesinin kisaltilmigidir.
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bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun su 6zellikleri vardir:

V1. val,(q) =00 & g =0,

V2. val,(q) = valp(—q),

V3. val, (¢ + ¢') > min{val,(q), val,(q’)}.
(Ashnda val,(gq’) = val,(q) + valy(q') esitligi gegerlidir ve bu esitlik V2’den daha
giicliidiir.) Simdi, ¢, ¢’ € Q igin su tanim1 yapahm:

1 _ _Valp(q_q/)
pvalp(q—q’) =Pp ’

d(q,q") =

(Tahmin edilecegi tizere 1/p™ = p~°° = 0 olarak kabul ediliyor. V3’te de, agik agik
sOylemeden, her r € Z U {oo} igin r < oo varsayimin yapmigtik.) O zaman (Q,d) bir
ultrametrik uzay olur:

d(q,q") < max{d(q,q'), d(¢',q")}.

Heniiz yakinsamay1 tanimlamadik ama bilgi i¢in verelim: Bu metrikte

1,p,p°,p%, ...
dizisi 0’a yakinsar. Eger p = 2 ise,
14244484
serisi de —1’e yakinsar. (Bkz. Ornek 11.18.)
Eger herhangi bir A € (0,1) igin,
d(g,q') = A=)

tanimin yapsaydik, bagka bir metrik elde ederdik (elbette!) ama sdylediklerimiz aynen
gegerli olurdu. A'nin 1/p’ye esit alinmas: sadece bir aligkanliktir.
Simdi bu metrigi daha iyi anlamak igin biraz soyut cebir yapalim:

R={qeQ:valp(q) >0} ={a/b:a,beZvep, byi bolmez}

ve

M={qeQ:valy(q) > 1} ={pa/b:a,b € Z ve p, byi bolmez} C R

tanimlarin yapalim. R bir halka ve M, R’nin bir idealidir (yani R, toplama, gikarma
ve ¢arpma altinda kapahidir ve 1'i igerir ve M toplama ve gikarma altinda kapalidir, 0’1
igerir ve RM C M olur). R’nin tersinir elemanlar: kiimesi,

R*={r e R: bir se€ Rigin rs =1}
kiimesi i¢in su esitlikler gecerlidir:

R* = {reR:valp(r)=0}=R\ M
{a/b: a,b € Z ve p asali ne a’y1 ne de b’yi bdler},

ciinkii val,(¢~!) = — val,(g) oldugundan
val,(q) = 0 & val,(¢") =0

esdegerliligi gegerlidir. (Bir baska deyigle, R’'nin M’nin digindaki her eleman: tersi-
nir oldugundan, M, R’nin biricik maksimal idealidir, yani R yerel bir halkadir.) Eger
val,(q) = n € Z ise, valp(gp~"™) = 0 olur, yani gp~" € R* olur. Demek ki,

{q € Q:val,(g) = n} = p"R"
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10.36.

10.37.

esitligi gegerlidir. Bundan da

Q=||p"R*u{0}, R=| |p"R*U{0}, M = | | p"R"U{0} =pR
neEL neN n>0
egitlikleri gikar. Ayrica M = | |,.,p" R* U {0} esitliginden, R'nin her idealinin bir (ve
bir tek) n € N dogal sayisi i¢in p™ R kiimesine esgit oldugu ¢ikar. (Demek ki R bir esas
ideal bolgesidir ve p, R'nin biricik asal elemanidir.)

p"R={q€Q:val,(q) >n}={qge€Q:val(q) >n—1}

oldugundan, p" R altkiimeleri Q' niin hem agik hem de kapali altkiimeleridir. Elbette
(p" R)nez ailesi 0 civarinda bir komguluk tabanidair, yani 01 igeren her agik kiime bu
p" R kiimelerinden birini igermek zorundadir. Buradan (z + p™ R)nez ailesinin x elemani
civarinda bir komsuluk taban1 oldugu kolaylikla gikar (neden?) ve her agik kiime z+p" R
tliriinden kiimelerin sonlu ya da sonsuz bilegsimidir.

K = Q, R, Z/pZ gibi herhangi bir cisim olsun. K[T], K {izerine polinomlar halkasi
olsun. p = p(T') € K[T], herhangi bir indirgenemez polinom olsun. Genellikle (ama her
zaman degil) p(T') = T alir. Eger f = f(T) € K[T]\ {0} ise dyle bir ve bir tane n € N
dogal sayis1 ve p ile aralarinda asal g € K[T] polinomu vardir ki,

f=nr"g

olur. Bu durumda,
valp(f) =n

tanimini yapalim. Ayrica val,(0) = oo tanimini yapalim. O zaman val, fonksiyonu bir
onceki ornegin val, fonksiyonunun tiim 6zelliklerini saglar ve her A € (0,1) igin

d(f, f') = At =19
fonksiyonu K[T] polinom halkas: iizerine bir ultrametriktir.
K(T)={u/v:u,v € K[T] ve v # 0}

olsun. f € K(T) olsun. Aynen bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi, g ve h polinomlar1 p’ye
asal ve n € Z olmak iizere, f’yi

f=p"

>

olarak yazip, .

valp(f) =n ve d(f1, f2) = oval, (fi—f2)
tanimini yaparsak, bu sefer K (7) cismi iizerine bir ultrametrik tanimlamig oluruz. Bir
onceki aligtirmada yaptigimiz cebirsel akil yiiriitmelerin her biri bariz degisikliklerle bu
durumda da gegerlidir.
Bir ultrametrik daha tanimlayacagiz. X herhangi bir kiime olsun. Terimleri X’te olan
diziler kiimesini D(X), Fonk(N, X) ya da X" olarak gésteriyoruz. Gercekten de D(X)
aslinda dogal sayilar kiimesi N’den X’e giden fonksiyonlar kiimesidir: Her a : N — X
fonksiyonu terimleri X 'te olan bir (a(¢)); dizisi verir ve her (a;); dizisi a(i) = a; kuraliyla
N’den X’e giden fonksiyon verir. Eger a € D(X) ise, a = (a;); yazacagiz.
Birbirinden degisik a, b € D(X) dizileri igin,

val(a,b) = min{i : a; # b;}

olsun. Ayrica val(a,a) = oo olsun. O zaman her a, b, ¢ € D(X) igin,
val(a,b) = co < a =1,



140

10.38.

10. Metrik Uzaylar

(a,b) = val(b, a),
val(a,b) > min{val(a, c), val(c, b) }
olur. Simdi A € (0,1) (genellikle A = 1/2 alinir) ve

val

d(a, b) _ )\val(a,b)

tanimmini yapalim. (A*° = 0 anlagsmasim yapiyoruz.) d fonksiyonu D(X) {lizerine bir
ultrametrik verir.

Ornek 10.37te X = {0, 1} alirsak, terimleri {0, 1} kiimesinde olan diziler kiimesini elde
ederiz. Bu tir dizilere 01-dizileri denir. Herhangi bir 01-dizisi N'nin bir ve bir tane
altkiimesine tekabiil eder. Mesela sabit 0 dizisi bogkiimeye, sabit 1 dizisi N’nin kendisine
tekabiil eder. 0101010101... dizisi ¢ift sayilar kiimesine denk diiger. Asal sayilar kiimesiyle
de

001101010001010001010001000001010000...

olarak baglayan ve tahmin edildigi gibi devam eden bir dizi eglegir. Yani 01-dizilerinden
olusan kiimeyle p(N) arasinda bir egleme vardir.

Ornek 10.37’te verilen metrikte A = 1/2 alalm. Bu metrige gore, iki dizi arasidaki
mesafe en fazla 1’dir. Eger dizilerin ilk terimleri esitse, mesafe en az 1/2’dir; ikinci
terimleri de esitse mesafe en fazla 1/4’tiir; tiglincii terimleri de esitse mesafe en fazla
1/8dir vb. Bu mesafeyi yukardaki eglemeyle dizilerden altkiimelere tagirsak goyle olur:
Iki altkiime arasmdaki mesafe en fazla 1'dir; eger 0 eleman: her iki altkiimedeyse ya da
her ikisinde de degilse, mesafe en fazla 1/2’dir; eger 1 eleman: her iki altkiimedeyse ya
da her ikisinde de degilse, mesafe en fazla 1/4 olur; eger 2 eleman her iki altkiimedeyse
ya da her ikisinde de degilse, mesafe en fazla 1/8 olur vb. Boylece N'nin altkiimeleri
kiimesi p(N) tizerine bir (ultra)metrik elde ederiz.

Aligtirmalar

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.
10.43.

Ornek 10.35°deki (Q, d) 6rnegini alalim ama metrigi Z’ye indirgeyelim, yani (Z, d) ult-
rametrik uzaymma bakalim. a € Z ve n € N olsun. (Z, d) metrik uzaymda B(a,1/p") =
a + p" 17 esitligini kanitlayin.

Ornek 10.35’deki (Q, d) 6rnegini alalim.

R={z € Q:valy(z) >0}

ve
M ={z € Q:val,(xz) > 0}

olsun. Hangi kesirli sayilarin bu kiimelerde oldugunu bulun. R kiimesinin toplama,
¢itkarma ve carpma islemleri altinda kapali oldugunu gosterin. M kiimesinin toplama
ve ¢ikarma altinda kapali oldugunu ve RM C M igindeligini kanitlayin. (Yani R bir hal-
kadir ve M, R’nun bir “ideali”dir.) M = pR esitligini kanitlayin. R halkasinin ¢arpma
i¢in tersinir elemanlarindan olugan kiimenin R\ M oldugunu kanitlayin.

Ornek 10.35’deki (Q, d) 6rnegini alahm. R bir énceki alistirmadaki gibi olsun. a € Q ve
n € N olsun. B(a,1/p™) = a 4+ p" " R esitligini kanitlaymn.

Yukardaki aligtirmalar: Ornek 10.36 icin yapm.

[Gromov-Hausdorff Metrik] (M, d) bir metrik uzay ve a € M bir sabit nokta olsun.
X #Y C M igin, eger n = max{n € N: XNB(a,n) =Y NB(a,n)} ise, g(X,Y)=1/2"
olsun. X =Y igin ise d(X,X) = 0 tanimini yapalim. Bunun @(M) = 2 iistiine bir
ultrametrik tanimladigini kanitlayin.
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10.5 Izometri

Ornek 10.10°deki metrik uzayinda, her i = 1,...,ni¢in X; = X almrsa, Ornek
10.12’daki metrik uzayin (nerdeyse) bu uzayin bir altuzayr oldugunu goriiriiz.
Bunu aciklamak icin bir tanima gereksiniyoruz.

Izometri. Eger (X, d) ve (X', d') iki metrik uzaysa, her z, y € X icin,
d'(f(z), f(y)) = d(z,y)

esitligini saglayan, yani metrigi koruyan bir f : X — X’ fonksiyonuna izo-
metri ya da uzaklik koruyan fonksiyon denir. Bir izometrinin birebir ol-
mas1 gerekir: f(z) = f(y) ise d(x,y) = d'(f(z), f(y)) = 0 ve dolaysiyla = = y
olur. Ama orten olmak zorunda degildir, érnegin f(z) = x+1 fonksiyonu [0, 00)
metrik uzaymin bir izometrisidir ama Orten degildir. Eger f ayrica Ortense,
yani f bir eglemeyse, o zaman bu, (X, d) ve (X', d') metrik uzaylar1 arasinda
kiimelerin elemanlarimin adlar1 diginda pek bir farkin olmadigi anlamina gelir.

Ornegin, X = R Oklid metrik uzayiysa (bkz. Ornek 10.4), o zaman z’i
—x’e gotiiren fonksiyon R’nin bir izometrisidir. Bir a sabiti i¢in x — x4+ a
otelemesi de R’nin bir izometrisidir.

Eger X = R? Oklid metrik uzayiysa, tim dondiiriiler, 6telemeler ve bir
dogruya ya da noktaya gore simetriler X’in izometrileridir. (Bir metrik uzayi-
nin izometrileri, tamm geregi, kendisinden kendisine giden izometrilerdir.)

Teorem 10.6. Ozdeslik fonksiyonu Idx her X metrik uzayimn bir izometri-
sidir. Izometrilerin bileskesi de bir izometridir. Ayrica drten bir izometrinin
tersi de bir izometridir.

Kanit: Cok kolay. Okura birakilmigtir. O

Alistirmalar

10.44. Yukardaki teoremi kanitlayin.

10.45. Ayrik bir metrik uzaymnin tiim izometrilerini bulun.

10.46. R’nin her izometrisinin bir a € R ve bir € = +1 igin f(x) = ex + a bi¢iminde oldugunu
kanmitlaym. Ipucu: a = —f(0) ve e = f(1) — f(0) olmal.

10.47. R’nin izometrisinin orten olmak zorunda oldugunu gosterin.

10.48. R%’den R?’ye giden (Oklid metrigiyle) tiim izometrilerini bulun.

10.49. Eger (X, d) bir metrik uzayiysa ve bir a > 0 sabiti igin

d/(x7 y) =a- d(CIf, y)

tanimini yaparsak, (X, d) metrik uzayiyla (X, d') metrik uzay1 izometrik olmayabilirler.
Ote yandan X = R” ise ve d = dp, bir p > 1 sayisi i¢in Ornek 10.6’teki metrikse, o
zaman

flzi,...,2n) = (21/a,...,zn/a)
kuraliyla tanimlanmig f fonksiyonu, (R™, d,) metrik uzayindan (R",d’) metrik uzayma
giden bir izometri oldugunu kanitlayin.
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10.50. Bu aligtirmada Ornek 10.10 ile Ornek 10.12u karsilagtiracagiz.
X bir kiime ve n > 0 bir dogal say1 olsun.

AX™) = {(z1,...,zn) EX X ... x X1 =... =2}
= {(z,...,2) eX":ze X CX"
olsun. X’in x elemanini A(X"™)’nin (z, ..., z) elemanina gotiiren fonksiyon, X ile A(X™)

kiimesi arasimnda (dogal) bir eslemedir.
Simdi X tizerine n metrik alahm: dy, ..., d,. Ornek 10.10’deki gibi

X'"=Xx...xX

kiimesi iizerine

doo (z,y) = max{di(z1,y1), .-, dn(Tn,yn)}
formiiliiyle tamimlanmig metrigi koyalim. A(X™), X™'nin bir altkiimesi oldugundan,
A(X™) iizerine X™den gelen metrigi koyup A(X"™) kiimesini X™’nin altuzay1 olarak
gorebiliriz (bkz. Ornek 10.7).
Ote yandan, X iizerine bir de ayrica Ornek 10.12’daki metrigi koyabiliriz

d(z,y) = max{di(z,y),...,dn(z,y)}.

X’ten A(X")ye giden z — (z, ..., z) formiiliiyle tanimlanmg fonksiyonun, (X, d) met-
rik uzayiyla, (A(X"),ds) metrik uzay: arasinda bir izometri oldugunu kanitlayin.



11. Metrik Uzaylarda Dizi
Yakinsakligi

Bu kismin ilk boliimiiniin girisinde, metrik uzay kavraminin amacinin, R ve
mutlak deger fonksiyonu icin tamimladigimiz yakinsaklik, limit, siireklilik, Ca-
uchy dizisi gibi kavramlar:1 ve bu kavramlar lizerine elde ettigimiz teoremleri
genellestirmek oldugunu séylemistik. Bu boliimde soziinii ettigimiz bu genel-
lemelerin bazilarini yapacagiz.

R i¢in tanimlanan bir kavrami bir (X, d) metrik uzayina genellegtirmek icin,
mutlak deger goriinen her yere d koymak hemen hemen her zaman yeterlidir,
yani |z — y| gibi bir ifade yerine d(z,y) koymak yeterlidir.

11.1 Yakinsakhk

Ornegin, bildigimiz tizere, R'de bir (2 )n dizisinin bir z € R sayisina yakinsa-
mas1 demek, her € > 0 sayst igin,

n>N= |z, —z|<e

onermesinin dogru oldugu bir N sayisinin var olmasi demektir. Bu kavram bir
(X, d) metrik uzayma soyle genellestirilir: (zy,),, terimleri X te olan bir dizi
olsun. x € X olsun. (x,), dizisinin z’e yakinsamasr demek, her € > 0 sayisi
icin,

n>N = d(zp,z) <e
onermesinin dogru oldugu bir NV sayisinin var olmasi demektir. Bu durumda
x’e (zy), dizisinin limiéti denir. (z,,), dizisi 2’e yakinsar da denir.
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Eger kosula daha dikkatli bakacak olursak, (x,), dizisinin z’e yakinsamasi-
nan, her € > 0 sayisi igin,

n>N =z, € B(z,¢)

onermesinin dogru oldugu bir N sayisinin olmasi demek oldugu anlagilir. Yani
her € > 0 igin, (x,), dizisinin hemen hemen her teriminin (yani sonlu sayidaki
birkagi digindaki hepsinin) B(x,¢) yuvarinda olmasi gerekir. Dolayisiyla ya-
kinsaklik, dizinin baginm degil, “kuyrugunu” ilgilendiren bir 6zelliktir.

Goriildiigii gibi, yakinsaklik, metrikten Gte, aslinda metrigin yuvarlarina
gore degisen bir kavram. Ornegin p > 1 olsun ve R? iizerine,

z = (21,72), y = (y1,y2) € R?

icin,
dp(x,y) = (|21 — g1 P + 22 — yo|")'/?

metrigini ele alalim. (Bkz. Ornek 10.6.) R? iizerine bir de

doo(2,y) = max{|r1 — y1, |v2 — yal}

metrigini alalim. Eger bir dizi bu metriklerden biri i¢in bir noktaya yakinsiyor-
sa, digerleri i¢in de ayni1 noktaya yakinsar. Ornek 11.20°deki yuvar analizinden
okur bunu gérmeye caligabilir. Ama bunu zaten birazdan kamtlayacagiz.

Gegmis sayfalarda gergel sayilarda mutlak deger (yani Oklid metrigi) icin
kanitladigimiz bircok sonucu herhangi bir metrik uzayina genellestirebiliriz.
Mesela bir dizi en fazla bir limite yakinsayabilir:

Onsav 11.1. Bir metrik uzayda bir dizi en fazla bir limite yakinsayabilir.

Kanit: (x,), dizisinin hem z’e hem de y’ye yakisadiginm varsayalim. = # y
varsayimini yapip bir celigki elde etmeye caligalim.

x ve y merkezli iki yuvar alalim. (), dizisi bir zaman sonra her iki yuvarin
da icine, dolayisiyla kesigimlerinin icine girmek zorunda. Demek ki yuvarlari
ayrik segersek, arzulanan geligkiyi elde ederiz. Yuvarlar1 ayrik secebilecegimiz
bagl bagina 6énemli bir sonuctur. Ayrica yazmak gerekir. O
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Onsav 11.2. z ve y bir metrik uzaym ki degisik noktas: olsun. O zaman
re€B, yeCve BNC =10

ozelliklerini saglayan ayrk B ve C yuvarlary vardur.

Kanmit: z # y > 0 oldugundan,

olur. §imdi B = B(x,¢), C = B(y,¢) olsun. B ve C'nin kesisiminden bir z
alalim. O zaman,

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < e+e=2e=d(x,y)

olur, yani d(z,y) < d(x,y) olur, bir ¢eligki. Demek ki BN C = () olur. O

Onsav 11.1°den dolay1, eger (zn)n dizisi z’e yakisiyorsa,

lim z, =«
n—o0

yazmaya hak kazaniriz.

Alistirmalar

11.1. «a, B > 0sayilari a+ 8 < d(z,y) esitligini saglasin. Her metrik uzayda B(z,a)NB(y, 8) =
0 oldugunu kanitlayin.
11.2. x1,..., 2, bir metrik uzaym birbirinden degisik noktalar: olsun. Oyle bir ¢ > 0 bulun ki
her i # j i¢in B(z;,€) N B(xj,€) = (0 olsun.
11.3. Bir zaman sonra sabitlegen her dizinin sabitlestigi sayiya yakinsadigini kanitlayin. Ayrik
metrikle donatilmig bir kiimede, sadece bu dizilerin yakinsak oldugunu kanitlayin.
Asagidaki teorem sayesinde metrik uzaylardaki yakinsaklik, gercel sayilardaki
yakinsakliga indirgenebilir.

Onsav 11.3. Bir metrik uzayda

lim z, =z < lim d(x,,z) =0

olur. Ayrica lim,_,o T, = x ise her a i¢in limy,_,o d(x,,a) = d(x,a) olur.

Kanit: Once limy,_, o0 T, = & varsayimini yapalim. € > 0 olsun. Yakinsamanin
tanimina gore,
n>N=d(z,,z)<e

onermesinin dogru oldugu bir N sayis1 vardir. Bu da aynen

lim d(x,,z) =0

n—oo
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demektir.

lim d(zp,z) =0= lim z, ==z

n—oo n—oo
6nermesinin dogrulugu da bariz. Ikinci kisim, |d(z,,a) — d(z,a)| < d(zp, )
esitsizliginden (Alstirma 10.3) ¢ikar. O

Gergel sayilarda yakinsaklik kavramiyla daha agina oldugumuzdan, yukar-
daki onsav yakinsakligi bilindik bir zemine tasir.

Ornekler

11.4. Bir X kiimesi tizerine ayrik metrigi alalim, yani iki degisik nokta arasindaki mesafe
1 olsun (Ornek 10.9.) Bu metrik uzayda, sadece bir zaman sonra sabitlegen diziler
yakinsaktir ve bu diziler sabitlegtikleri elemana yakinsarlar.

11.5. Bir metrik uzaymn tiim mesafelerini belli bir pozitif sabit sayiyla carparsak gene bir
metrik elde ederiz. Mesele (X, d) bir metrik uzayiysa,

di(z,y) = 5d(z,y)

tanimini yaparsak, yeni bir metrik uzay1 elde ederiz. Onsav 11.3% gore iki metrik uza-
yinin yakinsak dizileri aymidir ve yakinsak diziler her iki metrikte de ayni elemana
yakinsarlar. Ayrica bu iki metrik uzayin yuvarlar: da ayndir.

11.6. (X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. d’(z,y) = min{d(z,y), 1} tanimimi yapalim. d’, X
iizerine bir mesafedir (Ornek 10.13). (X, d) ve (X,d’) metrik uzaylarinm ayni yakinsak
dizileri vardir ve yakinsak diziler her iki metrikte de ayni elemana yakinsarlar.

11.7. (X, d) herhangi bir metrik uzay: olsun.

, _ d=z,y)
d(@y) = 1+ d(z,y)

tanimu bize bir bagka metrik verir. (Ornek 10.17.) (X, d) ve (X,d’) metrik uzaylarmmn
ayni yakinsak dizileri vardir ve yakinsak diziler her iki metrikte de ayni elemana yakin-
sarlar.

Asagidaki sonug sik sik uygulama alani bulur:
Onsav 11.4. Yakinsak bir dizinin her altdizisi yakinsaktir ve limit degismez.

Kanit: (x,), dizisi z elemanina yakinsasin ve (yy, ), dizisi (z,,)p dizisinin bir
altdizisi olsun. Altdizinin tanimi geregi, Gyle azalmayan bir f fonksiyonu vardir
ki, her n gostergeci icin

Yn = Tf(n)

olur. f fonksiyonu azalmayan oldugundan, yani her n ve m gostergeci igin
m<n= f(m) < f(n)
onermesini saglandigindan, tiimevarimla kolayca kanitlanacagi iizere, her n

icin,

n < f(n)
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olur. §imdi, ¢ > 0 herhangi bir say1 olsun. (x,), dizisi x’e yakinsadigindan,
oyle bir N vardir ki her n > N igin,

d(xn,z) <€
olur. Eger n > N ise, N < n < f(n) oldugundan,
d(Yn, ) = d(Tf(n), ) < €

olur. Kanitimiz bitmistir. O

Su da dogrudur: Ayni noktaya yakinsayan iki diziyi rastgele kararsak gene
ayni noktaya yakinsayan bir dizi elde ederiz. Ornegin, eger (x,)n ve (Yn)n
dizileri a’ya yakinsiyorsa, o zaman

Zo, Y0, 21,Y1,T2,Y2,L3,Y3, -

dizisi de a’ya yakinsar. Bunun kolay kanitini okura birakiyoruz.

11.2 Kartezyen Carpimda Yakinsakhik

Yukardakiler oldukca kolay ve pek heyecanl olmayan érneklerdi. (Ama konuyu
anlamak agisindan ¢ok énemlidirler ve her 6grenci 6rneklerde ifade edilen sav-
lar1 kendi bagina kanitlamahdir.) Simdi daha 6nemli 6rneklere gegelim.

(X1,e1),. .., (Xg, ex) metrik uzaylar olsun. X =[], X;, kartezyen carpim
olsun. Ve p € [1, o0] olsun. Eger

x=(r1, ..., vk), y= (y1, ---, yp) € X
ise,
k /p y .
— <E¢:1 ei(xi,yi)p> eger 1 < p < oo ise
dp<l‘,y) - / 5y .
max{e;(z;, yi):i1=1,...,k} eger p= o0 ise

olsun. O zaman (X, d,) cifti bir metrik uzayidir. (Bkz. Ahstirma 10.6 ve 10.10)
Kartezyen ¢arpimda bir (z,,), dizisi alahm, yani her n i¢in

Tn € X1 X ... X X

olsun. Ayrica

ITp = (xnla Tn2y -« xnk)

olsun. Elbette her i = 1,..., k i¢in z,,; € X;. Dolayisiyla (x,;), dizisi terimleri
X,; metrik uzayinda olan bir dizidir.
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Simdi p € [1,00] i¢in, (xy)n dizisinin (][, X;, dp) metrik uzaymnda yakin-
samasiyla, her ¢ = 1,...,k i¢in (xy;), dizilerinin yakinsamalar1 arasinda ¢ok
yakin bir iligki kuracagiz.

a=(ay,as,...,a;) € HXZ-
i

olsun.

Teorem 11.5. Yukardaki tanwm ve yazilimlarla, ([[; Xi,d,) metrik uzayinn
(Tn)n dizisinin

a= (al,GQ,...,ak) € HXZ
i

elemanina yakinsamast igin, heri = 1,..., k i¢in (), dizisinin a; elemanina
yakinsamasy yeter ve gerek kosuldur.

Kanit: Onsav 11.3'i kullanacagiz. p < oo varsayimini yapalim. O zaman, her
i=1,...,k igin, e;(zni, a;) > 0 ve limy,_,o0 €;(Tns, a;) > 0 oldugundan,

k 1/p
nh_)ngo Ty = a<:>nli_>rgo dy(xp,a) =0 & nh_{réo (Z ei(Tni, ai)p> =0

i=1
k k
& lim ei(Tni,a;)P =0< Z lim e;(zpi,a;)? =0
n—0o0 n—0o0
i=1 i=1
< Heri=1,...,kicin, lim e;(z,;,a;)’ =0
n—oo
< Heri=1,...,kicin, lim e;(xp;,a;) =0
n—oo
< Heri=1,...,kicin, lim x,; = a;.
n—oo

olur. p = oo gsikkini kanitlamay1 okura birakiyoruz. Benzerdir ve kolaydir. [

Teorem 11.5, limit almayla izdiigiim alma iglemlerinin siralarinin degistiri-
lebilecegini soyliiyor, yani her ¢ = 1,..., k igin

pr; ( lim xn) = lim pr;(x,).
n—oo n—oo

Resimle ifade edelim:

xo = (zo1,...,Tok)
T = ($11,---7$1k)
xo = (x21,...,%2%)
Tp = (:Cnlu"'vxnk)
{ L]

a=(ay,..., a)
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11.3 Fonksiyon Kiimelerinde Yakinsaklik

I herhangi bir kiime ve (M, d) herhangi bir metrik uzay olsun. I’dan M’ye
giden fonksiyonlar kiimesini Fonk(I, M) ya da []; M olarak gosterelim!
Her f, g € Fonk(I, M) i¢in,

doo(f, 9) = sup{min{d(f (i), (7)), 1} :i € I}

tanmimini yapalim. O zaman (Fonk(I, M), ds) bir metrik uzayr olur. (Bkz.
Ornek 10.11.)

Bu metrikte bir (f,), dizisinin bir f fonksiyonuna yakinsamasi big¢imsel
olarak goyle yazilir:

Ve>03INVn>NViel d(f,(i), (7)) <e.

deo metriginde yakinsamaya diizgin yakinsama denir. Yani diizgiin yakin-
sama olmasi i¢in, € > 0 ne olursa olsun,

(n>Nveiel)=d(f.(i), f(i) <e

onermesinin dogru oldugu bir N sayisi olmalidir. Bulunan N sayisi elbette
€’a gore degisir; ¢ ne kadar kiigiikse, IV sayisinin o kadar biiyiik olmas1 bek-
lenir. Ote yandan, bulunan N sayis1 i’den bagimsizdir: Her ¢ icin aym N’yi
kullanabiliriz.

Bu durumda, yukardaki formiile bakinca goriilecegi iizere, her i € I icin,
(fn(?))n dizisi f(i) elemanina yakmsar ¢iinki,

Ve >0VieI3dNVYn>N d(fn(i), f(i)) <e

olur. Bu son kosul saglandiginda “(f,,), dizisi f fonksiyonuna noktasal ya-
kinsiwyor” denir.

Demek ki eger bir (f,,), dizisi f fonksiyonuna d, metriginde yakinsiyorsa,
o zaman (f,), dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsar.

Bu dedigimizin tersi dogru degildir: (f,), fonksiyonlar dizisi bir fonksi-
yona noktasal yakinsayabilir ama ayni dizi d,, metriginde yakinsak olmaya-
bilir. Birazdan bir 6rnek verecegiz ama bunun neden dogru olmayabilecegini
teorik olarak anlamaya galisalim. Diyelim (f,,),, dizisi f fonksiyonuna noktasal
yakinsiyor. O zaman her ¢ € I ve her € > 0 igin,

n >N =d(fn(i), f(i)) <e

1Eger bu kiime [1; M olarak gésterilirse, o zaman bu kiimeden alinan bir f elemam ve
bir ¢ € I igin f(i) yerine f; yazmak bir alhigkanlktir; ayrica bu durumda sik sik f = (fi)ier
va da daha sade olarak f = (f;); yazilir. Ama asagida (fn)» yazilimin bir fonksiyon dizisi
icin kullanacagimizdan []; M yerine Fonk(I, M) yazilimin tercih ediyoruz.
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onermesinin dogru oldugu bir N vardir. Ancak buradaki N sayisi ¢’ye gore
degigebilir. Bu yiizden N yerine N; yazmak daha dogru olur. Yani noktasal
yakinsama bize,

Vi€ IVe>03N; V> N; d(fa(i), f(i)) <€

onermesinin dogru oldugunu soyliiyor. Tahmin edilebilecegi gibi bu N; sayi-

larimi 7’den bagimsiz segmek miimkiin olamayabilir. Bir (f,), dizisinin d

metriginde f fonksiyonuna yakinsamasi i¢in, noktasal yakinsama olmali, ama

bunun da otesinde, ayrica, bulunan N; sayilar1 i’den bagimsiz alinabilmeli.
Basit bir teorem kanitladik.

Teorem 11.6. Diizgiin yakinsama noktasal yakinsamayr gerektirir. Dolayisiy-
la bir (fn)n dizisi ancak noktasal olarak yakinsadige bir f fonksiyonuna dizgin
yakinsayabilir. O

X bir topolojik uzay olsun. X’ten R’ye giden bir (f,,), fonksiyon dizisinin
f’ve diizgiin yakinsamasi igin yeter ve gerek kogul, her ¢ > 0 igin, f,, fonksiyon-
larimin bir zaman sonra f — € ile f + € seridinin i¢ine girmesidir (bkz agagidaki
temsili sekil).

A R f,, fonksiyonlar

Alistirmalar
11.8. I =R ve fn(z) = z/n olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?
11.9. I =10, 1] ve fn(z) = =™ olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?
11.10. I =10, 1) ve fn(z) = z" olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?
11.11. I =10, 0,999] ve fn(z) = 2™ olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?

11.12. I =10, 1] ve fn(z) = z™/n olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?

11.13. I =11, o) ve fn(z) = 1/z" olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?

11.14. I = (1, 00) ve fn(x) = 1/2™ olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?

11.15. I = (1,001, c0) ve fn(z) = 1/z™ olsun. Bu dizi diizgiin yakinsak midir?
Ornekler

11.16. I = R ve fn(xz) = z/n olsun. Teorem 11.6’ya goére bu dizi ancak O dizisine diizgiin
yakinsayabilir, ama yakinsamiyor. Clinkii

doo(fn,0) = sup{min{d(fn(x),0), 1} : z € R}
= sup{min{|z|/n, 1} :z € R} =1
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11.17.

olur ve sabit 1 dizisi olan (dec(fn,0)), dizisi 0’a yakinsamaz. Zaten eger f, fonksiyon-
larimin asagidaki grafiklerine bakarsak diizgiin yakinsakligin olmadigini hissederiz.

u I

o L

Belli ki « buytudiikge (fn(z))n yani (z/n)y, dizisi 0’a yakinsamakta gecikiyor, ya da goyle
agiklayalim: f,,’ler hi¢bir zaman sabit 0 fonksiyonunun (—¢, €) seridine girmiyorlar. Ote
yandan I’y1 R’nin herhangi bir sinirli altkiimesi olarak alirsak, o zaman diizgiin ya-
kinsaklik olur. Bunu okura aligtirma olarak birakiyoruz. Ama tanmim kiimesinin sinirh
olmas: diizgiin yakinsakliga yetmeyebilir.

I=10,1] ve fa(x)=2z" ise,

. [ 0 egerx#1ise
fim f"(x)_{ 1 egerxz=1ise

n—r oo

olur. Demek ki ( fn)n fonksiyon dizisinin noktasal limiti,

f(a:):{ 0 eger x # 1ise

1 eger x =1 ise

formiiliiyle tamimlanan f fonksiyonudur. Dolayisiyla (f,). fonksiyon dizisi ancak bu f
fonksiyonuna diizgiin yakimsayabilir. Ama diizgiin yakinsamiyor (bkz. [N5]). Ote yandan,
0 < a<1lisevel=1]0,1—q]alirsak, o zaman bu fonksiyon dizisi sabit 0 fonksiyonuna
diizgiin yakinsar. Bunu da okura aligtirma olarak birakiyoruz.

1+e 1
1 €
1-¢ £
I
e+ I
el 1
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Tlerde metrik uzaylarda fonksiyonlarin siirekliligini ¢ok daha kapsamli bir
bigimde konu edecegiz. O zaman diizgiin yakinsamayla stireklilik arasinda ¢ok
onemli bir bag kuracagiz.

11.4 Ultrametriklerde Yakinsaklik

Ultrametriklerde (bkz. Altboliim 10.4) yakinsaklik oldukga ilging olabilir. Bir
ornek verelim.

Ornek 11.18. [p-sel metrik]. p bir asal say1 olsun ve Ornek 10.35’de Q iizerine verilen p-sel
metrigi amimsayin. Bu érnekte d(q,“q') sayisinin kiiciik olmas1 demek, val, (¢ — ¢') sayisinin
biiyilik olmas1 demektir. Demek ki Onsav 11.3 bu metrikte g0yle yorumlanabilir:

lim z, =z < lim valy(z, —x) = co.

Ornegin, bu metrikte, sagirtict bir bigimde

lim p" =0

n—oo

olur. Bir bagka gasirtici 6rnek:

. n 1
lim (14+p+---+p") =

n—00 - 1- p '
Bunu Onsav 11.3’iin yukardaki versiyonunu kullanarak kanitlayalim:

" 1 1-p)(1 e pt) —1
(L pt-tp’)— _(0=-pd+p+---+p")
1-p 1-p
(1 7pn+1) -1 _ 7pn+1

1-p 1-p

egitliginden,
1 pn+1

elde ederiz; ve bu da istedigimiz egitligi kanitlar. Eger p = 2 ise, bunun 6zel bir hali olarak,

lim 14+2+2°+---+2"=—1

n— oo
elde ederiz. Ayrica
P=DA+p+p 4+ +p" ) =p" -1 — -1

olur. —1’e dogal sayilarla yakinsadigimiza dikkatinizi ¢ekeriz!

Aligtirmalar

11.19. [Conway ve Sloane]. p =5 ve Q lizerine 5-sel metrigi alalim.

al = 4
a2 = 34
as = 334

a, = 33...34
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11.20.

11.21.

olsun.

i. vals(3an — 2) = n esitligini kanitlayin.

il. limp o0 an = 2/3 esitligini kanitlaymn.

Fonk(N, N), N’den N’ye giden fonksiyonlar kiimesi olsun. Birbirinden farkli

f» g € Fonk(N,N)

fonksiyonlar igin,
val(f,g) = min{i € N: f(i) # g(i)}

olsun. Ayrica val(f, f) = oo olsun.
d(f,g) =270

tanimini yapalim. d fonksiyonu Fonk(N, N) kiimesi tizerine (ki bu kiime dogal say1 dizileri
kiimesidir) bir ultrametrik verir.
i. N’nin eglemelerinden olusan su diziyi ele alalim:

fi=(01)
f2=1(012)
s = (0123)

(Ornegin f3 fonksiyonu 0’1 1’e, 1’1 2’ye, 2’yi 3’e, 3’4 0’a gonderir ve diger dogal sayilar:
kendilerine gotiiriir.) Bu dizinin limitinin f(x) = 2 + 1 fonksiyonu oldugunu kanitlayin.
Demek ki eglemelerin ya da érten fonksiyonlarin limiti esleme ya da 6rten olmak zorunda
degildir.

ii. gn fonksiyonu 0’dan n’ye kadar olan sayilar1 0’a, n’den biiyiik sayilar1 1’e gotiirsiin.

(gn)n dizisinin limitinin sabit 0 fonksiyonu oldugunu kanitlaymn.

iii. hy, fonksiyonu hn(n) =n+1, hn(n+1) = n ve eger z # n,n+1 ise h,(z) = x olarak
tanimlansin. (hn), fonksiyonlarinin limitinin 6zdeglik fonksiyonu, yani Idy oldugunu
kanitlayn.

iv. k;, fonksiyonu ky,(0) = n, kn(n) = 0 ve © # 0,n icin k,(z) = = olarak tanmimlansin.

(kn)n dizisinin limiti olmadigini kanitlayin.

v. Bir (fn)n dizisinin bu metrikte yakinsak olmasi igin, her ¢ € N igin (fy (%)), dizisinin
zamanla sabitlesmesi gerektigini kanitlayin. Bu sayiya f(i) dersek, lim f, = f esitligini
kanitlayn.

vi. Bu metrikte birebir fonksiyonlarin limitinin birebir olmak zorunda oldugunu kanit-
layin.

Dogal sayilarin altkiimeleri kiimesi @(N), karakteristik fonksiyonlar sayesinde N’den
{0,1} kiimesine giden fonksiyonlar olarak goriilebileceginden (Ornek 6.22), Fonk(N, N)
ultrametrik uzaymin (Ornek 10.37) bir altkiimesi olarak goriilebilir:

p(N) ~ Fonk(N, {0,1}) C Fonk(N, N).
i. Fonk(N, {0, 1}) altkiimesinin Fonk(N, N) uzaymin kapali bir altkiimesi oldugunu ka-

nitlayin.

il. n = {0,1,...,n} olsun. lim, 0 » = N esitligini kanitlayin.

iil. zn, = {n,...,2n} olsun. lim, o z, = 0 esitligini kanitlayn.

iv. £, = nN olsun. limp 0 £ = {0} esitligini kanitlayn.

v. Yakinsak olmayan bir dizi bulun.

vi. (zn)n azalan bir altkiime dizisi olsun, yani her n i¢in p4+1 C z, olsun.

lim z, = ﬂxn
n—r o0
n
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esitligini kanitlayin.
vil. (zn)n artan bir altkiime dizisi olsun, yani her n igin z, C Zn41 olsun.
Jim o =
n

esitligini kanitlayin.
viii. € p(N) olsun.
d(z,zN{0,1,...,n} < 1/2"

egitsizligini kanitlayin. Buradan
nhﬂr%o(mﬁ {0,1,...,n}) ==z

esitligini ¢ikarin.



12. Cauchy Dizileri ve Tam
Metrik Uzaylari

12.1 Cauchy Dizileri

Nasil yakinsaklik kavramini gercel sayilardan metrik uzaylarina genellegtirdiy-
sek, benzer genellemeyi Cauchy dizileri i¢in de yapabiliriz.

Animsayalim: Gergel sayilarda, bir Cauchy dizisi bir sayiya yakinsamak igin
elinden gelen her seyi yapan bir diziydi. Ornegin (1/n),, dizisi 0’a yakmsamak
i¢in elinden geleni yapar. Ama eger 0 orada yoksa, 0’a yakinsamak igin elinden
geleni yapan bu dizi 0’a yakinsayamaz. Ornegin R\ {0} kiimesinde (1/n),, dizisi
(bildigimiz metrikte) hicbir yere yakinsayamaz.

Bir dizinin bir sayiya yakinsamasi icin, her seyden once dizinin terimleri
birbirlerine yakin olmali, saflar1 siklagtirmalidir. Terimlerin arasindaki mesafe-
lerin giderek kiigiillmedigi, kiiciilmekten de 6te, mesafelerin 0’a yakinsamadigi
bir dizi hi¢bir yere yakinsayamaz elbette.

Gergel sayilarda Cauchy dizisinin tammi séyleydi: (zy,), bir gercel sayi
dizisi olsun. Eger her € > 0 igin,

n,m >N = |z, — x| <e

kogulunu saglayan bir N sayisi varsa, o zaman (x, ), dizisine Cauchy dizisi
denir.
Bir metrik uzayda Cauchy dizisi de aynen boyle tanimlanir, yalnizca

| Ty, — T | < €

yerine
d(xp, Tm) < €

yazilir.
Tanimi verelim: (X, d) bir metrik uzay olsun. (z, )y, terimleri X ten olan
bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin,

n,m >N = d(xn, ) <€
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kogulunu saglayan bir N sayisi varsa, o zaman (x, ), dizisine Cauchy dizisi
denir.

Bulunan N sayis1 €’a gore degigir elbette. € sayisi ne kadar kiigiik alinmigsa,
N'nin o kadar biiyitk olmast beklenir. Ote yandan bir € icin N bulunmussa,
ayni N’yi bu €’dan biiyiik €’lar i¢in de kullanabiliriz. Dolayisiyla kosulu kiigiik
€’lar icin saglamak yeterlidir.

Ornegin X bir kiimeyse ve d ve d’, X tizerine birer mesafeyse ve her z,
y € X icin,

d'(z,y) < d(z,y)

oluyorsa, o zaman (X, d) metrik uzaymim her Cauchy dizisi (X,d’) metrik
uzayiin da bir Cauchy dizisi olur. Eger

VaVy a-d(z,y) < d'(x,y) <b-d(z,y)

onermesini saglayan a, b > 0 sayilar varsa, o zaman (X,d) ve (X, d’) metrik
uzaylarimin Cauchy dizileri aynidir. (Bu dediklerimizin dogrulugunu kontrol
etmeyi okura aligtirma olarak birakiyoruz.)

Ornekler

12.1. (X, d) bir metrik uzay olsun.

d,(x7 y) = min{d(‘r? y)v 1}

olsun. O zaman (X, d’) de bir metrik uzaydir (Ornek 10.13). (X, d) ve (X,d’) metrik
uzaylarinin Cauchy dizileri aynidir. Bu, tabii ki, 1’den kiigiik yarigaph yuvarlarin her iki
uzayda da ayni olmalarindan kaynaklanir.

12.2. Aym diigiinceyi siirdiiren bir bagka 6rnek verelim. X bir kiime ve d; ve d2, X {izerine
herhangi iki metrik olsun. Her z, y € X icin,

d(l’, y) = max{dl (JZ, y)7 da (xv y)}

olsun. O zaman d, X iizerine bir metriktir (Ornek 10.12). (X, d)’nin Cauchy dizileri, tam
tamina, hem (X, d1) uzaymnda hem de (X, d2) uzayinda Cauchy dizisi olan dizilerdir.

12.3. X, 01-dizileri kiimesi olsun. X’in elemanlarini,
010010101000101011101010. ..

orneginde oldugu gibi sonsuz bir 01-kelimesi olarak gdsterebiliriz. Genel olarak X’in «
elemanini, o, € {0, 1} igin
= 0123405 . . .
olarak gosterelim. «, § € X olsun.
Eger ag # Bo ise d(a, 8) = 1 olsun.
Eger ap = Bo ama a1 # b1 ise, d(a, 8) = 1/2 olsun.
Eger ap = fo ve a1 = 1 ama az # B2 ise, d(a, ) =1/4 = 1/22 olsun.
Genel olarak, eger ag = Bo, a1 = B1, ..., Qn—1 = Bn-1 iSe ama ayn # By ise, d(a, 8) =
1/2™ olsun ve d(a, ) = 0 olsun.
Boylece X kiimesi {izerine bir metrik tanmimlamig oluruz. (Okura aligtirma.)
d(a, B) <1/2™ demek, aynen, o ve 8'nin en azindan ilk n terimi esittir demektir.
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Simdi X’ten bir (ap ), dizisi alahm. Her o, € X an,m € {0,1} i¢in soyle yazilir:
Ap = On,00n,10n 200 300 40n 5 . . .

Eger (an)n bir Cauchy dizisiyse, yeterince biiyiik n ve m gostergegleri igin, d(an, m) <
1/2% olmali, yani o, ve o dizilerinin en azindan ilk k terimi esit olmali. Dolayisiyla bir
(an)n dizisinin Cauchy dizisi olmasi, aynen, her k i¢in, a, dizisinin k'inci terimlerinin
bir zaman sonra egitlenmesi demektir. Eger (au, i )» dizisinin sabitlegtigi say1 Ax € {0, 1}
ise ve A € X elemanini

A= A0A1A2A3 45 ...

olarak tanimlarsak,

lim o, =\
n—o0

olur.

Algtirma 12.4. X, Ornek 12.3’te oldugu gibi olsun. Eger A C N ise, A'mn karakteristik
fonksiyonu [N1] X’ten bir ve bir tane eleman eleman verir ve X’in her elemani N’nin bir
ve bir tane altkiimesini verir. Ornegin, eger A cift sayilar kiimesiyse, A’ya tekabiil eden dizi
1010101010. .. dizisidir. Bogkiime sabit 0 dizisine tekabiil eder. Bkz. Ornek 10.38. Ornek
12.3’te X iizerine tamimlanmig olan metrigi, X ile p(N) arasindaki bu eslemeyi kullanarak
p(N) kiimesine tagirsak, o(N) tizerine bir metrik elde ederiz. N’nin birbirinden farkli A, B C
N altkiimeleri icin,

1
d(A’ B) = 9min(AAB)

esitligini kanitlayin. (Burada AAB, simetrik fark anlamima gelmektedir [N1].)

1. Xn = {n},

2.Y,={n,n+1,...,2n},

3. Z,={0,1,...,n}

olsun. Bu metrik uzayinda, lim,_ .o Xy, lim,— o0 Yn ve limy,_ o0 X, limitlerini hesap-
layn.

Bu metrikte, A, € p(N) igin

D)

nh_}n;o A, = U | A, =liminf A,,

n

oldugunu kanitlayin. (liminf hakkinda daha fazla bilgi icin [N1].) Her Cauchy dizisinin

yakinsak oldugunu kanitlayin.

Tanima bakinca anlagilacag: gibi, Cauchy dizisi olmak, dizinin bagin degil,
kuyrugunu ilgilendiren bir 6zelliktir. Dizinin bagina bir milyon yeni terim ek-
lense ya da diziden ilk bir milyon terim gikarilsa ya da ilk bir milyon terim
degistirilse, dizinin Cauchy olma ya da olmama 6zelligi bozulmaz.

Bir Cauchy dizisinin her altdizisi de Cauchy’dir, hatta altdiziler orijinal di-
ziden daha da Cauchy’dirler (!), ¢linkii ne de olsa altdizinin terimleri birbirine
orijinal diziden daha cabuk yaklagirlar, yani verilmis ¢ > 0 sayis1 icin, altdizi
icin bulunan N, dizi i¢in bulunan N’ye esit, hatta ¢ogu zaman ondan kiigiik
bile alinabilir.

Tanimdaki

n,m >N = d(xn, ) <€
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kogulu yerine
n,m >N = d(xp, tm,) <€

kogulunu da alabilirdik. Kavram degismezdi. Cauchy dizisi tanimin iyice an-
lamak isteyen okur bu dedigimizden emin olmalidir.

Eger X, ayrik metrikle donatilmigsa, X’in Cauchy dizileri sadece bir zaman
sonra sabitlesen dizilerdir. Bagka metriklerde isler daha da zordur elbette,
hatta cogu zaman Cauchy dizilerini anlamak i¢in tanima bagvurmaktan bagka
care yoktur. Ama kimi uzaylarda da bir dizinin Cauchy olup olmadig1 diziye
bakilir bakilmaz anlagihr. Bunlar daha ele avuca sigan uzaylardir. Ornegin
Ornek 11.18, 10.36 ve 10.37, Cauchy dizilerinin siniflandirilmasi gorece kolay
olan uzaylardir.

Yukarda citlatmigtik: Limiti olan her dizi bir Cauchy dizisidir:

Teorem 12.1. Bir metrik uzayda, her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Kanit: Kamt aynen gercel sayilardaki gibi [N4]. Metrik uzayimza (X, d) di-
yelim. (x,), dizisi #’e yakinsasin. Rastgele bir € > 0 segelim. O zaman &yle
bir N vardir ki, her n > N igin,

d(zp,x) < €/2
olur. O zaman her n, m > N igin,
d(xn, Tm) < d(xn,z) +d(z,2m) <€/24+€/2=¢

olur. O

Alstirmalar

12.5. X bir metrik uzay ve (zn)n bir Cauchy dizisi olsun. (yn)» dizisi (z)n dizisinin bir
altdizisi olsun, yani mutlak artan bir f : N — N fonksiyonu i¢in y, = xy,) olsun.
limp— o0 d(Tn, yn) = 0 esitligini gosterin.

12.6. Ornek 11.18’de Q yerine N alin ve N’deki Cauchy dizilerini siniflandirin. ipucu: Bir (zn)n
Cauchy dizisinin @, terimlerini p tabaninda z, =), Tn,ip" olarak yazin ve her n igin
(zn,s)n dizisinin zamanla sabitlegtigini kanitlayn.

12.7. Ornek 10.36'te p = p(T) = T alin ve uzaym Cauchy dizilerini simflandirin. Ipucu:
(fn)n bir Cauchy dizisi olsun. f, = >, f,w-Ti ise her n igin (fn,;)n dizisinin zamanla
sabitlegtigini kanitlayin.

12.8. Ornek 10.37’teki metrik uzaylarinin Cauchy dizilerini simiflandirin.

12.2 Tam Metrik Uzaylar

Teorem 12.1’in ters istikameti her metrik uzayda dogru degildir, hatta pek
az metrik uzayinda dogrudur. Ornegin Q iizerine Oklid metrigini alirsak, bu
metrik uzayda her Cauchy dizisinin yakinsak olmadigini biliyoruz.
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Bir bagka 6rnek: (1/n),, dizisi R’de 0’a yakinsadigindan, yukardaki teoreme
gore bir Cauchy dizisidir. Ama bu Cauchy dizisinin terimleri ayni zamanda
(0,1] araliginda ve 0 bu aralikta degil. Demek ki (0, 1] metrik uzaymnda her
Cauchy dizisinin limiti yoktur, yani bir sonraki tanima gore (0, 1] aralig bir
tam metrik uzay: degildir.

Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu metrik uzaylara tam metrik uzay
adi1 verilir.

Ornekler

12.9. Ayrik metrikte, sadece zamanla sabitlesen bir dizi Cauchy dizisi olabildiginden, ayrik
metrikle donatilmig her uzay tamdir.

12.10. Ama yukardaki pek ilging bir 6rnek degil. R ¢ok daha ilgin¢ bir 6rnek. R’nin Oxklid
metrigiyle birlikte bir tam metrik uzay: oldugunu biliyoruz.

12.11. Ornek 11.20’de tanimlanan Fonk(N, N) ultrametrik uzayimin tam oldugunu kanitlaymn.
12.12. Ornek 11.21’te tammlanan ©(N) ultrametrik uzayinm tam oldugunu kanitlaym.

12.13. p“(N), N’nin sonlu altkiimelerinden olusan kiime olsun. Bu kiimeyi Ornek 11.21°de
tanimlanan ultrametrikle donatalim. Bu metrik uzayimin tam olmadigini kanitlayin.

12.14. p“(N) C p(N) metrik uzaylar: yukardaki aligtirmalardaki gibi tamimlansinlar. Terimleri
©* (N)’de olan her Cauchy dizisinin p(N)’de bir limiti oldugunu gosterin. Ayrica p(N)’'nin
her elemaninin p*(N) kiimesinden bir dizinin limiti oldugunu gosterin.

12.15. Ornek 10.35’te tammlanan (Q,d) ve (Z,d) ultrametrik uzaylarinm tam olmadiklarim
kanitlaymn.

Sonlu sayida tam metrik uzaymin kartezyen garpiminin (garpim istiine
konan dogal metriklerle) bir tam metrik uzay1 oldugunu gimdi gorecegiz:

Teorem 12.2. (X1, e1),..., (X, ex) metrik uzaylar ve X =[], X, kartezyen
carpum olsun. Ve p € [1, 00| herhangi bir gergel sayr ya da oo olsun. Eger

T = (xlv"‘axk)v Yy = (ylv'”ayk) EX
1se,
k 2\ P y .
) — (Ei:l ei(zi, yi) ) ejer 1 <p < oo ise
max{e;(z;,y;) i =1,...,k} egerp=oc ise

dp(xvy

olsun. (X, dp) bir metrik uzayrdir. Kartezyen carpimdan bir (ay )y dizisi alalim.
an = (anla An2; -« - ank)

olsun. (ay), dizisinin (X, d,) metrik uvzayinda Cauchy dizisi olmasu i¢in, her
i=1,...,k i¢in (ani)n dizisinin (X, e;) metrik uzayinda Cauchy dizisi olmasu
yeter ve gerek kosuldur.

Kanit: (X, d,)nin bir metrik uzay1 oldugunu Ornek 10.6’te ve Ornek 10.10°de
kanitlamigtik.
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(an)n dizisinin (X, dp) metrik uzaymda Cauchy dizisi oldugunu varsayalim.
€ > 0 herhangi bir gergel say1 olsun. O zaman 6yle bir N vardir ki, her n,
m > N icin,
dp(an, am) < €

olur. Eger p = oo ise, her i = 1,... k igin,
€ > dp(an, am) = max{e;(ani, ami) 11 =1,...,k} > e;j(ani, am;)

olur, ki bu da (ay;), dizisinin (X;,e;) metrik uzayinda Cauchy dizisi olmasi
demektir. Jimdi p € [1, 00) olsun. O zaman,

k

e > dp(any am)p = Z ei(aniy ami)p > ei(ani7 ami)p7
i=1

yani €;(ap;i, ami) < € olur, ki bu da (ay;), dizisinin (Xj, e;) metrik uzayinda
Cauchy dizisi olmasi demektir.
Simdi de her i = 1,...,k gostergeci igin (ay;), dizisinin (X;,e;) metrik
uzayimda Cauchy dizisi oldugunu varsayalim. € > 0 herhangi bir say1 olsun.
Once p = oo olsun. Her i = 1,...,k icin oyle bir N; vardir ki, her n,
m > N; icin,
ei(Ani, am;) < €

olur.
N = max{Ny,..., Ny}

olsun. O zaman her n, m > N igin,
doo(an, am) = max{e;(ani,am;) i =1,...,k} <e

olur, ki bu da (ay,), dizisinin ([ [, X, ds) metrik uzayinda Cauchy dizisi olmasi
demektir.
Simdi p < oo varsayimimi yapalim. O zaman her i = 1,..., k igin 6yle bir
N; vardir ki, her n, m > N; igin,
€
ei(@ni, ami) < T
olur. Gene
N = max{Ny,..., Ny}

olsun. O zaman her n, m > N igin,

k 1/p k 1/p 1/
P P P
dp CLn,CLm = <§ € amaamz > < (E 6k> = (kek) =€

=1 =1

olur ki bu da (an)n dizisinin (][, X, dp) metrik uzaymda Cauchy dizisi olmasi
demektir. g
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Sonug 12.3. Yukardaki varsayimlaria, ([]; Xs, dp) metrik uzayimin tam olmase

igin, her i = 1,...,k icin (X;, e;) metrik uzayimin tam olmasy yeter ve gerek
kosuldur.
Kanit: Yukardaki teoremden ve Teorem 11.5’ten gikar. U
Sonug 12.4. R Oklid metrik uzay: tamdar. O
Ornekler

12.16. Yukarda R™ Oklid metrik uzaymin tam oldugunu gordiik. R™, uzunlugu n olan diziler
kiimesi olarak goriilebilir. n’yi smirl almayalim: RY, gercel sayilar dizilerinden olugan
kiime olsun. Bu kiime {izerine su metrigi alalim:

i i — Yl 1}
d(%y)zsup{% :ZGN}

Bunun bir metrik oldugunun kanit1 oldukca kolaydir ve okura birakilmigtir. Ilerde (Ornek
13.12) bu metrik uzaymn da tam oldugunu gorecegiz.

12.17. I herhangi bir kiime ve (M, d) herhangi bir metrik uzay olsun. f, g € Fonk(I, M) igin

doo(f, 9) = sup{min{d(f(i),g(i)), 1} : i € I}

tanimini yapalim. O zaman (Fonk(I, M), dw ) bir metrik uzaydir (“diizgiin metrik”, bkz.
Ornek 10.19). Eger (M, d) tamsa bu metrik uzay da tamdir. Bu 6nemli sonucun kanit:
agsagida. (Okur bu kamti kendi bagina yapmaya calisirsa, kanitin bir yerindeki zeka
piriltisinin farkina daha kolay varir.)

Simdi Cauchy dizileriyle ilgili birkag yararl sonug kanitlayalim.

Teorem 12.5. Eger (M, d) metrik uzay: tamsa Fonk(I, M) de diizgiin metrige
gore tamdar.

Kanit: (fy,)n, Fonk(I, M) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Demek ki
doo(fn, fm) sayilar yeterince biiyiikk n ve m sayilar i¢in 1’in altina girer. O
andan itibaren, her ¢ € [ icin,

d(fn(2), fm (1)) < doo(frs fim)

oldugundan, (fy (7)), bir Cauchy dizisidir. M tam oldugundan, (f, (7)), dizisi-
nin bir limiti vardir. Bu limite f(i) diyelim. O zaman f € Fonk(I, M) olur ve
(fn)n dizisinin noktasal limitidir. f'nin bu dizinin diizgiin metrige gore limiti
oldugunu kanitlayalim.

¢ > 0 olsun. Oyle bir N secelim ki, her n, m > N icin

doo(fnafm) < 6/2

olsun. Elbette her ¢ € I icin,

d(fn(2), fm(i)) <e€/2
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olur. n’yi ve ¢’yi sabitleyelim ve yukardaki esitsizlikteki ifadeleri m sonsuza
giderken limitini alalim.

lim fo (i) = f(7)

m—0o0

oldugundan, Onsav 11.3’e gore,

d(fn(i), f(i)) < €/2

olur. Bu esitsizlik her ¢ € I ve her n > N igin gecerlidir. Demek ki her n > N
icin

doo(fr f) <€/2 <€
olur. Bu da istedigimizi kanitlar. O

Bolumii biraz daha siradan ama siradan oldugu kadar da 6nemli ve yararl
ve ezbere bilinmesi gereken sonuclarla bitirelim.

Onsav 12.6. Eger (xy)yn bir Cauchy dizisiyse ve limy, oo d(Tpn,yn) = 0 ise
(Yn)n de bir Cauchy dizisidir. Ayrica biri yakinsaksa digeri de yakinsaktur ve
limitlert aynadar.

Kanit: € > 0 olsun. (")yle bir N bulmak istiyoruz ki, her n, m > N icin,

d(ymu yn) <e€

olsun. Bu esitsizligin gegerli olmasi i¢in n ve m’nin ne kadar biiyiik olmalar:
gerektigini bulalim.

d(yma yn) < d(yma ffm) + d(l'ma xn) + d(:l?n, yn)

oldugundan, eger egitsizligin sag tarafindaki terimlerin her birini, yeterince
biiyiik n ve m gostergecleri igin, €/3’ten kiigiik yaparsak amacimiza ulagiriz.
Bu da o kadar zor degil:

lim,, o0 d(zp, yn) = 0 oldugundan, Gyle bir Ny vardir ki, her n > Nj igin

d(xn,yn) < €/3

olur. Ayrica (x,), bir Cauchy dizisi oldugundan, &yle bir N vardir ki, her n,
m > Ny igin
d(xn, Tm) < €/3

olur. Simdi N = max{Ny, No} olsun. Bu N istedigimizi saglar.
Son olarak, lim,_, . x, = a egitligini varsayalim. O zaman,

0< d(yn7 CL) < d(yna Jf'n) + d(fL‘n, a)
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esitsizliklerinden ve Sandvig Teoremi'nden [N4] dolay:

lim d(yn,a) =0

n—o0
olur. Bu da lim,,_, o ¥y, = a demektir. O

Bir sonraki sonucumuz i¢in bir tanima gereksiniyoruz. (X, d) bir metrik
uzay ve A C X olsun. Eger A’'min herhangi iki elemaninin mesafesi eleman-
lardan bagimsiz secilmis belli bir sabiti agamiyorsa, A’ya swnarls kiime denir.
Ornegin (0, 1) arahg R’nin Oklid metriginde smirhdir. Bazen X’in kendisi
sinirh bir kiime olabilir; 6rnegin X iizerine ayrik metrik verilmigse X siirhdir.
Ornek 10.13, 10.14, 10.15, 10.17, 10.19, 10.35, 10.36 ve 10.37’te verilen metrik
uzaylari da sinirhdir.

Bir A C X kiimesinin sinirli olmasi icin gerek ve yeter kosul, A’'nin eleman-
larimin X’in verilmis herhangi bir  noktasina mesafelerinin sinirli olmasidir.
Bunun kolay kanitini okura birakiyoruz.

Bir dizinin sinirh olmasi demek, dizinin terimlerinden olusan kiimenin
smirli olmasi demektir. Elbette, dizinin sinirli olmasi, dizinin ilk terimlerini
degil, dizinin kuyrugunu ilgilendiren bir kavramdir.

Onsav 12.7. Her Cauchy dizisi sinarly bir dizidir.

Kanit: (x,), bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy dizisi taniminda ¢ = 1 alalim.
O zaman 0Oyle bir N vardir ki, her n, m > N igin,

d(Tpm, xn) < 1
olur. Demek ki, her n > N igin,
d(xnt1,mn) < 1
olur. Simdi,
r =max{d(zn+1,70),.-.,d(xN+1,2N), 1} + 1
olsun. O zaman her n igin,
Tn € B(xng1,7)

olur, yani (z,,), dizisi simirhdir. O

Onsav 12.8. Eger bir Cauchy dizisinin yakinsak bir altdizisi varsa o zaman
dizi de yakwnsaktir ve limitler aynidar.
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Kanit: (), bir Cauchy dizisi olsun ve (zf(,))n bu dizinin yakinsak bir alt-
dizisi olsun. Altdizinin a’ya yakinsadigini varsayalim. Altdizinin tanimindan
dolay1, f : N — N fonksiyonu artandir, dolayisiyla, tiimevarimla kolaylikla
kanitlanabilecegi tizere, her n icin f(n) > n esitsizligini saglar.

Herhangi bir € > 0 verilmis olsun.

d(xn,a) <e

esitsizliginin saglanmasi icin N’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Her zamanki gibi d(x,,a) ifadesiyle oynayalim.

d(wp,a) < d(Tn, ) + d(T ), a)

esitsizliginden dolay1
d(xn,mf(n)) ve d(mf(n), a)

ifadelerinin herbirini €/2’den kiiglik yapmak yeterli. Ny,
n > Ny = d(xfpn),a) < e€/2
onermesini dogrulayan bir say1 olsun. Ng,
n,m > No = d(xn, Tm) < €/2

onermesini dogrulayan bir say1 olsun. Ve gimdi de N = max{Ny, Na} ven > N
olsun.

f(n) >n > N > Ny oldugundan d(z ¢(,),a) < €/2 olur.

f(n) > n > N > Ny oldugundan d(zn, @) < €/2 olur. Kamtimiz bit-
migtir. [l

Aligtirmalar

12.18. Eger (zn)n ve (yn)n ayni noktaya yakinsayan iki diziyse, lim, o0 d(Zn, yn) = 0 esitligini
kanitlayin.

12.19. Bir metrik uzayin tam olmasi i¢in her Cauchy dizisinin yakinsak bir altdizisi olmasinin
gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayin.

12.20. Q {izerine p-sel metrigi alahm (Ornek 10.35).
i. Bu metrikle (1/n), dizisinin Cauchy olmadigim1 gosterin.
ii. (p")n dizisinin 0’a yakisadigini kamtlayin.
iii. p = 7 ise, Oyle bir (z,), Cauchy dizisi bulun ki

: 2
lim z, =2
n—o0

olsun. Ayn problemin ¢6ziimiiniin p = 2 ve 5 i¢in miimkiin olmadigini gosterin.
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12.3 p-sel Metrikte Cauchy Dizileri

Ornek 10.35’de ve 11.18de tekrar ele aldigimiz metrik uzayim biraz daha ay-
rintil isleyecegiz, yalmz Q yerine Z altuzayini alacagiz.

X = Z ve p bir asal olsun. p-sel metrigi Q’den Z’ye kisitlayalim. Anim-
satalim: 0 # = € Z ise ve p", x sayisim boliiyorsa, ama p"*! bolmiiyorsa,
val,(z) = n tanimin yapalim. Bir de ayrica val,(0) = oo tanimim yapalim.
Simdi, x,y € Z i¢in su tanimi yapalim:

— valp(z—y)

1 j—
pvalp(a:—y) =P ’

d(z,y) =
(Tahmin edilecegi tizere 1/p™ = p~>° = 0 olarak kabul ediliyor.) O zaman
(Z,d) bir ultrametrik uzay olur, yani iiggen esitsizliginden daha giiglii olan

d(z,y) < max{d(z, z), d(z,y)}

esitsizligi saglanir.
Asagida da gorecegimiz lizere bu metrik uzayda d ultrametrigi yerine val,
ile calismak daha pratiktir. Mesela

d(z,0) < pln & valp(z) > n < p'lz
onermeleri gecerlidir; bir bagka deyisle bir say1 ne kadar ¢ok p’ye béliintiyorsa,
o kadar 0’a yakindir; p'%% sayis1 0’a p°’ten cok daha yakindir, ve sonsuz defa
p’ye boliinen 0 sayis1 0’a en yakin sayidir!
Bu uzayda bir (x,), dizisinin x’e yakinsamasimin ne demek oldugunu an-
lamak oldukga kolaydir:

lim z, =z & lim d(z,,z) =0« lim val,(x — z,) = oco.
n—oo n—oo n—o0

Yani (x,,), dizisinin z’e yakinsamasi igin p’nin giderek daha biiytik kuvvetleri
Zpn — @ sayisinl bolmelidir. Ornegin

limp™" =0

olur, ¢linkii val,(p™ — 0) = n — oo olur.

Benzer gekilde, bu uzayda bir (x,,), dizisinin Cauchy dizisi olmasi, x,, —
sayisinin n ve m biiylidiikkce p'nin giderek biiyliyen kuvvetlerine boliinmesi
demektir. Ornegin

Tp=1+p+p*+-+p""

ise ve n > m ise
xn_xm:pm+pm+1+_”_‘_pnfl
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ve
val,(2n — ) = m = min{m,n}

olur. Demek ki (z,),, dizisi bir Cauchy dizisidir. Eger p = 2 ise bu Cauchy dizisi
—1’e yakinsar ama eger p > 2 ise bu Cauchy dizisi Z’de yakinsak degildir. Bunu
anlamak igin,

(p_l)xn :pn_l
esitligini goriip,

lim (p — 1)z, = —1

n—oo
esitligini farketmek yeterlidir; nitekim eger (zy), dizisi bir z € Z saysina
yakinsasaydi,

(p—Dx=(p—1) lim =z, < lim (p—1Dx, =-1

n—oo n—oo

olurdu ki eger p # 2 ise bu imkéansizdir. (Soru isaretli esitlik ilging bir sorudur,
kayitsiz kalimmamali. Bkz. Aligtirma 14.6.)

Bu uzayda yakinsakligin anlagilmasi gorece kolay oldugu su sonuctan da
belli:

Omnsav 12.9. Her n icin z, € Z olsun. s, = xo + - + Tn, olsun. (Sn)n
dizisinin bir Cauchy dizisi olmast i¢in lim, . val,(x,) = oo egitligi yeter ve
gerek kosuldur.

Kanit: Eger n > m ise sp — Sy = g1 + -+ + T Ve
valp(sp — sm) = valy(Tmy1 + -+ - + xp) > min{valy(zp41), ..., valy(zy) }

olur. Dolayisiyla lim,,—, val,(z,) = oo ise (sp)n dizisi Cauchy’dir. Ters isti-
kamet daha kolay: s, — s,—1 = &, esitliginden hemen cikar. O

Ama bundan ¢ok daha iyisini kamtlayabiliriz:

Onsav 12.10. (Tn)n bir dogal sayr dizisi olsun. xy, yi p tabaninda yazalim:
Tn = Z xn,ipi-
i

Burada sonlu bir toplam sozkonusudur tabii ve x,; katsayilar: 0°dan p —1'e
kadar olan dogal saylardir. (xy,), dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in her
i i¢in (Tni)n dizisinin bir zaman sonra sabitlesmesi gerekmektedir.

Kamt: Once (z,), dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu varsayahm. j goster-
geci verilmig olsun. O zaman bir zaman sonra, diyelim N gostergecinden sonra,
valp(zn, — zp) > j + 1 olur. Ama

Tn = Tm = Y _(Tni = TP’

%
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oldugundan, bu da
Tn,0 = Tm,0, Tnl = Tml, ---, Tnj = Tm,j

demektir. Yani N gostergecinden sonra

Tn,0s Tn,dy -« xn,j

katsayilar1 sabitlesir.
Simdi de tam tersine her ¢ igin ¢’inci katsayilar dizisinin bir zaman sonra
sabitlestigini varsayalim. O zaman tiim ilk ¢ katsayilar, yani

($n70)n7 (xn,l)na R (J;n,i—l)n

dizilerinin tiimii birden bir zaman sonra sabitlegirler. Iste o asamadan sonra
p', Ty, — X yi béler, yani val,(z, — z,) > i olur, ki bu da aynen (z,), dizisi
Cauchy demektir. O

Yukardaki 6nsav tiim terimleri negatif olan diziler i¢in de gecerlidir elbette.
Eger bir dizi hem sonsuz sayida negatif hem de sonsuz sayida pozitif terim
igeriyorsa yapilacak sey, 1. Diziyi negatif ve pozitif dizi olarak ikiye ayirmak,
2. Her iki dizinin de Cauchy oldugunu 6nsavdaki yontemle kontrol etmek, 3. Iki
dizinin farkinin 0’a yakinsadigim kontrol etmek. Bu testten gegen dizi (elbette)
Cauchy dizisidir.

Ornek 12.21. Eger (z,), dizisi,
o = 1
r1=14+2-5
z2=1+2-5+3-5°
z3=1+4+2-5+3-542.5°
r4=1+2-5+3-5°+2.-5°+0-5
z5=1+2-5+3-5°+2-5°+0-5"+4-5°
gibi diizenli ya da diizensiz bir bigimde gidiyorsa, o zaman (z, ). dizisi p = 5 igin bir Cauchy
dizisidir. Dizinin nasil devam ettigine gore dizi Z halkasinda (ya da Q cisminde) yakinsayabilir

ya da yakinsamayabilir.

Eger bu asamada okur, yukardaki érnekteki Cauchy dizisinin bir limiti
olarak,
142-54+3-524+2-5°40-5"+4-5°+ ...

gibi ", x;p* sonsuz toplamlar: tanimlamak icin yanip tutusuyorsa bu altboliim
amacina ulagmig demektir. Boliim 15’da ve 6zel olarak Altboliim 15.2’de bunu
yapacagiz ve boylece her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu bir uzay inga ede-
cegiz.






13. Metrik Uzaylar, Topoloji
ve Diziler

Bu sayfaya kadar yazilanlari okuyanlar metrik uzaylarla topoloji arasinda-
ki yakin baglantiy1 hissetmis olmalilar. Nitekim, birazdan gorecegimiz tizere
her metrik uzay ayni zamanda bir topolojik uzaydir. Ama bunun tersi dogru
degildir: Her topolojik uzay illa bir metrik uzaydan tiiretilmis olmak zorunda
degildir. Hangi topolojik uzaylarin bir metrik uzaydan tiiretildigi konusu bagh
bagina 6nemli bir konudur ama bu kitapta bu énemli konuya pek deginmeye-
cegiz.

13.1 Acik Kumeler

(X, d) bir metrik uzay1 olsun. X'in, (sonlu ya da sonsuz sayida) acik yuvarlarin
bilegimi olarak yazilan bir altkiimesine agik kiime denir. Yuvarlarin kendileri
acik kiimelerdir elbette.

U acik kiimesi, acik yuvarlarin bilesimidir.

Onsav 13.1. Acik kiimelerin su ézellikleri vardur:

A1l. ) ve X agik kimelerdir.

A2. Agik kimelerin her tirli (sonlu ya da sonsuz) bilesimi agiktur.
A3. Sonlu sayrda acik kimenin kesigimi aciktor.

Kanit: Al’den baslayalim. X = (J,.x B(z,1) oldugundan, X agiktir. z € X
olsun. B(z,0) = () oldugundan, bosgkiime de aciktir®.

'Ama eger X = () ise, bu kanit gecerli degil ciinkii bu durumda X’ten alacagimiz bir
elemani yok. Eger X = () ise Uzeg Bz, 1) = (0 esitligine bagvurulabilir. Eger bu da okuru
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Her acik kiime yuvarlarin bilegimi oldugundan, agik kiimelerin bilegimi de
yuvarlarin bilegsimidir.

Son olarak A3’{i kanitlayalim: Iki acik kiimenin kesigiminin acik oldugunu
kanitlamak yeterlidir. Eger U, (B;);er yuvarlarinin, V' de, (C}) e yuvarlariin
bilegimiyse, o zaman,

UﬂVz(UBi)ﬂ Jaol= U Bno

el jeJ i€l jed

oldugundan, A2’ye gore, B; N C; kesigiminin acik kiime oldugunu gostermek
yeterlidir. Ama bu da tam Onsav 10.4’in soyledigi sey. g

Nasil bir acik yuvari sinirimi icermeyen bir daire olarak imgelemek gereki-
yorsa, agik kiimeyi de “sinirim1” icermeyen ama “igini” igeren bir kiime olarak
algilamak gerekir.

Bu asamada okurun gelecek altboliimde ¢ok isimize yarayacak olan Onsav
10.3’e tekrar bakmasinda yarar var.

13.2 Topoloji

Onsav 13.1°deki 6zellikler, topolojik bir uzayda “acik” adi verilen kiimelerin
saglamalar1 gereken oOzelliklerdir. Demek ki her metrik uzay ayni zamanda
bir topolojik uzaydir, yani her (X,d) metrik uzayi, X iizerinde bir topolojik
uzay yapisi tiretir. Bu topolojik uzayda agik kiimeler yuvarlarin bilegimidir,
yani metrik uzayin yuvarlari bu topolojik uzayin bir tabanini olugtururlar. Bu
durumda, topolojik uzayin metrik tarafindan tretildig:i ya da indirgendigi
sOylenir.

Ama her topolojik uzay bir metrik tarafindan iiretilmez. Bu kitapta bir
metrik uzay tarafindan tretilmeyen bircok topolojik uzay oOrnegi verecegiz.
Ornegin, bir sonraki sonuca gore bir metrik uzay tarafindan iiretilen topoloji
Hausdorff’dur; dolayisiyla Hausdorff olmayan bir topolojik uzay bir metrik
tarafindan iiretilmis olamaz. Sozgelimi, eger |X| > 1 ise, X’in en kaba topo-
lojisi bir metrik tarafindan iiretilmig olamaz. Ama metriklegebilmesi igin bir
topolojik uzayin Hausdorff olmasi da yetmez; orneklerini gérecegiz.

Bir metrik tarafindan iiretilen topolojilere metriklesebilen ya da met-
riklesen topoloji adi verilir. Aksi halde metriklesmeyen topolojiden soze-
dilir. Ne tiir topolojik uzaylari metriklegebildigi bu kitapta pek tistiinde dur-
mayacagimiz énemli ve ilging bir sorudur.

Onsav 13.2. Bir metrik uzay tarafindan tretilmis her topoloji Hausdorff dur,
yani metrik uzaywn birbirinden degisik her x ve y noktalar: icin, siraswyla x’

ikna etmemigse, en iyisi “acik kiime” tanimini bogkiimeyi igerecek bicimde genisletmek.
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ve yyi iceren ama kesigsmeyen acik kiimeler (hatta a¢ik yuvarlar) vardwr. Do-
layrswyla Hausdorff olmayan bir topolojik uzay metriklesemez.

Bir metrik uzayinin noktalarini acik kiimelerle
(hatta acik yuvarlarla) ayristirabiliriz.

Kanit: x ve y iki degisik nokta olsun.

_d(z,y)
r= 2 >0

olsun. O zaman

B(z,r) ve B(y,r)

acik yuvarlar: sirasiyla x’i ve y’yi igerirler ama kesigsmezler. Nitekim eger z bu
iki yuvardaysa, o zaman,

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <r+r=d(x,y)

olur ve bu da bariz bir geligkidir. O
Alistirmalar
13.1. (X,d) bir metrik uzay olsun. X iizerine d metrik tarafindan tanimlanan topolojinin

13.2.
13.3.

13.4.

13.5.

d : X x X — R fonksiyonunu siirekli yapan en kaba topoloji oldugunu kanitlayin.
(Bkz. Aligtirma 6.4.)

Her metrik uzayin birinci sayilabilir oldugunu kanitlayin.

(X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. A'nin X’te yogun olmasi igin, her z € X ve
e > 0 igin d(a,z) < € esitsizligini saglayan bir a € A olmasinin yeter ve gerek kogul
oldugunu kanitlayin.

Sayilabilir yogun bir altkiimesi olan metrik uzaylarin (bu tiir topolojik uzaylara ayrig-
turdlabilir topolojik uzay denir) ikinci sayilabilir oldugunu kamtlayin.

Sorgenfrey dogrusunun ikinci sayilabilir olmadigini, dolayisiyla metriklesemeyecegini
gosterin. (Bkz. Alstirma 8.39.)

Ornekler

13.6.

13.7.

Ayrik Metrik. Ayrik metrik tarafindan tretilen topoloji ayrik topolojidir, yani bu
topolojide tek bir noktadan olugan her kiime agiktir: {z} = B(z,1). Dolaysiyla her
altkiime agiktir.

Yigilma Noktasi. X bir metrik uzay, A C A ve x, A’nin bir yigilma noktasi olsun. z’i
igeren her agik kiimenin A’nin sonsuz sayida noktasini igerdigini kanitlayin.
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13.8. @klid Metrigi. R™ kartezyen carpimi iizerine Oklid metrigi tarafindan iiretilen topoloji
Oklid topolojisidir (ki bu da garpim topolojisidir). Ama basgka metrikler de R™ {izerinde
ayn1 topolojiyi tiretebilirler. Ornegin,

dp(z,y) = (Xr, e —vil?)Y"  (pe[l,00))
deo(z,y) = maxi_y {|zi — yil}
bp(z,y) = min{dy(z,y),1} (p € [1,00))

formiilleriyle verilmis her metrik R™ {izerine ayni topolojiyi iiretir. (Bkz. Ornek 10.5 ve
10.6.)

Demek ki herhangi bir kiimenin ayrik topolojisi ve R™’nin Oklid topolojisi metriklege-
bilen topolojilerdir.

13.9. Metrik Uzaylarin Sonlu Kartezyen Carpim. Eger (Xi,e1)...,(Xn,en) metrik
uzaylar1 metriklesebiliyorsa, o zaman

HXi:Xlx...xXn

Kartezyen ¢arpimi tizerine olan carpim topolojisi de metriklegebilir. Nitekim her p > 1
i¢in,
n 1/p
dp(2,y) = <Z ei(«’fiyyi)p>
i=1
metrigi Kartezyen ¢arpim iizerine garpim topolojisini verir. Bunun kanitini okura bira-
kiyoruz.

Ornek 13.8’teki gibi aym topolojiyi iireten mesafelere (topolojik) denk
mesafeler denir. Bu iligki elbette bir kiime iizerine verilmis metrikler kiimesi
tizerine bir denklik iligkisidir.

Daha zor orneklere el atmadan once metrik topolojisini daha iyi anla-
mamiza yardimci olacak su sonucu kanitlayalim.

Onsav 13.3. d ve d', bir X kiimesi tizerine tki metrik olsun. T ve ', siraswyla,
X dizerine d ve d’ tarafindan tiretilen topolojiler olsun. O zaman 7', T’dan daha
incedir, yani T C 7' i¢indeligi dogrudur, ancak ve ancak her x € X ve her e > 0
1¢IM,

By (x,0) C By(w,¢)

icindeligini saglayan bir § > 0 varsa.

Kanit: Once 7 C 7/ icindeligini varsayalim. By(z,€) € 7 verilmig olsun. O
zaman x € By(x,€) € 7 olur. Demek ki 7’ topolojisinde (ya da d’ metriginde)
x'1 igeren By(x,€) kiimesinin iginde agik bir yuvar vardir. Onsav 10.2'ye gore,
By (x,0) C By(z,€) igindeligini saglayan bir § > 0 vardir.

Simdi her x € X ve her € > 0 igin,

By (l‘, 5) - Bd(xa 6)

i¢indeligini saglayan bir § > 0 sayisinin varligini varsayalim. Bg(x,r) kiime-
sinin 7/ topolojisinde (ya da d’ metriginde) agik oldugunu kamtlamak yeterli.
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Onsav 10.3%i kullanacagiz. a € By(x,r) olsun. Onsav 10.2’ye gore Oyle bir e > 0
vardir ki, By(a,e) C By(z,r) olur. Simdi varsayima gore By (a,d) C By(a,€)
i¢indeligini saglayan bir § > 0 sayisi vardir. O zaman a € By (a,d) C By(x,r)
olur. Onsav 10.3’e gore By(xz,r) kiimesi 7’ topolojisinde aciktir. U

Alstirma 13.10. R%’de acik yar diizlemlerle (vani bir dogrunun iki yarisindan birinde
kalan bolgelerle) tiretilmis topolojinin Oklid topolojisi oldugunu kanitlayin.

Ornekler

13.11.

13.12.

Ornek 10.11 ve daha sonra Ornek 10.19 olarak ele alman fonksiyonlar uzayim animsa-
yalim: I herhangi bir kiime ve (M, d) herhangi bir metrik uzay olsun. I’dan M’ye giden
fonksiyonlar kiimesi, bildigimiz gibi, Fonk(, M), [[; M ya da M" (kartezyen garpim)
olarak gosterilir. f, g € M’ icin

doo(fy g) = Sup{min{d(fi’gi)7 1} S I}
tanimini yapalim. O zaman her f ve g icin deo(f, g) < 1 olur ve bu tanimla (M7, dw) bir
metrik uzayma doniisiir. doo mesafesine diizgiin metrik ad1 verilir. Diizgiin metrikte f
merkezli ve s yarigapl yuvarl Boo(f, s) olarak gosterelim.
Diizgiin metrigin topolojisi en az carpim topolojisi kadar incedir, yani ¢carpim topoloji-
sinin her acik kiimesi diizgiin metrikte de agiktir. Bunu kanitlamak igin, sabit bir j € I,
a € M ve r >0 igin,

T(a,j,r) ={z e M" : d(zj,a) < r}

olarak tamimlanan T'(a, j,r) kiimesinin dizgiin metrikte agik oldugunu kanitlamak ye-
terli (ve gerekli), ¢linkii 7T'(a,j,r) kiimeleri garpim topolojisinin 6ntabanidir. Kaniti
agagidaki sekilden izleyebilirsiniz. T'(a, j,r) kiimesinden bir b = (b;); noktas1 alalim
ve

_r- d(b;, a)
B 2
tanimini yapalim. O zaman,

b€ B(b,e) CT(a,j,r)
olur. Demek ki B(a,j,r) kiimesi diizgiin metrigin agik yuvarlarmmin bilesimi olarak
yazilabiliyor, dolayisiyla T'(a, j, ) kiimesi diizgiin metrikte agiktir.

B_ (b, €), grafigi bu gri alanin icinde olan
M fonksiyonlar kiimesidir

T(a, j, r), grafigi bu gri bolgeden gecen
i fonksiyonlar kiimesidir

a ’lr b

]

Eger I kiimesi sonsuzsa diizgiin topoloji daha incedir; bunun kanitin1 okura birakiyoruz.
Ornek 13.8’te R” {izerine Oklid metrigi tarafindan iiretilen topolojinin Oklid topolojisi,
yani carpim topolojisi oldugunu gordiik. Ya sonsuz bir I kiimesi icin R! {izerine alinan
carpim topolojisi bir metrik tarafindan tiretilir mi? Eger I sayilabilir sonsuzluktaysa
yanit olumludur (yoksa olumsuzdur, bkz. Teorem 21.12); bunu gosterelim. I = N = w
olsun. R (gergel sayilar dizilerinin kiimesi) iizerine su metrigi alahm:

i i —Yil, 1} .
o Bl )
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Bunun bir metrik oldugunun kanit1 oldukca kolaydir ve okura birakilmigtir. Bu metrigin
irettigi topolojinin ¢arpim topolojisi oldugunu kanitlayalim.
Once metrik topolojisinde herhangi bir U acik kiimesi ve bu kiimeden bir a elemamn
alalim. B(a,r) C U olacak bigimde bir r > 0 segelim. N dogal say1si

r

1
N 2

olacak bicimde segilsin. O zaman ¢arpim topolojisinin standart tabaninda bulunan
R“’min

(ap — s,a0+8) X ... X (an—1 —s,an—1+ 8) X RxR x ...
altkiimesi, hem a’y1 igerir hem de B(a,r)’nin, dolayisiyla U'nun altkiimesidir. Nitekim,
eger i > N ise, her z; € R igin,

min{|z; — a;|,1} < 1 1
1+ 1 ~—++1 N

olur. Eger ¢ < N ise her z; € (a; — s,a; + s) igin,

min{|x; — a;|,1} < |xs — as 5 <

141 - 141 1+1

olur. Dolaysiyla d(z,a) < s < r, yani
z € B(a,7) CU

olur.

Simdi de ¢arpim topolojisinde bir acgik kiimenin metrik topolojisinde acik oldugunu

gostermeliyiz. Agik kiimeyi, bir i € N ve bir U C R acik altkiimesi igin,
V={zeR":z;, €U}

olacak bigimde segmemizde bir sakinca yoktur ¢linkii bu tiir kiimeler ¢carpim topolojisi-
nin bir 6ntabanini olugtururlar. Bu kiimeden bir a elemani alalim. € > 0,

(aife,aiJre)gU

igindeligi dogru olacak bicimde secilsin. Ayrica e’u 1’den kiiciik secelim.

€
141

olsun. O zaman B(a,d) C V olur. Nitekim eger x € B(a, ) ise,

wq@{w:im}:d@ @) <o=—

i+1 i+1 i+1
ve min{|z; — a;],1} < € < 1 olur ve dolayisiyla
|z; — a;| = min{|z; — ai],1} < e
olur. Demek ki z; e U ve x € V. O

Yakinsaklik, siireklilik gibi tiim topolojik kavramlari metrik uzaylarina ge-

nellegtirebiliriz, daha dogrusu metrik uzaylarin diliyle (yani d mesafesini ve yu-
varlar1 kullanarak) yazabiliriz ¢linkii ne de olsa bir metrik uzayda acik kiimeler
acik yuvarlarin bilegimidir.
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13.3 Yakinsaklik

Yakinsaklik konusunu hem metrik uzaylarda hem de topolojide igledik. Bu iki
kavramin ayni kavramlar oldugu bu noktaya kadar anlattiklarimiza vakif biri
i¢in bariz olmali.

Teorem 13.4. (X,d) bir metrik uzay olsun. 7, X dzerinde d metriginin
drettigi topologi olsun. Terimleri X ’te olan bir dizinin (X, d) metrik uzayinda
yakinsak olmaswyla (X, ) topolojik uzayda yakinsak olmasy esdegerdir ve li-
mitler aynidar. O

Ornek 13.13. Ornek 13.12’da tanimlanan (R¥, d) metrik uzay: tamdir. Nitekim eger bu
uzaydan bir (z,), Cauchy dizisi verilmisse, x,’yi T, = (Tno,Tn1,...) olarak yazalim. d
metriginin tanimindan,

A(ZTn, Tm) = sup{mm{‘mm — Tmil, 1} = N}

i+1
bulunur. j € N verilmig olsun. (2,;)» dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek istiyo-
ruz. Herhangi bir € > 0 alalim. €’u 1’den kiigiik secebiliriz; dyle secelim.

oo €
j+1

olsun. O zaman 6yle bir N vardir ki, her n, m > N igin, d(2n,zm) < «, yani

i ni — mi;l .
sup{mmﬂx T }:ZGN}<Q,

i+1
dolayisiyla,
mln{|a¢n.j — Tmjl, 1} ca=_f
J+1 J+1
ve
min{|zn; — Tmj|,1} <e<1
ve

|Tn; — Tm;| = min{|zn; — Tm;|, 1} <€

olur. Demek ki (zn;)n dizisi R Oklid uzayinda bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bir a; gercel
sayisina yakinsar. Simdi
a=(a;); € R¥

olsun. (z,)n dizisinin a’ya yakimsadigim gosterelim. Onsav 13.3%e gore () dizisinin a’ya
carpim topolojisinde yakinsadigini gostermek yeterli. Teorem 6.6’ya gore, bunun dogru olmasi
icin gereken her sey var: (), dizisinin j’inci terimlerinden olusan (zn;)» dizisi a'nin j’inci
terimine yakinsiyor (yani noktasal yakinsama sozkonusu). Istedigimiz kanitlanmigtar. g

Aligtirma 13.14. Sayilabilir sonsuzlukta metrik uzayin ¢arpim topolojisinin metriklegebilir
oldugunu kanitlaym. (Kamiti aynen Ornek 13.11’deki kanit gibidir.)
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13.4 Kapali Kiimeler

Metrik uzaylarda acik kiimelerin acik yuvarlarin bilegimleri olduklarini biliyo-
ruz. Ya kapali kiimeler, onlar neye tekabiil ediyorlar?
Once, bir (X, d) metrik uzayinda, verilmis bir a € X ve r € R igin,

B(a,r) ={z € X : d(z,a) <7}

tirlinden yazilan kiimelerin kapal olduklarina emin olalim. Nitekim eger b ¢
B(a,r) ise, b’yi iceren
B(b,d(a,b) — )

acik yuvariyla B(a,r) nin kesigimi boskiimedir. B(a, r) kiimelerine kapali yu-
var diyebiliriz. Yuvar tanimina gore kapali yuvarlar yuvar degildirler; bir
karigiklik olmasin diye yuvarlara bazen — vurgulayarak — acik yuvar denir.
Ote yandan B(a,r) yuvarmin kapams illa B(a, r) olmak zorunda degildir.
Nitekim X ayrik metrikle donatilmigsa ve |X| > 1 ise, B(a,1) = {a} =
B(a,1/2) olur ve kapal bir kiimedir ama B(a,1) = X olur.
Metrik uzaylarda kapalilik en iyi “yigilma noktas1” kavramiyla betimlenir.
Ta Bolim 8.4’te tanimladigimiz “yigilma noktas1” kavramini animsatalim: A,
bir X topolojik uzaymin bir altkiimesi ve x € X olsun. Eger x’i igeren her
U acik kiimesi igin, U’da A'nin z’ten degisik bir elemani varsa, o zaman x’e
A’nin yigilma noktasr adi verilir. Eger X'’in topolojisi bir metrik tarafindan
iiretilmigse, her acik kiime agik yuvarlarin bilegimi oldugundan, yigilma nok-
tasinin tanimindaki “agik kiime”yi silip yerine “agik yuvar” koyabiliriz:

Onsav 13.5. (X,d) bir metrik uzay, A C X ve x € X olsun. Asaqidaki
onermeler esdegerdir:

a. x, A’mn bir yigilma noktasidar.

b. x’i iceren her ac¢ik yuvarin iginde A’da olan ama x’ten degisik bir nokta
vardar.

c. Her € > 0 i¢in, B(z,e) N A\ {z} # 0 olur.

d. Her pozitif n dogal sayist i¢in, B(x,1/n) N A\ {z} # 0 olur.

e. Terimleri A kiimesinde olan ve birbirinden degisik olan x’e yakinsayan bir
dizi vardar.

f. Terimleri A\ {z} kimesinde olan x’e yakinsayan bir dizi vardr.

Kanit: (a = b). Her agik yuvar bir agik kiimedir.
(b = ¢). B(z,€), i igeren agik bir yuvardir.
(¢ = d). e = 1/n almak yeterli.
(d = e). zg € A\ {x} herhangi bir eleman olsun. Tiimevarimla,

0 < d(zpt1,7) < d(xn,z)/2
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esitsizliklerini saglayan x,, € A elemanlar1 bulacagiz. Bu elemanlardan olugan
dizinin terimleri elbette birbirinden farklidir ve lim, oo d(zn,x) = 0, yani
lim,, 00 , = 2 olur. m dogal sayisi, 1/m < d(x,,x)/2 esitsizligini saglasin.
Zp+1 elemanini, bog olmadigini bildigimiz B(xz,1/m) N A\ {z} kiimesinden
secelim.

(e = f). Verilen dizinin en fazla bir terimi e esit olabilir. O terimi atalim.

(f = a). (), varhg sdylenen bir dizi olsun. U, z’i iceren herhangi bir
acik kiime olsun. B(z,€) C U olacak bicimde bir € > 0 secelim (Onsav 10.3).
limy, o0 , = x oldugundan, belli bir gostergecten sonra dizinin x,, terimleri
B(z, €) yuvarinn ig¢inde olurlar. Sadece biri yeter bize! O

Onsav 13.6. X bir metrik uzay ve A C X olsun. Su onermeler esdegerdir:
a.r € A.

b. Her € > 0 i¢in B(xz,e) N A # 0.

c. Terimleri A’da olan ve x’e yakinsayan bir dizi vardar.

Kanit: (¢ = a). z, terimleri A’da olan bir dizinin limiti olsun. x’i iceren her
acik kiime, diziden terimler, dolayisiyla A’dan elemanlar icerir. Onsav 8.6'ya
gore x, A’dadir.

Simdi X’in bir metrik uzay oldugunu varsayalim.

(a = b). Eger bir € > 0 i¢in B(z,€) N A = () olsaydi, o zaman B(z,¢) C A€
olurdu, demek ki z € B(x,€) C (A°)° = (4)° olurdu (Onsav 8.5), yani z, A’da
olamazdi.

(b= c). Her n > 0 i¢in a,, € B(z,1/n)N A olsun. O zaman d(z,a,) < 1/n
ve dolayisiyla,

lim d(z,a,) =0

n—oo

ve lim,, o a, = x olur. O

Kapali bir kiime olmanin metrik uzaylarda baz ayricaliklar: vardir.

Onsav 13.7. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. Terimleri A’da olan bir
dizi yakinsaksa limiti A kapamsindader. EGer X metriklesebilirse bunun tersi
de dogrudur. Bir metrik uzayda, su onermeler esdegerdir:

a. A kapals.

b. A, terimleri A’dan olan yakinsak dizilerinin limitlerini icerir.

c. A, yigilma noktalaring icerir.

Kanit: z, terimleri A’da olan bir dizinin limiti olsun. z’i iceren her agik
kiime, diziden terimler, dolayisiyla A’dan elemanlar igerir. Onsav 13.6’ya gore
x, A’dadir.

Simdi X’in bir metrik uzay oldugunu varsayalim ve z € A olsun. n > 0 bir
dogal say1 olsun. Onsav 8.5’e gore, B(z, 1/n) yuvar: A ile kesismek zorundadur.
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Bu kesisimden bir x,, elemani alalim.

0 < lim d(zp,x) < lim 1/n =0,

n—oo n—oo
oldugundan,
lim d(x,,z) =0,
n—oo
yani lim,, o x, = x olur.
Son ii¢ 6nermenin egdeger olduklarinin kaniti okura birakilmigtir. O

Alistirma 13.15. Ornek 10.35°deki (Q,.d) metrigini alahm. Bu uzayda agik yuvarlarin ayn
zamanda kapali olduklarimi kamitlayin. Ipucu: Ornek 10.41. Bu topolojide agik olan ama
kapali olmayan bir altkiime bulun.

Altuzay. Eger (X, d) bir metrik uzay ve A C X ise, o zaman (A, d| 4 4) metrik
uzayimin urettigi topoloji, X topolojik uzayindan A altkiimesine kisitlanmig
topolojidir. Kanit1 okura birakiyoruz.



14. Metrik Uzaylarda
Sureklilik

14.1 Sireklilik

Gegen boliimde her metrigin, tamimlandigr metrik uzay tizerine dogal olarak
bir topoloji iirettigini gordiikk. Animsarsaniz, topoloji, metrigin yuvarlar ta-
rafindan iretilmisti. Aym boliimde metrik uzaylardaki dizi yakinsakligi kav-
ramiyla topolojik uzaylardaki dizi yakinsakligi kavraminin ortiigtiigiinii gor-
diik, aralarinda bir fark yoktu. Bu bdéliimde, metrik uzayda “fonksiyonlarin
stirekliligi” kavramlarini tanimlayip, bu kavramin topolojik uzaylar i¢in onceki
kisimda tamimladigimiz kavramlarla ortiistiiglinii gorecegiz.

(X, d) ve (Y, d’) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Ayrica
a € X olsun. Eger her € > 0 ve her z € X icin,

d(a,r) < §=d'(f(a), f(z)) <e

Onermesini saglayan bir § > 0 varsa, o zaman f fonksiyonuna a’da stirekls

denir. Bu, z’i a’ya yeterince yakin secersek, f(z)i f(a)’ya istedigimiz kadar

yaklagtirabiliriz anlamina gelir. Idy 6zdeslik fonksiyonu elbette her a nok-

tasinda stireklidir, bunun icin 0’yi €’a esit almak yeterli. En dogal ve en cok kul-

lanilan fonksiyonlarin hemen her noktada siirekli olmalar: okuru sagirtmamali.
Yukardaki kosulun,

x € B(a,0) = f(x) € B(f(a),¢)
koguluna egdeger olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Bu da, elbette
f(B(a,0)) € B(f(a),€)
demektir, ve bu son kosul da
B(a,8) C f~H(B(f(a),€))

koguluna denktir. Boylece bir ¢irpida bir noktada siirekliligin dort degisik
tanimini bulduk.
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f, @’da siirekliyse

€ > 0 ne olursa olsun, dyle bir & > 0 vardir ki,

x € B(a, d) ise f(x) € B(f(a), ) olur,
yani f(B(a, 8)) < B(f(a), €) olur, bir basla deyisle...

B(a, ) c f(B(f(a), ®)) olur.

Bu, tek bir noktada stirekliligin tanimi. Her noktada siirekli olan bir fonk-
siyona kisaca stirekli fonksiyon denir.

Alstirmalar

14.1. Her izometri siireklidir elbette, ne de olsa izometriler i¢in d’y1 €’a esit almak yeterlidir.

14.2. Eger (X,d) bir metrik uzaysa, d : X x X — R mesafe fonksiyonu sireklidir.
Bu konuda Aligtirma 13.1’e de bakabilirsiniz.
Kanit: Ornek 13.9’a gore X x X iizerine

dl(((L’, y)7 (aa b)) = d(:l’, a) + d(y7 b)
metrigini alabiliriz.
(a,b) € X x X ve € > 0 olsun. Oyle bir § > 0 bulmahyiz ki, her (z,7) € X x X igin,
eger di((z,y), (a,b)) < d ise |d(z,y) — d(a,b)| < € olsun.

jdi(@y) = dia,b)] < |di(2,y) — di(@,b)] + |di(2,b) - da(a,b)]
— d(y7 b) —+ d(:c,a) = dl((xay)a (a, b))

oldugundan é = € almak yeterli. (]

Topolojik uzaylarda da fonksiyonlarin stirekliliginin tanimini gérmiistiik.
Her metrik uzay bir topolojik uzay tirettiginden, her iki stirekliligin de ayni
anlama gelip gelmedigi sorusunu sorabiliriz. Yanit olumludur, olmas: gerektigi
uzere...
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Teorem 14.1. (X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — 'Y bir fonksiyon
olsun. f’nin metrik uzaylar anlaminda strekli olmaswyla, metriklerin trettigi
topolojik uzaylar anlaminda stirekli olmasy arasinda bir fark yoktur, iki kavram
ortusur.

Kanit: Once f’nin metrik uzaylar anlammda siirekli oldugunu varsayalim.
V C Y, Y'nin bir acik kiimesi olsun. f~!(V)’nin acik oldugunu kanitlayacagiz.
Bu amagla f~!(V)’den herhangi bir a eleman alalim. a merkezli ve 0’dan
bilyiik yaricapli bir yuvarm f~!(V)min altkiimesi oldugunu kanitlayacagiz.
Boylece f~1(V) kiimesinin Y de acik oldugu kanitlanmig olacak.

f(a) € V oldugundan ve V agik oldugundan, topolojinin tanimina gore,
6yle bir € > 0 vardir ki, B(f(a),e) C V olur. Fonksiyon her yerde oldugu gibi
a’da da stirekli. Demek ki 6yle bir § > 0 vardir ki,

B(a,6) € f~H(B(f(a).e) € f7H(V)

olur.

Simdi de f’nin topolojik anlamda siirekli oldugunu varsayalim. X ’ten her-
hangi bir a eleman alahm. € > 0 herhangi bir eleman olsun. B(f(a),¢€) acgik
bir kiime oldugundan ve f siirekli oldugundan,

FH(B(f(a),€))

kiimesi X’in acik bir altkiimesidir. Bu agik kiime a’y1 icerdiginden, a merkezli
ve (0’dan biiyiik yarigaph bir yuvar igerir. Demek ki bir ¢ > 0 igin,

B(a,8) € f~H(B(f(a).€))

olur, ki bu da f’nin a’da siirekliligi demektir. g

Benzer bir teoremi tek bir noktada siireklilik i¢in de kanitlayabiliriz.

Teorem 14.2. (X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. a € X olsun. f’nin metrik uzaylar anlaminda a’da sirekli olmaswyla,
metriklerin trettigi topolojik uzaylar anlaminda a’da strekli olmast arasinda
bir fark yoktur, her iki kavram ortigir.

Kanit: Once f’nin metrik uzaylar anlammda a’da siirekli oldugunu varsa-
yahm. f(a) € V C Y, f(a)mn Y’de bir komgulugu olsun. f~(V)’nin a’nin
bir komsulugu oldugunu kanitlamaliyiz. Komgulugun tanimi geregi,

fla)yeV'CcV

iligkilerini saglayan bir V' acik kiimesi vardir. Topolojinin tanimi geregi, oyle
bir € > 0 vardir ki,
f(a) € B(f(a),) V' CV
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iligkileri saglanir. f metrik uzaylar anlaminda stirekli oldugundan,
B(a,8) C f7H(B(f(a),€))
igindeligini saglayan bir § > 0 vardir. O zaman,
a € B(a,8) C f~1(B(f(a),e)) € f7H(V)

olur ki bu da f~(V)’nin a’nin bir komsulugu oldugunu kanitlar.

Simdi f’nin topolojik anlamda a’da siirekli oldugunu varsayalim. ¢ > 0
olsun. B(f(a), €) yuvari, acik bir kiime oldugundan f(a)'nin bir komgulugudur.
Demek ki f~1(B(f(a),¢€)) kiimesi de a'nmn bir komgulugudur. Komsulugun
tanimi geregi,

aeUC [~Y(B(f(a),e))

iligkilerini saglayan X’in bir U acik altkiimesi vardir. Topolojinin tanimi geregi,
B(a,0) CU
igindeligini saglayan bir § > 0 vardir. O zaman,
B(a,6) CU C fY(B(f(a),e))

olur, ki bu da kanitlamak istedigimizdi. (]

Demek ki Teorem 3.1 ve 3.2’de kanitladigimiz teoremler metrik uzaylar icin
de gecerlidir. Ornegin, siirekli fonksiyonlarin bilegkesi siireklidir.

Topolojik bir uzayda siirekliligin gesitli tanimlar: verilebilir. Birkacin1 daha
once gormiistiik. Cok ise yarayanlardan biri de sudur:

Onsav 14.3. X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
f 'nin siirekli olmasu icin gerek ve yeter kosul, her A C X icin f(A) C f(A)
kosuludur.

Kanit: f’nin stirekli oldugunu varsayalim. O zaman kapali bir kiilmenin 6nim-
gesi kapali oldugundan (Teorem 8.2),

()
kapali bir kiimedir; ayrica A’y1 da icerir. Bu da
Ac i (FA),

yani B
f(4) C f(A)

icindeligini verir.
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Simdi de kosulu varsayalim. B, Y'nin kapal bir altkiimesi olsun. Teorem
8.2’ye gore f~1(B)min X'te kapah oldugunu gostermek yeterlidir.

A= fH(B)

olsun. Elbette f(A) C B. O zaman koguldan dolay1

f(@) CFACB=8

olur. Yani

f~Y(B)=AC f7U(B)
ve dolayisiyla f~!(B) kapaldur. O

[N4]’'te R i¢in kamtladigimiz teoremi simdi genel olarak metrik uzaylar i¢in
kanitlayabiliriz:

Teorem 14.4. X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon
olsun. Her v € X ve x’e yakinsayan her (z,,)n, dizisi icin (f(xy))n dizisi f(x)’e
yakinsar. Eger X metrik bir uzaysa, bunun tersi de dogrudur, yani bu ozelligi
saglayan her fonksiyon sureklidir.

Kanit: Ilk 6nerme Teorem 3.2’de kamtlanmisti. Ikinci 6nermeye gecelim. X
bir metrik uzay olsun. Bir 6nceki 6nsavi kullanip eger A C X ise

f(A) C f(A)

icindeligini kamtlayacagiz. € A olsun. O zaman Onsav 13.7’ye gore, A’da
limiti « olan bir (z,), dizisi vardir. Varsayima gore (f(xy)), dizisi f(x)’e
yakmsar. f(x,) € f(A) oldugundan, gene Onsav 13.7’ye gore (ama bu kez
metrige gerek yok), f(z) € f(A) olur. O

C(X,Y), X’ten Y’ye giden siirekli fonksiyonlarin kiimesini simgeler. El-
bette C(X,Y), [[y Y kiimesinin bir altkiimesidir, ama [[y Y’yi ¢arpim topo-
lojisiyle topolojik bir uzay olarak gordiigiimiizde, C'(X,Y )’nin hicbir 6zelligi
yoktur.

Eger Y = R olarak alirsak, C(X,R) iizerine toplama ve ¢arpma iglemlerini
(nokta bazinda, yani noktasal olarak) tanimlayabiliriz ya da C'(X,R) kiimesi-
nin bir elemanin bir r gercel sayisiyla garpabiliriz: Eger f, g € C(X,R) ise,
f+g, fg ve rf fonksiyonlari, her x € X igin,

(f +9)(x) = f(x) + g(x),
(f9)(x) = f(z)g(x),
(rf)(x)=r-f(z)

olarak tanimlayabiliriz. Tanimlanan bu {ig fonksiyon da C'(X,R)’dedir. Bunlar
¢ok daha genel bir teoremden c¢ikar.
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Teorem 14.5. X wve Y ki topolojik uzay olsun. n bir dogal sayr olsun.
p:Y"=Y x..xY =Y
strekli bir fonksiyon olsun. Heri=1,...,n icin,
fi: X =Y
strekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

kuralwyla tansmlanmis X ten Y ’ye giden fonksiyon streklidir.

Kanit: Teorem 6.3’e gore, x — (f1(z),..., fu(x)) kuraliyla tammlanmig X to-
polojik uzayindan Y topolojik uzayina giden fonksiyon stireklidir. Dolayisiyla
bu fonksiyonun ¢ ile bilegkesini alirsak siirekli bir fonksiyon elde ederiz. ]

Sonug 14.6. C(X,R), toplama, carpma ve bir gercel saywyla ¢carpma iglemleri
altinda kapalidar.

Kanit: Yukardaki teoremde Y =R ve n = 2 olsun ve ¢ : R x R — R fonk-
siyonu ¢(z,y) = = + y ya da ¢(z,y) = zy olarak tamimlansin. ¢’'nin siirekli
oldugunu biliyoruz [N5]. O
(X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay olsun. Cy(X,Y’), X ten Y’ye giden siirekli
ve sinirh fonksiyonlar kiimesi olsun. Cp(X,Y') tizerine su metrigi koyabiliriz:

doo(f,g) = sup{d'(f(x),g(z)) : z € X}.

Bunun 6zel bir durumu: Cp(X,R) bir metrik uzaydir.

Aligtirmalar

14.3. Ornek 10.6 ve 10.10°da Oklid metrigiyle donatilmig X; = ... = X,, = R metrik uzay-
larini alalim. 1 < p < oo olsun. Her z, y € R™ igin,

dp(z,y
pél/p ) < dele,y) < dyfay)

egitsizliklerini kanitlayin.

14.4. Yukardaki ahgtirmadan, 1 < p, ¢ < oo igin, Idg» : (R",d,) — (R", d,) fonksiyonunun
stirekli oldugunu ¢ikarin.

14.5. Yukardaki ahgtirmadan, 1 < p, ¢ < oo igin, (R",dp) ve (R",dq) metrik uzaylariim
gerdigi topolojilerin ayni olduklarini kanitlayin.

14.6. Q fizerine p-sel metrigi alahm (Ornek 10.35). Q x Q’den Q’ye giden f(z,y) = = + y
ve g(z,y) = zy fonksiyonlarinin p-sel metrik i¢in stirekli oldugunu kanitlaym. (Q x Q
tizerinde garpim topolojisi aliniyor tabii.) ipucu: Aligtirma 10.41. Buradan lim,,_, 0 T, =
z ve limp oo Y = ¥ i8€ liMp oo (Tn + Yn) = T + y ve limp— oo (Znyn) = zy oldugunu
kanitlayin.



14.2. Dizisel Sureklilik ve Streklilik 185

Dikkat: Bir fonksiyonun a’da stirekli olup olmadig1 sorusunun sorulabilmesi,
dolayisiyla sorunun olumlu ya da olumsuz yanitlanabilmesi icin a’nin X ’te ol-
mas1 gerekir. Lise 6gretmenlerinin ve 6grencilerinin vazgecilmez sorularindan
biri de f(x) = 1/z fonksiyonunun 0’da siirekli olup olmadigidir. Matema-
tikgiler boyle bir soruyu anlamsiz bulurlar, ¢iinkii 0 tanim kiimesinde degildir.
Biraz daha ilging ama ayni derecede gereksiz bir soru g(z) = 22 /x formiiliiyle
tanimlanmig fonksiyonun 0 noktasinda siirekli olup olmadigidir. Gene mate-
matikciler sorunun anlamsiz olmasi gerektigine karar vermiglerdir ¢linkii sa-
dece tanim kiimesinde olan a’lar i¢in bir fonksiyonun siirekli olup olmadig:
sorusu sorulabilir. Ote yandan bu son fonksiyon R \ {0} kiimesinde ’e esittir
ve h(z) = x fonksiyonu R’de tammlanabilir, R \ {0} kiimesinde g¢’ye esittir
ve 0’da siireklidir. Yani g(0) = 0 tanimin yaparak ¢’yi her yerde siirekli hale
getirebiliriz. Ama agzimizla kus, burnumuzla balik tutsak, f fonksiyonunu her
yerde stirekli hale getiremeyiz.

14.2 Dizisel Sureklilik ve Stureklilik

Teorem 3.2’de stirekli bir fonksiyonun dizi limitiyle uyumlu oldugunu goster-
dik!, yani her (z,), dizisi icin, eger =, (x,), dizisinin bir limitiyse, f(z),
(f(xn))n dizisinin bir limitidir?. Bu ozelligi saglayan fonksiyonlara dizisel
stirekli fonksiyon adi verilir. Demek ki her siirekli fonksiyon dizisel siirekli-
dir. R’den R’ye giden ve Oklid topolojisinde dizisel siirekli olan her fonksiyonun
siirekli oldugunu da [N5]’ten biliyoruz. Ama her topolojik uzay ve her fonksi-
yon icin dizisel siireklilik siirekliligi gerektirmez. Ornek 3.9’da buna bir érnek
verdik. Ote yandan Teorem 14.4’te tanim kiimesi bir metrik uzay1 oldugunda
dizisel siirekliligin stirekliligi gerektirdigini kanitladik. Bu boliimde bu sonucu
genellestirecegiz. Once bir iki tamm.

Tanim. X bir topolojik uzay olsun. Her x € X i¢in, x ' iceren oyle sayilabilir
sayrda (Uy)n agik kiimesi olsun ki, x’i i¢eren her agik kiime bu Uy, ’lerden birini
icersin. Bu durumda X ’e birinci sayilabilir denir. Tanimda verilen (Up)y,
acik kime ailesine de x’in yerel tabant denir.

Onsav 14.7. Bir metrik uzay birinct saylabilir bir topolojik uzaydur.
Kamt: z € X ise, (B(z,q))qeq ailesi, 2’in sayilabilir bir yerel tabamdir. [

Teorem 14.8. X wve Y iki topolojik uzay olsun. X birinci saylabilir olsun
(drnegin bir metrik uzay olabilir). Dizisel strekli her f : X — Y fonksiyonu
sureklidir.

1Bu altbsliimde gorillen kavramlar ve sonuclar her ne kadar temel olsa da bu kitapta
kullanilmayacaktar.

2Ayrlca eger uzaylarda limitler biricikse, limy, o0 f(2r) = f (limp— oo ©r) esitligini goster-
dik.
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Kanit: Tam tersine, f’'nin siirekli olmadigini varsayalim. x € X, f’nin stirekli
olmadig1 bir nokta olsun. V', f(z)’i iceren dyle bir agik kiime olsun ki, f=1(V),
2’1 igeren bir agik kiime igermesin. (U, )., z’in bir yerel tabani olsun. Gerekirse

Uy 2UgnNU D2UyNU; NUo,...

agik kiimelerini alarak (U, ), yerel tabammnin kiigiildiigiinii varsayabiliriz. Her n
icin f(U,) € V oldugundan, f(x,)nin V’de olmadig: bir z,, € U,, bulabiliriz.
Dolayisiyla f(zy,)n dizisi f(x)’e yakinsayamaz ¢linkii V', f(z)’i igeren bir agik
kiime ama f () lerin hicbirini icermiyor. Ote yandan (z,, ), dizisi z’e yakinsar.
Nitekim U, z’in bir komguluguysa o zaman bir N icin Uy C U olur. Dolayisiyla
n > N icin z, € U, C Uy C U olur. Bu da dizisel siireklilikle geligir. O

14.3 Metrik Uzaylarin Normalligi

(X,d) bir metrik uzay olsun. A C X ve B C X, bos olmayan iki altkiime
olsun. A ve B arasindaki mesafe,

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € A,b € B}

olarak tamimlanir.
_ Eger ANB # () ise, d(A, B) = 0 olur elbette. Ama bunun tersi yanhstir.
Ornegin, X = R ise d((0,1),(1,2)) = 0 olur.

ozelliklerinin kanitlanmasi kolaydir. Ama
d(A,B)=0& A=DRB

onermesi yanhs oldugundan, d, p(X) \ {0} tizerinde bir mesafe degildir. d,
ancak p(X)’in bazi altkiimeleri iizerine bir mesafe olabilir. (X’in birbirinden
“uzak” altkiimelerinden olusan bir kiime tizerinde 6rnegin.)

B’yi bir x € X i¢gin B = {«} alirsak, bir noktanin bosg olmayan bir altk-
meye mesafesint tanimlamig oluruz:

d(z,A) = inf{d(z,a) :a € A} = ingd(x,a).
ac

Bu kavramin baz 6zelliklerini siralayalim:

e Eger ) # A C B ise, d(z,A) > d(x, B) olur elbette.
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e Eger x € A ise d(x,A) = 0 olur. Ama bunun tersi yanhstu: X = R,
A = (0,1) ise, 1, A’da degildir ama A’ya mesafesi 0’dir. Ote yandan eger
A # ) kapaliysa,
dlz,A) =0z A
egdegerliligi gecerlidir. Nitekim, eger = ¢ A ise, A° agik oldugundan, 2’1 igeren
ve A’y1 kesmeyen e > 0 yarigapl agik bir yuvar vardir, dolayisiyla
d(x,A) >e>0

olur.
e Ote yandan, A ve B kapalh ve ayrik olsalar da d(A, B) = 0 olabilir.
Ornegin, X =R x R ve
A={(z,1/z) : x > 0},
B={(z,—1/x): 2 <0}
ise, A ve B kapali ve ayrik kiimelerdir ama d(A, B) = 0 olur.

X = R’de bir 6rnek verebilirizz A =Nve B={n+1/n:n=2,3,...}
ise, A ve B Oklid topolojisinde kapali kiimelerdir ve ayrica ayriktirlar ama
d(A, B) =0 olur.

Buna kargin R™’de, mesafeleri 0 olan ayrik, sinirli ve kapali A ve B altkiime-
leri bulamayiz; hatta sadece birini bile sinirli yapamayiz. Bunu ilerde Sonug

17.4 olarak kanitlayacagiz.
e Egerx,y € X vea € A ise,

d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)
oldugundan
d(‘/l:) A) - d(l‘a y) < d(yu CL)
olur. Demek ki
ac
ve
olur. Simetriden dolay1 ayni sekilde
olur. Demek ki,

olur. Bu da
x—d(z,A)

kuraliyla tanimlanmig X’ten R’ye giden bir fonksiyonun stirekli oldugunu gos-
terir. Bu bulduklarimizi not edelim, ilerde sik sik gerekecek:
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Teorem 14.9. (X,d) bir metrik uzay ve ) # A C X herhangi bir altkime
olsun. O zaman

(1) x> d(z,A)

kuralwyla tanimlanmis X ten R’ye giden fonksiyon streklidir. Bunun ézel bir
durumu olarak, a € X i¢in A = {a} alirsak, v — d(x,a) fonksiyonunun sirekli
oldugunu goririz. Eger A # 0 ise, A’man kapalr olmast i¢in gerek ve yeter kosul

dlz,A)=0=2€c A
kosuludur. O
Bu mesafe kavramini kullanarak ¢ok 6nemli bir teorem kanitlayabiliriz.

Teorem 14.10. Metrik uzaylar normaldir, yani eger (X, d) bir metrik uzaysa
ve A ve B, X ’in iki kapal ve ayrik altkimesiyse, o zaman, siraswyla A ve B’yi
iceren ayrik U ve V' agik altkiumeleri vardar.

Kamit: Eger A ya da B boskiimeyse, sorun yok. Ikisinin de boskiime ol-
madiklarini varsayalim. a € A ve b € B igin,
d(a, B) d(b, A)

€q — —— Ve €, =
@ 9 b 9

olsun. Ve

U= U (a,€q) ve V = UBbeb
a€A beB

olsun. O zaman U ve V acgiktirlar ve
ACUve BCV

olur. Ve ayrica U ve V kesigsmezler. Ciinkii eger kesigimde bir z varsa, diyelim
a € A vebée B igin,
x € B(a,eq) N B(b, &)

ise, 0 zaman, €, < €, varsayimini yaparak,

d(a,b) <d(a,z) +d(x,b) < €, + € < 2¢, = d(a, B),
yani d(a,b) < d(a, B) elde ederiz ki bu da bir geligkidir. ¢, < ¢, varsayimm da
benzer sekilde bir celiski verir.

Ikinci Kamit®: f(z) = d(z, A) — d(z, B) formiiliiyle tammlanmg f : X — R
fonksiyonu siirekli oldugundan, V = f=1(0,00) ve U = f~!(—00,0) kiimeleri
istenen ozelliktedir. O

3Literatiirde bilinen bu zarif kanit1 sunan Zafer Ercan’a tesekkiirler.



15. Metrik Uzaylarin
Tamlamasi

15.1 Metrik Uzay Tamlamasi

Bir Cauchy dizisinin, yakinsamak icin elinden geleni ardina koymayan bir dizi
oldugunu bir zamanlar, Cauchy dizilerini konu ettigimizde sOylemistik. Bir
Cauchy dizisi yakinsamak i¢in elinden geleni yapar belki ama, eger yakinsamasi
gereken nokta uzayda yoksa, ne yaparsa yapsin yakinsayamaz.

Ornegin, (1/n)p=123,.. dizisi, R\ {0} metrik uzaymnda yakmsak degildir,
¢linkii yakinsamasi gereken 0 noktasi uzayda degildir (0'in olmasi gerektigi
yerde bir delik vardir!); bu eksikligin sorumlusu da herhalde dizi degildir.

Ote yandan ((—1)™) dizisi, R iizerine konulan metrik ne olursa olsun yakin-
sayamaz; bu ornekte metrik uzayin yapabilecegi bir sey yoktur, dizinin kendisi
defoludur.

Bu boliimde, (1/n),—1,23,... dizisi gibi, yakinsamaya meyilli olan ama uzay-
daki delikler ytliziinden yakinsamasi gereken noktaya yakinsayamayan dizilerin
bulundugu metrik uzaylarda deliklerinin tikanmasini konu edecegiz.

Yakinsamayan Cauchy dizilerine sahip olan bir metrik uzayini, “delikleri
olan” bir uzay olarak yorumlamak ¢ok yanlig bir yorum olmaz. Bu delikleri
tikarsak, muhtemelen, deliksiz, yani her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu bir
metrik uzay elde ederiz; nitekim bu boliimde gorecegimiz iizere 6yle de olur.
Ana konumuza baglamadan once ilk olarak, kesirli sayilar kiimesi Q ile gercel
sayilar kiimesi R’yi kargilagtiralim:

a. Her seyden 6nce, Q, R’nin bir altuzayidir.

b. Sonra, @, R'nin iginde yogundur.

c. Ve son olarak R tamdir.

d. Ve en son olarak - bunu kanitlamadik heniiz, ama dogrulugu bu béliim-
den anlagilacak (diye umuyoruz...): R, yukardaki 6zellikleri saglayan metrik
uzaylarin bir anlamda en kiiciigiidiir. Yani R, her Cauchy dizisinin yakinsak
oldugu ve Q’yi altuzay olarak iceren her metrik uzayinin igine bir izometriyle
gomiiliir, ve tistelik tek bir bicimde gémiiliir; yani tam metrik uzaylarda Q'niin
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bir kopyasi varsa zorunlu olarak R’nin de bir kopyas1 vardir.

Bir de R’nin Q’den hareketle nasil insa edildigini animsayalim [N2]. En
azindan amimsayanlar animsasinlar, amimmsamayanlar okumaya devam etsinler.
Q’den hareketle nasil R’yi elde etmigsek, Q i¢in yaptigimiz benzer seyi herhangi
bir (X, d) metrik uzayi i¢in de yapabiliriz. Agiklayalim:

(X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. X’in her Cauchy dizisinin bir limiti
olmayabilir, yani X metrik uzay1 tam olmayabilir. Oyle bir (Y, e) metrik uzayi
inga edecegiz ki,

1. (X,d), (Y,e)'nin bir altuzay: olacak, yani hem X C Y olacak, hem de
her z1, z9 € X igin

d(x1,m9) = e(x1, 22)

esitligi gecerli olacak.

2. X, Y’nin yogun bir altuzay: olacak. Yani her y € Y ve her ¢ > 0 igin,
e(y, x) < € esitsizligini saglayan en az bir x € X noktas1 olacak.

3. Y tam bir uzay olacak, yani Y’nin her Cauchy dizisinin gene Y’de bir
limiti olacak.

Ayrica, boyle bir Y metrik uzayimmin bir anlamda biricik oldugunu, daha
dogru ve daha matematiksel bir deyisle bu ozellikleri saglayan herhangi iki
metrik uzayin izometrik olduklarini, {istelik bu izometrinin X tizerine 6zdeslik
fonksiyonu olacak bicimde alinabilecegini kamtlayacagiz.

Bu {i¢ 6zelligi saglayan bir Y metrik uzayimna X’in tamlamast ad: verilir.

Not: Eger Y, X metrik uzayimin bir tamlamasiysa ve f : Z — X oOrten
bir izometriyse, o zaman Z ile X’i ozdeslestirip, Y nin Z’nin bir tamlamasi
oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 15.1. i. Her metrik uzaywn bir tamlamas: varder.

ii. Eger Y wve Z metrik uzaylary X in birer tamlamasiysa, her x € X i¢in
o(x) = x ozelligini saglayan bir ve bir tek ¢ 1 Y — Z izometrisi vardir ve bu
1zometri ortendir.

iii. Eger Y, X in bir tamlamaswysa, Z herhangi bir tam metrik uzaysa ve

p: XXx..xX—=>Z

herhangi bir siirekli fonksiyonsa, o zaman ¢ fonksiyonu strekli bir
Vv:Yx...xY —>Z

fonksiyonuna en fazla bir bicimde genisletilebilir.

Kanitin Plani: Teoremin kaniti oldukca uzun siirecek ama her sey son de-

rece dogal seyredecek. Cogu zaman yaptigimiz gibi, birinci agamada Yyi, X’i
altkiime olarak icerecek bicimde inga etmeyecegiz. Basglangicta X'ten Y'ye
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giden bir izometri (yani bir metrik uzay1 gémmesi) bulacagiz sadece. Bu izo-
metriyi kullanarak X’i Y’nin bir altkiimesiyle 6zdesglestirecegiz ve boylece Yyi
hafifce degistirerek X C Y igindeligini elde edecegiz [N2].

Cauchy dizisinin yakinsadig1 bir nokta igermeli. Bu diigiince Y 'nin ingasi igin
ilk kaba diigtinceyi verir: Y, X’in Cauchy dizileri kiimesi olsun! Amacimiz X'in
bir (z,,), Cauchy dizisinin Y’nin (z,), elemanina yakinsamasim saglamak!
(Bu konuyu ilk defa géren biri i¢in paragrafin gerisini anlamak zor olabilir.
Bu okura okumaya devam etmesini ve daha sonra bu satirlara geri dénmesini
Oneririz.) X’i de Y'nin igine sabit diziler olarak gdémelim, yani X’in bir x
elemanini, her terimi x’e esit olan s(x) = (z), € Y sabit dizisine génderelim.
Y fizerine Oyle bir e metrigi koyalim ki s bir izometri olsun. Zaten boyle bir
metrik varsa biriciktir ve

e((Tn)n, (Yn)n) = nh_g}o d(zn, Yn)

olarak tamimlanmak zorundadir. Sonra da X’in bir x elemanimi Y'nin s(x)
elemaniyla 6zdeslestirelim... Ve son olarak Y 'nin istenen o6zellikleri sagladigini
umalim; érnegin terimleri X’te olan bir (x,), Cauchy dizisinin Y’nin (zn),
elemanina yakinsayacagini umalim.

Ancak bu zekice yaklagim dogru sonucu vermez, ¢ilinkii bu yaklagimla,
X’in, ayn1 noktaya yakinsamaya meyilli iki degisik Cauchy dizisinin iki degisik
limiti olur. Mesela X = R\ {0} ise, o zaman Y’de (1/n), ve (1/n?), Cauchy
dizilerinin iki degisik limiti olur!

Dogru Fikir. Bu ytizden Cauchy dizileri kiimesini, x = (), ve y = (Yn)n
Cauchy dizileri igin

x =y < x ve y dizileri ayn1 noktaya yakinsamaya meyilli

tirtinden bir denklik iligkisine bolmeliyiz. Tabii bunu yapmadan énce “ayni
noktaya yakinsamaya meyilliler” terimini matematiksel olarak ifade edebilme-
liyiz. Bu da oldukga kolay: x = (), ve y = (yn)n Cauchy dizileri igin, =
iligkisini,
xr=y< lim d(x,,y,) =0
n—oo

olarak tanimlayalim. Kanitin bu agamasinda bu iligkinin gergekten bir denklik
iligkisi oldugu kanitlanmali elbette. Bu da pek zor degildir.
Eger C(X), X’in Cauchy dizileri kiimesiyse ve =, yukarda tanimlanan
denklik iligkisiyse,
Y=CX)/ =

olsun. Eger x = (z,,)y, bir Cauchy dizisiyse, z’in simifim [z] olarak gosterelim.
Y simdilik sadece bir kiime. Y {izerine bir metrik uzay: yapisi tanimlamaliyiz.
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Bunu da goyle yapalim:

e([z],[y]) = lim d(xn,yn)

n—oo

olsun. Ama daha 6nce bunun iyi bir tanmim oldugunu, yani her z, y, 2/, v/
Cauchy dizileri icin, oncelikle

lim d(xn, yn)

n—oo

limitinin oldugunu ve ayrica eger
— [
r=yvexr =y

ise

. T / !
33, Ueom ) = 151, Al o)

esitliginin dogru oldugunu kanitlamaliyiz.

elx,y) =lim,_,_d(x,y,

Ardindan da (Y, e) ¢iftinin bir metrik uzay oldugunu kanitlamaliyiz.

Bunlar yapildiktan sonra X’i Y'nin icine gommeli. Bu gébmmeyi soyle ya-
pacagiz (bagka da bir yolu yoktur!): Eger z € X ise s(x), sabit = dizisi olsun.
O zaman

i(z) = [s(z)]

tanimini yapalim. Bu bir izometridir, yani
i1: X =Y
fonksiyonu, her z, 2’ € X icin,
d(z,2') = e(i(z),i(2"))

esitligini saglar. Bu izometriyi kullanarak, x € X igin, Y'nin [s(z)] elemaniyla
2’1 6zdeglegtirelim [N1], yani bundan boyle [s(z)] yerine x yazalim. Boylece
X CY igindeligini elde etmis oluruz. Y’yi bu plana uyarak insa ettikten sonra
teoremin geri kalan kismimi kanitlayacagiz.

Planimiz: yeterince agikladik. Simdi ayrintilara gegelim.
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Teorem 15.1.i’in Kamiti: C(X), X’in Cauchy dizileri kiimesi olsun. z =
(Zn)ns Y = (yn)n € C(X) icin, = iligkisini,

r=y < lim d(zp,yn) =0
n—oo

olarak tanimlayalim ve bu iligkiyi saglayan Cauchy dizilerine birbirine denk
diziler diyelim. (Bu asamada Algtirma 12.5e bir goz atmakta yarar olabilir.)

Sav 1. = iliskisi C(X) tzerine bir denklik iliskisidir.
Kanzit: Iligkinin yansimali ve simetrik oldugu cok bariz. Eger

L= (mn)n, Yy = (yn)n7 = (Zn)n € C(X)
ise, x =y ve y = z iligkilerini varsayip z = z iligkisini kanitlayalim:

0< lim d(xp,z,) < li_)m (d(Tny Yn) + d(Yn, 2n))

n—o0

= lim d(zp,yn) + lim d(yn,2,) =0+ 0=0.

Demek ki lim,,,o d(zp, 2,) = 0 ve x = z. O

Y = C(X)/ = tanimini yapalim ve eger x bir Cauchy dizisiyse, z’in denklik
smifin1 [z] olarak gosterelim:

Sav 2. Eger x = (zp)n, Y = (Yn)n € C(X) ise limy, 00 d(Xp, yn) limiti vardur.
Kanit: R metrik uzay1 tam oldugundan, yani her Cauchy dizisi yakinsadi-
gindan (d(zy, Yn))n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterli. Su
basit hesab1 yapalim:

d(@n; yn) < d(@n, 2m) + d(@ms Ym) + d(Ym, Yn)
esitsizliginden,

d(Tn, Yn) = A(Tm, Ym) < AT, Tm) + d(Ym, Yn)
cikar. n ile m’nin rollerini degistirirsek,

A @m; Ym) = (T, yn) < d(Tm; n) + d(Yn; Ym)

buluruz. Bu son iki egitsizliklerde sol taraflar birbirinin toplamsal tersi, sag
taraflar ise egit. Demek ki,

olur. Bu egitsizlikten (d(zy,, yn))n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu kolaylikla
cikar. O
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Yukardaki sava gore, © = (Zn)n, ¥ = (Yn)n € C(X) ise

e(z,y) = lim (xnayn)
n—oo
tanimini yapabiliriz. Ama biz e’yi C(X) tizerinde degil, daha ziyade ¥ =
C(X)/ = tizerine tammlamak istiyoruz, yani

ez, [y]) = lim d(zn, yn)

n—oo

tanimini yapmak istiyoruz. Bu tanima hakkimiz oldugunu kanitlamak icin su
sava ihtiyacimiz var:

Sav 3. Eger (xn)n, (YUn)n, (@)n, (Yh)n € C(X) ise vex =2’ vey =y ise o
zaman

. T ro

olur.
Kanit: Aynen yukardaki savin kanitinda oldugu gibi

(s yn) — d(@y, yy)| < d(@n, 2,) + d(Yn, Yy,

esitsizligi saglanir. Sag taraf 0’a yakinsadigindan, sol taraf da mecburen 0’a
yakinsar. O

Bu sav sayesinde, x, y € C(X) igin,

ez, [y]) = lim d(zn, yn)

n—o0
tanimini yapabiliriz.

Sav 4. (Y, e) bir metrik uzayidar.

Kanit: e’nin tanmmindan, (X, d)’nin bir metrik uzay olmasindan ve limitin
esitsizligi koruma 6zelliginden hemen g¢ikar. Okura basit bir aligtirma olarak
birakilmistir. O

Sav 5. X in bir x elemant i¢in, s(x), sabit x dizisi olsun. O zaman, x — [s(z)]
kuraliyla tanimlanan fonksiyonla, X, izometrik olarak Y metrik uzayinin icine
gomaliir.

Kanit: Her n gostergeci ve her z € X i¢in, s(x), = x olsun.

sabit z dizisidir. Simdi her z, y € X icin,

e([s(x)],[s(w)]) = lim d(5(2)n, s(y)n) = lim d(z,y) = d(z,y)

n—oo n—oo
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olur. Demek ki
z = [s(x)]

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon X ’ten Y’ye giden bir izometridir. Her izometri
gibi bu fonksiyon da birebirdir. O

Yukardaki fonksiyona i diyelim: i(z) = [s(x)].
Sav 6. i(X), Y'de yogundur.
Kamit: o € Y ve € > 0 olsun. Bir a = (a,), € C(X) Cauchy dizisi i¢cin
a = [(ap)p] olsun. (ay), bir Cauchy dizisi oldugundan, &yle bir N vardir
ki, her n, m > N icin d(an,an) < € olur. §imdi e(a,i(an+1)) mesafesini
hesaplayalim:

e(a,i(an+1)) = e([(an)nl; [s(an+1)n]) = lim d(an, ani1) < e

olur ¢iinkii n > N i¢in d(an,an+1) < € esitsizligi gecerlidir. O

Zamani gelince Y’de her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu kanitlaya-
cagiz. Simdilik en azindan Y'nin baz1 Cauchy dizilerinin yakinsak oldugunu
kanitlayabiliriz.

Sav 7. z = (xn)n, X'in bir Cauchy dizisi olsun. O zaman

olur.
Kanit: Bakahm e(i(x,,), [z]) sayisi istedigimiz kadar kiigiiltebiliyor muyuz?
Her bir n € N i¢in gecerli olan

eli(za). o]) = m_d(@n, )

esitliginden dolayi, yeterince biiyiik m sayilar1 igin
’e(i(xn)7 [x]) - d(.ﬁl:n, xm)‘

sayisim diledigimiz kadar kiigiiltebiliriz. Ama x = (x,), bir Cauchy dizisi
oldugundan, m’yi gerekirse daha da biiyiilterek ve m < n segerek d(zy, zm)
saywisin istedigimiz kadar kiiciik segebiliriz. Boylece e(i(zy,), [x]) sayisi di-
ledigimiz kadar kiigiiltebilecegimizi goriiriiz. Bigimsel kaniti okura birakiyoruz.
O

Simdi Y’nin her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu kanitlayalim.

Sav 8. Y tamdar.
Kanit: (o), Y’den bir Cauchy dizisi olsun. Sav 6’ya gore, her n > 0 igin,

e(an,i(zy)) < 1/n
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esitsizligini saglayan bir z,, € X vardir. Onsav 12.6’ya gore (i(zy)), dizisi Y’de
bir Cauchy dizisidir. Sav 5’e gore (zy,), dizisi X te bir Cauchy dizisidir.

x = (Tp)n
olsun. Sav 7’ye gore,

dir. Gene Onsav 12.6’ya gore lim,, oo o, = [2] olur. O

Teoremin birinci kismi boylece kanitlanmis oldu. Ikinei kismina ge¢meden
once bagka durumlarda gerekecek birkag 6nsav kanitlayalim:

Onsav 15.2. Y bir metrik uzay ve X, Y 'nin yogun bir altuzayr olsun. O
zaman Y ‘nin her elemani, terimleri X ’te olan bir dizinin limitidir.

Kanit: y € Y olsun. Her n > 0 dogal sayi i¢in, =, € X,

d(.’En, y) < 1/”
esitsizligini saglayan bir eleman olsun. lim,, o d(2y,,y) = 0 oldugundan, (x, ),
dizisinin limiti 4 dir. O
Onsav 15.3. X bir metrik uzay olsun. z, y € X ve (xn)n ve (yn)n limitleri
siraswyla x ve y olan iki dizi olsun. O zaman im0 d(Tp, ypn) = d(z,y) olur.

Kanit: Su basit hesab1 yapalim:

(&, yn) < d(wn, ) +d(2,y) + d(Y, yn)
esitsizliginden,
(1) Az, yn) — d(@,y) < d(zn, ) + d(Y, Yn)
aikar. Ote yandan

d(x,y) < d(z,2n) + d(@n, yn) + d(Yn, y)
esitsizliginden,
(2) d(z,y) — d(@n, yn) < d(z, 2n) + d(yn, )
gikar. (1) ve (2) esitsizliklerinden

|d(@,y) = d(@n, yn)| < d(2,20) + d(yn, )

esitsizligi bulunur. Her iki tarafin da limitini alirsak istedigimizi kanitlamig
oluruz. g
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Dikkat: Y ve Z birer metrik uzayi olsun. X, Y’nin yogun bir altkiimesi olsun,
yani X = Y olsun. Z’'nin de tam oldugunu varsaysak bile, her f : X — Z
siirekli fonksiyonunun bir g : Y — Z stirekli fonksiyonuna genisletilebilecegi
dogru degildir ama Onsav 8.9’a gore genisletilebilirse tek bir bicimde genigle-
tilir.

Ornek 15.1. X =R\ {0}, Y = Z =R ve

| 1 egerxz>0ise
f(:v)—{ 0 eger x <0 ise

olsun. O zaman f siirekli bir fonksiyondur ama siirekli bir bigimde R’ye genigletilemez.

Ay

l]‘ »> X

Bu ornekteki sorun Cauchy dizilerinin f fonksiyonu altinda Cauchy dizilerine gitmemeleridir.
Ornegin ((—=1)"/n), dizisi X’in (yakmsak olmayan) bir Cauchy dizisidir ama imgesi olan
0,1,0,1,0,1,... dizisi Cauchy degildir.

Teorem 15.1.ii’'nin Kaniti: (Y] e) ve (Z, f) metrik uzaylarn (X, d) metrik
uzayinin birer tamlamasi olsunlar. X, hem Y’nin hem de Z’nin yogun bir
altuzayidir. y € Y olsun. Onsav 15.2'ye gore, y, terimleri X te olan bir dizinin
limitidir. Bu diziye (zy,), diyelim. (z,,), dizisi yakinsak oldugundan bir Cauchy
dizisidir. Dolayisiyla (), dizisi Z metrik uzayinda da bir elemana yakinsar;
diyelim z’ye. Karigiklik olmasin diye,

lim :Ungyve lim xnéz

n—oo n—oo
yazacagiz. ¢(y) = z formiiliiyle tanimlanmig fonksiyondan s6z etmek istiyoruz
ama once

) Y .. ,
lim z, = lim xz,
n—00 n—oo

esitligi gegerliyse

. z . /
lim z, = lim ),
n—o0 n—oo

esitliginin de gegerli oldugunu kanitlamaliyiz. Gergekten de, eger
lim x, X lim z,
n—oo n—oo

esitligi gegerliyse, elbette

. rN
71113010 d(xpn,z,) =0
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esitligi de gegerlidir, dolayisiyla

lim xn = lim x
n—oo n—oo

esitligi de gegerlidir. Boylece, ¢ : Y — Z fonksiyonunu ¢(y) = z formiiliiyle
tanimlayabilecegimizi gostermis olduk.
Simdi ¢’nin bir izometri oldugunu kanitlayalim. y, 3’ € Y olsun.

||“<

/

Y
lim z, =y ve lim 2/, =y

n—oo n—0o0
esitliklerini saglayan ve terimleri X te olan iki (xy,), ve (z),), dizisi bulalim.
d(y) = z ve ¢(y') = 2’ olsun. O zaman, ¢’'nin tanimi geregi,

Z

li £ lim 2/
im z, =zve lim x, =2

n—oo n—o0

esitlikleri gecerlidir. Onsav 15.3"11 iki kez uygularsak,

f(z,2) = lim d(zn,a,) = e(y.y)

n—oo

buluruz. Boylece ¢’'nin bir izometri oldugu cikar.

Eger y € X ise, (x,), dizisini sabit z dizisi olarak alirsak ¢(z) = z esitligini
goririz.

Simdi ¢’'nin 6rten oldugunu gosterelim. Bunun kaniti ¢p’nin varliginin kaniti
gibidir: z € Z olsun. Yukardaki onsava gore, z, terimleri X te olan bir dizinin
limitidir. Bu diziye (zy,), diyelim. (z,,), dizisi yakinsak oldugundan bir Cauchy
dizisidir; dolayisiyla Y metrik uzayinda bir elemana yakinsar. Diyelim y’ye
yakinsar. Elbette ¢(y) = z olur.

¢'nin biricikligi, Onsav 8.9’un bir sonucudur. g

Teorem 15.1.iii’lin Kaniti: X x ... x X metrik uzaymn Y x ... x Y metrik
uzayinda yogun oldugunu gosterirsek, sonug Onsav 8.9’dan gikar. Yogunlugu
da Omsav 8.12.iii’ten biliyoruz. O

15.2 Bir Tamlama (")rnegi: p-sel Tamsayilar Halkasi

Bir onceki altboliimii iyi anlayan okur, bir metrik uzayinin tamlamasiyla pra-
tikte caligmanin ne kadar zor oldugunu gérmis olmali. Tamlamanin her ele-
mant, orijinal uzayin bir Cauchy dizisinin sinifi, yani bir Cauchy dizisi kiimesi.
Bunlarla calismak hic¢ de kolay degildir.

Ote yandan R de bir metrik uzaymn tamlamasi (Q'niin tamlamasi) ama R
ile calismak o kadar da zor degil. Ornegin v/2 + v/3 sayismin 3,14 sayisindan
kii¢iik mii yoksa biiyiikk mii oldugunu oldukga kolay bir bigimde anlayabiliriz.
Demek ki baz1 durumlarda tamlamayla calismak o kadar da zor degil.
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R’de olan bitene bakalim. R’yi insa ettikten sonra [N2], érnegin 7 sayisini,
(heniiz tamimlanmamig) 7 sayisina yakinsayacak olan ve terimleri kesirli sayilar
olan Cauchy dizilerinin kiimesi olarak tanimlamigtik. Ama

3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,141, 3,14159, ...

dizisi de aynen boyle bir dizidir. 7’ye yakinsayan ve terimleri kesirli sayilar
olan sonsuz sayida Cauchy dizisi vardir; sundugumuz bu dizi bunlardan sa-
dece biridir, ama ¢ok 6zel biridir. 7 sayisin1 bir Cauchy dizisi kiimesi olarak
tanimlamak yerine, bu 6zel dizinin sinifi olarak, hatta bu 6zel diziye esit olarak
alabiliriz. Bu 6zel diziyi de

3,14159...

olarak yazmak dogru bir karardir. Boylece gercel sayilarla pratikte cok daha
basit bir bigimde toplayip carpabiliriz.

Dolayisiyla bir metrik uzay tamlanirken, metrik uzayin her Cauchy dizi-
sinin denklik simifindan bir ve bir tek temsilci bulmanin ¢ok biiyiik yararlar:
vardir, ozellikle temsilciyi bulmanin 6zel ve basit yontemleri varsa. Boylece
eger her simiftan bir ve bir tek “temsilci” segebilirsek ve bu se¢imi oldukcga
kolay bir bicimde yapabilirsek, o zaman bir 6nceki altbéliimde yaptigimiz gibi
metrik uzayin tamlamasini denklik siniflar1 kiimesi olarak almak yerine, secilen
temsilcilerden olugan kiime olarak alabiliriz ve her gsey daha kolay olur. Boylece
tamlanmig metrik uzayinin her elemani bir denklik sinifi olacagina 6zel bir Ca-
uchy dizisi (segilen temsilci) olur.

Bu altboliimde boyle bir se¢imin miimkiin oldugu bir baska metrik uzay
gorecegiz: p-sel metrigiyle tamsayilar kiimesi Z.

X =7 ve p bir asal olsun ve Z fiizerine p-sel metrigi alalim (Ornek 11.18,

Altbéliim 12.3). Yani
1

pvalp (z—2z')

d(z,2') =

olsun. (x,), bu uzaydan herhangi bir Cauchy dizisi olsun. (z), Cauchy dizi-
sine sayfa 193’deki anlamiyla denk, yani

limdy(zp, 2,) =0

esitligini saglayan gok daha sade ve ¢ok daha anlasilir bir (z,), Cauchy dizisi
belirleyecegiz.

Eger (x,), dizisinin sonsuz sayida dogal say1 terimi varsa, (x), dizisi
yerine dogal say1 terimlerden olusan altdiziyi alarak dizinin tamamen dogal
sayilardan olugtugunu varsayabiliriz. Eger dizide sonlu sayida dogal say1 varsa,
dogal say1 olan terimleri atarak, dizinin tamamen negatif tamsayilardan olus-
tugunu varsayabiliriz; ama bu durumda da terimleri (1 — p™)x,, olan dizi dogal
sayilardan olugsmus olur ve bu dizi orijinal (x,), dizisine denk bir dizi olur.
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Demek ki her durumda dizimizin terimlerinin dogal sayilardan olugtugunu
varsayabiliriz. Onsav 12.10’da bu metrik uzaym, terimleri dogal sayilardan
olusan Cauchy dizilerini betimlemigtik. Animsayalim:

Olgu 15.4. (xy,), bir dogal sayr dizisi olsun. xy, yi p tabaninda yazalim:
Tn = Z xn,ipi-
i

Burada sonlu bir toplam sézkonusudur tabii ve x,; katsayilars 0’dan p —1’e
kadar olan dogal saylardir. (xy,), dizisinin bir Cauchy dizisi olmasy i¢in her
i i¢in (Tni)n dizisinin bir zaman sonra sabitlesmesi gerekmektedir.

Boyle bir x = (x,), Cauchy dizisi alalim. Yukardaki olguya gore bir za-
man sonra (&), dizisi sabitlesmektedir. Diyelim ng’mnc1 teriminden sonra bu
dizinin terimleri hep ag’a esit oluyor: ag € {0,1,...,p — 1} ve eger n > ng ise

Ty, = ap + (p'ye boliinen terimler).

Simdi (xy,0)y, dizisine bakalim. Bu dizi de bir zaman sonra sabitlesmektedir.
Diyelim ni’inci teriminden sonra bu dizinin terimleri hep a;’e esit oluyor.
Bir de ayrica n;’i ng’dan bityiikesit segelim: Demek ki a; € {0,1,...,p — 1},
ng < nq ve eger n > nq ise

T, = ag + a1p + (p?’ye boliinen terimler).

Bu siireci istedigimiz kadar devam ettirebiliriz. Bir as € {0,1,...,p — 1} ve
ng > ny > nNg igin, eger n > ny ise

Ty =ag+a1p+ a2p2 + (p?”e boliinen terimler)

olur. Simdi
Yi = Tn,

olsun:
yi = ag + a1p + agp® + - - - 4 a;p’ + (p* Ve béliinen terimler).

Boylece oldukga vahsi olabilecek (), dizisinin ¢ok daha evcil (y;); altdizisini
bulduk. Elbette x = (x,,), ve y = (y;); dizisi sayfa 193’deki anlamiyla birbirine
denktir (bkz. Ahgtirma 12.5).

Simdi y = (y;); dizisinden bizi pek ilgilendirmeyen kuyrugu atalim:

zi = ag + a1p + asp* + -+ ap’

olsun. Elbette val,(y; — z;) > ¢ +1 — oo oldugundan, y = (y;); dizisiyle
z = (z;); dizisi birbirine denktir. Demek ki z dizisiyle z dizisi de birbirine
denktir.
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z dizisi gibi olan bir diziye ewvcil dizi diyelim. Yani bir (z;); dizisinin evcil

olmast igin, terimleri {0,1,2,...,p — 1} kiimesinde olan bir (a;); dizisi i¢in

(1)

2 = ag + a1p + agp* + -+ ap’

olmahdir. Iki eveil dizi ancak esitlerse denk olabilirler. Ne bulduk? Herhangi

bir

Cauchy dizisinin bir ve bir tek evcil diziye denk oldugunu bulduk. Boylece

her denklik sinifindan 6zel bir eleman (6zel bir dizi, evcil dizi) se¢mis olduk.

Bundan boyle terimleri (1) esitlikleriyle verilmis bir (z;); evcil dizisini

Z az’pi
i

olarak gosterelim. Z, kiimesi evcil diziler kiimesi olsun.

Z,, izerinde oldukga dogal bicimde toplama ve ¢arpma iglemleri tanimlana-

bilir ve bu islemlerle birlikte Z,, bir halka olur (bkz. Alstirma 15.2). Z,, Z’'nin
p-sel metrik icin tamlamasidir. Z,’ye p-sel tamsayilar halkas: denir. Z, nin
boliim cismi Q) olarak yazilir ve bu cisme p-sel sayilar cismi adi verilir.
Bu sayilarin teorisi ¢ok ilgingtir ama bu kitabin (seviyesini degil) amacim
agmaktadir.

Alistirmalar

15.2.

15.3.

15.4.

15.5.

[Cebir bilenlere] C,(Z), Z'nin p-sel metriginde Cauchy dizileri kiimesi olsun. Cp(Z) nin
dogal olarak (noktasal ya da terim terim ¢arpmayla) bir halka oldugunu kamtlayin
(Ily Z'nin althalkasi). I, C,(Z)’nin 0’a yakinsayan diziler kiimesi olsun. Cp(Z)’nin z =
(n)n ve y = (Yn)n elemanlar: igin

lim dp(z,y) =0 z—yel
n—oo

Onermesini kanitlaymn. Altbélim 15.1°de tanimlanan (Z, dp) metrik uzaymnin tamlama-
sinin ashinda C,(Z)/I boliim halkasi oldugunu gosterin. (Z,d,) metrik uzaymmn tam-
lamasinin, yani Z, nin dogal olarak bir halka oldugunu gosterin. Iki evcil dizi Ornegi
alarak, bu dizileri Z,’de toplayin ve carpin.

Zp'nin tersinir elemanlarmin agp # 0 igin ), a;p" bigiminde yazilan elemanlar oldugunu
gosterin. Tersinir olmayan elemanlar kiimesinin pZ, oldugunu kanitlayin. Bundan Z, nin
pZyp idealinin maksimal oldugunu ¢ikarin.

Yukarda yapilanlar: Ornek 10.36’da tanimlanan (KT, d) metrik uzay1 i¢in yapin. Sonug
bigimsel kuvvet serileri halkast K[[T]] ¢tkmali. Ipucu: Bkz. Aligtirma 12.7.

Ornek 10.37’de verilen (D(X),d) metrik uzaymin tam oldugunu kamtlaym. Bir zaman
sonra sabitlegsen X-dizileri kiimesini Do(X) olarak gosterelim. Do(X) metrik uzayinin
tam olmadigini ve tamlamasinin D(X) oldugunu kanitlayin.
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16. Tikiz Topolojik Uzaylar

Boliimiin uzunlugundan da anlasilacag: iizere, bir topolojik uzayin tikiz alt-
kiimeleri ¢ok 6nemlidir. (Bu girig yazisi1 daha ilging bir ciimleyle baslayabilirdi
ama ne yapalim ki bu dedigimiz ¢ok dogru! Topologlarin azimsanamayacak bir
boliimi yillarini topolojik uzaylarin tikiz altkiimelerini bulmaya ya da betim-
lemeye harcarlar.) Ciinkii birazdan tanimlayacagimiz tikiz altkiimeler - ¢ogu
zaman sonsuz olmalarina kargin - bircok anlamda sonlu altkiimelerin oynadigi
rolii oynarlar. Analiz de biiyiik dlgiide tikiz kiimeler, bu da olmadi yerel tikiz
topolojik uzaylar iizerinde yapilir. Tikiz kiimeler sadece matematikte degil,
(en azindan diferansiyel denklemlerin ¢éziimiiniin varhiginda oynadiklari rolden
dolay1) fizikte de ¢ok 6nemlidir. Ayrica topolojiyi anlayip anlamadigimzi bu
boliimdeki teoremlerin hepsini kendi kendinize hi¢ yardim gérmeden kanitlayip
kanitlayamadiginiza gore sinayabilirsiniz.

16.1  Ortii

Bir tamimla baglayalim. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A'nin bir
ortisii,
Aclu
el
icindeligini saglayan, X’in U; altkiimelerinden olusan bir U = (Uj;);es ailesidir.
Temsili resim agagida.

A koyu gri alan, U, ler kiigiik oval alanlar.

U = (Us)ier ailesi, | J;c; Us bilegiminin her altkiimesinin bir &rtiisiidiir elbette.
Her ne kadar bir ¢/ ancak bir kiimenin 6rtiisii olabiliyorsa, yani kendi bagina
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bir 6rtii olmasi anlamsizsa da biz sik sik kiimenin bilindigini varsayip U ortii-
stinden sozedecegiz.

Eger (U;)ier Ortusiintin her U; kiimesi agiksa, o zaman (U;);ec; Ortiisiine
actk orti denir.

Yukardaki (U)),. ; ortiisiiniin bir altortiisii
(Yukardaki U;lerden iigii eksik.)

Eger bir J C I altkiimesi i¢in V = (Uj), e ailesi de A'nin bir ortiisii olu-
yorsa, o zaman V ortiistine U = (U;);er Ortiisiintin altortisd denir.

Eger I gostergeg kiimesi sonluysa A'nin (U;);c; Ortiisiine sonlu érti adi
verilir. “Sonlu altértii” deyiminin ne demek oldugu belli olmali: Altortii ta-
mmindaki J sonluysa, A'nin V = (U;);e Ortiisiine U = (U;)ier Ortiisiiniin
sonlu altortist adi verilir.

(Ui)ier ailesi, A’'min bir ortiisiiyse ve B C A ise, aym aile B’nin de bir
ortusiidiir. Elbette. Ve eger A C B ise (U;U(B\A))ier ailesi de, (U;)ieU{B\ A}
ailesi de B’nin birer ortiisiidiir; bu da elbette.

Birkag basit ornek verelim.

Ornekler

16.1. ((—n,n))nen, R'nin, araliklardan olugan bir agik ortiisiidiir. Eger bu ortiiden sonlu
sayida aralik atarsak gene R’nin bir ortiistinii (dolaysiyla orijinal ortiiniin bir altor-
tiisiinil) elde ederiz. ((—n,n))neon de bu ortiiniin bir altortistdiir.

Daha genel olarak, eger f : N — N simirh olmayan bir fonksiyonsa, ((—f(n), f(n)))nen
de bu ortiiniin bir altortiisiidiir. Bu ailenin sonlu bir altortiisii yoktur.

16.2. ((—14+1/n,1 —1/n))nem o} ailesi (—1,1) agik araligimin acik bir ortiistidiir:

-Lnc | (~14+1/n1-1/n).

neN\{0}

(Aslinda esitlik gegerli.) Bu aileden sonlu sayida aralik silersek, gene (—1,1) araliginin
bir ortiislinii elde ederiz, yani orijinal ortiiniin bir altértiisiinii buluruz. Bu ailenin de
sonlu bir altortiisii yoktur.

-1..
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16.3. ((—1+1/n,1—1/n))nem oy ailesi [—1, 1] kapali araligimin bir ortiisii degildir (bkz. asa-
gidaki gekil), ¢linkii 6rtii 1 ve —1 elemanlarini értmez, ama bu ortiiye (—8/7,—7/8) ve
(7/8,8/7) araliklarim eklersek [—1,1] kapali araliginin agik bir ortiisiinii elde ederiz.

(_8/7’ _7/8)7 (_8/9’ 8/9)7 (7/87 8/7)

araliklar1 yukardaki 6rtiiniin sonlu bir altortiisidiir.

Ornek 16.1 ve 16.2’yle Ornek 16.3 arasindaki ayrimi gozler oniine sere-
lim: Ornek 16.1 ve 16.2°deki 6rtiilerin sonlu altortiileri yoktur, ama Ornek
16.3’teki Srtiiniin vardir. Iste bu yuzden Ornek 16.1°deki R ve Ornek 16.2°deki
(—1,1) acik aralig1 “tikiz” degildir. Ote yandan Ornek 16.3’teki [—1, 1] kapali
araligr “tikiz” dir. Tikiz kiimenin matematiksel tanimi bir sonraki altbéliimde
verilecek.

Alistirmalar

16.4. f: X — Y bir fonksiyon olsun. V = (V;)er ailesi Y’nin bir értiisiiyse, U = (f~*(V;))ier
ailesinin X'in bir ortiisii oldugunu kanitlayin. Eger f siirekliyse ve V, Y’nin bir acik
ortiisiiyse, &/’nun X'’in bir acgik ortiisii oldugunu kanitlayin.

16.5. Kesirli sayilari pozitif dogal sayilarla numaralandirip (gn ). bi¢iminde bir dizi elde ede-
lim. (B(gn,1/2™)), ailesinin R’yi 6rtmedigini kanitlayin.
16.6. (gn)n yukardaki aligtirmadaki gibi olsun. (B(gn,1/n))y ailesi R’yi 6rter mi?

16.2 Tikiz Kiime

X bir topolojik uzay ve K C X olsun. Eger K’nin her agik ortiisiiniin sonlu
bir altortiisii varsa K'ya tikiz kiime denir. (Tikigik ya da kompakt dendigi de
olur.) Yani K'nin tikiz olmasi igin,

K C UUi
iel

igindeligini saglayan X’in her U; C X acik altkiimeleri igin,
KgUhU...UUin

icindeligini saglayan sonlu sayida i1, ...,%, € I gostergeci olmalidir.

“Tikiz” yerine “X topolojik uzayinda tikiz” demek daha dogru olurdu
diye diistinebilirsiniz, ¢linkii K’ nin tikiz olup olmadigr X’e ve topolojisine gore
degisebilir. Ote yandan Onsav 16.1'de, X ve Y topolojik uzaylar i¢cin K C X
ve K C Y ise ve X ve Y'’nin topolojilerinin K’ya kisitlanmalar1 ayniysa,
K’nin X'’te tikiz olmasiyla Y’de tikiz olmasi1 arasinda bir ayrim olmadigini,
yani tikizligin sadece K’nin topolojisine gore degisen bir kavram oldugunu
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gorecegiz: K’y1 altuzay olarak iceren herhangi bir topolojik uzayda K’'nin tikiz
olmasi icin, K'nin bunlardan birinde tikiz olmasi yeter ve gerek kosuldur,
dolayisiyla K’'nin K topolojik uzayinda tikiz olmasi yeter ve gerek kosuldur.
Tikizligin tanimindaki “her” sozciigiiniin altini gizeriz; tanimin kilit sozcii-
gudiir. Bulunan sonlu 6rtii de orijinal 6rtiintin altértiisii olmak zorundadir...
Baz1 yazarlar, 6rnegin Bourbaki ve Fransiz ekolii tikizlig1 sadece Hausdorff
uzaylar i¢in tanimlarlar. Biz daha genel olan akima uyup Oyle yapmayacagiz.
Eger X topolojik uzayinda X kiimesi tikizsa, X’e tikiz topolojik uzay
denir. Onsav 16.1 bu tammdan rahatsizlik duyanlar1 yatistiracaktir.
Hemen birkac ornek ve kargiornek verelim.

Ornekler

16.7. Her topolojik uzayin her sonlu altkiimesi (dolayisiyla bogkiime de) tikizdir. Elbette!

16.8. Eger X kiimesi ayrik metrikle donatilmigsa, o zaman bu topolojik uzayin sadece sonlu
altkiimeleri tikiz olabilirler. Nitekim her A altkiimesi i¢in ({a})aca ailesi A'nin agik bir
ortiistdiir.

16.9. Sadece sonlu sayida acik kiimesi olan bir topolojik uzaym her altkiimesi tikizdir. Ornegin
en kaba topolojiyle donatilmig her kiime tikizdir.

16.10. Ornek 16.2’den (—=1,1) agik araliginin (Oklid topoloji§inde) tikiz olmadigr anlagiliyor.
Bu érnekten yola gikarak, bog olmayan agik bir arahgm Oklid topolojisinde tikiz olmadig
kolaylikla anlagilir. Ornek 16.1’den de R’nin (Oklid topolojisiyle) tikiz olmadig anlasgi-
liyor.

16.11. Sorgenfrey dogrusunda [a, b] bigiminde yazilan sonsuz bir aralik tikiz degildir. (Oysa bu
kapali araliklarin Oklid topolojisinde tikiz oldugunu bu béliimde gorecegiz, bkz. Heine-
Borel Teoremi.)

16.12. X, Fréchet topolojisiyle donatilmig olsun. X’in her altkiimesi tikizdir. Nitekim eger
0 # K C X agk bir (U;); ortusti tarafindan kaplanmigsa, o zaman bu Uj’lerden
biri bogkiime degildir, dolayisiyla tiimleyeni sonludur, dolayisiyla sonlu sayida eleman
diginda K’y1 kaplar; K'nin geriye kalan sonlu sayida elemani da elbette sonlu sayida
U;’lerle kaplayabiliriz.

Cok daha oénemli ornekler ileride verilecektir. Ornegin R’nin tiim tikiz
altkiimelerini kolay bir bicimde betimleyecegiz (bkz. Heine-Borel Teoremi, Te-
orem 16.12, ama hayat her zaman R’de oldugu kadar basit degildir) ve ilerde
tikiz kiimelerden bagka tikiz kiimeler yaratmanin cesitli regetelerini gorecegiz.

Sezgi kazandirmasi agisindan R’nin tikiz altkiimelerinin neler oldugunu
kanitlamadan soyleyelim: R’nin tikiz altkiimeleri aynen R’nin kapali ve sinirh
altkiimeleridir. Bu, meshur Heine-Borel teoremidir ve bu boliimde kanitlana-
caktir. Belki bu olgu “tikiz”in menseine dair bir bilgi verir: Tikiz altkiimeler
uzayip gitmeyen, kendi icine kapali altkiimeler olarak algilanmalidir. Tabii bu
sadece bir alg1 olarak kalmali, matematiksel bir olgu yatmiyor bu dedigimizin
temelinde.

Okur [0,1) araliginin tikiz olmadigim kanitlayabilir. Sorunun 1’de oldugu
hissediliyordur umarim. Tlerde [0, 1] kapali araliginin tikiz oldugunu gorecegiz.
Demek ki tikizlik tek bir nokta cikarilinca bozulabiliyor, yani oldukca narin
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bir kavram.

Altbolim 18.3’te, herhangi bir X topolojik uzayma tek bir nokta ekle-
yerek ve elde edilen kiimeyi miinasip bir topolojiyle donatarak (ama X’in
topolojisine dokunmayarak), nokta eklenmig kiimeyi tikiz bir topolojik uzaya

doniisgtiirebilecegimizi gorecegiz.

Alistirmalar

16.13.

16.14.

16.15.
16.16.
16.17.
16.18.
16.19.
16.20.
16.21.

X bir kiime olsun. X iizerine 7 ve 7 topolojilerini alalim. 71 C 72 olsun. X’in bir
altklimesi 79 i¢in tikizsa 7 igin de tikiz oldugunu kanitlayin.

R’nin sinirsiz bir altkiimesinin (Oklid topolojisinde) tikiz olamayacagini kamtlayin. Ge-
nel olarak, tikiz bir metrik uzayin sinirli oldugunu kanitlayin.

[0,1) araligmin R’de (Oklid topolojisinde elbet) tikiz olmadigini kanitlayin.

Sonlu sayida tikiz altkiimenin bilegiminin de tikiz oldugunu kanitlayin.

[0,1] N Q kiimesinin Q’de tikiz olmadigini kanitlayin. (ipucu: Aligtirma 8.18.)

{1/2, 1/3, 1/4,...} U {0} kiimesinin Q'niin tikiz bir altkiimesi oldugunu kamtlayin.
Z’yi p’sel metrikle donatirsak tikiz bir metrik uzay elde eder miyiz?

Tikiz bir kiimenin kapali altkiimelerinin de tikiz oldugunu kanitlayin.

Tikiz bir kiimenin her altkiimesi tikiz olmak zoruda midir?

16.3 Basit ve Temel Ozellikler

Ik olarak tikizhgm mutlak bir kavram oldugunu kanitlayalim.

Onsav 16.1. X bir topolojik uzay ve K CY C X olsun. Y, X 'ten indirgenmas
topolojiyle donatilsin. K ’nin X ’te tikiz olmaswyla Y ’de tikiz olmast arasinda
hi¢bir fark yoktur, biri dogruysa digeri de dogrudur. (Y = K durumu gézden
kagirilmamast gereken ilging bir 6zel durumdur.)

Kanit: Once K'min X’te tikiz oldugunu varsayalim. (Vi)ier, K'nin Y-acik
(yani Y'nin topolojisine gore agik) bir értiisii olsun. Her ¢ € I igin, V; kiimesi
Y’de acik oldugundan, indirgenmis topolojinin tanimina gore,

Vi=U;nY

esitligini saglayan bir U; C X agk kiimesi vardir. (U;, X’in topolojisinde

agiktir.)
KcJvicJu
iel iel
oldugundan, ve K, X’te tikiz oldugundan, ve (U;);cr, K'nin X-agik bir ortii-

sii oldugundan,
KCU;,u...uU;,

igindeligini saglayan sonlu sayida i1, ..., € I gostergeci vardir. Ama K CY
oldugundan, bundan,

KCUyu...uU, )nY=U;,;NY)U...UU;,,nNY)=V,,U...UV;

n
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gikar. Demek ki K, Y’de tikizdir.
Simdi de K'nin Y'de tikiz oldugunu varsayalim. (U;);er, K'nin X-agik bir
ortiisii olsun:
K c|Ju.
i€l
K CY oldugundan, bundan,

K C (UUZ> ny = Jwiny)

iel i€l

gikar. indirgenmig topolojinin tanimina gore U; N'Y kiimesi Y-agiktir. Demek
ki (U;NY)ier, K'nin Y-agik bir ortistudir. K, Y’de tikiz oldugundan,

K C (UilﬂY)U...U(UinﬁY): (Uilu...UUin)ﬂY
igindeligini saglayan sonlu sayida i1,...,%, € I gostergeci vardir. Demek ki
KgUiIU...UU,-n.

Bu da K'nmin X'te tikiz oldugunu gosterir. O

“Tikizhiktan kacig yok” olarak nitelendirilebilecek agagidaki teorem ¢ok
onemlidir ve sik sik kullanilir.

Teorem 16.2. Tikiz bir topolojik uzaywn strekli bir fonksiyon altinda itmgesi
de tikuzdur.

Bu teorem bariz bir bicimde asagidaki teoremin bir sonucu oldugu gibi,
yukardaki 6nsav sayesinde ona denktir de. (Denkligi gérmek i¢in bir de ayrica
kanitlanan Onsav 5.3 gerekiyor.)

Teorem 16.2 tekrar. X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y stirekli bir
fonksiyon olsun. Eger K C X tikiz bir kimeyse f(K) da tikizdar.

Kanit: (V;);er, f(K) nin agik bir értiisii olsun:
F(K) (Vi
el
Demek ki
KCffE)cr (U V) =Urtmw,

el el
ve (f71(V;))ier ailesi K'min bir ortiisii. f siirekli oldugundan, her i icin f~1(V;)
acik bir kiime. Yani bu aile K'nin acik bir ortiisit. K tikiz oldugundan,

KCf Y Vi)u...uf'(vi)
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igindeligini saglayan sonlu sayida iy, . .., i, € I gostergeci vardir. Her iki tarafin
da f-imgesini alalim:

FE)C U Vi) U U (V)
=f(F Vi) U U F(FH (Vi)
CV,u...uVv;,

olur. O

Aligtirmalar
16.22. [0,1] N Q kiimesinin tikiz olmadigimi kanitlaym.

16.23. Topolojik uzaylarin kartezyen ¢arpimi tikizsa, kartezyen ¢arpimi alinan her uzayin tikiz
olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

16.24. X ve Y iki topolojik uzay olsun. K, X X Y kartezyen carpiminin tikiz bir altkiimesi
olsun. A C X ve B C Y tikiz altkiimeleri i¢in K C A x B igindeligini kanitlaymn.

Ama dikkat, tikiz bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altinda 6nimgesi tikiz
olmak zorunda degildir; ¢linkii o zaman her topolojik uzay tikiz olurdu, ne de
olsa sabit fonksiyonlar siireklidir ve bir elemanh altkiimeler tikizdir.

Ornek 16.2 ve 16.3’ten tikiz bir kiimenin bir altkiimesinin illa tikiz olmak
zorunda olmadigi goriiliiyor. Ama tikiz bir kiimenin kapal altkiimeleri her
zaman tikiz olur:

Teorem 16.3. Tikiz bir topolojik uzayin her kapaly altkimesi tikizdor.

Kanit: X, tikiz bir topolojik uzay olsun. K, X’in kapal bir altkiimesi olsun.
(Ui)ier, K’'nmin agik bir ortiisii olsun. Bu acik ortiiye X \ K agik kiimesini
eklersek X’in agik bir ortiistinti elde ederiz. X tikiz oldugundan, X’in bu agik
ortiisiiniin sonlu bir altértiisii vardir. Bu sonlu altortiiye gerekiyorsa X \ K
altktimesini ekleyerek, i1, ...,4, € I gostergecleri igin,

X=U;;U...uUlU; U(X\K)

esitligini varsayabiliriz. Simdi bu esitligin her iki tarafim1 da K ile kesigtirelim.
K:(Uilu...UUin)ﬂK
esitligini buluruz. Demek ki

KgUiIU...UU‘

in
Istedigimiz kanitlanmistar. O

Hausdorff bir uzayda, tanim geregi, iki noktayi agik kiimelerle ayrigtira-
biliriz. Bir sonraki teorem, Hausdorff bir uzayda iki ayrik tikiz kiimeyi acik
kiimelerle ayrigtirabilecegimizi gosterecek. Teoremin kaniti, neden tikiz kiime-
lerin bir anlamda sonlu kiimelerin genellesmesi oldugunu da gosterecek.
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Teorem 16.4. X, Hausdorff bir uzay olsun. K ve L, X ’in ayrik ve tikiz iki
altkiimesi olsun. O zaman K C U ve L CV ézelliklerini saglayan ayrik U ve
V' acgik kimeleri vardur.

Kanit: Once L'nin tek bir noktadan olustugunu varsayalim. Diyelim L = {y}.
X uzay1 Hausdorff oldugundan her x € K igin,

re Uy, ye Vg, Uxmvx:@

iligkilerini saglayan U, ve V, agik kiimeleri vardir. (U;)zex ailesi K'nin bir
agik ortusii oldugundan, oyle x4, ..., x, € K vardir ki,

KCU; U...uU,,
olur. Simdi
Uy=Uz, U...UU, ve Vy =V, N...N Vg,

tanmimlarim yapalim. O zaman, U, ve V,, acik kiimelerdir; ayrica K C U, ve
y € V, olur ve son olarak,
U,nNV, =10

olur. Boylece L = {y} ise teoremi kamtladik.
Simdi genel duruma gecelim. Her y € L igin,

KCUy,yeV,veU, NV, =0

iligkilerini saglayan U, ve V, acik kiimeleri secelim. (V},)yer ailesi L'nin bir
acik ortiisii oldugundan, o6yle yi,...,y, € L vardir ki,

LCV,U...UV,,

olur. Simdi
V=V,U...uV, veU=Uy, N...NU,

tanimlarini yapalim. O zaman, U ve V acik kiimelerdir; ayrica K C U ve
L C V olur ve son olarak, U N'V = ) olur. Boylece teoremin de kaniti bitmis
oldu. O

Alstirma 16.25. Bir Hausdorff topolojik uzayda, sonlu sayida ayrik tikiz kiimenin agik
kiimeler tarafindan ayrigtirilabilecegini kanitlayn.
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Sonug 16.5. Hausdorff bir uzayda (dolayiswyla bir metrik uzayda da) tikiz
kiimeler kapalidirlar.

Kamit: X Hausdorff uzay ve K C X tikiz bir altkiime olsun. z € X \ K olsun.
Bir onceki teoreme gore z’i iceren ama K ile kesismeyen bir agik kiime vardir.
Demek ki X \ K agik bir kiimedir, dolayisiyla K kapalidir. O

Aligtirmalar

16.26. Yukardaki sonucun Hausdorff olmayan uzaylar i¢in dogru olmadigini gosterin.

16.27. Tikiz bir topolojik uzaydan Hausdorff bir uzaya giden her siirekli fonksiyonun kapali
bir fonksiyon oldugunu, yani kapali kiimeleri kapali kiimelere gotiirdiigiinii kanitlayin.

16.28. f : X — Y, iki topolojik uzay arasinda siirekli bir egleme olsun. Eger X tikiz ve Y
Hausdorff ise f’nin topolojik bir egleme (yani bir homeomorfizma) oldugunu kanitlayin.

16.29. Hausdorff bir uzayda tikiz kiimelerin kesigiminin tikiz oldugunu kanitlayin.

16.30. X bir kiime olsun. X iizerine 71 ve 72 topolojilerini alalim. 71 C 72 olsun. Eger X her
iki topoloji i¢in hem Hausdorff hem de tikizsa 71 = 7» esitligini kanitlayin.

16.4 Tikizligin Bir Baska Esdeger Kosulu

Tikizligin ¢ok yararli bir bagka tanimi daha vardir. Bu kisa boliimde okurun
her an karsisina c¢ikabilecek bu tanimdan séz edeyim.

X bir kiime ve £, X’in bir altkiimeler kiimesi olsun. Eger £ kiimesinin sonlu
sayida (ama en az bir) elemaninin kesigimi higbir zaman bogkiime olmuyorsa,
€ kiimesinin sonlu kesisim ézelligi oldugu soylenir'. Ornegin,

E={la,b)NQ:a<V2<b}

kiimesi, sonlu kesigim 6zelligi olan bir kiimedir. Ama £’nin tiim altkiimelerinin
kesisimi bogkiimedir.

Teorem 16.6. Bir topolojik uzayn tikiz olmast icin gerek ve yeter kosul,
sonlu kesisim ozelligi olan her kapaly kiimeler ailesinin kesisiminin boskiime
olmamasudar.

1ingilizcesi finite intersection property ya da kisaca FIP, Tiirkgesi SKO olabilir.
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Kanit: X tikiz bir kiime ve &£, X’in kapali kiimelerinden olusan ve sonlu
kesigim 6zelligi olan bir kiime olsun. £'nin tiim altkiimelerinin kesigiminin
bosgkiime oldugunu varsayalim. Demek ki,

ﬂF:(Z);

Feg

UFC:X.

Fe&

yani

Ama F€ kiimeleri acik. X tikiz oldugundan, sonlu sayida Fi, ..., F, € £ icin
FfU...UF;=X

olmali. Ama o zaman da
rNn..NE, =0

olur ki bu da &'nin sonlu kesigim 6zelligini saglamasiyla celigir.

Simdi X’in sonlu kesigim 6zelligi olan her kapali kiimeler ailesinin kesisi-
minin bog olmadigini, ama X’in tikiz olmadigini varsayalim. Natikizliga tanik
olarak, X’in sonlu altortiisii olmayan bir (U;);es agik ortiisiinii ele alahm. Sonlu
sayida U;, X1 ortmeye yetmedigine gore, sonlu sayida U kiimesinin kesigimi
bog olamaz. Varsayima gore, U} kiimelerinin kesigimi de bog olamaz, yani tiim
U; kiimelerinin bilegsimi X olamaz. Bir geligki. O

Bu teoremi kullanarak [N4]te kanitlanan Kapali Kutular Teoremi'ni ge-
nellestirebiliriz.

Sonug 16.7. Tikiz bir uzayda Cy 2 Cy D Cy D ... bir kapale kiimeler zinciri
olsun. Eger hi¢bir Cp, bos degilse, (,cn Cn de bos degildir. O

Tikiz bir uzayda, igige gecmis kapal kiimelerin kesisimi
(eger biri bog degilse) bos olamaz.

Sonug 16.8. Hausdorff bir uzayda, Coy 2 C1 2 Co D ... bir tikiz kimeler
zinciri olsun. Eger hicbir Cy, bos degilse, [,y Cn de bos degildir.
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Kanit: Yukardaki sonugtan ve Sonug 16.5'ten ¢ikar. O

Tanim. Topolojik bir uzaywn bir x eleman igin, eger {x} agik bir kimeyse,
z’e ayrik ya da tecrit edilmis nokta® ady verilir.

Her ne kadar tikiz kiimeleri sonsuza kadar yayilamayan kiimeler olarak
hayal etmemiz gerektigini sdylediysek de, bu hayalimiz bizi yaniltmasin, bir
sonraki sonucun gosterecegi iizere tikiz kiimelerde bol bol eleman vardir.

Sonug 16.9. Ayrik noktast olmayan, boskiimeden farkh, tikiz ve Hausdorff bir
topolojik uzay saylamaz sonsuzluktadar.

Kamt: Uzaya X diyelim. Once kolay bir sav kanitlayalim.

Sav. 0 # U C X agik bir kiime ve x € X olsun. O zaman dyle bir ) #V C U
agik kimesi vardir ki, © ¢ V' olur.
Savin Kaniti: U’da x’ten degisik bir y noktasi segelim. (x, U’'nun bir eleman:

olsa da olmasa da boyle bir nokta vardir ¢linkii z ayrik bir nokta degildir ve
() # U.) X, Hausdorff bir uzay oldugundan,

xelUy,yely, Up,nNU, =0

ozelliklerini saglayan U, ve U, acik kiimeleri vardir. V' = U, N U istenen
ozellikleri saglar. Boylece savimiz kanitlanmig oldu.

Simdi Sonug 16.9’u kanitlayabiliriz. f : N — X herhangi bir fonksiyon
olsun. f’nin o6rten olamayacagim kanitlayacagiz.

Yukardaki savi kullanarak X’in dyle bir (V},), agik kiimeler dizisini bu-
lacagiz ki,

fn) €V ve O£ Vi1 CV;

olacak. Yukardaki savda U = X alirsak, istedigimiz gibi bir Vj acik kiimesi
oldugu belli. Simdi istenildigi gibi Vo 2 Vi D ... O V, acik kiimelerinin
sec¢ildigini varsayalim. Savda U =V, ve x = f(n + 1) alarak, istedigimiz gibi
bir V,,+1 agik kiimesi buluruz.

Vi, agik kiimelerinin kapanigim alirsak

VooVi2...2V,D...

zincirini buluruz. Sonug 16.7’ye goére bu dizinin kesigimi bogkiime olamaz.
Kesigimden bir z alalim. Bu 2 hicbir f(n)’ye esit olamaz ¢linkii her n € N
icin

f(n) ¢ Vi, ve 2 €V,.

Sonug kanitlanmistir. O

2 ingilizcesi isolated point.
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16.5 Metrik Uzaylarda Tikiz Altkiimeler

Tikizlik topolojik bir Ozellik olduguna gore, iki ayr1 metrik ayni topolojiyi
veriyorsa, bir metrige gore tikiz olan diger metrige gore de tikizdir.

Kaba topoloji ornegi de gosteriyor ki, herhangi bir topolojik uzayin tikiz
altkiimeleri hakkinda fazla bir sey sOylemek miumkiin degil. Metrik uzaylarda
ise tikiz kiimeler hakkinda daha fazla bilgiye sahibiz.

Teorem 16.10. Metrik bir uzayda tikiz kiimeler sinirl ve kapalidar.

Bir metrik uzayda tikiz bir kiime
fazla uzaga gidemez!

Kanit: (X, d) bir metrik uzay ve K, X’in tikiz bir altkiimesi olsun. Bir metrik
uzay Hausdorff oldugundan, Sonug 16.5’e gore K kapalidir.

Simdi K'nin sinirli oldugunu kanitlayalim. X’ten herhangi bir a € X nok-
tas1 segelim.

(B(CL, n))nGN

ailesi K 'min agik bir ortiisiidiir elbette. Demek ki K sonlu sayida B(a,n) yuvari
tarafindan kaplanir. Eger n bu sonlu sayidaki yuvarlarin yarigaplarinin en
biiytigiiyse, K C B(a,n) olur. Demek ki K simirhdir. O

Bu teoremin tersi dogru degildir. Ornegin ayrik metrikle donatilmig her
kiime siirhdir (ve elbette kapalidir) ama uzay sonlu degilse tikiz olamaz.

16.6 Tikiz Kimelerin Sonlu Kartezyen Carpimi

Tikiz uzaylarin kartezyen carpiminin (¢arpim topolojisinde) tikiz olup olma-
yacagl merak konusu olmali.

Iki tikiz kiimenin kartezyen carpiminin tikiz oldugunu kanitlayacagiz. Do-
layisiyla sonlu sayida tikiz kiimenin de kartezyen carpimi tikiz olur. Ayni sonug
sonsuz saylda tikiz kiimenin kartezyen carpimi igin de gecerlidir ama bu c¢ok
daha zor bir teoremdir. Bu sonucu da Altbdliim 16.8’de kanitlayacagiz.

Once baz genel kelamlarda bulunalim.

Bir kiimenin tikiz olup olmadigini kanitlamak icin, énce kiimenin rastgele
bir (U;)ier agik ortiisii segilir ve sonra bu agik 6rtiiniin sonlu bir altértiisii bu-
lunur. Elbette, eger her i € I i¢in V; C U; ise ve (V;);er de aym kiimenin
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bir ortiistiyse, (U;)ies Ortiisiintin sonlu bir altortiisiinit bulmak icin (V)er
ortiisiiniin sonlu bir altortiisiinii bulmak yeterlidir, ¢iinkii o zaman bu sayede
(Uj)ier Ortiisiintin de sonlu bir altortiisii bulunmus olur. Ya da diyelim her U;
acik kilmesini V;; tiirinden kiimelerin bilesimi olarak yazdik; o zaman (V;);;
de ayni1 kiimenin bir értiisti olur ve (U;);cr Ortiisiiniin sonlu bir altortiisiinii bul-
mak icin (V;;);; Ortiisiiniin sonlu bir altortiisiinii bulmak yeterlidir.

Bu soylediklerimizden de anlagiliyor ki, eger bir topolojik uzaymn bir ta-
bani verilmigse, bir kiimenin tikiz olup olmadigini kanitlamak icin, kiimenin,
tabanin elemanlarindan olusan rastgele bir (U;);c; acik Ortiisii se¢mek
ve sonra bu Ortiiniin sonlu bir altortiistiniin oldugunu kanitlamak yeterlidir.
Yani tabanin elemanlarindan olusan ortiilerle yetinebiliriz. Bu, ¢cogu zaman
bize hatir sayihr bir kolaylik saglar. Ornegin R’de acik arahklardan olugan
ortiileri almak yeterlidir; burada da yapacagimiz gibi kartezyen ¢arpimda U x V'
tlirtinden yazilan agik kiimelerden olusan ortiileri almak yeterlidir; bir metrik
uzayda ise her U;’'nin bir yuvar oldugunu, yani B(x;,r;) tirtinden bir kiime
oldugunu varsayabiliriz.

Ilerde, bir 6ntabanin elemanlarmdan olugan rastgele bir (U;)icr agik ortii-
sti segmek ve sonra bu ortiiniin sonlu bir altértiistiniin oldugunu kanitlamanin
yeterli oldugunu gorecegiz (Teorem 16.15, Alexander’in Ontaban Teoremi).

Teorem 16.11. Iki (dolayiswyla sonlu sayda) tikiz topolojik uzayin kartezyen
carpima tikizdr.

Kanit: X ve Y herhangi iki tikiz topolojik uzay olsun. X x Y kartezyen
carpiminmin herhangi bir acik ortiisiinii alalim. Yukarda sOylenenlerden, agik
ortiiniin, X’in (U;);er agik kiimeleri ve Y'nin (V;);er agik kiimeleri igin,

(Ui x Vi)ier

tiirtinden bir 6rtii (yani agik dikdértgenlerden olugan bir 6rtii) oldugunu var-
sayabiliriz.

Y XxY

UxV;

U, X

Elbette, (U;)ier ailesi X'in ve (V;);er ailesi Y'nin ortiileridir. (Bu asamada

kanitin gerisini tahmin ettiginizi saniyorsaniz, muhtemelen hemen her o6gren-
cinin yaptig: ilk yanhs1 yapiyorsunuzdur: Buldugunuz bir altorti degildir.)

Her z € X igin, {z} xY, Y’ye topolojik olarak denktir (yani homeomorftur,

bkz. Aligtirma 6.10), demek ki tikizdir. Ayrica (U; x V;);er ailesi X x Y'nin
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oldugu gibi {z} x Y’nin de bir agik ortiisiidiir. Dolayisiyla {x} x Y’yi sonlu
sayida U; x V;’lerle Ortebiliriz. Diyelim sonlu bir I(z) C I gostergeg kiimesi
icin,
{z}xY C |J Ui xW)
i€l(x)
oluyor.

Y XxY

il

x X

Agik ortiimiizden gereksiz U; x V;'leri atarak, her i € I(x) igin,
zeU;
varsayimini yapabiliriz. I(z) sonlu oldugu igin,
v
icl(z)

kiimesi, X’in x’i iceren acik bir altkiimesidir. Bu arada,

ﬂU XY = ﬂU <l Uvi)e U wixw

iel(z i€l(z i€l(x) i€l(x)

igindeligini aklimizda tutalim, gerekecek birazdan. Bu U(z) kiimeleri X'in bir
agik Ortiistini olugtururlar. X tikiz oldugundan, sonlu sayida x1,...,z, € X
icin,

X=U(z1)U...UU(xy)

olur. Simdi (U; x V;);er Ortistiniin,

(Ui x Vi)j=1,..n ve icl(z;)
altailesinin X x Y’nin sonlu bir altortiisii oldugunu gosterecegiz. X x Y’den
rastgele bir (z, y) elemani alalm. Bir j = 1,...,n icin,
x € U(xy) m U;
i€l(xj)

olur.
(z,y) €Uzj) xY C | (Ui x V)
icl(z;)
oldugundan, bir ¢ € I(z;) i¢in (x,y) € U; x V; olur. O

Aligtirmalar



16.7. R™’nin Tikiz Altkiimeleri 219

16.31. X ve Y iki topolojik uzay olsun. K C X x Y kapali bir altkiime olsun. Eger pr; (K) ve
pro(K) kiimeleri tikizsa K'nin da tikiz oldugunu kanitlayn.

16.32. X ve Y iki topolojik uzay olsun. A C X ve B C Y iki tikiz kiime olsun. W C X x Y
altkiimesi A x B’yi iceren agik bir kiime olsun. A x B C U x V. C W igindeliklerini
saglayan U C X ve V C Y aqk altkiimelerinin oldugunu kamtlaym. Ipucu: Teorem
16.11’in kanitindan esinlenebilirsiniz.

16.33. X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger Y tikizsa, pr; : X xY — X birinci izdiiglim fonk-
siyonunun kapali bir fonksiyon oldugunu kanitlayimn. (Yani kapali kiimelerin izdiigtimleri
kapalidir.)

16.34. X veY iki topolojik uzay olsun. f : X — Y bir fonksiyon olsun. Y 'nin tikiz ve Hausdorff
oldugunu varsayalim. f’nin siirekli olmasiyla f’nin grafiginin X X Y uzayinda kapali
olmasinin egdeger kogullar olduklarini gosterin.

16.35. X ve Y iki topolojik uzay olsun. f : X — Y bir fonksiyon olsun. X’in tikiz, Y’nin
Hausdorff oldugunu varsayalim. f’nin siirekli olmasiyla f’nin grafiginin tikiz olmasimin
egdeger kogullar olduklarini gésterin.

16.36. (zn)n yakimsak bir gergel say1 dizisi olsun. z bu dizinin limiti olsun. {z, : n € N} U {z}
kiimesinin tikiz oldugunu kanitlayin.

16.37. Q’niin tikiz ve sonsuz bir altkiimesini bulun.

16.7 R"nin Tikiz Altkumeleri

Agagidaki teorem, “keske her uzayda boyle olsaydi” anlamina, riiya teorem
olarak addedilebilir:

Teorem 16.12 (Heine-Borel). R"™ 'nin bir altkimesinin tikiz olmasu i¢in yeter
ve gerek kosul altkimenin sinarl ve kapalr olmasidar.

Kanit: Teoremin soldan saga kismi her metrik uzayda dogrudur (Teorem
16.10). Teoremin diger yoniinii R i¢in kanitlamak yeterli. Nitekim teoremi
R igin bildigimizi varsayalim. K C R”, simirli ve kapali bir kiime olsun. O
zaman Oyle a < b vardir ki, K C [a,b]" olur. Teoremi R i¢in bildigimizi var-
saydigimizdan, [a, b], R'nin tikiz bir altkiimesidir. Teorem 16.11’e gore [a, b]™ de
tikizdir. Teorem 16.3’e gore K da tikizdir. Demek ki teoremi R igin kanitlamak
yeterli.

Simdi R’nin siirl ve kapali bir K altkiimesi verilmis olsun. K simirh oldu-
gundan, belli a < b sayilar i¢in, K C [a, b] olur. K kapali oldugundan, Teorem
16.3’e gore [a, b] kapali ve simirli araliginin tikiz oldugunu kanitlamak yeterli.
Eger a = b ise her sey cok acik oldugundan, a < b varsayimini yapalim.

(Ui)ier, [a, b] arahgimin agik bir ortiisii olsun. Bir ¢ € [a, b] i¢in, (U;);er aym
zamanda [a, c] araliginin értiisiidiir. Eger bu 6rtiintin sonlu sayida eleman: [a, c]
kapali araligini ortiiyorsa, c’ye bu kanitlik “giizel say1” diyelim. a elbette giizel
bir sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi bog degildir. Dahasi, a € U; ise ve
bir @ > 0 i¢in (@ — a,a + ) C U; ise o zaman elbette a + /2 de giizel bir
sayidir. Amacimiz b’nin giizel bir say1 oldugunu kanitlamak. Eger ¢ giizel bir
saylysa ve c1 sayisi a < ¢; < c egitsizliklerini sagliyorsa, o zaman c; sayisi da
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glizel bir sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi G, R'nin bir araligidir. G, b
tarafindan istten sinirli oldugundan G’nin en kiigiik iistsinir1 vardir. Bu en
kiigiik tistsimira g diyelim. Yukarda a < a + a/2 < g oldugunu gordiik. U;’ler
arasindan g¢’yi igeren bir U; alalim. U; acik oldugundan ve ¢’yi icerdiginden,
oyle bir € > 0 vardir ki,

(9g—€9+e€) CU

olur. Bu € sayisini a < g — € esitsizligi saglanacak kadar kiiciik segebiliriz, oyle
yapalim. Ayrica g — € < g oldugundan ve g = sup G iistsinir oldugundan, g — e
giizel bir sayidir. Demek ki sonlu sayida i1,...,i, € I gostergeci i¢in [a, g — €]
araligi

Ui, ..., U

in

agik kiimeleri tarafindan kaplanir. Ama o zaman, [a, g + ¢/2] aralig
Uy, Ui, U

acik kiimeleri tarafindan kaplanir. Bundan, her seyden once g’'nin giizel bir
say1 oldugu ¢ikar. Sonra ¢g’'nin b’den kiigiik olmayacag1 ¢ikar, ¢iinkii aksi halde
bir 0 < f < ¢€/2i¢in g < g+ [ < b olur ve g + 3, g’den biiyiik bir giizel
say1 olur. Demek ki g = b ve b giizel bir say1. Dolayisiyla [a, b] araligr (U;)er
ortiisiintin sonlu bir altortiisii tarafindan ortilir. O

Yukarda verilen kanit sik, zarif, zekice ve (sanirim) son derece anlagilir.
Ama standart kanitlardan degil. Ortalama bir matematik¢inin hemen aklina
gelmeyecek kadar zekice bu yazarin zevkine gore. Bu teoremin daha standart
kanit1 topolojinin yontemleri agisindan daha egitici oldugunu diistiniiyoruz.
Daha standart kanit1 verelim:

Teorem 16.12’nin Ikinci Kanit:: [a,b] araligmin tikiz olmadigini varsa-
yalim. O zaman [a, b] araliginin sonlu altortiisii olmayan bir (U;);er agik or-
tiisit vardir. ¢; noktasi, a ve b noktalariin tam ortasi olsun. Ya [a, ¢;] aralig
ya da [c1,b] aralig) sonlu sayida U; tarafindan Ortiilmez. Diyelim [a, ¢1] sonlu
sayida U; tarafindan ortiilmiiyor. co noktasi a ve ¢; noktalarinin tam orta nok-
tast olsun. Ya [a, c2] ya da [c2, ¢1] aralig sonlu sayida U; tarafindan ortiilmez.
Diyelim [cg, ¢1] sonlu sayida U; tarafindan értiilmiiyor. c3 noktasi ¢a ve ¢1 nok-
talariin tam orta noktasi olsun. Ya [cg, c3] ya da [cs, ¢1] araligi sonlu sayida
U; tarafindan ortiilmez... Bunu boyle devam ettirerek, oyle

la,b] = [do, e0] 2 [d1,e1] 2 [da, e2] 2
araliklar: bulabiliriz ki, hem

(dn =) = (b—a)/2"
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olur hem de [dy,e,] araliklar1 sonlu sayida U; tarafindan ortiilmez. Kapali
Kutular Teoremi'ne gore [N4], biitiin bu [d,,e,| araliklar1 tek bir noktada
kesisir, diyelim

(1) f= lim d, = lim e,

n—oo n—oo
noktasinda kesisiyorlar. f € [a,b] oldugundan, bir i € I i¢in f € U; olur. U;
agik oldugundan, bir € > 0 igin, (f — ¢, f +€) C U; olur. (1)’den dolayi, bir n
gostergeci igin,
[dn,en] C(f—¢€,f+e) CU;

olur. Ama o zaman da [d,, e,] tek bir (dolayisiyla sonlu sayida) U; tarafindan
kaplanir. Bir geliski. Demek ki [a, b] aralig: tikiz bir kiimedir. O

Bu ikinci kanitin R™’ye kolaylikla genellestigine dikkatinizi c¢ekeriz. Ara-
liklarin yerini alan n boyutlu kutulari bu sefer 2 yerine 2" parcaya boleriz.
Ayrica kaniti genel olarak [a,b] aralig: i¢in yapacagimiza sadece [0, 1] aralig:
i¢cin yapabilirdik, ne de olsa [0,1] araligiyla [a,b] arahigl arasinda topolojik
olarak bir fark yoktur.

Sonug 16.13 (Ug Degerler Teoremi). X tikiz bir topolojik uzay ve f : X — R
strekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu X tzerine minimum ve
maksimum degerini alir; yani oyle a, b € X wvardwr ki her x € X i¢in

fla) < fz) < f(b)
olur.
X, tikiz bir kiime

f f, stirekli fonksiyon
R

Tikiz bir kiime, stirekli bir fonksiyon
altinda ug degerlerini alir.

Kamt: X tikiz ve f siirekli oldugundan, Teorem 16.2’den dolay1 f(X) de
tikizdir. Teorem 16.12’ye gore f(X) kapali ve simirhidir. f(X) sinirh oldugun-
dan sup f(X) bir gergel sayidir. f(X) kapal oldugundan sup f(X) € f(X)
olur; ¢linkii terimleri f(X)’te olan ve sup f(X)’e yakinsayan bir dizi vardir
(okura alhgtirma), ve Onsav 13.7’ye gére bu dizinin limiti olan sup f(X) saysi
f(X) kiimesindedir. Benzer bir kamt inf f(X) i¢in de yapilabilir. O

Sonug 16.14. R’nin birden fazla elemans olan her araligr sayilamaz sonsuz-
luktadir. R sayilamaz sonsuzluktadar.
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Kanit: Birden fazla elemani olan her aralik kapali ve sinirhi bir aralik igerdi-
ginden, sonucu kapali ve sinirli araliklar icin kanitlamak yeterli. Bu durumda

sonu¢ Heine-Borel teoreminden ve Sonug 16.9’dan ¢ikar. O
Ornekler
16.38. Teorem. a, a1, ..., ary € R™ olsun. Eder a noktasi {a1,...,ar} kimesinin disbikey

zarfina® ait degilse dyle bir oo € R ve b € R™ vardur ki her i = 1,... k igin
(a,b) < a < (ai,b)

olur*. Bir altkiimenin digbiikey zarfi, altkiimeyi iceren en kiicitk digbiikey kiimedir,
yani altkiimeyi igeren tiim digbiikey kiimelerin kesigimidir. (Bkz. [N4].) Burada, z =
(1,...,2n) ER" vey = (y1,...,yn) € R™ i¢in

(T, y) =191 + - + Tnyn

olarak tamimlanmigtir. Elbette, (z, y) degeri x ve y’ye gore dogrusal ve simetriktir ve
(x, ) = ||z||* olur.

Kanit: a, ai, ..., ar € R” olsun. C' ile {a1, ...,ar} kiimesinin digbiikey zarfin1 goste-
relim. C kapali, digbiikkey ve sinirhidir. Dolayisiyla C' tikizdir. Teorem 14.9 ve 16.13’e
gore bir ¢ € C igin d(a,C) = |c—a| olur. Eger x e Cve 0 <t < lise, (1 —t)z+tce C
oldugundan,

(1 —t)x + tc—a|?

(1= t)(z — a) + te — )|

1—t)(xz—a)+tlc—a), 1 —=t)(z—a)+tlc—a))
—t)?||z — a||®* +2t(1 — t){z — a, ¢ — a) + t?||c — al|?

lle—all* <

~e~— —
—_—~

ve dolayisiyla
(1= Bz —al* + 2tz — a, ¢ — a) > (1 + B)[|c — al
olur. Simdi t’yi 1’e gotiiriirsek,
(x—a,c—a)>|lc—all?

ve
(z, c—a) > {a, c—a>—i—||c—a||2
elde ederiz. O halde b =c — a ve

llc —al?

a={a,c—a)+ 5

olarak alinabilir.

Aligtirmalar

16.39. a < b kesirli sayilar1 i¢in [a,b] N Q kiimesinin Q’de tikiz olmadigim kamtlayn. ipucu:
a ile b arasinda kesirli olmayan bir say1 vardir. Bu kesirli olmayan sayiyr kullanarak
[a,b] N Q kiimesinin sonlu altortiisii olmayan bir altértisiinii bulun.

3Digbiikey zarfinin tamimu igin bkz. [N5).
4Bu 6rnek icin Yusuf Unlii’ye tegekkiirler.
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16.40. X tamsirali bir kiime olsun. X’in araliklariyla iiretilen topolojisine sira topolojisi ad:
verilir. X’in bir de ayrica sup ve inf 6zelligini sagladigini varsayalim, yani iistten (alttan)
sinirli ve bog olmayan her altkiimesinin bir en kiigiik tistsiir: (en biiytik altsiiri) olsun.
X'in her [a, b] kapali araliginin tikiz oldugunu kanitlayn. Ipucu: Teorem 16.12{in ikinci
kaniti.

16.41. [Ug Degerler Teoremi]. X yukardaki gibi olsun. K tikiz bir kiime olsun. f: K — X
stirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu K {izerine minimum ve maksimum
degerini alir; yani dyle a, b € K vardir ki her z € K i¢in f(a) < f(z) < f(b) olur. Bunu
kanitlayin.

16.8 Tychonoff Teoremi

Iki (dolayisiyla sonlu sayida) tikiz topolojik uzaymn kartezyen ¢arpiminin tikiz
oldugunu gordiik. Ayni sonug sonsuz sayida topolojik uzay igin de gegerlidir
ama kanit1 ¢ok daha zordur. Simdi Tychonoff Teoremi adi altinda bilinen bu
teoremi kanitlayalim. Ama 6nce kendi bagina degerli bir sonug kanitlayalim.

Teorem 16.15 (Alexander’in Ontaban Teoremi). X bir topolojik uzay ve 3, bu
topolojik uzaywn bir ontabans olsun. X ’in tikiz olmast i¢in yeter ve gerek kosul,
B’min elemanlarindan olusan X ’in her ortistnitn sonlu bir altortisi olmasidar.

Kanit: Gereklilik bariz. Yeterliligi kanitlayalim. X’in tikiz olmadigimi var-
sayalim. P, X’in, sonlu altortiisii olmayan acik oOrtiilerinden olusan kiime
olsun. P’yi “altkiime” olma iligkisine gore siralayalim. P’ye Zorn Onsavini
[N3] uygulayacagiz. Bu amagla P’den bir Z zinciri alahm. (J Z’nin de P’de
oldugunu kanitlayacagiz. | J Z’nin bir 6rtii oldugu besbelli. | J Z’nin sonlu bir
altortiisii oldugunu varsayalim. Diyelim

Uy,...,Un €| 2

elemanlar1 X’i ortiiyor. Her ¢ = 1,...,n icin
U, e Y;
igindeligini saglayan bir U; € Z ortiisii segelim. Z bir zincir oldugundan, U;
ortiilerinden biri, diyelim ¢/; digerlerini kapsar. Demek ki her ¢ = 1,...,n i¢in
U; e U;

olur. Ama bu da U, 'nin sonlu bir altortiisii var demektir. Celigki. Dolayisiyla
U Z € P olur ve P’ye Zorn Onsavi'm uygulayabiliriz. Bir bagka deyisle, X’in,
sonlu altortiisii olmayan maksimal bir acik ortiisii vardir. Bu acik ortiiye U
diyelim.

Simdi ¢4 N B'nin X’in bir ortiisii oldugunu kanitlayacagiz.
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Diyelim 4N B, X’in bir ortiist degil. Ve diyelim bir z € X noktasi NS nin
elemanlar: tarafindan ortiilmiiyor. x elbette U ’nun elemanlarindan birindedir,
diyelim U’da. U, z’i igeren agik bir kiime oldugundan, 5 da topolojinin bir
ontabani oldugundan,

zeVin...NnV, CU

iligkilerini saglayan Vi, ..., V, € g vardir. Demek ki heri =1,... nicinx € V;.
Ama z € X noktasi U N G'nin elemanlar: tarafindan értiilmediginden higbir V;
kiimesi U’da olamaz. Simdi her biri = 1,...,n i¢in, UU{V;} ortiisiine bakalim.
U, sonlu ortiisti olmayan en biiyiik acik értii oldugundan, U U {V;} ortiisiiniin
sonlu bir altortiisii vardir. Demek ki {/’dan sonlu sayida acik kiimenin bilegimi
olan bir Y; igin,

X=Y,UV

() (07)

olur. O zaman, elbette,

olur. Buradan da

yani
X = <U Y) uU
=1

olur. Ama bu da X’in U’nun sonlu sayida elemani tarafindan ortildigi an-
lamina gelir. Celigki. Demek ki &/ N 8, X’in bir ortiisii.

Ama bu 6rtii ayn1 zamanda #'nin elemanlarindan oluguyor. Teoremin var-
sayimina gore U N [ Ortiistiniin sonlu bir altortiisii var. Bu altortii elbette ayni
zamanda U’nun sonlu bir altortiisiidiir. Onsav kanitlanmigtir. U

Kamitta Zorn Onsavi'ni, dolayisiyla Se¢im Aksiyomu'nu kullandigimiza
dikkatinizi ¢ekeriz. Ne bu 6nsav ne de bir sonraki Tychonoff Teoremi Secim
Aksiyomu olmadan kanitlanabilir.

Teorem 16.16 (Tychonoff). (X;); bir topolojik uzay ailesi olsun. [, X; nin
tikiz olmast i¢in her X; 'nin tikiz olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamt: X =[], X; olsun. Tzdiisiim fonksiyonlar: stirekli olduklarindan gerek-
lilik belli. Yeterliligi kanitlayalim.
Bir j gostergeci ve bir U C X; acik kiimesi icin,

pI‘j_l(U) = {x: (.’E,)z EX:JZ]‘ S U}
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olsun. Bu tir kiimeler X’in bir 6ntabanimi olusturur. Bir 6nceki 6nsavi bu
Oontabana uygulayacagiz.

U, X'in pr; ' (U) tiiriinden altkiimelerinden olusan herhangi bir ortiisii ol-
sun. U nun sonlu bir altértiisiinii bulacagiz. U’da X = pr; '(X;)’nin olmadigin
varsayabiliriz.

Bir ¢ gostergeci icin,

U= {pr; {(U) el : U C X;}

olsun. U, Y;’lerin (ayrik) bilegimidir.
Bu U;’lerden biri X’in bir ortiisii olmali: Clinkii aksi halde her i gostergeci
icin UY; tarafindan ortiilmeyen bir (i) € X buluruz. Eger

yi = pri(z(i)) € X;

tanimmini yaparsak, o zaman X'in (y;); elemani U;’lerin higbiri tarafindan or-
tlilmez, dolayisiyla bunlarin bilegsimi olan ¢/ tarafindan da ortiilmez.
U;, X’in Ortiist olsun. O zaman,

A={UC Xi:pr;'(U) e Ui}

ailesi X;’nin bir acik ortiisii olur. X; tikiz oldugundan, A’min sonlu bir altor-
tisi X;'yi orter, diyelim
Uy, ..., Uy

X;’yi orter. O zaman U;’nin (dolayisiyla ¢ nun)

prfl(Ul), ce pr;l(Un)
elemanlar1 X’i orter. O

Aligtirmalar

16.42. Oyle X, Y topolojik uzay érnekleri ve A C X x Y bulun ki, pr,(A) ve pry(A) tikiz
olmalarina karsin A tikiz olmasin.

16.43. [Tikiz-Agik Topoloji.] X ve Y iki topolojik uzay olsun. C(X,Y), X ten Y’ye giden
stirekli fonksiyonlar kiimesi olsun. Tikiz bir K C X ve agik bir V C Y i¢in,
UK, V)={feCX,)Y): f(K)CU}

olsun. C(X,Y) iizerine bu tiir kiimelerle iiretilen topolojiye tikiz-agik topoloji adi
verilir.
i. Eger Y uzay1 T1’se ya da Hausdorfl’sa C(X,Y) uzaymin da ayni 6zelligi oldugunu
kanitlayin.
ii. Eger X Hausdorff ise ve 8, Y'nin topolojisinin bir 6ntabaniysa,

{U(K,V): K tikiz,V € 8}
kiimesinin C'(X,Y") uzaymn bir éntaban oldugunu kanitlayin.

Buraya kadar yaptiklarimiz tikizlik {izerine bilinmesi gerekenin minimu-
mudur. Gelecek boliimde tikizlik konusunda biraz daha ileri gidecegiz. Cesitli
tikizlik kavramlar: gorecegiz ve bu kavramlarin aralarindaki iligkiyi irdele-
yecegiz.






17. Cesitli Tikizlik Kavramlari

Metrik uzaylarda birbirine denk olan, ama genel olarak topolojik uzaylar
icin birbirine denk olmayan, gérdiigimiiz standart ve klasik tikizlik kavrami
disinda degisik “tikizlik” kavramlar: vardir. Bunlarin en 6énemlilerinden birka-
¢ini bu boliimde irdeleyecegiz.

Metrik uzaylarda bu kavramlarin egdeger olduklari ¢ok yararh bir bilgidir
ve sik sik kullanilir.

17.1 Yigilma Noktas1 Tikizlik

X bir topolojik uzay, A C X ve a € X olsun. Eger a’y1 igeren her acik kiime
A’nin a’dan farkh bir elemanini igeriyorsa, a’ya A'min yigilma noktas: ya da
limit noktasr dendigini gormiistiik (Altboliim 8.4). Tim yigilma noktalarini
iceren altkiimelerin kapali oldugunu da gérmiigtitk (Teorem 8.10). Demek ki
yigilma noktasi olmayan altkiimeler kapalidir.

Eger bir topolojik uzayin her sonsuz altkiimesinin bir yi1gilma noktas: varsa
o topolojik uzaya yifelma noktas: tikiz! denir.

Teorem 17.1. Tikiz bir topolojik uzay yigilma noktasy tikizdar.

Kamit: X, tikiz topolojik uzay olsun. A, X’in sonsuz bir altkiimesi olsun.
A’nin bir yigilma noktasini bulacagiz. Gerekirse A yerine A’min sayilabilir bir
altkiimesini alarak A’nin sayilabilir sonsuzlukta oldugunu varsayabiliriz. Di-
yelim

A ={ap:n €N}

A’nin yigilma noktasi olmadigini varsayalim. O zaman A (tiim yigilma nok-
talarin igerdiginden!) kapalidir. Her n i¢in, A’dan sadece a,, elemanini igeren
bir U,, agik kiimesi vardir. Bu U,, agik kiimelerine bir de X \ A agik kiimesini
eklersek, o zaman X'’in bir acik ortiisiinii elde ederiz. Bu acik ortiintin sonlu
bir altortiisii X'i, dolayisiyla A’y1 da ortmeli. A’y1 orten bir ortide X \ A
gereksizdir elbette. Demek ki A sonlu sayida U, ’nin bilegiminin altkiimesidir;
ama her U,, A’dan tek bir eleman igerdiginden bu bir geligkidir. O

1ingilizcesi limiat point compact
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Yukardaki teorem, tikiz kelimesinin tikiz kiimelere neden yakigtirildigini
bir kez daha soyliiyor.

Yigilma noktasi tikiz bir topolojik uzay tikiz olmak zorunda degildir. Asa-
gida iki ornek var.

Ornekler

17.1. X herhangi bir topolojik uzay olsun. {0, 1} iizerine en kaba topolojiyi alalim ve X x {0, 1}
kartezyen carpimini ¢arpim topolojisiyle ele alalim. Bu topolojik uzayin acik kiimeleri
ya boskiimedir ya da bir U C X acik kiimesi igin U x {0, 1} bigimindedir; dolayisiyla
(z,%)’nin her komsulugu (z,1 — %) noktasin da igerir; bu iki nokta bir anlamda birbi-
rinin yapigik ikizidir. Dolayisiyla bir altkiime bir noktayi iceriyorsa, bu noktanin ikizi
altkiimenin bir yigilma noktasidir. Dolayisiyla X x {0, 1} yigilma noktas: tikizdir. Ama
X tikiz degilse, izdiigiim fonksiyonlar: siirekli oldugundan, Teorem 16.2’ye gore X X Y
de tikiz olamaz.

17.2. Eger X herhangi bir tamsirali kimeyse, X {izerine agik araliklarla, yani a, b € X igin,

(a,b)={z € X :a <z <b},
(a,00)={z € X :a <z},
(—o00,b)={z € X : 2 < b}

ve (—o0,00) = X altkiimeleriyle tiretilen topolojiye siralama topolojisi denir. Eger
X = N (= w, sayilabilir ilk ordinal) ise, bu X {izerine ayrik topolojiyi verir elbet, pek
ilging sayilmaz.

Bundan boyle X = w; (sayilamaz ilk ordinal) olsun. wy, sayilabilir ordinaller kiimesidir.
Limit ordinal olmayan her v € w; igin, {7} bu topolojide hem agik hem de kapali bir
kiimedir ama eger v # 0 bir limit ordinalse, {7} agik bir kiime degildir. (Neden?)

w1’i siralama topolojisiyle donatirsak tikiz olmayan ama yigilma noktasi tikiz bir uzay
elde ederiz. Bunu gosterelim.

w1’in tikiz olmadigim goéstermek kolay, ne de olsa wi, elemanlarinin bilesimidir ve her
o ordinali igin o = (—o0, &) = [0, @) olur (yani aciktir) ama wi, sayllamaz oldugundan,
sonlu sayida elemaninin bilesimi olamaz. (Hatta wi sayilabilir sonsuzlukta elemaninin
bile bilegimi olamaz; yani wy tikiz olmadig1 gibi hi¢ ama hig tikiz degildir!)

Simdi wy’in yigilma noktasi tikiz oldugunu gosterelim. A C w; sonsuz bir altkiime
olsun. A'nin sayilabilir sonsuzlukta bir B altkiimesi vardir. B’nin elemanlari kiigiikten
biiyiige dogru (8n)n olarak yazalim. O zaman 8 = J,, 8» = sup,, fn elemam sayilabi-
lirdir, dolayisiyla w1’in bir elemanidir. S’'nin A’nin bir yigilma noktasi oldugunu, hatta
(Bn)n dizisinin bir limiti oldugunu kanitlamak zor degildir. (Bkz. Aligtirma 17.4.)

Bir Uyari. Bir metrik uzayda bir a elemaninin bir A altkiimesinin yogunlas-
ma noktasi olmasi demek, a’nin, terimleri A’nin birbirinden degigik elemanla-
rindan olugan bir dizinin limiti olmas1 demektir. (Cok bariz.) Ama topolojik
uzaylarda bdyle bir denklik yoktur. Ornek agagida:

Ornek 17.3. X = wIL = w1 +1 = wi U{wi} olsun. X, wi’den sonraki ilk ordinaldir. X
lizerine siralama topolojisini alalim. w;’in tikiz olmadigin1 yukarda Ornek 17.2'de gordiik.
Ama X tikizdir. Ordinalleri biraz bilen biri igin bunun kaniti oldukg¢a kolaydir ve okura bi-
rakilmigtir (Aligtirma 17.5). w1, kolayca goriilecegi tizere X’in w; altkiimesinin bir yigilma
noktasidir ama terimleri w;’de olan bir dizi w;’e yakinsayamaz. Demek ki Onsav 13.5% gore
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X topolojik uzay1 metriklesemez. Dolayisiyla w; de metriklesemez. Ilerde (Algtirma 17.33)
bunun bir bagka kanitin1 gorecegiz.

Aligtirmalar
17.4. w1’in her dizisinin, ya sabit ya da kesin artan bir altdizisi oldugunu kantlayin. (ipucu:
w1’in bog olmayan her altkiimesinin en kii¢iik eleman1 vardir; bu, her ordinaller kiime-
sinin bir Ozelligidir, bkz. [N3].) wi’in kesin artan bir (o), altdizisinin terimlerinin
bilegsiminin sayilabilir bir limit ordinal olmas1 gerektigini ve bu limit ordinalin dizinin
limiti oldugunu kanitlayin.

175. X = w] = w1 +1 = w1 U{wi} olsun. X, wy’den hemen sonraki ilk ordinaldir. X
iizerine siralama topolojisini alalim. wi’in tikiz olmadigini Ornek 17.2’de gordiik. Ama
X tikizdir. Bunu kanitlayin.

17.2 Dizisel Tikizlik

Tanim. Eger topolojik bir uzayin her dizisinin yakinsak bir altdizisi varsa, o
zaman bu topolojik uzaya dizisel tikiz® denir.

Her tikiz topolojik uzay dizisel tikiz degildir ve her dizisel tikiz uzay tikiz
degildir. Kargiornekler hemen agagida. Ote yandan birazdan kanitlayacagimiz
tizere her tikiz metrik uzay dizisel tikizdir.

Ornekler

17.6. Ornek 17.2'de ele aldigimiz wq uzay dizisel tikizdir (okura aligtirma) ama gordigumiiz
iizere tikiz degildir.

17.7. Yigilma noktasi tikiz bir uzay dizisel tikiz olmak zorunda degildir. Nitekim Ornek 17.1°de
X dizisel tikiz degilse, X x {0, 1} uzay: da dizisel tikiz olamaz ama s6zii edilen 6rnekte
gosterdigimiz iizere bu uzay yigilma noktas tikizdir. Ote yandan dizisel tikiz topolojik
uzaylar yigilma noktasi tikizdir. Bkz. Aligtirma 17.15.

17.8. A bir kiime, 2 = {0,1} ve

X=2"=[]2={f:A={0,1}} = p(4)
A

olsun. Yani X, A kiimesinden {0, 1} kiimesine giden fonksiyonlar kiimesi olsun. (X,
A’nin altkiimeler kiimesiyle egleniktir, bkz. Ornek 6.21.) 2’yi ayrik topolojiyle ve X'i de
garpim topolojisiyle donatalim. Tychonoff Teoremi’'ne (Teorem 16.16) gore X tikizdir.
X'in, Ornek 6.21°de de gordiigiimiiz topolojisini animsatalim; yararl olacagina inaniyo-
ruz. Bir a € A igin,

Uaso={f € X: f(a) =0}
ve

Usp={f€X: f(a) =1}
olsun. Bu U, altkiimeleri X’in topolojisinin bir dntabanini olusur, yani X’in acik kiime-
leri, @« = 0,1 i¢in U, tliriinden kiimelerin sonlu sayida kesisimlerinin herhangi bir
bilegimidir; yani X’in agik kiimeleri, sonlu sayida ai,...,a, € A igin,

flar),..., flan)

2 ingilizcesi sequentially compact.
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degerlerinin (0 ya da 1 olarak) belirlendigi fonksiyon kiimelerinin bilesimidir. Dolayisiyla
bir f € X fonksiyonunu iceren bir ac¢ik kiime, sonlu sayida a1, ...,a, € A igin

{g€ X :g(a) = fla1), ..., glan) = f(an)}

kiimesini de icerir. Bunlara temel acik kiimeler diyelim.
Eger X1 p(A) olarak gormek istersek, temel agik kiimeler, sonlu sayida noktay1 iceren
ve sonlu sayida bagka noktay: icermeyen altkiimeler kiimesidir:

{BCA:b,....,bp € Bveai,...,an ¢ B}.

Elbette X’in topolojik yapisi A'nin kardinalitesine gore degisir. Agsagida A’y1 sayilabilir
sonsuzlukta (mesela N’ye esit) ve R sonsuzlugunda (mesela (0,1) ya da 2) alarak, X’in
dizisel tikizligini inceleyecegiz. Birinci durumda X dizisel tikiz olacak, ikinci durumda
olmayacak. Daha biiyiik kardinaliteler i¢in bkz. Aligtirma 17.13. (w ie 2 arasinda ola-
bilecek olas1 ordinallerin durumu, aksiyomatik kiimeler kuramini ilgilendiren ¢ok daha
karmagik bir konudur.)

Ornek 17.8'de A = N alalim. X’in dizisel tikiz oldugunu kanitlayacagiz. (fn)n € X,
herhangi bir dizi olsun. € = 0,1 igin

Ip,e ={n eN: f,(0) =€}

olsun. Eger Iy sonsuz ise, Iy = Ip,0 olsun. Aksi halde Iy 1 sonsuzdur ve bu durumda
Iy = Ip,1 olsun. Diyelim Iy = Io.,. Dizinin diger terimlerini atip (fn)ner, altdizisini
tutalim ve fr, bu altdizinin ilk terimi olsun. Bu birinci agamaydi.

Ikinci asamada, € = 0, 1 igin,

Le={nelp:n>nove fu(l) =€}

olsun. Eger I ¢ sonsuz ise, I1 = I 0 olsun. Aksi halde I1; sonsuzdur ve bu durumda
I = 61 olsun. Diyelim I; = I ,. Dizinin diger terimlerini atip (fn)ner, altdizisini
tutalim ve fn, bu altdizinin ilk terimi olsun.

Bir sonraki asamada, ¢ = 0,1 igin,

Le={nel:n>n ve fo(2) =¢}

olsun. Eger I» o sonsuz ise, I = Iz olsun. Aksi halde I> 1 sonsuzdur ve bu durumda
I, = Iz olsun. Diyelim I = I5,. Dizinin diger terimlerini atip (fn)ner, altdizisini
tutalim ve f,, bu altdizinin ilk terimi olsun.
Bu prosediirii boylece devam ettirirsek (fn,)r altdizisini buluruz. Bu altdizideki fn,
fonksiyonlar:1 0’da hep ayni degeri, ¢y degerini alir. Ama 1’deki degerleri farkh olabilir,
ote yandan eger k > 1 ise fy, fonksiyonlar: 1’de hep e; degerini alir. 2’deki degerleri de
farkhi olabilir, ama eger k > 2 ise f,, fonksiyonlar1 2’de hep ez degerini alir. ve genel
olarak, eger k > £ ise, fy, (¢) = €¢ olur. Demek ki eger f : N — 2 fonksiyonu f(£) = ¢,
olarak tanimlanmigsa,

klggo Fux = 1
olur. Soylenen her seyin dogrulugunu kontrol etmeyi okura birakiyoruz. g
Ornek 17.8’de A = [0,1] alahm. X’in dizisel tikiz olmadigimi kanitlayacagiz. Bunun igin
hicbir yakinsak altdizisi olmayan bir (f, : A — 2),, dizisi bulacagiz.
fo, sabit 0 fonksiyonu olsun. f; fonksiyonu [0, 1/2] arahiginda 0 olarak, (1/2, 1] araliginda
1 olarak tanimlansim. fo’yi tamimlamak igin, [0, 1] arahgm [0, 1/4], (1/4, 1/2], (1/2, 3/4]
ve (3/4, 1] olarak dort parcaya bolelim ve fo’yi birinci ve tiglincii araliklarda 0 olarak,
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diger araliklarda 1 olarak tanimlayalim. Ve bunu boyle devam edelim. Genel tanim goyle:
n > 1 icin,

0 egerbirk=0,1,...,2" ' —1licinz € [2&, 2E+1] jge

.fn:

1 eger bir k=0,1,...,2" " — ligin z € (2, 22127 jse

(fn)n dizisinin yakimsak bir altdizisi olmadigim gosterelim. Diyelim (f,). dizisinin bir
(fmy )k altdizisi f fonksiyonuna yakinsiyor. z € [0, 1] olsun. Carpim topolojisinin tani-
mina gore
Upe ={g€ X : g(x) = f(x)}

kiimesi agik bir kiimedir; ayrica f’yi icerir. Demek ki, fn, fonksiyonlar: yeterince biiyiik
k gostergecleri icin bu acik kiimededirler, yani yeterince biiylik k gostergecgleri icin
fmy, () = f(z) esitligini saglarlar. Bundan da su ¢ikar: Her z € [0, 1] i¢in (fm, (2))x
dizisi zamanla sabit f(x) dizisi olur. Mesela

(1) Fm (z) = 0 & k cift

ozelligini saglayan bir x € [0,1] eleman: olamaz. Ama kapali kutular teoremini [N4]

kullanarak (1) saglayan bir nokta bulmak ¢ok kolay. g
Aligtirmalar

17.11. Tikiz ve dizisel tikiz bir uzayin bir altuzayinin dizisel tikiz olmak zorunda olmadigim
gorterin.

17.12. Dizisel tikiz bir uzayin kapal bir altkiimesinin dizisel tikiz oldugunu kamtlayin. (ipucu:
Ornek 8.50 ve Teorem 8.10.)

17.13. k > 2* bir kardinal olsun. {0, 1} {izerine ayrik topolojiyi, X =[], {0, 1} iizerine carpim
topolojisini alalm. X’in dizisel tikiz olmadigim kanitlaymn. Ipucu: [[0,1]] = [R] = 2%,
Aligtirma 17.12, 6.26 ve 6.25.

17.14. Ornek 17.8’1 ayrintili bir bicimde kanitlaym.

17.15. Dizisel tikiz topolojik uzaylarin yigilma noktas: tikiz oldugunu kanitlayin.

Bu altboliimde metrik uzaylarda dizisel tikizlikla tikizligin esdeger kavram-
lar oldugunu ve daha fazlasini kanitlayacagiz.

Teorem 17.2. Tikiz metrik uzaylar dizisel tikizdar.

Kamit: X tikiz bir metrik uzay ve (x,), bu uzayda bir dizi olsun. Diyelim
dizinin yakinsak bir altdizisi yok.

y € X olsun. Her m > 0 dogal says1 i¢in =, € B(y,1/m) icindeligini
saglayan sonsuz sayida n gostergeci olsaydi, o zaman kolaylikla y’ye yakinsayan
bir altdizi bulabilirdik. Demek ki

Ilyy={neN:z, cU(y)}

gostergeg kiimesinin sonlu oldugu y’yi igeren bir U(y) agik kiimesi vardir. Her
y € X i¢in y € U(y) oldugundan, (U(y))yecx ailesi X’in bir agik ortisiidir. X
tikiz oldugundan,

X=U(y)U...uUU(y)
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esitligini saglayan yi,...,yr € X vardir. Ama o zaman da

I(y1) V... UI(yk)

gostergec kiimesi hem sonludur hem de N'ye esittir. Bir celigki. g

Sonug 17.3. Tikwz bir metrik uzay tamdar, yani tikiz bir metrik uzayin Cauchy
dizileri yakinsaktur.

Kanit: (), bir Cauchy dizisi olsun. Yukardaki teoreme gore (x,,),, dizisinin
yakinsak bir altdizisi vardir. Demek ki (x,,),, dizisi de yakinsaktir [N4]. O

Sonug 17.4. X bir metrik uzay, ) # A, B C X iki tikiz kiime olsun. Eger
d(A,B) =0 ise AN B # 0 olur. Eger X = R" ise sonucun dogru olmast i¢in
A’nin tikiz, B’ nin kapalr olmast yeterlidir.

Kamit: d(a,, b,) < 1/n esitsizligini saglayan a, € A ve b, € B eleman-
lar1 bulalim. A dizisel tikiz oldugundan (a, ), nin yakinsak bir (a,, )i altdizisi
vardir. (an)n yerine (an, )k, (bn)n yerine (by, )i alarak, (ay)y dizisinin bira € A
noktasina yakinsadigini varsayabiliriz. Sonra ,(by, )y 'nin yakimsak bir (b, )i alt-
dizisini bularak ve (ay)n yerine (an,)r ve (bp)n yerine (by, ) dizisini alarak,
(bn)n dizisinin de bir b € B noktasina yakinsadigini varsayabiliriz. Elbette

d(a,b) = lim d(ap,b,) =0

n— o0

olur (Algtirma 14.2). Demek ki a = b € AN B olur.

Simdi X = R™ varsayimini yapalim. Heine-Borel teoremini kullanacagiz.
Yukardaki gibi (an)n, (bp)n dizilerini secelim. Onceki paragraftaki gibi (ap)n
dizisinin a € A noktasina yakinsak oldugunu varsayabiliriz. B; = B(a,1) N B
kiimesinin sonsuz sayida n igin b, elemanimi igcerdigini gostermek zor degil.

Ayrica d(A, B;) = 0 olur. Ama Heine-Borel teoreminden dolay:r B; kiimesi
tikizdir. Demek ki AN By # (); bundan da AN B # 0 gikar. O

Simdi metrik uzaylarda Teorem 17.2’nin tersinin de dogru oldugunu kanit-
layacagiz. Ama bu teorem metrik uzaylardan daha genel topolojik uzaylarda
dogru oldugundan, biz daha genel bir sonug¢ kanitlayacagiz.

Tanim. Eger bir topolojik uzayda sayilabilir bir yogun altkime varsa, o uzaya
ayristirilabilir uzay ya da ayridabilir uzay® adu verilir.

Ornekler

17.16. Her sayilabilir topolojik uzay ayrigtirilabilirdir elbette. Onemli ve zor olan sayillamaz
topolojik uzaylarin ayrigtirilabilir olmasidir. Ornegin R ve hatta R™, Q’niin varhgindan
dolay1 ayristirilabilir bir uzaydir.

3ingilizcesi separable space.
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17.17. Sorgenfrey dogrusu da Q sayesinde ayrigtirilabilir bir uzaydir.
17.18. wi tikizdir ama ayrigtirilamaz. (Okura aligtirma; bkz. Aligtima 17.5.)

Onsav 17.5. Dizisel tikiz bir metrik uzay ayristirdabilir bir uzaydar.

Kanit: (X, d) dizisel tikiz bir metrik uzay1 olsun. e > 0 verilmis olsun. (Daha
sonra gesitli n > 0 tamsayilar igin € = 1/n alacagiz.) zo € X herhangi bir
nokta olsun. Eger varsa, B(xg, €) disindan bir x; noktasi secelim. Eger varsa,
B(xo,€) UB(x1,€) digindan bir x3 noktas: segelim. Eger varsa,

B(xg,€) U B(x1,€) U B(xa,€)

disindan bir z3 noktasi secelim. Bu prosediir bir zaman sonra bitmeli yoksa
herhangi ikisi arasindaki mesafenin e¢’dan biiyiik oldugu bir dizi elde ederiz ki
boyle bir dizinin yakinsak bir altdizisi olamaz.

n > 0 herhangi bir tamsay1 olsun. Yukarda yapilandan dolay1 oyle

Tn0s -+ Ty (n) € X
noktalar1 vardir ki,
X = B(zno,1/n)U...UB(Tp k), 1/n)
olur. Y, biitiin bu x,; noktalarindan olugan kiime olsun:
Y ={x,;:neN\{0},i=0,...,k(n)}.

Y elbette sayilabilir bir kiimedir. Y’ nin X’te yogun oldugunu kanitlayalim.
x € X herhangi bir nokta ve € > 0 herhangi bir say1 olsun. n > 1 dogal sayis1
1/n < e esitsizligini saglasin.

X = B(zn0,1/n)U...UB(Tp gn), 1/n)
oldugundan, bir i = 0,..., k(n) icin,
x € B(zp, 1/n)
olur. Demek ki,
d(z,xp,) < 1/n <e.
Tn; € Y oldugundan, onsavimiz kanitlanmigtir. O

Tlerde metrik uzaylarda dizisel tikizlikla tikizligin ayni anlama geldigini
gorecegiz (Teorem 17.72. Dolayisiyla yukardaki onsav tikiz metrik uzaylari

igin de gegerli olacak. Onsavin tikiz metrik uzaylar igin biraz daha hosg bir
kamt1 vardir. Her n > 1 tamsayist igin X metrik uzaymin (B(z,1/n)).cx agk
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ortiisiinii alahm. Bu agik 6rtiiniin sonlu bir altortiisiinii segelim ve bu altortii-
niin yuvarlarmin merkezlerinden olusan kiimeye Y;, diyelim ve Y = J,~, Y5
olsun. Y elbette sayilabilir bir kiimedir. Simdi Y’ nin X’te yogun oldugunu
kanitlayahm. 2 € X ve € > 0 olsun. B(z,€) ile Y'nin kesigtigini gostermemiz
lazim. Her n > 1 i¢in x € B(yn, 1/n) i¢indeligini saglayan bir y,, € Y,, vardir.
Demek ki y, € B(x,1/n). Dolayisiyla n’yi 1/n < e olacak bigimde segersek,
Yn € B(z,1/n) C B(z,¢€) olur. O
Ornek 17.19. Ayrigtinlabilir bir metrik uzay illa dizisel tikiz olmak zorunda degildir.

Ornegin Q sayilabilirdir, dolayisiyla ayristirilabilirdir ama tikiz degildir elbette.

Onsav 17.6. Bir metrik uzayn ayristirilabilir olmast icin sayilabilir bir tabans
olmasy gerek ve yeter kosuldur.

Kanit: Eger metrik uzayin sayilabilir bir tabani varsa, tabanin her acgik kiime-
sinden rastgele bir eleman secelim. Bu elemanlardan olugan kiime elbette
yogun bir altkiime olusturur.

Simdi (X, d) aynstirilabilir bir metrik uzay olsun. Y C X sayilabilir ve
yogun bir altkiime olsun.

T={B(y,q):yeY,qecQ}

kiimesinin bir taban oldugunu savlayip kanitliyoruz. (Y ve Q sayilabilir olduk-
larindan, 7 nin sayilabilir oldugu bariz.) U herhangi bir agik kiime ve x € U
herhangi bir eleman olsun. Bir € > 0 sayisi i¢in B(x, €) C U olur. ¢ kesirli sayist
0 < g < €/2 esitsizliklerini saglasin. Y yogun oldugundan, B(zx,q) yuvarinin
iginde Y’den bir eleman vardir, diyelim y. Simdi

B(y,q) € B(z,¢)
icindeligini kanitlayalim. z € B(y, q) ise,
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <q+q=2q<e

olur. Demek ki,
x € B(y,q) € B(z,€) CU,

yani
z € B(y,q) CU.

Bu da 7’nin bir taban oldugunu kanitlar. O

Teorem 17.7. Metrik uzaylarda dizisel tikizlikla tikizlik esdeger kavramlardar.
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Kanit: Teorem 17.2°den tikiz metrik uzaylarin dizisel tikiz olduklarini biliyo-
ruz. X dizisel tikiz bir metrik uzay olsun. Onsav 17.5%e gore X ayrigtirilabilir-
dir. Onsav 17.6’e gore X’in sayilabilir bir taban vardr.

(Uy)ier, X'in agik bir ortiisti olsun. Bu 6rtiiniin sonlu bir altortiisii oldu-
gunu kanitlayacagiz. U;’leri daha da incelterek U;’ler yerine sayilabilir tabanin
elemanlarini alip I’nin en fazla sayilabilir sonsuzlukta oldugunu varsayabiliriz.
Artik I = N varsayimini yapabiliriz. Eger ¢ € N igin,

v c|Ju;
j<t

ise U;’yi ortiiden silebiliriz. Geriye hala daha sonsuz sayida U; kaldigini varsa-
yalim ve Uj;’leri yeniden numaralandirip her i € N icin,

U\ JU; #0

j<i

varsayimini yapalim.
x; € U; \ U U j
1<t
olsun. (z;); dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir.  bu altdizinin bir limiti
olsun. (U;)ien, X'in bir ortiisti oldugundan, bir i € N i¢in

zeU;
olur. Demek ki sonsuz sayida j € N icin
T € U;

olur. Ama o zaman da x; € U; ozelligini saglayan bir j > ¢ bulunur ki bu da
(x;); dizisinin tanimiyla celisir. O

Sonug 17.8. Sayilabilir tabane olan dizisel tikiz bir metrik uzay tikizdur.

Kanit: Teorem 17.7'nin kanitini ikinci paragraftan itibaren okumaya baglayin.
O

Not. Tikiz bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altinda imgesi tikiz oldugundan
(Teorem 16.2), eger deger kiimesi bir metrik uzaysa, o zaman tikiz bir kiimenin
siirekli bir fonksiyon altinda imgesi sinirlidir. Bu son olgunun basit bir kanitini
verebiliriz: K tikiz bir topolojik uzay, (Y, d) bir metrik uzay ve f : K — Y
stirekli bir fonksiyon olsun. f(K)'nin smirh olmadigimi varsayalim. Bir b € Y
sabitleyelim. Her n dogal sayisi icin oyle bir x,, € K elemani1 bulalim ki,
d(f(zy),b) > n olsun. K tikiz bir metrik uzay oldugundan, (z,,), dizisinin

yakinsak bir altdizisi vardir. (Eger Y = R ise Bolzano-Weierstrass Teoremi
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yeter.) Bu yakinsak altdiziye (zy, ), diyelim. Limitine de x diyelim. O zaman,
f ve d fonksiyonlar: siirekli oldugundan,

d(f(z),b)=d (f <kli_>ngo xnk> ,b)
:d(lim f(xnk),b)

k—o0
= lim d(f (zp,),b)
k—o0

> lim ng = oo.
k—o0

Bir celigki. O
Asagidaki sonug da bu altboliimde yapilanlardan cikar:
Sonug 17.9. X bir metrik uzay, K C X tikiz bir altkime ve C C X kapal

bir altkime olsun. Eger K NC = () ise, o zaman oyle bir 6 > 0 vardir ki, her
u € K wve her c € C igin d(u,c) > 6 olur.

Kanit: Oyle bir 8'nin olmadigim varsayalim. O zaman K 'nin 6yle bir (zp)n ve
C’nin dyle (¢p)p dizisini bulabiliriz ki, d(zy, ¢,) < 1/n olur. K tikiz oldugun-
dan ve bir metrik uzayda yasadigindan, (x,), dizisinin yakinsak bir altdizisi
vardir, diyelim (z,, );. Bu altdizinin limitine = diyelim. K kapali oldugundan
(Teorem 16.10), z, K’dadur. Ote yandan,

d($7 an) < d($7 ‘rnk) + d(xnlw an)
oldugundan, (cy, ) dizisi de 2’e yakinsar. C' kapali oldugundan = € C olur.
Demek ki z € K N C = (; bir geligki. O

Ornekler

17.20. Altbolim 15.2’de tanimlanmig olan p-sel tamsayilar kiimesi Z;, nin p-sel metrikle dizisel
tikiz (dolayisiyla tikiz, bkz. Teorem 17.7) oldugunu gosterelim. (), bu metrik uzaydan
bir dizi olsun. z, 1 € {0,1,...,p — 1} olmak iizere, z,, € Z, elemanini

o0
Tn = Z 3:n,kpk
k=0
olarak yazalm. Once (zn,0)n dizisine bakalim, yani dizinin ilk terimlerinden olugan
diziye. Bu bir {0,1,...,p — 1}-dizisidir. Demek ki bir yo € {0,1,...,p — 1} igin
In={n:zno0=1yo}

sonsuz bir kiimedir. Geri kalan x,’leri atip sadece (zn)ner, altdizisine bakalim ve ayrica
bir ng € Ip segelim. Ardindan, (zn,1)ner, dizisine bakalim. Bu da bir {0,1,...,p — 1}-
dizisidir. Demek ki bir y; € {0,1,...,p — 1} igin

L={nely:zn1 =1}
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17.21.

sonsuz bir kiimedir. Geri kalan x,’leri atip sadece (z)ner, altdizisine bakalim ve ayrica
bir no < n1 € I segelim. Ardindan, (2n,1)ner, altdizisine bakalim. Bu da elbette bir
{0,1,...,p — 1}-dizisidir. Demek ki bir y» € {0,1,...,p — 1} igin

L={ne€l:xns =1y}

sonsuz bir kiimedir. Geri kalan z,’leri atip sadece (zn)ner, altdizisine bakalim. Bir
nop < n1 < m2 € I secelim. Bunu bdylece devam ettirelim. Boylece elde edilen (zy,);
dizisi yakinsak bir dizidir ¢iinkii > 77, yip* € Z, elemanima yakinsar.

Ornek 17.20°de Zp’'nin dizisel tikiz, dolayisiyla tikiz oldugunu kanitladik. Burada Z, nin
tikiz oldugunu daha dogrudan bir yontemle kanitlayacagiz: Z, nin her agik ortiistintin
sonlu bir altortiisii oldugunu gosterecegiz. Yontemimiz Heine-Borel Teoremi’nin birinci
kanitina benzeyecek (Teorem 16.12).

a=>", a;p' merkezli, 1/p"™ yaricapl yuvarlar,

a+arp+-+an1p" " +0"Z,

kiimeleridir ve bunlar elbette topolojinin bir tabanini olugtururlar.

Yuvarlardan olusan ve sonlu altortiisii olmayan bir I/ ¢rtiisii alalim. Bu 6rtiiniin yuvar-
lardan olustugunu varsayabiliriz.

Zp, p ayrik kiimenin bilesimidir: Bir¢ = 0,1, ..., p—1 igin, ¢ ile baglayan elemanlarin, yani
p’ye boliindiigiinde ¢ kalanlarin kiimelerinin, yani ¢ + pZ, yuvarlarinin ayrik bilesimidir:

Ly =pZy U(14+pZy)U...U(p—1+pZp).

Bu p kiimeden en az biri 6rtiimiiziin sonlu bir altértiisii tarafindan ortiilmez. Diyelim
10 + pZy kiimesi sonlu bir altortii tarafindan értiilmiiyor. (Ortﬁlmeyen en kiigiik 41’1 seg,
boylece Se¢im Aksiyomu’nu kullanmamig oluruz.)

i9 + pZy kiimesi de p ayrik kiimenin bilegimidir:

o+ pZpy = to+p@ZyU(1+pZy)U...U(p—1+pZy))
= (o +p°Zp) U (io +p +p*Zp) U... U (io + (p — 1)p + p*Zp).

Bu p kiimeden en az biri értiimiiziin sonlu bir altortiisii tarafindan ortiilmez. Diyelim

io +11p + pZZp kiimesi sonlu bir altortii tarafindan ortiilmiiyor. (Ortiilmeyen en kiigiik

11 seg.)

Boyle gide gide, dyle io,41,...,in—1 € {0,1,...,p — 1} sayilar1 buluruz ki,
do+i1p+- - +in-1p" T +p"Zy

kiimesi, Ortiimiiziin sonlu bir altortiisii tarafindan kaplanmaz.
Simdi
o= it € 2,
k
elemanim ele alalm. Ortiimiiziin bir yuvarl bu elemani barindirir. Diyelim ortiintin
io+itp+--+in-1p" T + "7,
yuvari a’y1 igeriyor. Ama o zaman

do+itp+--+in-1p" " +p"Zy

kiimesi ortiiniin (tek bir yuvari) tarafindan kaplanir, ki bu kiimeler 6értiiniin sonlu sayida
yukar: tarafindan kaplanmasin diye itinayla segilmiglerdi. Celigki. (Kanitin ne kadar ¢ok
Heine-Borel Teoremi’nin kanitina benzedigini farkedin liitfen.)
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17.3 Tumden Sinirlhihk

Heine-Borel Teoremi (Teorem 16.12) bir anlamda tam metrik uzaylara ge-
nellestirilebilir. Once bir tanim verelim.
Her € > 0 igin sonlu sayida e yaricapli yuvarlarla kaplanabilen bir metrik
uzaya tiimden sinarh?* adi verilir.
Bunun egdeger bir tanimi goyledir: (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger her
€ > 0 igin,
sup{d(z,F):x € X} <e

(va da < €) esitsizligini saglayan sonlu bir F' C X altkiimesi varsa, o zaman
X’e tiimden sinarle denir.

Bir bagka egdeger tanim da soyledir: Her € > 0 igin, metrik uzay, ¢ap1 en
fazla € olan kiimelerle kaplanabiliyorsa metrik uzaya timden swnarly denir.

Bu tanimlarin egdeger olduklarinin kanit1 kolaydir ve okura birakilmigtir.
Son kosuldan, tiimden sinirhh metrik uzaylarimin altuzaylarinin da tiimden
sinirh oldugu gikar.

Timden sinirli metrik uzaylar sinirhidir elbette ama bunun tersi dogru
degildir, 6rnegin ayrik metrikle donatilmig sonsuz bir kiime sinirhidir ama
tiimden smirh degildir. Ote yandan R™nin bir altkiimesinin tiimden simrh
olmasiyla sinirli olmasi arasinda bir ayrim yoktur. Bunun kanitini okura bira-
kiyoruz.

Tikiz metrik uzaylar tiimden sirhdir elbette. Ote yandan tikiz olmayan
timden siirh metrik uzaylar vardir, 6rnegin (0, 1) agik arahig.

Asagidaki sonug yararh olabilir:

Onsav 17.10. Eger bir metrik uzaywmn bir A altkimesi timden sinirhysa,
A’nan kapanmisy da timden simarlidar.

Kamt: ¢ >0 ve A C |J_, B(ai, €/2) olsun. O zaman, Teorem 8.4.vi ve sayfa
176’da yapilanlara gore,

clA:cl(UB(ai,e/2)>:Ucl( (ai¢/2)) € | Blai€/2)) € | Blas,€))
i=1

i=1 =1 i=1

3

olur. O

Alistirmalar

17.22. Tiimden siirli bir metrik uzayinin sinirli oldugunu kanitlayin.
17.23. Tiimden siirhihigin yukarda verilen {i¢ taniminin esdeger oldugunu kanitlayin.
17.24. Timden sinirh bir metrik uzayin altuzaylarinin da tiimden siirli oldugunu kanitlayin.

17.25. Bir altkiimenin tiimden sinirli olmasi igin kapaniginin da tiimden sinirli olmasinin gerek
ve yeter oldugunu kanitlayin.

4ingilizcesi totally bounded.
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17.26. R™’nin bir altkiimesinin tiimden sinirli olmasiyla sinirli olmasi arasinda bir ayrim ol-
madigin kanitlayin.

17.27. Sayilabilir sayida X, (n € N) metrik uzay: alahm. X =[], X, uzaymm metriklegebile-
cegini Aligtirma 13.12’de gordiik. Eger her X,, timden smirliysa, X’in de (bu metrikle)
timden smirl oldugunu kanitlayin.

17.28. Aligtirma 17.27°y1 kullanarak Tychonoff Teoremi’ni sayilabilir sayida metrik uzay icin
Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadan kanitlayin [Mu].

Ornekler

17.29. Aligtirma 11.21°deki p(N) metrik uzaymin tiimden sinirli oldugunu, dolayisiyla birazdan
kanitlayacagimiz Teorem 17.12e gore tikiz oldugunu gosterelim. ©(N) metrik uzayini
1/2™ yaricaph sonlu sayida yuvarla kaplamak yeterli. Nitekim bunun igin tam 2"*!
tane yuvar yetiyor: Yuvarlarin merkezleri {0, 1, ..., n} kiimesinin altkiimeleri olsun. Eger
A C Nise, Anin AN{0,1,...,n} kiimesine olan mesafesi en fazla 1/2" " dir, dolayisiyla
1/2™den kiigiiktiir. Demek ki

oX)= |J Bla1/2").

aC{0,1,...,n}

olur.

Teorem 17.11. Bir metrik uzaywn tikiz olmast icin gerek ve yeter kosul tam
ve timden sinirl olmasidar.

Kanit: Gereklilik bu agsamada oldukga kolay: Tiimden sinirlilik bariz ve tamlik
Sonug 17.3’ten cikiyor.

Simdi (X, d) tam ve tiimden sirh bir metrik uzay olsun. Teorem 17.7’ya
gore, X'in dizisel tikiz oldugunu kanitlamak yeterli; dolayisiyla, X tam oldu-
gundan, X’in her dizisinin bir Cauchy altdizisi oldugunu kanitlamak yeterli.

(zn)n, bir dizi olsun. X’i 1 yarigapli sonlu sayida yuvarla kaplayalim.
Sonsuz sayida n gostergeci i¢in, dizinin x, terimi bu yuvarlardan birinin,
diyelim Bj’in icine diiser. Dizinin diger terimlerini unutup, tiim terimlerin
Bj’de oldugunu varsayalim. B;’den dizide olan herhangi bir x,,, terimi segelim.
(Ashinda n; gostergecini segiyoruz.) Bu z,, bulacagimiz Cauchy dizisinin bi-
rinci terimi olacak. Sonra By’i 1/2 yarigapli sonlu sayida yuvarla kaplayalim
(bu miimkiindiir ¢iinkii B; de tiimden siirhdir.) Sonsuz sayida n gostergeci
i¢in, dizinin x,, terimi bu 1/2 yaricaph sonlu sayidaki yuvardan birinin igine
diiger, diyelim Bs’nin icine diistii. Dizinin diger terimlerini unutup, bundan
boyle tiim terimlerin Bo’de oldugunu varsayahm. Oyle bir ny > n; bulalim
ki z,, € By olsun. Biraz 6nce yaptigimiz varsayimdan dolay1 z,, terimi (ve
bundan sonra bulacagimiz terimler de) sadece Bs’de degil, ayrica By dedir de.
(Hatta By'i B; metrik uzaymmin yuvarlariyla kapladigimizdan, By C B; olur;
ama bunun pek 6nemi olmayacak.) Bu z,,,, bulacagimiz Cauchy dizisinin ikinci
terimidir. Sonra Bs'yi 1/3 yaricaph sonlu sayida yuvarla kaplayalim ve buna
yukardaki prosediirii uygulayalim. Sonug olarak, her biri 1/k yarigapl 6yle By,
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yuvarlar1 ve 0yle n; < ne < ... gbstergegleri buluruz ki, her k igin
Tn, € BN Br_1N...N DBy

olur. (Ashnda sadece z,, € By demek yeterliydi.) Eger k > ¢ ise d(xy, , zp,) <
2/k olur. Dolayisiyla (x,, )i bir Cauchy dizisidir. Teorem kanitlanmigtir. O

Sonug 17.12. Tam bir metrik uzaywn bir altkimesinin tikiz olmast i¢in kapali
ve tumden simirl olmast gerek ve yeter kosuldur.

Kanit: Once gerekliligi kanitlayalm. Tiimden siirhhk bariz. Teorem 16.10
de tikiz bir altkiimenin kapali olmas1 gerektigini soyliiyor.

Aksi istikamette, (X, d) tam bir metrik uzay olsun. X tam oldugundan,
X’in her kapali altkiimesi de tamdir. Bu agamada sonug¢ yukardaki teoremden
cikar. O

Alstirma 17.30. Bir (X, d) metrik uzayinda, yukaridaki kanitlarda kullanilan
B(a,r) € B(a,r) = {z € X : d(a,z) <r}

icindeligini kanitlayin. Esitligin dogru olmayabilecegini gosterin.

Sonug 17.13. Tam bir metrik uzaywn bir altkimesi ancak ve ancak kapanist
tikizsa timden sinarldar.

Kanit: Altkiimenin kapanigi tikizsa, o zaman kapamg tiimden simirhdir el-
bette, dolayisiyla altkiime de tiimden sinirhdir.

Simdi altkiimenin tiimden siirh oldugunu varsayalim. Onsav 17.10°a gére
altkimenin kapanigi da tiimden smirhidir. Teorem 17.12°e gore de kapanig
tikizdir. (]

17.4 Sayilabilir Tikizhk

Eger bir topolojik uzayin sayilabilir her acik ortiisiiniin sonlu bir altortiisii var-
sa o uzaya sayilabilir tikiz® denir.

Ornek 17.31. Her tikiz uzay sayilabilir tikizdir elbet ama bunun tersi dogru degildir. Ter-
sinin dogru olmadigina standart 6rnek wi (sayilamaz ilk ordinal) tizerine kurulan “sira to-
polojisi”dir (bkz. Ornek 17.2). Bu uzay sayilabilir tikizdir (okura aligtirma) ama bildigimiz
lizere tikiz degildir.

Teorem 17.14. Dizisel tikiz bir topolojik uzay sayilabilir tikizdur.

5ingilizcesi countably compact.
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Kamt: X dizisel tikiz bir topolojik uzay olsun. (U;);en, X’in sonlu bir altor-
tiisi olmayan sayilabilir bir acik ortiisii olsun. Her n € N icin

anX\(U()U...UUn_l)

olsun. Demek ki U,,, ancak sonlu sayida i € N igin z;’yi igerir. (z,,), dizisinin
bir altdizisi yakinsaktir. x, (xy,), dizisinin bir altdizisinin bir limiti olsun. x €
U, olsun. O zaman sonsuz sayida i € N i¢in z; € U, olur ki bu da (z,),
dizisinin segimiyle celigir. O

Teorem 17.15. Sayulabilir tikiz bir topolojik uzay (dolayiswyla tikiz bir topo-
lojik uzay da) yigilma noktase tikizdur.

Kanit: Teorem 17.1’in kanitina dikkatlice bakarsamz, ashnda bu (daha giiglii)
teoremin kamtlandigini goriirsiiniiz. O

17.5 Metrik Uzaylarda Tikizhik Kavramlari

Simdiye kadar bircok tikizlik kavrami gordiik:
1. Tikizlik,
2. Dizisel tikizlik,
3. Sayilabilir tikizlik,
4. Yigilma noktas: tikizlik.

2 = 3 =4 ve 1 = 3 gkarimlarinin dogru oldugunu (Teorem 17.14, 17.15)
ama ters ¢ikarimlarin genelde dogru olmadigini (Ornek 16.1, 16.2, 16.6, 16.19,
16.31), 6te yandan bunlardan bazilarinin metrik uzaylarda denk kavramlar
olduklarin1 gordiik. Ashinda metrik uzaylarda tiim bu tikizlik kavramlar: bir-
birine denktir.

Teorem 17.16. Bir metrik uzayin (1) tikiz, (2) dizisel tikiz, (3) sayilabilir
tiki1z ya da (4) yigilma noktast tikiz olmast arasinda ayrim yoktur, biri dogruysa
digerleri de dogrudur.

Kanit: Teorem 17.7’ya gore, metrik uzaylarda dizisel tikizlikla tikizlik esde-
gerdir. Demek ki 1 & 2 = 3 = 4. Dolayisiyla yigilma noktas: tikiz bir metrik
uzayin dizisel tikiz oldugunu kanitlamaliyiz.

(X,d), yigilma noktas1 tikiz bir metrik uzay olsun. (x,),, bu uzaydan bir
dizi olsun.

A={x,:neN}

olsun. Eger A sonluysa, elbette (), dizisinin sabit, dolayisiyla yakinsak bir
altdizisi vardir. Eger A sonsuzsa, varsayima gore A’nin bir yigilma noktas
vardir. Diyelim z. Simdi x’e yakinsayan bir altdizi bulmak zor degildir: Her
k > 0 dogal sayis1 icin,

B(z,1/k)N A
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kiimesi sonsuzdur. Bu olguyu kullanarak, dyle
n<...<ng<...

gostergegleri bulunabilir ki, z,, € B(z,1/k) olur. O

Son olarak bu teoremin ilging bir sonucunu gorelim.

(X,d) tikiz bir metrik uzaysa, X’ten R’ye giden her siirekli fonksiyonun
imgesinin tikiz, dolayisiyla sinirh oldugunu biliyoruz. Simdi bu sonucun ters
istikametini kanitlayacagiz:

Onerme 17.17. (X, d) bir metrik uzaysa ve X ’ten R’ye giden her siirekli
fonksiyon sumarlysa, o zaman X tikizduw®.

Kanit: (X, d) bu varsayimlar: saglayan bir metrik uzay olsun. Diyelim X tikiz
degil. O zaman Teorem 17.16’e gore X sayilabilir tikiz olamaz. (Up,), sonlu
altortiisii olmayan X’in sayilabilir bir agik ortiisii olsun. n € N igin,

F= (U #0

=0

olsun. Fy,’ler giderek kiiciilen kapali kiimelerdir ve ayrica (), F;, = @ olur.
Simdi x € X i¢in

1 d(z,F,)
g(ac)—ZQ— 1+d(z, Fy)

tammim yapalim. (Sagdaki seri elbette yakisaktir.) Ayrica Weierstrass M-
Testi [N4] ve Teorem 14.9 sayesinde g’nin siirekli oldugunu anlariz. (), F, =0
oldugundan, her z’in i¢inde olmadig: bir F), vardir, dolayisiyla g(z) > 0 olur.
Demek ki f(xz) = 1/g(x) kuraliyla belirlenmig fonksiyon da siireklidir. Simdi
bir

r€eF, CF,1C...CFy

alalim. O zaman,

o0

1 d(z, Fp) 11
g(x) = Z T < — ==
S 201 + d(z, F,) S 2t 2n
ve f(xz) > 2™ olur. Demek ki f simirsizdir. Celigki. O

Aligtirmalar

SBu 6nermeyi ve kamtim sunan Zafer Ercan ve Yusuf Unlii’ye tegekkiirler. Ttim siirekli
fonksiyonlarin sinirh oldugu topolojik uzaylara yalanciktan tikiz denir. Ingilizcesi pseudo-
compact.
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17.32.

17.33.

Algtirma 3.10’teki 6rnek tikiz degildir (Hausdorff da degildir) ama bu topolojik uzaydan
R’ye giden her siirekli fonksiyon sabit bir fonksiyon oldugundan, her siirekli fonksiyon
smirhdir.

Tiim siirekli fonksiyonlarin sinirl oldugu, Hausdorff olan ama tikiz olmayan (dolayisiyla
metriklesemeyen, bkz Onsav 17.17) bir topolojik uzay ornegi w;’'dir. Ipucu: an € wy
olmak iizere sinirsiz ve mutlak artan bir (f(an))n dizisi bulalim (gerekirse f yerine
—f alarak). Her tamsirali kiimede oldugu gibi (an)» dizisinin de ya mutlak artan ya
da mutlak azalan bir altdizisi vardir [N4]. Ama ordinallerde mutlak azalan dizi olamaz
[N3]. Demek ki hem (o), hem de f(ay) dizisinin mutlak artan oldugunu varsayabiliriz.
a =, an € w1 olsun. (a, (on)n dizisinin limitidir.) f’nin o’da siirekliligi arzu edilen
celigkiyi verecektir. Boylece wi’in metriklesemeyecegi bir kez daha kanitlanmig olur.






18. Tikizlik Uzerine Daha
Fazla

18.1 Lebesgue Sayisi

Bir (X, d) metrik uzaymm simirli ve bog olmayan bir A altkiimesinin ¢apsz,
d(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}

olarak tamimlanmir. B(a,r) yuvarinin ¢api en fazla 2r’dir. (2r’den de kiigiik
olabilir!)

Asagidaki oldukca teknik onsav tikiz kiimelerin acik Ortiilerinin ¢ok kiigiik
capli elemanlarinin gereksiz oldugunu soyliiyor.

Onsav 18.1 (Lebesgue Sayis1). (X, d) tikiz bir metrik uzay ve U = (Uy)ier
ailesi, X'’in ac¢ik bir értisi olsun. O zaman dyle bir 6 > 0 vardwr ki X’in
capr en fazla & olan her altkimesi U ailesinin bir elemaninin (yani U; lerden
birinin) altkimesidir.

Kanit: Eger U;’lerden biri X'e esitse, kanitlayacak bir sey yok. Bundan boyle
higbir U;’nin X’e esit olmadigini varsayalim. U ailesinin sonlu bir V altorti-
stinii segelim. Diyelim,

YV ={U,...,U,}.

C; = Uf olsun. C; kapahdir. d(z,C;), 2’in Cj’ye olan uzakhgi olsun. (Bkz.
Boliim 14.3.)
Uu..ulU,=X

oldugundan,
Cin...nC, =10

olur. Demek ki X'’in her x elemani C; kiimelerinden en az birinin elemani
degildir ve, C; kapal oldugundan, d(z,C;) sayilarindan en az biri pozitiftir
(bkz. sayfa 187) ve
1 n
== d(x,Ci) >0
n

i=1



246 18. Tikizlik Uzerine Daha Fazla

olur.
1 n
— = N"d(z, C;
fla) = Zl (z,Cy)
formiiliiyle tanimlanan
f: X—>R

fonksiyonunun siirekli oldugunu da biliyoruz (Teorem 14.9). X tikiz oldugun-
dan, f minimum degerini alir. Bu minimum deger xy’da alinmig olsun ve

0= f(xo) >0
olsun. B, ¢ap1 §’dan kiiciik bir altkiime olsun. z € B olsun. Demek ki
B C B(z,9).

Ve d(z,Ch),...,d(z,Cy) sayillarimin en biiyiigi d(x, C;) olsun. O zaman,

5< f(r) = -3 dlw, C) < d(, )

i=1
olur. Demek ki
B(z,0)NC; =10,
yani
Ama B C B(z, ) oldugundan, bu son igindelik istedigimizi kanitlar. O

X’in verilmis bir U = (U;);er agik ortiisii igin, yukardaki onsavdaki gibi
bir § > 0 sayisina U’'nun Lebesgue sayist adi verilir. Elbette bir Lebesgue
sayisindan daha kiiclik sayilar da Lebesgue sayilaridir. Lebesgue sayilarinin
varligimi bir sonraki altbéliimde kullanacagiz.

18.2 Dizgun Sureklilik

Diizgiin stireklilik, stirekliligin ¢cok 6zel bir halidir. Tanim, genel topolojik uzay-
larda degil, metrik uzaylarda gecerlidir. Daha 6nce de gordiigiimiiz tanimi
ammsayalim: (X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Once fnin siirekli oldugunun ne demek oldugunu animsatalm. f’nin
sirekli olmasi i¢in f'nin X’in her a noktasinda siirekli olmasi gerekmektedir;
yani her ¢ € X i¢in su 6zellik dogru olmalidir:

Her € > 0 icin oyle bir § > 0 olmalidir ki, her x € X i¢in

dx(a,z) <6 =dy(f(a), f(z)) <e.



18.2. Diizgiin Sireklilik 247
Bunu daha bigimsel olarak yazacak olursak, siireklilik,
Va Ve > 036 > 0Vz (dx(a,z) < d = dy(f(a), f(z)) <e)

Onermesine denktir. Buradaki § sayisi verilmig olan €’a gore degisir elbette,

ama a’ya gore de degigebilir, hatta ¢cogu zaman a’ya gore degisir. Bu ylizden

kimi zaman 0 yerine J, . yazilir. Ama kimi zaman da ¢ sayisini a’dan bagimsiz

(sadece €’a bagiml) segebiliriz. O zaman ¢ok 6zel, ¢ok daha giiglii bir siireklilik

s0z konusu olur. Bu durumda f’nin diizgiin strekli oldugu séylenir. Yani eger
Her e > 0 ve X '’in her a ve x elemanlar i¢in

dx(a,z) <6 =dy(f(a), f(z)) <e

onermesini saglayan bir 6 > 0 varsa
o zaman f fonksiyonuna duzgiin stirekli denir. Bunu daha bicimsel olarak
yazacak olursak, diizgiin siireklilik,

Ve > 030 >0Va Ve (dx(a,z) < =dy(f(a), f(z)) <e)

Onermesine denktir. Burada “Va” ifadesinin en bagtan ortalara, “3§ > 0” ifa-
desinden sonraya gittigine dikkatinizi ¢ekerim: Verilmisg bir ¢ > 0 igin tiim a
ve z’ler igin gecerli olan bir § > 0 bulunuyor. Ama artik a ile x arasinda biiyiik
bir ayrim yok, dolayisiyla a ve x yerine x ve y kullanirsak daha gik bir tanima
ulagmis oluruz: Diizgiin stireklilik

Ve > 035 > 0Ve Vy (dx(x,y) < d = dy(f(x), f(y)) <e)

Onermesine denktir.
Eger A C X ise ve f4 fonksiyonu diizgiin siirekliyse, o zaman f'nin A
tzerinde diizgin strekli oldugu soylenir.

Ornekler

18.1. (0,00) kiimesinden R’ye giden f(z) = 1/z formiiliiyle tanimlanan fonksiyon diizgiin
stirekli degildir ¢iinkii a kiigiildiikge  sayisi kiiguliir.

Y

el

flx)=1/x
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Ote yandan (sinirh ya da simirsiz) kapali bir araliga kisitlarsak bu fonksiyon diizgiin

siirekli olur. Yani f(x) = 1/z formiiliiyle tanimlanmis fonksiyon kapali araliklar iizerine
diizgiin siireklidir.

Diizgiin stirekliligin yararlarini daha ilerde gorecegiz ama tikiz kiimelerden
sozederken diizgiin siireklilikten s6zetmemek olmazdi.

Teorem 18.2. (X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay olsun. Eger X tikizsa, X 'ten
Y ye giden her strekli fonksiyon dizgiin sureklidir.

Kanit: f: X — Y herhangi bir siirekli fonksiyon olsun. € > 0 olsun.

(B(y,€/2))yey

yuvarlar ailesi Y'nin agik bir ortiisiidiir. f siirekli oldugundan,

(f7H(B(y:¢/2)))yey

ailesi de X’in bir agik ortiistidiir. § > 0 bu agik ortiiniin Lebesgue sayis1 olsun.
Simdi z1, x9 € X olsun ve dx(x1,22) < § varsayimini yapalim. O zaman
{1, x2} kiimesinin ¢ap1 §’dan kiigiiktiir. Demek ki bir y € YV igin,

{z1, 32} € f1(B(y,¢/2)),

yani
z1, w2 € fTH(B(y, ¢/2)),
yani
f(x1), f(22) € By, €/2),
yani
dy (f(21), f(22)) < dy(f(z1),y) +dy(y, f(22)) <€/2+€/2=¢
olur. Bu da f’nin diizgiin stirekliligini kanitlar. O
Aligtirmalar

18.2. f(z) = 2? kuraliyla tanimlanmis f : R — R fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigimi
kanitlayin.

18.3. Gergel degerli iki diizgiin fonksiyonun toplaminin diizgiin siirekli oldugunu kanitlayin.
Carpma i¢in bunun dogru olmadigini gosterin.

18.4. f(x) = v/z kuralyla tamimlanms f : RZ° — R fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugunu
kanitlayin.

18.5. exp : R — R fonksiyonu diizgiin siirekli midir?

18.6. In : R”% — R fonksiyonunun diizgiin siirekli olmadigini ama simirh ya da simirsiz kapali
araliklar iizerine diizgiin stirekli oldugunu kanitlayin. Sonucu artan igbiikey fonksiyonlar
icin genellegtirin.
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18.3 Alexandroff Tek Nokta Tikizlamasi

Bir topolojik uzay tikiz degilse tikiz degildir, yapacak bir sey yok. Ama uzay1
tikiz bir topolojik uzay i¢ine (altuzay olarak) gémebiliriz. Ya da bagka bir dille
sOyleyelim: Tikiz olmayan topolojik uzay: genisletip ve bu geniglemis kiime
iistiine uygun bir topoloji koyarak, genisglemis kiimey1 tikiz bir topolojik uzaya
doniigtiirebiliriz. Hatta bunu orijinal uzayimiz genisletilmis kiimenin yogun bir
altkiimesi olacak bigimde bile yapabiliriz.

Bu dediklerimizi yapmanin, yani bir uzay: tikizlastirmanan degisik yon-
temleri vardir. Degisik tikizlagtirma yontemleri birbirinden tamamen degisik
sonuglar verebilirler. Her biri 6nemlidir.

En kolay tikizlagtirma yontemi, uzaya, “sonsuza” diye betimlenen bir yere,
genellikle co diye gosterilen yeni bir eleman eklemektir. Eleman eklemek yet-
mez tabii, bir de bu yeni kiime tizerine (eski kiimenin topolojisiyle uyumlu) bir
topoloji koymak gerekir. Bu topoloji, eski uzayda “sonsuza gittigi hissedilen”
dizilerin yeni uzayda artik oo elemanina yakinsayacak bicimde yapilir.

Alexandroff Tek Nokta Tikizlamasi. X herhangi bir topolojik bir uzay
olsun. co, X'’te olmayan yepyeni bir eleman olsun.

Y = X U{oo}

tanimini yapalim. Y {izerine bir topoloji tamimlayacagiz. Y nin acik altkiime-
leri ya X’in agik altkiimeleri (birinci tiirden kiimeler) ya da X’in tikiz ve kapali
bir K altkiimesi igin

(X\ K) U {oo}

bi¢iminde yazilan altkiimeleri (ikinci tiirden kiimeler) olsun. (Buradaki X \ K
kiimesinin X'’te agik olduguna dikkatinizi g¢ekeriz. Bundan béyle X’in bir A
altkiimesi i¢in X \ A yerine A° yazacagiz.)

Teorem 18.3. Yukarda betimlenen kiimeler Y dizerine bir topoloji tanimlarlar
ve Y boylece tikiz bir topolojik uzay olur. Ayrica

a. X, Y’min agik bir altkumesidir; dolayisiyla X ’in topolojisi Y 'den X '’e
indirgenmis topolojidir.

b. Eger X tikiz degilse, X, Y ’de yogundur.

c. Y 'nin Hausdorff olmasi icin X ’in Hausdorff ve yerel tikiz' olmasi gerek
ve yeter kosuldur.

Kanit: Once betimlenen kiimelerin bir topolojide acik altkiimelerin uymasi
gereken kurallara uyduklarini gésterelim.

'Eger bir topolojik uzayin her noktasinin, kapamsi tikiz olan bir komsulugu varsa, o
zaman o topolojik uzaya yerel tikiz denir. Ornegin R yerel tikizdir, ama Q degildir.
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0, X’te acik oldugundan Y’de de agiktir. Ikinci tiirden kiimelerde K = ()
alirsak, Y'nin de Y’de acik oldugunu goriiriiz.

Birinci tiirden iki agik kiimenin kesigiminin agik oldugu belli.

Simdi birinci tiirden bir U C X acik kiimesiyle, ikinci tiirden bir K¢U{oco}
acik kiimesi alip bu ikisini kesistirelim:

UN(K°U{oo}) = UNK"= (UMK = (U°UK)".

Ama U°UK, X’te kapali oldugundan, bu kesigim birinci tiirden bir agik kiime-
dir.
Simdi de ikinci tirden iki

KU {oco} ve LU {o0}

acik kiimesi alip bu ikisini kesistirelim. Bu kesisimin ikinci tiirden bir kiime
oldugunu kanitlamak icin

K°NnL*=(KUL)f

kiimesinin X’teki tiimleyeninin, yani K U L kiimesinin X’te kapali ve tikiz
oldugunu kanmitlamaliyiz, ki bu da bariz.

Simdi bilegime gecelim. Birinci tiirden kiimelerin bilesiminin gene birinci
tiirden kiime oldugu belli. Ikinci tiirden kiimelerin bilesimine bakalim.

K{ U {oo}

ikinci tiirden kiimeler olsun (ve bunlardan en az bir tane olsun). Bunlarin
bilegiminin gene ikinci tiirden oldugunu kanitlamak igin

(&
UK = (ﬂ K)
i i
kiimesinin X ’teki tiimleyeninin, yani
fALs
i

kiimesinin X’te kapali ve tikiz oldugunu kanitlamak gerekiyor. Teorem 16.3’e
gore kapali oldugunu kanitlamak yeterli. Ama K;’ler X’te kapali, dolayisiyla
kesigsimleri de X ’te kapali.

Son olarak birinci tiirden agik bir kiimeyle ikinci tiirden agik bir kiimenin
bilesiminin ikinci tiirden agik bir kiime oldugunu kanitlamaliyiz. Bu da oldukca
kolay: Okurun tahmin edecegi notasyonla, bu, UU K¢ = (U°NK)°® esitliginden
ve U N K kiimesinin kapali ve K'nin (dolayisiyla U¢ N K kiimesinin de) tikiz
olmasindan cikar.
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Boylece Y'nin bir topolojik uzay oldugu kanitlanmig oldu. X elbette Y 'nin
(birinci tlirden) acik bir kiimesi. X’in bir altuzay oldugu da ¢ok bariz. Boylece
(a) kanitland.

Eger X kapali olsaydi, {oo} acik olurdu ve o zaman da X tikiz olurdu.
Demek ki X tikiz degilse, X’in kapanigi X ten biiyiik olmali ama bu durumda
da X’in kapamsginin Y’ye esit olmaktan bagka sans1 yok. Bu da (b)’yi kanitlar.

Simdi Y’nin tikiz bir uzay oldugunu kamtlayalim. Y’nin bir V acik orti-
siinii alalim.

U={VNX:VeV)

kiimesi elbette X’in X-acik bir ortiisiidiir. V ortiistiniin elemanlarindan biri oo
elemanini igermeli, diyelim tikiz bir K C X igin, V = K°U{co} € V. Ayricald,
K’y1 orter. K tikiz oldugundan, {’nun K’y1 orten sonlu bir altortiisii vardir.
Son iki ciimleden V'nin sonlu bir altortiisii kolaylikla bulunur.

Simdi (c)’yi kamtlayalim. Eger Y Hausdorff ise, X, Y’de agik oldugundan,
X de Hausdorff olmak zorunda. x € X olsun. Y Hausdorff oldugundan z ile co
elemanini1 Y’nin acik kiimeleriyle ayirabiliriz. Gerisi kolay ve okura aligtirma
olarak birakilmigtir (bkz. Aligtirma 18.13). O

Bu topolojiye X'’in Alexandroff Tek Nokta Tikizlamasir adi verilir.

Alistirmalar

18.7. S*' = {(z,y) € R? : 22 + 4? = 1} olsun. R’nin Alexandroff tek nokta tikizlamasinin S*’e
topolojik olarak denk oldugunu kanitlayin.

18.8. 5% = {(z,y,2) € R®: 2 +y?+2% = 1} olsun. R*’nin Alexandroff tek nokta tikizlamasinin
S?’ye topolojik olarak denk oldugunu kanitlayn.

189. X ={1/n:n=1,2,...} olsun. X’in Alexandroff tek nokta tikizlamasini somut olarak
bulun.

18.10. R’ye iki farkli nokta ekleyerek, R'nin iginde yogun oldugu tikiz ve Hausdorff bir uzay
bulabilir misiniz?

18.11. [Dini Teoremi] X tikiz bir topolojik uzay ve (fn : X — R), bir siirekli fonksiyonlar
dizisi olsun. (f»). dizisinin noktasal olarak bir f fonksiyonuna yakinsadigini varsayalim,
yani her x € X igin,

lim_fn(z) = f(z)

n—oo

olsun. Ayrica (fn)n artan bir dizi olsun, yani her n ve her z icin fn(z) < foy1(z)
olsun. Bir de ayrica f’nin siirekli oldugunu varsayalim. (f,), dizisinin f’ye diizgiin
yakinsadigim kanitlayn. (ipucu: € > 0 ve gn = f — fn olsun. (gn)n noktasal olarak
azalarak 0’a yakinsayan bir dizidir. V,, = {x € X : gn(x) < €} olsun. (V3)n, X'’in agik
bir értiisiidiir.) Tkinci Ipucu: Bkz. [N5, Boliim 15].

Eger X tikiz degilse ya da (fn). artan degilse dizgiin yakmsakhigin her zaman dogru
olmadigini gosterin.

18.12. R’nin yerel tikiz oldugunu ama Q’niin olmadigini gosterin.

18.13. X, tikiz ve Hausdorff bir uzay olsun. A, X’in bir kapali ve baglantili altkiimeler zinciri
olsun (yani her A, B € Aiginya A C Byada B C A olsun). | J.A'nn baglantili oldugunu
kanitlayn. (Ipucu: C' ve D, bilesimi | J.A olan |J A’ ayrik iki agik altkiimesi olsun. U
ve V, sirasiyla, C' ve D’yi igeren X'in ayrik iki acik altkiimesi olsun. | J . 4(A\ (UUV))
kiimesinin bog olmadigini gosterin.)
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X Hausdorff degilse bir kargirnek bulun.

18.14. X ve Y iki topolojik uzay olsun. f : X — Y kapal, siirekli ve 6rten bir fonksiyon olsun.
Her y €Y icin f~!(y) tikizsa X ve Y’nin tikizliginin esdeger oldugunu kanitlayn.



19. Cantor Kumesi

Kiimeler arasinda bir tinliiller ya da ilginglikler gecidi yapilacak olsa Cantor
kiimesi kesinlikle en fazla alkisi alan kiime olur.

[0,1] kapali araligiyla baglayalim. Bu kapal araliktan baglangigta yavas
yavag, ama giderek hizlanarak acik araliklar atacagiz. O kadar hizlanacagz ki,
okur bir ara geriye bir sey kalmadigini sanacak. Nitekim geriye hi¢ uzunlugun-
da (1) bir kiime kalir ama gene de bir geyler kalir. Geriye, sagirtici bir bigimde,
sayllamaz sonsuzlukta elemani olan ve her noktasi yigilma noktasi olan ama
higcbir yerde yogun olmayan (seyrek) bir kiime kalir...

19.1 Cantor Kiimesi’nin in§a51

Ik olarak
[0,1]

araligini esit araliklarla 3’e bolelim ve ortadaki (1/3,2/3) agik araligini atalim.
Geriye
[0,1/3] U 2/3,1]

kiimesi kalir. Iki kapal araligin bilesimi oldugundan, ya da kapali bir kiimeden
agik bir kiime attigimizdan (Ahsgtirma 8.6), kalan kiime kapahdir.

0 Jl/3 2/3L 1

Ikinci olarak, yukarda elde ettigimiz [0,1/3] ve [2/3,1] araliklarinm her birini
esit 3 pargaya boliip, ortadaki (1/9,2/9) ve (7/9,8/9) acik araliklarini atalim.
Geriye

[0,1/91U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]

yani

[0,1/9] U [2/9,3/9] U[6/9,7/9] U [8/9,9/9]



254 19. Cantor Kiimesi

kiimesi kalir. Bu da kapali bir kiimedir, ¢iinkii ne de olsa kapali dort araligin
bilegimidir.

01 [

1/3 2/3_ J7/9 L_1

=
[
e

3
—
L

Bu yontemle devam edelim. Yukardaki dort kapali araligin her birini esit
ii¢ parcaya ayiralim ve ortalarda bulunan acgik araliklar:1 atalim. Bunu boyle
sonsuza kadar devam ettirelim ve sonsuzda elimizde kalan noktalara bakalim.

N I .
iIN N N EE
LI 1T i mn
I T 1 [T

“Bunu sonsuza kadar devam ettirelim” garabetinin matematikgesi s6yledir:

Co=1[0,1]
C1=1[0,1/3]U [2/3,1]
Cy=1[0,1/9] U [2/9,1/3] U[2/3,7/9] U[8/9, 1]

olsun ve biitiin bu kiimelerin kesisimini alalim.
C=()Cn
n

olsun. Bu C kiimesine Cantor kiimesi adi verilir. Ilerde tiimevarim yonte-
miyle daha matematiksel bir tanim verecegiz, simdilik bu tanimla yetinelim.

19.2 Aritmetik Yaklagim

Cantor kiimesinin elemanlarini somutlagtiralim. Cp = [0, 1] kiimesinin eleman-
lar1 onluk tabanda 0,... diye yazilan gercel sayilar kiimesidir; nitekim 1’1 bile
0,9999... olarak yazabiliriz. Onluk degil de iigliilk tabanda yazacak olsaydik
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da Cp = [0,1] kiimesinin elemanlar1 onluk tabanda 0,... diye yazilan gergel
sayilar kiimesi olurdu; 6rnegin bu durumda
2 2 2
1=02222...=-4+ 5+ 5+
’ 3 + 32 + 33 +
olur.

Simdi C7 kiimesinin elemanlari, tigliik tabanda, 0,0... ya da 0,2... diye
yazilan, yani virgiilden sonraki ilk rakami 1 olmayan gergel sayilardir. 0,0...
diye yazilanlar 1/3’ten kiiglikesit olanlar, 0,2... diye yazilanlar da 2/3’ten
biiytikesit olanlardir.

C5 kiimesinin elemanlar: da, tiglik tabanda,

0,00...
0,02...
0,20...
0,22...

olarak yazilan gergel sayilardir. Yani Cs kiimesinin elemanlari, virgiilden son-
raki ilk iki hanede 1 rakami kullanilmadan yazilan [0, 1] araligindaki gercel
sayilardir.

Tiim C), kiimelerinin kesigimi alindiginda, iicliik tabanda hig 1 rakami kul-
lanilmadan, yani sadece ve sadece 0 ve 2 rakami kullanilarak yazilabilen gercel
sayilar bulunur. Ama dikkat, her ne kadar ({icliik tabanda) 0,1 olarak yazilan
sayida 1 rakami varsa da ayni sayiy1 1’siz de yazabiliriz:

0,1 = 0,02222...

Yani 0,1 sayis1 da Cantor kiimesindedir.

C Sayillamaz Sonsuzluktadir. Demek ki Cantor kiimesi, 0 ve 2 rakamlarin-
dan olugmus bir (ay,), dizisi igin,

NE
2|8

3
Il
i

biciminde yazilan sayilardan olugsmustur. Dolayisiyla ne kadar ¢ok 0 — 2 dizisi
varsa Cantor kiimesinde de o kadar gok eleman vardir, dolayisiyla C' kiimesi
sayllamaz sonsuzluktadir, hatta R ile aym kardinaliteye sahiptir [N1, N3].

Cantor kiimesinden [0, 1] araligina giden 6rten bir fonksiyon bulmak pek
zor degildir: Cantor kiimesinden alinan bir

WE
2|8

3
Il
—
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(an, = 0,2) sayisindaki 2’ye esit olan a,, rakamlarini 1’e ¢evirelim ve paydadaki
3™leri 2™ yapalim. Yani fonksiyon su kural(lar)la tanimlansin:

> a 2 min{a,,1} <= @
. n ns _ n
Fid mim = g
n=1 n=1 n=1

Bu kuralla tanimlanan f fonksiyonu Cantor kiimesinden [0, 1] araligina giden
orten bir fonksiyondur.
Ote yandan bu fonksiyon birebir degildir. Nitekim, iicliik tabanda

7/9=10,20222222. ..
8/9 =10,22000000. ..

olur ve f(7/9) ve f(8/9) sayilar ikilik tabanda
0,1100000.. ..

olarak yazilir, yani 1/2 + 1/8 = 5/8’e esittirler. f fonksiyonu Cantor kiimesini
inga etmek icin atilan agik araliklarin uclarini hep ayni sayiya gotiriir.

C’nin Her Noktas1 Bir Yigilma Noktasidir. Cantor kiimesinin her ele-
maninin, her terimi degisik olan ve gene Cantor kiimesinden olan bir dizinin
limiti oldugunu kanitlayabiliriz. Ornegin,

0,2002022020. . .
gibi kuyrugu hicbir zaman salt 0’lardan olugsmayan bir sayi,
0, 0,2, 0,20, 0,200, 0,2002, 0,20020, 0,200202, ...
dizisinin limitidir; 6te yandan, 0,202 sayisi,
0,2022, 0,20202, 0,202002, 0,2020002, ...

dizisinin limitidir. Bir bagka deyigle Cantor kiimesinin her elemani bir yogun-
lagsma noktasidir, yani Cantor kiimesinin “ayrik elemani” yoktur.
Topolojiden s6z acilmigken: Kapali kiimelerin kesigimi oldugundan, C ka-
pali bir kiimedir. Yukarda kanitladigimizla birlikte, bu bize ¢/ = C = C
esitliklerini verir. (C’, C’nin limit noktalar1 kiimesidir.)
Bir topolojik uzayda, her noktasi y1gilma noktasi olan kapal bir altkiimeye
maukemmel kiime denir. Demek ki Cantor kiimesi mitkemmel bir kiimedir.

C Aralik Igermez. Cantor kiimesi, R'nin bog olmayan hicbir araligini ige-
remez. Ciinkii R’nin bog olmayan her araligi iicliik tabanda sadece 0 ve 2
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kullanilarak yazilamayan bir say1 icerir. Bir araliktan secilmig iki sayi, 0 ya
da 2’ye egit olan x;’ler i¢in, Ornegin,

O,z122...210... ve O,x122 ... 212 ..
olarak yaziliyorsa, o zaman,
0,.%'1332 Ce wkll

sayist da bu araliktadir ama sadece 0 ve 2 kullanilarak yazilamaz.

Topolojik Ozellikler. Demek ki Cantor kiimesinin i¢i, yani C° kiimesi bogkti-
medir, bir bagka deyisle Cantor kiimesi bogkiimeden bagka acgik kiime icermez.
Gene bir bagka deyigle, Cantor kiimesi sinir noktalarinin kiimesidir:

C=C\C°=0aC.

Bir topolojik uzayin bir altkiimesinin kapaniginin i¢i bosgsa o altkiimeye
seyrek altkiime denir. C’nin kendisi kapali oldugundan, C', R’nin seyrek bir
altklimesidir.

Yukardaki bakig acis1 aritmetiksel ve oldukga pratik ve somut. Ama Can-
tor kiimesi ayni zamanda geometrik bir nesnedir ve geometrik énemi vardir.
Ornegin Cantor kiimesi bir “fraktal”dir da.

Altboliimiin siireginde, Cantor kiimelerine geometrik olarak yaklagacagiz
ve her geyi yeni bagtan kanitlayacagiz. Hatta Cantor kiimesinin de degisik bir
tanimini verecegiz.

Aligtirmalar

19.1. z € [0,1] olsun. 2’i 3 tabaninda

i
7

i=1

Q

w

olarak yazalim. Burada a; € {0, 1,2} dir. Eger her a; # 1 ise N = oo olsun. Aksi halde,
Ng, a; = 1 esitligini saglayan en kiigiik ¢ olsun. Eger i < N, ise b; = a;/2 € {0, 1} olsun.
bn = 1 olsun. Ve son olarak

N,
=,
f(z) = 23
i=1
olsun.
i. f(z)'in 2’in 3 tabaninda yaziligindan bagimsiz oldugunu gosterin. Yani x = ¢/3"

biciminde olup da 3 tabaninda iki degisik yazilimi oldugunda f(x)’in z’in yazilimlarin-
dan bagimsiz oldugunu gosterin.

ii. f'nin Cantor kiimesiyle kesismeyen her aralikta sabit oldugunu kanitlayin.

iii. f(C) = 10,1] esitligini kanitlayn.
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19.3 Geometrik Yaklasim

Cantor kiimesinin ingasinda yapilan sey aslinda su: Her agamada elde edilen
kiime 1/3 oraninda kiigiiltiiliiyor, sonra bu kiigiiltiilmiig kiimenin bir kopyasi
2/3 kadar 6telenip bu iki kiimenin bilegimi aliniyor; yani,

1 1 2
esitligi gecerli.

Aslinda matematiksel tanim aynen bdyle olmali: Cp = [0,1] alinmal ve
Cy’ler yukardaki formiille tiimevarimsal bir bicimde tanimlanmali. Eger bu
tanim esas alinirsa, girigte ve gecen boliimde soylediklerimizin hepsi ve ¢ok
daha fazlasi tiimevarimla teker teker kanitlanabilir. Boyle yapalim. Bu tiime-
varimsal tanimi esas kabul edip her seyi matematiksel olarak kanitlayalim.

i 7
ol Er—
1 1 2
3% 1 RS B
ol ] 231 11 1
10101 A
oL I L J 230 1 L 1 2
1 1 2
3¢ 3403

Sav 1. Cantor kumesi C, yani Cy’lerin kesisimi kapalidar.

Kanit: Kapali kiimelerin kesigimi kapali oldugundan her C),’nin kapali ol-
dugunu kanitlamak yeterli. Cyp = [0,1] oldugundan, Cy kapahdir. Eger C),
kapaliysa, © — x/3 ve = — x + 2/3 kurallariyla verilmig fonksiyonlar R’nin
birer homeomorfizmasi olduklarindan,

2

1 1
gcn ve gCn + g

kiimeleri de kapalidir, dolayisiyla

1 1 2

formiiliiyle tanimlanmig olan C), 1 de kapalidir. g

Sav 2.Cantor kumesi tikizdir.

Kanit: Cy kapali ve smirh oldugundan, Heine-Borel Teoremi’ne (Teorem
16.12) gore tikizdir. C' de, bu tikiz Cj kiimesinin kapali bir altkiimesidir. De-
mek ki C' de tikizdir (bkz. Teorem 16.3). O

Sav 3. Her n i¢in, C,, C [0,1] olur.
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Kanit: n = 0 igin sav elbette dogru, hatta esitlik bile var. C, C [0,1]
icindeligini varsayarsak,

1 1 1
-C,C=[0,1]C |0,=]| C[0,1
son g og] co
v 1 2 1 2 2
-C - C|0,=- —-=|-,11 € |[0,1
3n+3_[,3}+3 {3,]_[,]
olur. Tamimdan dolay1 Cy, 41 C [0, 1] i¢indeligi ¢ikar. O

Sav 4. %Cn ve %C’n + % kiumeleri ayriktar.
Kanmit: Elbette
tonctoclol
3 n = 3 ) _— M 3
2

v 1 2 1 2
- Zclo,o|+2cCc |21
3C”+3 = [0’3] T3s [3’ }
olur. Bunlardan da bu iki kiimenin ayrik oldugu cikar. O

Sav 5. Cy,, her biri 1/3™ uzunlugunda 2" tane ayrik kapale araligin bilesimidir.
Kanit: n = 0 i¢in savin dogru oldugu belli. Eger savi n i¢in dogru varsayarsak,
savin n + 1 i¢in dogru oldugu Sav 4’ten hemen ¢ikar. g

Goriildigii gibi aralik sayisi her seferinde ikiyle carpiliyor, ama toplam
uzunluk 3’e boliiniiyor.
Yukardaki savdan, C),’nin toplam uzunlugunun (2/3)" oldugu gikar.

Sav 6. Her n i¢in C,, 2 Cpqq olur.
Kanmit: n = 0 i¢in kanit kolay. Simdi n > 1 i¢in C,,—1 2 ), icindeligini
varsayalim. O zaman,

1 1 2 1 1 2
= — — — C — _ —Un— — = n
Chn+1 (30n>u<30n+3> - <30n 1>U<3C’ 1+3> C

olur ve bdylece savimiz da tiimevarimla kanitlanmig olur. O

Sav 5 ve 6’dan dolayl, C’nin uzunlugunun Cj’nin uzunluklarimin limiti,
yani
lim (2/3)" =0

n—o0

oldugunu soylemek igimizden geciyor ama R’de bir altkiimenin uzunlugunu
heniiz tanimlamadigimiz icin bunu sdylemekten simdilik kaginiyoruz. Ama
surast kesin ki, eger R’de bir altkiimenin uzunlugunu “dogal” bir bicimde
tanmimlamig olsaydik, C’nin uzunlugu herhalde 0 olurdu. Nitekim 6yle olur!

C sanki bogkiimeymis gibi bir his dogabilir. Ama bu dogru degil, 0'in
Cy’lerin hepsinde birden oldugu ¢ok belli (mesela tiimevarimla), dolayisiyla
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0, C’de. Zaten bog olmayan tikiz kiimelerden olugsan bir zincirin kesigiminin
bogkiime olamayacagini biliyoruz (Teorem 16.6).

C’nin ashnda bayag kalabalik bir kiime oldugunu kamtlayacagiz. Once
C,’leri olusturan kapal araliklarin ug noktalarimi bulalim.

Sav 7. ap =0wve a; =1 olsun. n > 1 ve 0 < k < 2" i¢in,
Qonyg = ag + 2 - gn-t

olsun. Béylece mutlak artan bir (an)n dogal sayu dizisi belirlenmis olur. 0 <
k < 2™ i¢in,

agk (2k+1
3n7 30

kapaly araliklary ayriktir, say dogrusu tzerine k’min degerine gore soldan saga

dogru dizilirler ve Cy, bu kapaly araliklarn bilesimidir:

2" —1

. a2k A2k+1
Gn=U [37 3n ]
k=0

Ayrica n > 1 igin,
agn — 2- 3n—1 ve agn_1 = 3n—1

olur.
Kanit: Once dizinin verilen formiille belirlendigini kamtlayalim. m > 1 bir
dogal say1 olsun. n dogal sayis,

on §m<2n+1

esitsizliklerini saglayan (yegane) dogal say1 olsun. Dizinin belirlendigini n iize-
rine tiimevarimla kanitlayabiliriz. Nitekim & = m — 2" ise, o zaman,

0<k<2"
olur ve a;’nin belirlendigini varsayarak,
Qm = Qonyk = Qg + 2 - gn-1

formiiliiyle a,,’nin belirlenmig oldugunu goriiriiz. Ayrica formil a,,’nin bagka
bir tanimina izin vermediginden a,, icin iki degisik yamit bulamayiz. Demek
ki formiil a,, sayisim1 kuskuya yer vermeyecek bigimde tanimliyor.

En sondaki esitlikleri kanitlayalim:

agm =ag+2-3""t=2.3""1
esitligi bariz. ag,_1 = 3" ! esitligini tiimevarimla kantlayalim:

Aon+1_1 = a(2n,1)+2n = Q9n_1 —+ 2. 3”71 = 3"71 -+ 2. 3"71 — 3”
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Formiilden, n iizerine tiimevarimla, kolaylikla,
agn < Gonqq < Any2 < ... < Gon+l_q
esitsizlikleri kanitlanabilir. Dizinin artan oldugunu kanitlamak icin,
Qgn_1 < A2n
esitsizligini kanmitlamak gerekiyor. Bunun dogrulugu da yukarda kanitladigimiz
am =2-3""1 ve agn_y = 3" !

formillerinden hemen cikar.

Araliklarin ayrik olduklar1 dizinin mutlak artan olmasindan c¢ikar.

Sira Cy’nin sdylenen araliklarin bilesimi oldugunu kanitlamakta. n = 0
i¢in bunun kontrolii kolay. Esitligin n i¢in dogru oldugunu varsayip n + 1 icin
kanitlamaya caligalim.

1 1 2
Cn—i—l - <3Cn> U <3Cn + 3>

esitliginden ve tiimevarim varsayimindan dolayi, C),+1 kiimesi,
2n_1
U azk  A2k+1
3n+1’ 3n+l
k=0

kiimesinin ve

2 a2 agky1 2 _2n_1 agg +2-3" agpyr +2-3"
U 3n+1 g’ 3n+1 g - U 3gn+1 ) 3gn+1

k=0 k=0

kiimesinin bilegimidir. Birinci bilegsimdeki araliklar tam istedigimiz gibi. Ikinci
bilesimdeki araliklara yogunlagalim. Dizinin tanimina bakilirsa,

2" —1 2" —1
U [azk + 2.3n a2k+1 —+ 2. 3n:| _ U |:a2"+1+2k a2n+1+2k+1i|

3n+1 ’ 3n+1 3n+1 ) 3n+1
k=0 k=0
antl_1
_ Az  A2k+1
- U [3n+1’ gn+1 }
k=27

esitligi goriilecektir. Bunlar da tam istedigimiz gibi araliklardir, birinci tipten
geri kalanlardir. O

0C,, Cy’nin simir noktalarimin kiimesini simgelesin. Yani eger n > 0 ve
0 <k < 2" icin,
ay

bn,k = 3n
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ise, 9C,,, elemanlar1 bu b, ;’lardan olusan 2"*!1 elemanl kiime olsun. 9C,
gercekten C),’'nin topolojik anlamda smiridir yani (Aligtirma 8.34),

0C, = Fr(Cp) = Cp \ C2

esitligi gegerlidir. 3’e bolmek ve 2/3 eklemek R’nin homeomorfizmalar1 oldu-
gundan,

1 1 2
olur.

Tanimdan, bir 6nceki Sav’in kanitindan ve hergeyden belli ki, 0C), ’nin
1/3’ten kiiciikesit elemanlar1, bir 0 < k < 2" sayisi i¢in by, j, olarak yazilan
elemanlar. Digerleri, yani bir 2" < k < 2"*! icin by i olarak yazilan elemanlar,
0C)y’nin 2/3’ten biiyiikesit elemanlaridir.

Sav 8. Her n > 0 i¢in, 0Cy, C C olur.
Kamt: 9C, C 0C,41 igindeligini kamitlamak yeterli. Bunu tiimevarimla ya-
pacagiz. n = 0 i¢in kamt kolay. Simdi n > 1 olsun ve 0C,,_1 C 9C,, tlimevarim
varsayimi kabul edelim.

0C),’den herhangi bir b, eleman alalim. Burada 0 < k < 27+l olmak
zorundadir. Kanit1 iki sikka ayiracagiz.
Birinci Sik: 0 < k < 2" gikki. Bu durumda tiimevarimla

ay ay

3b, 1 =3— =
ok 3n 3n—1

€ 0C,—1 COC,
olur ve istedigimiz
1
bk € gaCn C 0Cp+1

iligkisini elde ederiz.

Ikinci Sik: 2" < k < 271 gkki. Once tiimevarimla, n > 1 icin
1 1
ac, N [o, 3] c 50C,

icindeligini kanitlayalim (90C,,—; C 9C,, tiimevarim varsayimi hala gegerli):
1 1 1 2 1
1 1 1 1
= -9C,,_ ~| czac, ; C =a0,.
35’Cn 1N [0,3] - 380 1€ 380

Simdi £ = k — 2" olsun. O zaman 0 < ¢ < 2" olur. Yukardaki kanitladigimiz
igindeligi kullanarak hesap yapalim:

7%7(1@4-2-3”_17% 2

b, — -k _ 229
nk ™ 3n 3n 3n T3 T3
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elemani
8(3’(701 —1—2 80 +2CBC
"3 373 3 i
kiimesindedir. Savimiz kanitlanmigtir. O

Bu son savdan C’nin en az sayilabilir sonsuz oldugu c¢ikar. Ama Sonug
16.9’dan dolay1 C' sayilamaz sonsuzluktadir.

Cantor kiimesi bir fraktaldir, yani kendi i¢inde kendisinin bir (dolayisiyla
sonsuz tane) parcasi bulunur. Buna daha matematiksel bir anlam verelim.

Sav 9. z — x/3 ve x — x/3 + 2/3 kuralwyla tanvmlanmas fonksiyonlar C' ile
C’nin C/3 ve C/3 + 2/3 altkiimeleri arasinda birer homeomorfizmadur ve C
bu ikt imgenin ayrik bilesimidir.

Kanit: Bir hesap yapalim:

C=(Cu={Cn=1) <3cn 1u<;cn_1+§>>

n>0 n>1 n>1
1 1 2
NG| vl (Cn + )
n>0 3 n>0 3 3
1 1 2 1 1 2
3 noo 3 noo T3] 73 <3 + 3)

Yukardaki dordiincii esitligin pek o kadar bariz olmadigina dikkatinizi cekeriz.
Dordiincii esitlik sundan kaynaklanir: Eger her n dogal sayisi icin, A,4+1 C
A, ve Bhi1 C B, ise,

Qewma- () (02

olur (bkz. Alistirma 19.2). Besinci esitlik de Sav 9’da verilen her iki fonksiyonun
birebir olmasindan kaynaklanir.

C/3 C[0,1/3] ve C/3 +2/3 C [2/3,1] oldugundan, bu iki kiime ayriktir.
Fonksiyonlarin homeomorfizma olduklar: bariz. O

Aligtirmalar

19.2. Eger her n dogal sayisi i¢in, Ap,4+1 C A, ve Bpi1 C B, ise,
((AnUB,) (ﬂA>u<ﬂ3n>

esitligini kanitlayin. Varsayim dogru degilse, hangi yénde igindelik dogrudur?
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19.3.

19.4.

19.5.

19.6.

19.7.
19.8.
19.9.

19.10.

19.11.

19.12.

19. Cantor Kiimesi

Degisik m ve k= 0,1,...,3™ ! — 1 icin,

3k+1 3k+2
gm 7 3m

araliklarinin ayrik olduklarinmi kanitlayin.
Asagidaki egitligi kanitlayin.

317171_1

C = [07 1] \ 3m ’ 3m

(s

(3k+1 3k+2)

1 k=0
Degisik m ve k=0,1,...,3™ ! — 1 icin,
(3k+1 3k+2>

gm 7 3m

araliklarinin uzunluklarinin toplaminin 1 oldugunu kanitlayin.
3/10 sayisinin higbir n igin dC,, kiimesinde olmadigini ama C’de oldugunu kanitlayin.

Seyrek Kiimeler
{1,1/2,1/3,1/4, ...} kiimesinin seyrek oldugunu kanitlayimn.
Seyrek bir kiimenin herhangi bir altkiimesinin de seyrek oldugunu kanitlayin.

Bir topolojik uzayin seyrek bir altkiimesinin tiimleyeninin topolojik uzayda yogun oldu-
gunu kanitlayin. Bundan Cantor kiimesinin tiimleyeninin R’de yogun bir kiime oldugunu
gikarin.

[0,1] araligmin, bir a dogal sayisi i¢in, a/2" bi¢iminde yazilan sayilarina 2-paydali
say1 diyelim. [0,1] arahindan 2-paydali sayilar atalim. Geriye kalan kiimenin seyrek
oldugunu kanitlayin. (Bu kiimenin uzunlugu/él¢iimii 1°dir.)

[0, 1] araligindan, bir a tek dogal sayisi igin a/2" bigiminde yazilan her say1 igin

e,1 a 1
2n - n’2n 2n

araliklarim gikaralim. Geri kalan kiimenin seyrek oldugunu kamitlayin. (Bu kiimenin
uzunlugu/6lgtimii 0’dir.)

[0, 1] araligindan, bir a tek dogal sayisi i¢in a/2" bigiminde yazilan her say1 ve 0 < r < 2
gergel sayisi icin

a rooa r
[27 2nt1lon 2n+1]
araliklarim gikaralim. (Yukardaki son iki aligtirmada r = 0 ve 2 idi.) Geri kalan kiimenin
seyrek oldugunu kanitlayin.

Bilinmeyen Bir Soru. Cantor kiimesinde cebirsel olan (yani 0’a esit ol-

mayan bir polinomun kokii olan) ama kesirli olmayan bir sayinin olup olmadig:
bilinmemektedir.
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20. Baire Kategori Teoremi

Baire Kategori Teoremi, fonksiyonel analiz ve topolojide énemli bir yere sahip-
tir. 1899’da René-Louis Baire tarafindan doktora tezinde sunulmustur. Fonk-
siyonel analizde Agik Fonksiyon Teoremi, Kapali Grafik Teoremi ve Diizgiin
Siirlilik Teoremi genelde bu teoremin yardimiyla kanitlanir. Topolojide ise
yogun altkiimeler hakkinda 6nemli bilgiler saglar!.

20.1 Biraz Temel Topoloji

Eger X bir topolojik uzay ve A C X ise, clx(4) ya da A yazilmi A'nin ka-
pamgini, intx (A) ya da A° yazilimi ise A’nin igini simgelesin. A¢, her zamanki
gibi A’nin X ’teki tiimleyenini simgeliyor. cl A°, A“nin kapanigi anlamina ge-
lecek.
(A°%) =clA® ve (A°)° = (cl A)°
esitlikleri Onsav 8.5'te kanitlanmigti. Bu egitlikleri sik sik referans vermeden
kullanacagz.
A’nin simir1 olan Fr A ya da 0A kiimesi

FrA=0A=clAnNclA°

olarak tanimlanir. 0A, iki kapali kiimenin kesigimi oldugundan elbette kapali
bir kiimedir.

A=AUO0A,
A°=A\ DA

esitlikleri Aligtirma 8.34.1 ve ii olarak sorulmusgtu.

Onsav 20.1. Eger F bir topolojik uzaywn kapaly bir altkimesiyse, (OF)¢ yogun
ve acik bir altkimedir.

Kanit: (9F)° = (cl FNcl F¢)° = (FNel F¢)° =2 Fon(cl F¢)° = F°n((F°)¢)° C

F° N (F°)¢ = 0 oldugundan, cl((0F)°) = ((0F)°)¢ = ¢ = X olur. Agklik ise
bariz. n

1Bu béliim Ugur Dogan ile birlikte yazilmistir.
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X bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A’nin kapaniginin i¢ noktasi
yoksa, yani (cl A)° = () ise, A’ya X’in seyrek? altkiimesi denir.

A seyrekse, A'nin kapanisi da, kapamginn altkiimeleri de seyrektir. Eger
X boskiime degilse, X’in yogun altkiimeleri seyrek olamazlar. Kaba ve en ince
topolojilerde sadece bogkiime seyrektir.

Onsav 20.2. Y bir topolojik uzay ve A C X C Y olsun. Eger A, X ’te seyrekse
Y ’de de seyrektir.

Kanit: A yerine daha biiyiik bir kiime olan clx(A) kiimesini alip A’'nin X’te
kapali oldugunu varsayabiliriz. B = cly(A) olsun. Inty(B) = 0 esitligini
gostermek istiyoruz. Onsav 8.7'ye gore A = B N X olur. Y’nin acik bir U
altkiimesi i¢in U C B olsun. U'nun bogkiime oldugunu gosterecegiz. U N X,
X'te acik oldugundan ve A’nin bir altkiimesi oldugundan, U N X = () olmali.
Demek ki A C B\ U. Ama B kapali ve U agik oldugundan B \ U kiimesi
kapalidir. Demek ki B = cly(A) € B\ U, yani U = 0. O

Ote yandan () # X C Y ise ve X, Y’nin seyrek bir altkiimesi bile olsa, X
hi¢bir zaman X’in seyrek bir altkiimesi olmaz.

Ornekler

20.1. Z,R’de seyrektir.
20.2. R x {0}, R x R’de seyrektir.

20.3. Eger A seyrekse, A’nin her altkiimesi de seyrektir. Ayrica A’nin kapanigi da, kapaniginin
altkiimeleri de seyrektir.

20.4. Cantor kiimesinin seyrek oldugunu sayfa 256’da gérmiigtiik.

Aligtirmalar

20.5. Sonlu sayida seyrek kiimenin bilesiminin de seyrek oldugunu kanitlayin.

20.6. Kamnitlaym: A C X igin, A'nin seyrek bir altkiime olmasi iin gerek ve yeter kosul (A®)°,
yani (cl A)¢ kiimesinin (bkz. Onsav 8.5) X’te yogun olmasi koguludur.

20.7. X’in her A altkumesi igin, (A4 \ A°)° = 0 ve (c1A\ A)° = 0 oldugunu gosterin. Bunu
kullanarak, kapali ya da acik bir altkiimenin siirmin i¢inin bogkume oldugunu gosterin.
20.8. X’in kapali bir A altkiimesi igin, agagidaki kogullarin esdeger olduklarimi kanitlayin:

i. A seyrek bir altkiimedir.

ii. A° =0,

iii. cl A = X.

20.9. Eger U C X aciksa, OU kiimesinin seyrek oldugunu kanitlayin.

X bir topolojik uzay ve M C X olsun. Eger M, X’in sayilabilir sayida sey-

rek altkiimesinin bilegimiyse (ki bu seyrek altkiimeler M’de kapali alinabilir),
M’nin X’in birinci kategoriden ya da zayif® altkiimesi oldugu sdylenir.

Ingilizcesi nowhere dense ya da rare
3Ingilizcesi meager
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Eger M birinci kategoriden degilse M’nin X’in tkinci kategoriden altkii-
mest oldugu sOylenir.

Aligtirmalar

20.10. X bir topolojik uzay olsun. Sayilabilir ¢oklukta birinci kategoriden altkiimenin bilegi-
minin de birinci kategoriden oldugunu kanitlayin.

20.11. Ayrik noktasi olmayan bir metrik uzayin sayilabilir her M altkiimesinin birinci katego-
riden oldugunu kanitlayin.

20.12. A C X CY olsun. Eger A, X te birinci kategoridense, A'nin Y’de de birinci kategoriden
oldugunu gosterin.

20.2 Baire Uzay:

Agagidaki birbirine denk 6zelliklerden birini saglayan bir topolojik uzaya Ba-
ire uzayr adi verilir.

Teorem 20.3. Bos olmayan bir X topolojik uzayinda asagrdaki ifadeler esde-
gerdir, yani biri dogruysa digerleri de dogrudur:

a. (Un)nen her biri X te yogun olan bir a¢ik altkime ailesi olsun. O zaman
Npen Un kiimesi de X ’te yogundur.

b. (Fu)nen, bir kapaly ve i¢i bos kiimeler ailesiyse (yani her F), seyrekse),
F,, ’lerin bilesiminin de ici bostur.

C. (Fp)nen, bilesimi X olan bir kapals kiimeler ailesi olsun. O zaman | J, e Fyy
bilesimi X ’te yogundur.

d. X'in bos olmayan her agik altkimesi (dolaysiyla X de) X ’in ikinci kate-
goriden altkimesidir, yani X 'in saylabilir sayrda seyrek altkimesinin bilesimi
degildir.

Kanit: (a = b). clFS = (F5)¢ = 0° = X oldugundan, F kiimeleri agk ve
yogun kiimelerdir. Dolayisiyla kesigimleri olan (1, . F}; kiimesi de yogundur.
Demek ki,

() -a((um))- ()

ve (UnEN Fn)o =0.

(b = a). Yukardaki kanita benzerdir ve okura birakilmigtir.
_ (a=c). Her n € Nigin, Uy, = (0F,)° olsun. U, elbette acik bir altkiimedir.
Onsav 20.1’e gore yogundur da. Varsayimdan dolay1

U= (\Un
neN

kiimesi X te yogundur.
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Herhangi bir z € U alahm. X = J,, cyy Fn oldugundan, bir n géstergeci icin
z e F,
olur. Ote yandan z € U oldugundan ayni zamanda
x €U, = (0F,)°

olur. Dolayisiyla
x € F,\0F, =F,

ve z € U,en Frr- Sonug: U C U, en Frr-

U, X’de yogun oldugundan, bu son igindelikten (J,, oy F, kiimesinin X te
yogun oldugu ¢ikar.

(¢ = d). 0 # U C X acgik olsun. U’nun ikinci kategoriden olmadigini, yani
sayilabilir sayida X’in seyrek olan altkiimelerinin bilegimi seklinde yazildigini
varsayalim. Diyelim X’in A,, seyrek altkiimeleri icin,

U:UAn

neN

esitligi saglaniyor. Demek ki

UgUdM

neN

ve dolayisiyla
X:<Ud%>wﬁ
neN

Varsayima gore,

U (4n)°u (@)

neN
kiimesi X ’te yogundur. Ama (cl 4,,)° = ). Demek ki, (U°)°, dolayisiyla U¢ de
X’te yogun. Ama U NU® = (), geligki.

(d = a). (Up)nen, her bir terimi X’te yogun olan agik altkiimeler ailesi

olsun. Ilk olarak Us kapal altkiimesinin seyrek oldugunu, yani i¢inin bog
oldugunu gosterelim:

(US)° = (clUy)® = X° = 0.

() - () - (ues)

Simdi,
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oldugundan, eger, (UneN Uﬁ)O kiimesinin bogkiime oldugunu gosterirsek, o

zaman c

cl ﬂ U, =0
neN
ve dolayisiyla
Al (Un| =X
neN
olacak ve kanmitimiz bitecek. Diyelim (UneN Ufl)O # (. O zaman bir U agk
kiimesi igin,
ve | Jus
neN
olur. Demek ki U, sayilabilir sayida seyrek kiimenin bilesimi olarak yazilabili-
yor:
U=JWwsnu).
neN
Bir geligki. O

Teorem 20.4 (Baire). Bog olmayan bir tam metrik uzay Baire uzayidir, yani
saylabilir sayda agik ve yogun kimenin kesisimi yogundur.

Bu teoremin degerini anlamak icin, her biri yogun olan bir agik altkiime
ailesinin kesigimin bosgkiime olmadiginin bile bariz olmadigina dikkat ¢ekelim.

Ornekler

20.13. X'in Baire olmadig1 bir 6rnek verelim. X = Q olsun. Sayilabilir sonsuzlukta kesirli say1
oldugundan, kesirli sayilari
(qn)neN
olarak numaralandirabiliriz.
Un=Q\{qn}
olsun. O zaman her U,, hem agik hem de yogundur ama,

() Un

neN

kesigimi, birakin yogun olmay1, bogkiime olur. Tabii Q, bir tam metrik uzay1 degil.
20.14. Yukardaki 6rnekten de anlagilacagi lizere ayrik noktasi olmayan sayilabilir metrik uzay-
lar1 tam olamazlar. Dolayisiyla yukardaki teoremden ayrik noktasi olmayan tam metrik
uzaylarin sayilamaz sonsuzlukta olduklar: anlagilir. Ornegin R.
Teorem 20.4’iin Kaniti: Agk ve yogun bir (U,), kiimeler dizisi alalim.
Herhangi bir € > 0 ve x € X secelim.

B(z,e)n | () Un
neN
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kiimesinin bog olmadigin1 géstermemiz gerekiyor.
X bogkiime olmadigindan U, ’lerden hicbiri bogkiime olamaz. xg = = ve
€9 = € olsun. Agagidaki gekilden takip edin.

Up, X’te yogun oldugundan, B(zg, €y) N Uy bogkiime olamaz. Bir
x1 € B(xo,€0) N Uy
noktasi segelim. B(zo, €9) N Uy acik bir kiime oldugundan dyle bir
0 <€) <eo

vardir ki,
B(l‘l,e,l) - B(l’o,EO) NUp.

Simdi
€1=¢€1/2
olsun. O zaman,
B(z1,€1) € B(z1,¢€)) € B(zo,€0) N U
olur. Ozetlersek, dyle z1 ve ¢ bulduk ki

B(x1,€1) C B(xo,e0) N Uy ve 0 < €1 < €9/2.

Bu 6zeti agagidaki sekilde resmettik.
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Simdi aym akil ytrtitmeyi xo yerine x1, €y yerine €; ve Up yerine Uy koyarak
yapabiliriz: Oyle x5 ve e buluruz ki,

B(xa,€e) C B(z1,e1)NUp ve 0 < €3 < €1/2 < €p/2?

olur.
Boyle gide gide, X’in Oyle bir (z,), dizisi ve terimlerinin her biri pozitif
olan &yle bir (e,), say1 dizisi bulunur ki, her n dogal sayis1 i¢in,

B(xnt1,€nt1) C B(zp, €,) NU, ve 0 < €41 < €,/2

olur. Bu son esitsizlik,
€n < €9/2"

esitsizligini verir. Dolayisiyla, her n > m igin,
Ty, € B(Tm, €m) Ve d(xn, Tn,) < € < €9/2™

olur. Bu da (), dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X metrik uzay1
tam oldugundan (z,), dizisi yakinsar. x,, dizisinin limitine a diyelim.

Her m igin (zy,)n>m dizisi B(Zm, €m) kapali yuvarimin igindedir. Dolayisiyla
dizinin limiti olan a da bu kapali yuvardadir. Yani her m > 1 igin,

ac B(xrm Gm) c B(xm—l’ 6m—l) NUn

olur, yani

a € mUn.

Ayrica a € B(xg, €o) igindeligini de biliyoruz. Kanitimiz tamamlanmigtir. [

Sonug 20.5 (Baire Kategori Teoremi). X tam bir metrik uzay olsun. O za-
man X in bos olmayan ag¢ik bir U altkimesi birinci kategoriden degildir, yani
saylabilir sayrda X 'te (ya da U’da, bkz. Onsav 20.2) seyrek kiimenin bilesimi
degildur.

Kanit: Tam tersine U agik kiimesinin sayilabilir sayida A, seyrek kiimesinin
bilesimi oldugunu varsayalim. Aligtirma 20.6’ye gore (cl 4,,)¢ yogun ve agik bir
kiimedir. Teorem 20.4’e gore U kiimesi (cl A,)¢ kiimelerinin kesigimiyle kesisir.
2 bu kesigimde olsun. Ama o zaman da U’nun z eleman1 A, ’lerin bilegsiminde
olamaz, celigki. O

Alistirmalar
20.15. (0, 00) araligi Baire Kategori Teoremi'ne gore ikinci kategoridendir ama tam degildir.
Demek ki Teorem 20.4’iin diger istikameti dogru degil.

20.16. Tam bir metrik uzaymin kapal bir altkiimesinin de Baire oldugunu kamtlaym. (Agik
altkiimelerinin Baire olduklarimi Onsav 20.7’de gorecegiz.)
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20.17. N’nin bir Baire uzay1 oldugunu kanitlayn.
20.18. Q’niin bir Baire uzay1 olmadigini gosterin.

X Dbir topolojik uzay olsun. Eger her x € X icin, clU kiimesinin tikiz
oldugu x’i igeren bir U agik kiimesi varsa X'’e yerel tikiz adi verilir. Her tikiz
kiime yerel tikizdir elbette. Ote yandan 6rnegin R” tikiz degildir ama yerel
tikizdir.

Yerel tikiz uzaylarin altuzaylar yerel tikiz olmak zorunda degildirler. Orne-
gin X = R yerel tikizdir ama Y = Q (Oklid topolojisinde) yerel tikiz degildir.
Bkz. Aligtirma 16.22.

Bir sonraki teoremin kaniti aynen Teorem 20.4’iin kanit1 gibidir. Limit
almak yerine tikiz topolojik uzaylardaki sonlu kesigim 6zelligi (Teorem 16.6)
kullanilir.

Teorem 20.6. Yerel tikiz ve Hausdorff topolojik uzaylar Baire uzaylaridar.

Kanitin Eskizi: Eger X tikizsa, kanit aynen Teorem 20.4’in kaniti gibi:
Kamttaki B(z;,¢;) yuvarlart yerine V; acik kiimeleri secilsin; bunlarin ka-
panislar tikiz olur; tikiz kiimelerde sonlu kesigim ozelligiyle kanit kolaylikla
tamamlanir. Eger X tikiz degil de sadece yerel tikizsa, o zaman V; acik kiime-
lerini, kapaniglar1 tikiz olacak kadar kiigiik secelim ve yukardaki programa
devam edelim. 0

Ilging uygulamalara gecmeden 6nce yararh olabilecek bir énsav sunalim.
Onsav 20.7. Bir Baire uzayrman acik bir altkimesi de bir Baire uzayidar.

Kanit: X bir Baire uzay1 ve U, X'in bir acik altkiimesi olsun. Teorem 20.3’{in
birinci maddesinin U i¢in dogrulandigini kanitlayacagiz. Her n dogal sayisi igin,
U, C U, U’da yogun olan U'nun agik bir altkiimesi olsun. U,, X te de agiktir.
U’nun her A altkiimesi icin clyy A = (clx A) N U oldugundan (Onsav 8.6),

() ()

olur. Bu kiimenin U’ya esit oldugunu kanitlayacagiz.
Su tanimi yapalim:

V, = U, U (clx U)".

Vi, X’in acik bir altkiimesidir. Ayrica X’te yogundur ¢iinkii, U C clx U,
oldugundan, clx U C clx U, olur, dolayisiyla,

cdx 'V, = Clx(Un U (ClX U)c) =clx U, U Clx((CIX U)C)
O cdxUU(clxU)° = X.
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X bir Baire uzay1 oldugundan, bundan,

v

neN

kiimesinin de X’te yogun oldugu cikar. Ama,

(Vo =) (UnU(cx V)" (ﬂU) (clx V)",

neN neN neN

clx (gvn> =cly ((Q\TU> (clx U)° >

=clx (ﬂ U, ) clx ((clx U)°).

neN

dolayisiyla,

Ama (clx U)¢ C U€ ve U° kapali oldugundan,
Clx((dx U)C) g Uc

olur, yani
Clx((ClX U)c) NnU = @

olur. Bunu kale alarak yukardaki egitlikten devam edelim:

U:XmU:dX(ﬂ Vn)ﬂU

neN

= <C1X (ﬂ U ) Uclx((cly U)C)> NU
neN
=cly (ﬂ Un> NU = cly (ﬂ Un> .
neN neN

istedigimizi kanitladik. O

Bu boliimii birkag ilging sonucla bitirelim.
Asagidaki sonucu kendi imkanlarinizla kanitlamaya kalkigirsaniz, Baire’in
teoreminin degerini daha iyi algilarsiniz.

Sonug 20.8. Q, R’nin sayilabilir sayrda acik altkimesinin kesisimi degildir.
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Kanit: Her n € N icin, U, C R agik olmak iizere, Q = (1, oy Un olsun. Her
g € Q igin de V; = R\ {q} olsun. V;'ler R’de ac¢ik ve yogundurlar. Ama
Q’yii icerdiklerinden, U,,’ler de R’de yogundurlar. U, ve V,’lerden sayilabilir
sayida oldugundan, Teorem 20.4’e gore, bunlarin kesigimi olan

(0 (0

neN qeQ
kiimesi de R’de yogundur. Ama sol taraftaki kesisim Q’ye, sag taraftaki kesigim
R\ Q’ye esit. Celigki. O

Bir topolojik uzayda sayilabilir sayida agik kiimenin kesigimine G5 kiimesi
adi verilir (bkz. Alistirma 8.59). Demek ki bir 6nceki sonuca gore Q, R’de bir
G5 kiimesi degildir.

Aligtirma 20.19. X bir metrik uzay:1 ve A C X kapali bir altkiime olsun. A’nin bir Gs
kiimesi oldugunu kanitlayin.

Sonug 20.9. Sadece kesirli sayilarda sturekli olan bir f : R — R fonksiyonu
yoktur.

Kanit: f: R — R bir fonksiyon olsun. U,,
{U : U agik ve f(U)'nun ¢ap1 1/n’den kiiciik}

kiimesinin elemanlarinin bilesimi olsun. U, agik kiimelerin bilegsimi oldugun-
dan, elbette agik bir kiimedir.

C:ﬂUn

neN

olsun. C tam tamina f’nin stirekli oldugu elemanlar kiimesidir. Bunun kaniti
basittir ve okura birakilmigtir. Sonug 20.8’e gore C' = Q olamaz. 0

Yukardaki kanmittan da anlasilacag tizere, eger f, bir topolojik uzaydan bir
metrik uzaya giden bir fonksiyonsa, o zaman f’nin siirekli oldugu noktalardan
olusan kiime bir G kiimesidir.

Ote yandan sadece irrasyonellerde siirekli olan bir f : R — R fonksiyonu
vardir: Kesirli sayilar1 dogal sayilarla (g, ), olarak numaralandirahm ve

1/n  eger x = q, ise

fle) = { 0 eger x ¢ Q ise

tanimini yapalim. Bu fonksiyonun sadece irrasyonel sayilarda siirekli oldugu-
nun kanitin1 okura birakiyoruz.
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Eger Y, bir tam metrik uzayin ya da bir yerel tikiz Hausdorff uzayin Gy
altkiimesiyse, o zaman Y 'nin indirgenmis topolojiyle Baire uzay1 oldugu goste-
rilebilir.

Ornek 20.20. (Yusuf Unlii) X # 0 bir topolojik uzay olsun. Her n € N i¢in asagidaki iki
ozelligi saglayan A, C p(X) oldugunu varsayalim:
a. X’in her U # 0 agik kiimesi icin ve her n € N i¢in oyle bir A € A,, vardwr ki,

D£A°CACU

olur.
b. Eger her n i¢in O # A, € Ay, ve Apy1 C Ay ise Ny Ay # 0 olur.
Bu durumda X bir Baire uzayidir.
Kamt: G, C X yogun ve agik kiimeler olsun. z € X xxxxxxxxxxxxx bunu yarim birakmigim.






21. Fonksiyon Kimeleri ve

Noktasal ve Duzgun
Yakinsaklik

[N5]’'te gercel sayilarda deger alan fonksiyon dizilerinin noktasal ve diizgiin
yakinsakliklar1 kavramlarini tanimladik ve fonksiyonlardan olugan kiimeler
iizerine teoremler kanitladik. Bu boliimde gecmiste yaptiklarimizi toparla-
yacagiz ve tamimlari ve teoremleri R’den herhangi bir metrik uzaymna ge-
nellesgtirecegiz. Amacimiz daha sonra kanitlanacak olan Arzela-Ascoli ve Stone-
Weierstrass gibi 6nemli teoremler i¢in altyap: hazirlamak.

21.1 Fonksiyonlar Kiimesi

X ve Y birer kiime olsun. (Ilerde Y’yi bir topolojik ya da metrik uzay, hatta
daha da 6zellegerek R olarak alacagiz.) Fonk(X,Y'), X ten Y’ye giden fonksi-
yonlar kiimesi olsun. Fonk(X, Y') kiimesinin aym zamanda, X gostergec kiimesi
olmak iizere, Y 'nin kartezyen ¢arpimi oldugunu (kartezyen ¢arpim 6yle tanim-
lanmigtir ¢iinkii) anmimsatiriz:

[ ¥ = Fonk(x,Y)
zeX

Esitligin sag tarafindaki kiimenin bir elemani olan
f: X—->Y

fonksiyonunu sol taraftaki kartezyen carpiminin bir elemani olarak aligik oldu-
gumuz bicimde gérmek igin,

f=(f(@))zex

yazilir. Ya da daha da alisik oldugumuz bir yazilimla, her x € X icin,
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tanimi yapilarak,
[= (fx)xEX

yazilir. Her iki bakig acis1 da (bir fonksiyon olarak ya da kartezyen garpimin
bir elemani olarak). yerine gore yararlidir. Bu yarar, matematiksel degil, psi-
kolojiktir elbette. Ornegin bir gercel say1 dizisi de

Fonk(N,R) = [JR=Rx--- xR x ---

kiimesinin bir elemani olarak tanimlanmistir ama bir gercel say1 dizisini
Fonk(N, R)

kiimesinin degil de [ [, cy
gercel say1 dizileri igin (zy,), yazihmim kullanmak artik vazgegemeyecegimiz
bir aligkanlik ve gelenek haline gelmistir.

R kartezyen ¢arpiminin bir elemani olarak gérmek ve

21.2 Noktasal Yakinsaklik

X bir kiime ve Y bir topolojik uzay olsun. Y’de yakinsak dizilerin tek bir
limiti oldugunu varsayalim, érnegin Y ’yi Hausdorff bir uzay, hatta bir metrik
uzay olarak alabiliriz. Her n dogal sayisi icin bir

fm: X >V
fonksiyonu verilmis olsun. Bir bagka deyisle, Fonk(X,Y") kiimesinden bir

(fn)nEN

dizisi verilmis olsun. Boylece her x € X igin, terimleri Y topolojik uzayindan
olan bir

(fn(@))n

dizisi elde ederiz. Bu (f,(z)), dizisinin bir limiti olabilir ya da olmayabilir.
Yamt z’e gore degisir elbette. Diyelim her z € X ig¢in (f,(z)), say1 dizisinin
bir limiti var. Bu limit biricik oldugundan, ama x’e goére de degigebileceginden,

f(z) = lim fo(z)

n—oo

yazalim. Béylece, (fy), fonksiyon dizisinden bir
f: X—>Y

fonksiyonu elde ederiz. f fonksiyonunun bu (fy), fonksiyon dizisinin “limiti”
oldugunu soylemek herhalde kabul edilir bir tanim olur. Oyle yapacagiz. Tek



21.2. Noktasal Yakinsaklik 281

farkla ki, “limit” yerine “noktasal limit” soziinii kullanmay1 yegleyecegiz ¢iin-
kii ilerde fonksiyon dizileri i¢in ¢ok daha dogal, cok daha giicli ve ¢ok daha
kullanigh bir limit kavrami bulacagiz.

Bigimsel tanimi verelim: X herhangi bir kiime olsun. Y, yakinsak dizilerin
limitinin biricik oldugu bir topolojik uzay olsun, érnegin Y bir metrik uzay
olabilir. Son olarak, X’ten Y’ye giden bir

(fa)n

fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger her z € X igin

dizisinin bir limiti varsa, o zaman, (f,), fonksiyon dizisinin, her x € X igin,
flx) = lim fp(z)
kuraliyla tanimlanan
f: X—>Y
fonksiyonuna noktasal yakinsadigs ve f'nin (f,), fonksiyon dizisinin nok-
tasal limziti oldugu sOylenir. Bu durumda,
f= lim f,
n—oo
ya da
f£ lim f,
n—oo
yazilir'. Bir bagka deyisle, (fy), fonksiyon dizisinin noktasal limiti olan
Jmm fo
fonksiyonu, her x € X igin,

(1im fu) (2) = lim fu(2)
n—oo n—oo
olarak tanimlanmistir.

Bir (f,)n fonksiyon dizisinin noktasal limiti varsa, bu limit elbette biri-
ciktir, ne de olsa, daha tartigmaya baglamadan 6nce Y {izerine yaptigimiz
varsayima gore, her z € X i¢in, (fn (%)), dizisinin limiti (oldugunda) biricik-
tir.

Bu agamada 6nemli bir soru akla gelmeli: Yakinsaklik kavramindan bir to-
polojik uzayda sozedilir. Oysa yukarda Fonk(X,Y") iizerine bir topolojik uzay

IEsitligin iistiindeki p, ingilizce “noktasal” anlamina gelen pointwise sézciigiiniin p’sidir.
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yapist vermeden yaptik bu igi. Acaba Fonk(X,Y') kiimesi {izerine, noktasal
yakinsakligin topolojik yakinsaklik oldugu bir topoloji tanmimlayabilir miyiz?
Evet! Agiklayalim.

Fonk(X,Y)’yi [[,cx Y olarak algilayalim. Béliim 6’de topolojik uzaylarm
kartezyen carpimi iizerine, adina carpim topolojisi ya da Tychonoff topolo-
jisi denilen bir topoloji tanimlamistik. Bu topolojiye gore [[ . Y kartezyen
carpiminmin acik kiimeleri, bir n dogal sayisi, X’in z1,...,x, elemanlar1 ve
Y’nin Uy, ..., U, agik altkiimeleri i¢in,

{(yx)zeX Yz, S Ula s Yz, € Un}

biciminde yazilan kiimelerin bilegimidir. Fonksiyon diline cevirirsek,

Fonk(X,Y)
topolojik uzayinin acik kiimeleri, bir n dogal sayisi, X'in x1, ..., x, elemanlari
ve Y'nin Uy, ..., U, acik altkiimeleri icin,

{f S Fonk(X,Y) : f(a:l) S U1, .. .,f(.l‘l) S Un}

biciminde yazilan kiimelerin bilegimidir.
Simdi, kanitladigimiz Teorem 6.6’y1 agagidaki gibi okuyalim:

Teorem 21.1 (Teorem 6.6). X bir kiime olsun. Y, dizilerin limitlerinin biricik
oldugu bir topolojik uzay olsun. Her n € N i¢in, f,, € Fonk(X,Y") olsun. Ayrica
f € Fonk(X,Y) olsun. O zaman, Fonk(X,Y) = [[.cx Y kiimesinin ¢carpim
topolojisinde

f= lim f,

n—oo

olmasy icin, her x € X igin,

f(z) = lim f,(x)

n—oo

olmasi gerek ve yeter kosuldur. Yani Fonk(X,Y') topolojik uzayinda dizi ya-
kwnsaklign, yukarda aciklanan noktasal yakinsakliga esdegerdir.

Eger Y iizerinde toplama ya da carpma gibi herhangi bir ikili islem varsa,
bu ikili iglemin bir benzerini Fonk(X,Y") tizerine en dogal bi¢cimde tanimlaya-
biliriz. Nitekim, ikili isleme % adim verirsek ve f, g € Fonk(X,Y) ise,

f*g € Fonk(X,Y)
fonksiyonunu, her x € X igin

(f x9)(@) = f(x) * g(x)
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olarak tanimlayalim, yani fonksiyonlarin bu igleme gére carpimini, her noktada
aldiklar1 degerleri gene bu igleme gore carparak tanimlayalim. Buna, anlagilir
nedenlerden, fonksiyonlarin noktasal islemi (toplami, garpimi vs) adi verilir.

Yukardaki tanimin 6zel bir hali olarak, Y’yi R alirsak, o zaman Fonk(X, R)
kiimesinde toplama ve carpma tanimlayabiliriz?. Ayrica eger r € R ve f €
Fonk(X,R) ise, rf € Fonk(X,R) fonksiyonunu, benzer sekilde,

(rf)(@) =7 f(x)

olarak tanmmlayabiliriz®. Bir f fonksiyonu bir g fonksiyonuna, ancak g hicbir
zaman 0 degerini almiyorsa boliinebilir, yani Fonk(X,R) halkasinin tersinir
elemanlarinin kiimesi,

{f € Fonk(X,R) : her z € X i¢in f(x) # 0}

kiimesine egittir.
Asagidaki teorem, noktasal yakinsakligin bu iglemlerle tam bir uyum icinde
oldugunu soyliiyor.

Teorem 21.2. X, herhangi bir kiime olsun. (fn)n ve (gn)n, X ten R’ye giden
ki fonksiyon dizisi ve r € R olsun. Eger

lim fngfve lim gnig

n—oQ n—o0

ise, (fn+ gn)n, (rfn)n ve (fngn)n fonksiyon dizilerinin de noktasal limitleri
vardir ve

lim (fn Jrgn) = f+g,
n—00
: P
Jim rfo 2o
ve

(fngn) = fg

egitlikleri saglanir. Ayrica eger her x € X i¢in g(x) # 0 ve gn(x) # 0 ise,
(fn/gn)n fonksiyon dizisinin de noktasal limiti vardir ve

lim
n—oo

Tim fu/gn = f/g

esitligt saglanar.

2Bilenlere: Fonk(X,R), bu toplama ve ¢arpma islemleriyle bir halka olur.

3Bilenlere: Fonk(X,R), bu toplama ve bir sayiyla carpma iglemleriyle bir vektér uzays
olur. Fonk(X, R) kiimesini hem halka hem de vektor uzay1 olarak (birlikte) goriirsek, o zaman
Fonk(X,R) bir cebir olur.
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Yukarda gordiigiimiiz noktasal yakinsaklik iyi hosg da, rahatsizlik veren bir
kusuru var: Siirekli fonksiyonlarin limiti (X tikiz bile olsa) siirekli olmayabilir.
Buna hemen bir 6rnek verelim.

Ornek 21.1. X =[0,1], Y =R ve fn(z) = 2" olsun. O zaman,

. [ 0 egerx#1lise
fim fn(@) = { 1 egerx=1ise

n—oo

olur. Demek ki (f,)» fonksiyon dizisinin limiti,

1 egerx=1Iise

f(ac):{ 0 eger x#1 ise

formiiliiyle tanimlanan f fonksiyonudur. Fonksiyonlarin grafiklerini asagida ¢izdik.

Bu 6rnekte, f,, fonksiyonlarinin her birinin siirekli ama f fonksiyonunun (1
noktasinda) siireksiz olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Demek ki siirekli bir fonksi-
yon dizisinin noktasal limiti siirekli olmayabilir. Bu da oldukca rahatsiz edici

bir durum?.

21.3 Diuzgin Yakinsakhik

Bu altboliimde (Y, d) bir metrik uzay: olacak.
Noktasal yakinsakligin tanimini biraz daha acarsak, tanim su hale donitistir:
Bir
(fn: X =Y),

fonksiyon dizisinin bir
f: X—->Y

4Cok izl makale yazan ve dolayisiyla yeterince dikkatli olmayan Cauchy, 1821 yilinda
yayimladigi Analyse adl kitabinda siirekli fonksiyonlardan olugan bir dizinin noktasal limi-
tinin de yakinsak oldugunu kanitlamigtir! Hata ilk defa Weierstrass'in tez hocasi Christoph
Gudermann tarafindan 1838’de farkedilmis ve diizgiin yakinsakligin tanimini bulan Weierst-
rass tarafindan diizeltilmigtir.
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fonksiyonuna yakinsamasi icin, her x € X ve her € > 0 i¢in 6yle bir IV sayist
olmali ki, her n > N igin,

d(fn(x), f(z)) <€
olsun.
Bunu simgesel olarak yazalim:

f £ lim f,

n—oo

esitligi, aynen,
(Vz € X) (Ve > 0)3IN (Vn > N) d(fo(x), f(z)) <€

anlamina gelir.

Buradaki N sayisi z’e ve €’a gore degigir. Zaten yukardaki matematiksel
formiildeki siralamada da, N sayisiun varlhigy “(Vx € X)(Ve > 0)” simgelerin-
den sonra yaziliyor. Yani her z € X ve her € > 0 igin, istenen kosulu saglayan
ayr1 bir IV olabilir. Bu bagimlilig1 gostermek icin bazen N yerine N, , yazilr.

N’nin €’a gore degismesi olagan ¢iinkii ne de olsa € kiictildiikge

d(fn(z), f(2)) <€

esitsizligini saglamak, yani f,,(z) 'nin f(z)’e en fazla € kadar yakin olmasim sag-
lamak giiclesmeli: Genelde € kiigiildiikge bu esitsizligin saglandig1 N sayilarini
biiylitmek gerekir; sadece pek ender durumlarda N, €’dan bagimsizdir.
N’nin x’e gore degismesi de olagan bulunabilir. Gergekten de pek sik du-
rumda x degistikce
d( (), f(2)) < €

esitsizliginin saglanmasi gecikebilir. Ote yandan bazen de gecikmez, baz du-
rumlarda, hatta oldukga sik rastlanan bazi durumlarda, belli bir N’den biiyiik
n sayilar: i¢in

d(fn(2), f(z)) <€

esitsizligi her = € X icin saglanir. Bu durumda,

(f ntX — R)n
fonksiyon dizisinin
f- X—>R
fonksiyonuna diizgiin yakinsadags soylenir® ve
lim f, = f
n—oo

SEsitligin tistiindeki w harfi, ingilizce “diizgiin” demek olan uniform sézciigiiniin u’sudur.
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yazilir.
Diizgiin yakinsakligin bicimsel tanimi goyle:

(Ve > 0)3IN (Vx € X) (Vn > N) d(fo(x), f(z)) <e.

Bu formiilii bir 6nceki formiille karsilagtirip “Vx € X” simgelerinin nerden
nereye gectigini gozlemlemekte yarar vardir.
Diizgiin yakinsakligi sozle ifade edelim: Eger her ¢ > 0 icin, her n > N ve
her z € X igin,
d(fn(x), f(z)) <€

esitsizliginin saglandigi z’ten bagimsiz bir N sayisi varsa, (f,), fonksiyon di-
zisinin f fonksiyonuna dizgin yakinsadigr soylenir.

Diizgiin yakinsakligin noktasal yakinsakliktan su 6nemli ayrimi var. Diiz-
giin yakinsaklikta, (f,(z)), dizileri f(x) sayilarma aym hizla yakmsarlar.
Oysa noktasal yakinsaklikta yakinsama hizi1 x’e gore degisebilir. Dolayisiyla
diizgiin yakinsaklik, noktasal yakinsakliktan ¢ok daha hog ve ¢ok daha yararh
bir kavramdir. Yararlarini yakin zamanda gorecegiz.

Noktasal yakinsaklik kavrami diizgiin yakinsakliktan ¢ok daha zayif bir
kavramdir®, yani noktasal yakinsakligin gerceklesmesi diizgiin yakinsakligin
gerceklesmesinden c¢ok daha kolaydir: Bir fonksiyon dizisi diizglin yakinsaksa
ayni zamanda noktasal yakinsaktir:

Teorem 21.3. Eger (fn)n fonksiyon dizisi f fonksiyonuna dizgiin yakinsiyor-
sa noktasal da yakinsar.

Kanit: Bu kadar agiklamadan sonra bu teoremin ayrica bir kamta ihtiyaci
oldugunu sanmiyoruz: Eger bir N her z icin isimize yariyorsa, elbette her z
igin bu N isimize yarar! O

Ama yukardaki teoremin tersi dogru degildir. Ornegin, biraz énce verdigi-
miz X =[0,1], Y = R ve f,(z) = 2™ 6rneginde ( f,), fonksiyon dizisi noktasal
yakinsaktir ama diizgiin yakinsak degildir.

Eger Y = R ise, diizgiin yakinsaklik kavramini geometrik olarak da ifade
edebiliriz ve boylece kavram sezgilerimize daha yatkin bir hale gelir. (f,)n
fonksiyon dizisi f’ye diizgiin yakinsasin. € > 0 verilmig olsun. O zaman yete-
rince biiylik n’ler ve her x igin,

d(ful@), f(2)) <€
estsizligi saglanir. Yani

f(z) —e< fulz) < f(z)+¢€

®Diizgiin yakinsakhik kavrami, modern analizin kurucusu sayilan Karl Weierstrass ta-
rafindan bulunmustur.
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esitsizligi saglanir. Bir bagka deyisle, yeterince biiyiik n’ler igin f,, fonksiyonlari
f —eile f + € arasindadir. (Buradaki €, sabit e fonksiyonunu temsil ediyor.)
Sekil asagida.

bR f,, fonksiyonlar

Demek ki ( f,,), fonksiyon dizisinin f’ye diizgiin yakinsamasi i¢in yeter ve gerek
kosul, her € > 0 igin, f,, fonksiyonlarinin “bir zaman sonra”, yani belli bir N
gostergecinden sonra, yukardaki sekildeki gibi, f — € ile f + € geridinin igine
girmesidir.

Biraz daha formalizmle, diizgiin yakinsakligin ¢cok daha kullanigh bir tani-
mini verebiliriz: X’ten Y’ye giden f ve g fonksiyonlar: igin,

doo(f,9) = sup{d(f(z), 9(2)) : x € X}

tanmmini yapalim. de(f, g), bir gergel say1 olabilecegi gibi co da olabilir.

Ornegin, X =Y =R ve f(z) = z ise, doo(f,0) = 0o olur. Ilerde daha fazla
ornek gorecegiz.

doo, Fonk(X,Y) x Fonk(X,Y) kartezyen carpimindan R=%U{oo} kiimesine
giden bir fonksiyondur.

doo(f, g)'nin, her x € X eleman igin,

d(f(x), 9(x)) < M

esitsizligini saglayan M € R U {oo} elemanlarinin en kiigiigii olduguna dikka-
tinizi gekeriz.
Bu tanimla, diizgiin yakinsakligin tanimi su sekle donitigtir: Eger her € > 0
icin,
n>N = deo(fn, f) <e€
Onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (fy), fonksiyon dizisinin f fonksiyo-
nuna diizgtin yakinsadigs soylenir. Bu son kosul aynen,

diyor! Tek bir farkla ki doo(fn, f)ler illa say1 olmak zorunda degiller, co da
olabilirler. Eger sonsuz tane n igin doo (fn, f)’ler co oluyorsa, o zaman bunlarin
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limiti 0 olamaz ve diizgiin yakinsaklik yoktur. Eger en fazla sonlu tane n igin
doo(frn, f)ler oo oluyorsa, o zaman doo(frn, f)’ler arasindan oo olanlarini atip
geri kalan say1 dizisinin agina oldugumuz yakinsakhigina bakabiliriz.

Simdi tanimin son halini yazabiliriz:

Tanmim. Herhangi bir X kimesi, bir (Y, d) metrik uzayr, X ten'Y 'ye giden bir
(fn)n fonksiyon dizisi ve bir f fonksiyonu verilmis olsun. Eger

nh_)rgo doo(fn: f) =0

ise, (fn)n fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgin yakinsadige soylenir
ve bu durumda

lim f, = f
n—00

yazilir. Eger A C X ise ve limy, o0 fn|a = fla ise (fn)n dizisinin A dzerinde
fye dizgin yakinsadigr soylenir.

Basit Ozellikler: Eger (f,,), dizisi A ve B iizerine diizgiin yakinsaksa AU B
tizerine de diizgiin yakimsar elbette. Ayrica eger (f,), dizisi yakinsaksa her
sonlu altkiime tizerine diizgiin yakinsar. Eger

g:Z—=X

herhangi fonksiyonsa ve (f, : X — Y),, fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin
yakinsiyorsa, o zaman (f, o g), dizisi f o g fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

doo'nin Fonk(X,Y") {izerine bir metrik (mesafe) olmasina ramak kalmistir.
Tek kusur d(f, g) 'nin oo olabilme sorunudur. §imdi d(f, g)'nin ne kadar me-
safeye benzedigini gorecegiz ama 6nce bir ammsatma: [N4]'te, R= U {co}
kiimesi iizerine, RZ? kiimesinin bildigimiz toplamay1, siralamay1 ve carpmay1
soOyle genigletmistik:

e Her r € R2Y icin, 7 4+ 00 = 00 + 1 = 00 + 00 = 00,

e Her r € R2Y icin, r < oo,

e Her r € R™Y icin, roo = oor = 0ooco = oo.
(000 ve oo0 garpimlarini tammlamiyoruz.)

Onsav 21.4. X bir kiime, Y bir metrik uzay olsun. Her f, g, h € Fonk(X,Y)

ve 0 £ r € R igin su dnermeler gecerlidir:

i. deo(f,g) € RZOU {o0}.

il. do(f,9) =0 ve f = g esitliklerinden biri gegerliyse, digeri de gegerlidir.

iii. do(f, 9) = doolg, f)-

V. doo(f,9) < doo(f, 1) + doo <)h, g>|.
r

v. Eger Y =R" ise doo(rf,7g) < |7| - doo(f, 9)-

Kanit: Cok kolaydir ve okura birakilmigtir. O



21.4. Sinirli Fonksiyonlar Kimesi £*°(X,Y") 289

Bir metrik olmasa da do,, Fonk(X,Y') {izerine aynen bir metrik gibi bir
topoloji tamimlar. Dizgiin yakinsaklik topolojisi denilen bu topoloji, tanim
geregi, f € Fonk(X,Y) ve r € R igin

B(f,r) ={g € Fonk(X,Y) : doo(f,9) <7}

“yuvarlar” tarafindan gerilir. Aligtirma olarak bu yuvarlarin topolojinin bir
tabani oldugunu kanitlayabilirsiniz.

21.4 Siirh Fonksiyonlar Kiimesi (*(X,Y)

Eger f ve g fonksiyonlar1 siirhysa, d(f,g) bir gercel say1 olur. Dolayisiyla
Onsav 21.4’e gore, deo, sinirli fonksiyonlar kiimesini bir metrik uzay: yapar.
(*(X,Y), X’ten Y’ye giden sinirh fonksiyonlar kiimesi olsun.

Teorem 21.5. X bir kiime, (Y,d) tam bir metrik uzay olsun. {°(X,Y), ds
metrigi i¢in tam bir metrik uzaydar.

Kanit: (°°(X,Y ) nin d icin bir metrik uzay oldugu belli. Tamhg: kanitlaya-
lim. ¢*°(X,Y’) metrik uzaymdan bir (f,), Cauchy dizisi segelim. Herhangi bir
€ > 0 segelim. N, her n, m > N igin,

doo(fnafm) <e€

esitsizligini saglanacak bigimde secilsin. O zaman her x € X icin,

d(fn(x)afm(x)) < doo(fnvfm) <e

olur. Demek ki ( f,,(z))nen dizisi Y'nin bir Cauchy dizisidir. ¥ tam oldugundan
bu dizi yakinsaktir. Bu dizinin limitine f(z) diyelim. Boylece X ten Y’ye giden
bir f fonksiyonu elde ederiz. f, elbette (f,), dizisinin noktasal limitidir. Tki
sey kanitlamaliyiz: f'nin sinirhh oldugunu ve

lim fy, = f
n—oo
esitligini.

f'nin sinirh oldugunun kaniti kolay: Diizglin yakinsamanin taniminda € = 1
alalim. O zaman bir n igin doo (fn, f) < 1 olur, dolayisiyla her z € X i¢in,

d(fn(z), f(z)) <1

olur. Boyle bir n’yi sabitleyelim. g € X sabit bir eleman olsun. B sayisi, her
x € X igin,

d(fn(x), fn(w0)) < B
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esitsizligi saglanacak bigimde segilsin. (f,, sirh bir fonksiyon oldugundan,
boyle bir B vardir.) §imdi her z € X igin,

d(f(ﬁ)v f(l“o)) d(f(ﬂ?), fn(x)) + d(fn(x)a fn(fﬂo)) + d(fn(‘rﬂ)v f(xo))
d(f(@), fu(@)) + B+ d(falzo), f(20)) <1+ B+1=B+2

VANVA

olur. Bu da f’'nin sinirli bir fonksiyon oldugunu gosterir.
Simdi sira limy, e fn = f esitligini kamtlamaya geldi. Herhangi bir € > 0
segelim. Her n, m > N igin

doo(frs fm) < €

kosulunu saglayan bir N vardir. Boyle bir N secelim. m > N gostergeci de
sabitlensin. Her x € X ve n > N icin,

d(fn(z), fm(2)) <€

esitsizligi saglanir. §imdi bu esitsizlikte n’yi sonsuza gotiirelim (m ve x sabit
kalacaklar). Y’den R’ye giden

y = d(y, fm(z))

fonksiyonu siirekli oldugundan (Teorem 14.9), Sandvig Teoremi’'nden,
elde ederiz. Bu esitsizlik her z € X icin dogru oldugundan,

€> doo(f, fm)

elde ederiz. Demek ki her € > 0 igin,
m > N ise doo(f, fm) < €

esitsizliginin saglandigr bir N sayisi1 bulduk. Ama bu aynen,
i doo(f, fin) = 0

demektir, yani gercekten de lim,, o0 fn = f olur. Kamtimiz bitmistir. O

21.5 Fonk(X,Y) Uzerine Mesafe

X bir kiime ve (Y, d) bir metrik uzayi olsun. X’ten Y’ye giden ¢>°(X,Y") sinirh
fonksiyonlar kiimesini yukarda ele aldik ve bu kiimenin dw ile (tam) bir metrik
uzay1 oldugunu gordiik. Ote yandan Fonk (X, Y") kiimesi {izerinde sonsuz degeri
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almasi yiiziinden mesafe olamayan ds, fonksiyonunu hafifce degistirerek bir
mesafeye dontigtiirebiliriz.

Eger f ve g, Fonk(X,Y) kiimesinden iki eleman ise, f ve g arasmdaki
mesafeyi

d(f,g9) = min{1,d(f,9)}

olarak tammlayalim. Fonk(X,Y") ile Y metrik uzaylarmin mesafesinin ayni
simgeyle gosterilmesi bir karigikliga neden olmasin liitfen.

Boylece d(f, g) higbir f ve g fonksiyonlar i¢in sonsuz olmaz, hatta higbir
zaman 1’1 agsamaz. Ama bizim i¢in d(f,¢)’nin 1'i asmamasi degil, birazdan
Teorem 21.6’da kanitlayacagimiz ozellikleri 6nemli olacak.

Daha ileri gitmeden,

d(f,g) <1ledew <1

denkligini ve bu durumda d(f, g) = d(f, g) esitliginin oldugunu farkedelim.
Bu arada sunu da aradan gikaralim: Herhangi bir a > 0 igin

d(f,g) = min{a, dso(f,9)}

olarak tanmimlanmig olsaydi da herhangi bir sey degismezdi, yapacaklarimizin
hepsi bu yeni d igin de gegerli olurdu. d(f, g)'nin tek gorevi, f ile g arasindaki
mesafenin sonsuz olmasini engellemek.

Teorem 21.6. d(f,g) = min{l,d(f,g)} kuralwyla tanimlanmas
d: Fonk(X,Y) x Fonk(X,Y) - R

fonksiyonu, Fonk(X,Y") kiimesi tizerine bir mesafe fonksiyonudur. Ayrica eger
Y tam bir metrik uzaysa, (Fonk(X,Y"),d) de tam bir metrik uzaydur.

Kanit: d(f,g), elbette negatif olmayan bir gercel sayidir. Ayrica
d(f, f) = min{1,ds(f, f)} = min{1,0} =0
olur. Ote yandan d(f, g) = 0 ise, 0 zaman,
0=d(f,9) = min{l,dw(f, 9)}
oldugundan duo(f, g) = 0 buluruz; bundan da Onsav 21.4.ii’ye gore
f=g

gikar.
d’'nin simetrik oldugunun kaniti: Onsav 21.4.iii’ten dolay,

d(f,g) = min{l,dw(f,9)} = min{l,dxc(g, )} = d(g, f)

olur.
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Ucgen esitsizliginin kanit1: Eger d(f,h) ya da d(h,g) mesafelerinden biri 1
ise,

d(f,g) <1 <d(f,h)+d(h,g)

esitsizligi elbette gegerli olur. Ikisinin de 1’den kiigiik olduklarim varsayalim.
O zaman,

d(f? h) = doo(f7 h) ve d(h7g) = doo(hag)

olmak zorunda. Dolayisiyla,

d(f,g) =min{1,ds(f,9)} < deo(f,9)
<doo(fih) +doo(h, g) = d(f, h) +d(h, g).

Boylece d’'nin Fonk(X,Y') tizerine bir metrik oldugunu kanitlamig olduk.
Simdi Y'nin bir tam metrik uzay oldugunu varsayalim. Teorem 21.5’teki

kanitin son kismini kelimesi kelimesine tekrarlayabiliriz, ¢iinkii ne de olsa

d(f,g) <1 oldugunda d(f, g) ile ds(f,g) arasinda bir fark yoktur. O

Ne Yaptik? Nasil Boliim 21.2°de (dizilerin en fazla tek bir limiti oldugu) bir Y
topolojik uzaymda, Fonk(X, Y') kiimesi lizerine noktasal yakinsaklig1 veren bir
topoloji bulmussak, Y bir metrik uzay oldugunda, Fonk(X,Y") kiimesi {izerine
diizgiin yakinsakligi veren bir metrik bulduk. Ayrica Y tam oldugunda bu
metrik uzayin tam oldugunu kanitladik:

Sonug 21.7. X herhangi bir kime ve (Y,d) bir metrik uzay olsun. Ayrica
X ’ten Y "ye giden bir (fn)n fonksiyon dizisi ve bir f fonksiyonu verilmis olsun.

esitligi, yani (Fonk(X,Y"), d) metrik uzaymnda (fp)yn dizisinin f fonksiyonuna
yakinsamasy (fn)n fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgin yakinsamasina
esdegerdir.

Bu metrige diizgin yakinsaklik metrigi adi verilir. Bu metrikte Cauchy
dizisi olan dizilere de diizgiin Cauchy dizisi ad1 verilir. Demek ki bir (fy,),
dizisinin diizgiin Cauchy dizisi olmas: igin, her € > 0 i¢in 6yle bir N sayisi
olmali ki, her n,m > N igin

d(fn, fm) <€

olmali. Bu tanimda elbette d yerine do, de alabilirdik.

Alstirma 21.2. X bir kiime, Y bir metrik uzay olsun. Fonk(X,Y)’'nin £°°(X,Y) altkiime-
sinin (Fonk(X,Y’),d) metrik uzayinda hem agik hem kapali oldugunu kanitlayin.
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21.6 Siirekli Fonksiyonlar Kiimesi C'(X, Y)

X bir topolojik uzay ve (Y, d) bir metrik uzayi olsun. X ten Y’ye giden siirekli
fonksiyonlar kiimesi C'(X, Y') olarak gosterilir.

C(X,Y) C Fonk(X,Y)

oldugundan, C(X,Y)’yi d altinda bir metrik uzay (Fonk(X,Y ) ’nin altuzay1)
olarak algilayabiliriz. (d’nin tanimi i¢in bkz. sayfa 291.)
Eger X tikizsa, tanim kiimesi X olan her stirekli fonksiyon sinirh oldugun-

dan,
C(X,Y) C (X, Y)

olur ama X tikiz degilse boyle bir zorunluluk yoktur elbette. X tikiz ol-
madiginda da istenirse
C(X,Y)Ne*(X,Y)

altuzayina bakilabilir.

Bu béliimde C(X,Y') metrik uzayin irdeleyecegiz. Akla ilk gelen soru bu-
nun Fonk(X,Y) kapali (dolayisiyla tam) bir altuzayr olup olmadig1 sorusu.
Yanit olumlu:

Teorem 21.8. Sirekli fonksiyonlardan olusan dizilerin dizgin limiti de strek-
lidir. Yani C(X,Y), Fonk(X,Y') 'nin kapale bir altuzaydar.

Bu teorem asagidaki sonuctan cikar.

Teorem 21.9. Eger (f, : X = Y), dizisi f fonksiyonuna dizgin yakinsiyorsa
ve fn fonksiyonlarinan her biri bir a € X noktasinda surekliyse, o zaman f
fonksiyonu da a noktasinda stireklidir.

Kanit: € > 0 olsun. ()yle bir N segelim ki, her n > N igin,
a(f, fn) <e€/3

olsun. n = N 4 1 olsun. O zaman her x € X igin,

d(f(x), fu(x)) <€/3

olur. f,, fonksiyonu a’da siirekli oldugundan a’y1 iceren 6yle bir U C X agik
kiimesi vardir ki, her x € U igin,

d(fn(x), fn(a)) < €/3

olur. Simdi = € U i¢in hesaplayalim:

d(f(z), f(a)) <d(f(z), fn(2)) + d(fn(2), fu(a)) + d(fn(a), fu(z))
<e¢/3+4+¢€¢/3+¢€¢/3=¢€

olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda stireklidir. O
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Sonug 21.10. Eger Y tam metrik uzaysa, C(X,Y) ve C(X,Y) N{>*(X,Y)
metrik uzaylary tamdar.

Sonug 21.11. EgerY tam metrik uzaysa, C(X,Y) ya da C(X,Y)N{>*(X,Y)
uzaylarindaki diizgin Cauchy dizileri yakinsaktirlar. O

Aligtirmalar

21.3. [0, 1] kiimesinden R’ye giden Oyle bir siirekli fonksiyon dizisi bulun ki, dizinin noktasal
limiti olsun ama limit fonksiyonu sinirsiz olsun.

21.4. R’den R’ye giden

1
fn(z) = n(i+22)
fonksiyonlarinin 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanitlayin.
21.5.
1 eger |z| > 1/n ise

) = {

olarak tanimlanan f, : R — R fonksiyon dizisi diizgiin yakinsak midir?

nlz| eger |z| < 1/n ise

21.6. X tikiz bile olsa, siirekli bir fonksiyona noktasal yakinsayan her siirekli fonksiyonlar
dizisinin diizgiin yakinsak olmayabilecegini gosterin.

21.7. Her f, smurhysa (fn)» diizglin yakinsaksa (fn)» dizisinin sinirhi bir dizi oldugunu goste-
rin.

21.8. [0, 00) araligindan R’ye giden

=z

fula) = T

fonksiyon dizisinin noktasal yakinsadigini ama diizgiin yakinsamadigini kanitlayin. Bu

fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsadig: bir altkiime bulun. (f, fonksiyonlarini sizin icin

agagida ¢izdik.)

fo

i

172

£

1 fa

21.9. z € R igin

fulz) =z (1 + %)

olsun. 8 fonksiyonu irrasyonellerde 0 degerini alsin ve birbirine asal a ve b tamsayilar:
igin
B(a/b) = |b]
olsun.
gn(z) = B(z) + 1/n
olsun. (fn)n ve (gn)n dizilerinin her sonlu aralikta diizgiin yakmsadigini ama (frngn)n
dizisinin higbir sonlu aralikta diizgiin yakinsamadigini kanitlayin.
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21.10. z € (0, 1) icin

x
Fulw) = 1+ nx
olsun. (fn)n dizisinin (0, 1) tizerinde noktasal yakinsadigin1 ama diizgiin yakinsamadigini

kanitlayin.
21.11. Eger X tikizsa ve (fn : X — R),, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa ve

g: X =R\ {0}
fonksiyonu stirekliyse, (fn/g)n dizisinin f/g fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanitla-
yin.
21.12. Y =R olsun. Her n € N ve her = € R igin, fnt1(z) < fo(x) ise ve limp oo fn =0 ise
Y (1) fal2)
n>0
serisinin diizglin yakinsadigini kanitlayin.

21.13. f:R — R diizgln siirekli olsun. f,, fonksiyonu f,(z) = f(z + 1/n) kuraliyla tanimlan-
mis olsun. (f»)n dizisinin f’ye diizglin yakinsadigini kanitlayin. Eger f diizgin stirekli
degilse bunun dogru olmayabilecegini gosterin.

21.14. f, fonksiyonlar1 bir X metrik uzayindan bir Y metrik uzayimna gitsin ve (fn)n dizisi f
fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. X’in (x,)n dizisi  noktasina yakinsasin. (fn(2n))n
dizisinin f(z)’e yakinsadigim1 kanitlayin.

21.15. 3272, ﬁ sin (3%) serisinin R tizerinde diizgiin yakinsadigini kanitlayin.

21.16. Y 72, ﬁ serisi R'nin hangi altkiimeleri iizerine diizgiin yakinsak olabilir?

21.17. Eger X tikiz bir topolojik uzaysa ve Y bir metrik uzayiysa, C'(X,Y") kiimesinin tikiz-agik
topolojisinin bu béliimde tanimlanan d = d metrigiyle metriklestigini kanitlayin.

21.7 Fonk(X,Y)’nin Metriklesmesi

Eger Y bir metrik uzaysa, Fonk(X,Y') tizerine ¢arpim topolojisi veren bir
metrik koyabilir miyiz? Eger X sayilabilirse, bunun dogru oldugunu Ornek
13.12’te gordiik. Ama eger X sayilamaz sonsuzlukta ve |Y| > 2 ise Fonk(X,Y")
topolojik uzay1 metriklesemez.

Teorem 21.12. Eger X sayilamaz sonsuzlukta bir kiimeyse ve Y en az iki ele-
manle bir metrik uzaysa, Fonk(X,Y") topolojik uzay metriklesemez. Dolayisiyla
X saylamaz sonsuzluktaysa p(X) = 2% topolojik uzayn (¢arpim topolojisiyle)
metriklesemez.

Kanit: Tersini varsayalim ve Y 'nin iki elemanl bir altkiimesini alalim, diyelim
{0, 1} altkiimesini aldik. O zaman, altuzay oldugundan,

M = Fonk(X,{0,1}) = J]{0,1}
zeX

altuzay1 da metriklegebilirdi (Ornek 10.7 ve sayfa 178, son paragraf). Tycho-
noff Teoremi’'ne gore M tikizdir. Dolayisiyla Teorem 17.2’ye gére M dizisel
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tikizdir ve Onsav 17.5 ve 17.6’e gore M nin sayilabilir bir tabam vardir; di-
yelim (V},)pen. Carpim topolojisinin tamimina bakildiginda, her ) # U C M
acik kiimesi icin,

Xo(U)={x € X : heru €U igin u, = 0}
kiimesinin sonlu oldugu goriilecektir. Demek ki,
U Xo(Va)
neN

kiimesi en fazla sayilabilir sonsuzluktadir. Simdi z € X \ J,,cyy Xo(Vp) ve
U={ueM:u, =0}

olsun. U agik bir kiime ama higbir V,,, U’nun bir altkiimesi olamaz. Bir celigki.
Teorem kanitlanmigtir. O

21.8 Y =R" Ozel Durumu
Bu altbolimde Y = R™ alacagiz. X ise herhangi bir kiime olacak. Bir f €
Fonk(X,R") i¢in,

1 £lloc = sup{|| ()] : z € X} € R=° U {oo}

tanimini yapalim. Her z € X igin,

1 @) < [1f oo
esitsizligi gecerlidir. Ayrica || f|~,
[f ()] < M

esitsizliginin her z € X icin saglandigi en kiigiik M € R=" U {co} elemanidur.
X’ten R™’ye giden f ve g fonksiyonlar: icin,

doo(f, 9) = sup{d(f(z),g(x)) : v € X}
=sup{[f(z) —g(@)[| : 2 € X} = [|f = glloo

olur. Ayrica eger 0, sabit 0 fonksiyonunu simgeliyorsa || f||coc = doo(f,0) olur.
Su sonucun kaniti ¢cok kolaydir:

Teorem 21.13. Her f,g € Fonk(X,R"™) ve her r € R igin, su dnermeler
dogrudur.

i. ||fllec =0 ve f =0 egitliklerinden biri dogruysa digeri de dogrudur.

i (|7 flloc = Ir[ - [[f]loo-

il [|f 4 glloo < Iflloc + llglloe-

iv. Egern =1 ise || f - gllc < [[flloc - lglloc-
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Kanit: Ilk iki 6nerme, tammdan dolay1 bariz; aslinda tigiinciisii de:

1 + glloo = supf|f () + g(2)]| : 2 € X}
<sup{[|f(@)| + [lg()]| - v € X}
<sup{[[f(2)]| : € X} +sup{[lg(z)| : € X}
= [[flloo + [gllco-
Son egitsizligi okura aligtirma olarak birakiyoruz. (iv'te esitligin olmayabi-
lecegini gosterin.) O
Bu 06zel durumda, diizgiin yakinsaklik toplama ve sabit bir sayiyla carp-

mayla uyumludur:

Teorem 21.14. X bir kiime olsun. (fn)n ve (gn)n, X ‘ten R’ye giden fonksi-
yonlar dizisi ve r € R olsun. Eger

lim f, = f ve lim g, =g
n—oo n—oo
ise, (fn + gn)n ve (7 fn)n fonksiyon dizileri de dizgin yakinsarlar ve

lm (fo + gn) = f+g ve lim rf, Zrf
n—od n—oo
olur.

Kanit: Birinci esitligin kanit1 tamamen,

1(fr 4 9n) = (f + 9)lloc = [I(fr = £) + (gn = Dlloo < fn = flloo + [lgn = glloo

esitsizligine dayanr ve Sandvic Teoremi sayesinde hemen cikar. Ikincisini okura
birakiyoruz. O

Ornek 21.18. Carpma ic¢in yukardakine benzer sonu¢ dogru degildir. Hemen bir 6rnek
verelim. X = R olsun.

fn(@) =1/n ve gn(z) = g(z) =2
olsun. O zaman

lim f, Z0ve lim g, =g
n— o0 n— o0

olur. Teorem 21.3 ve 21.2’ye gore
lim fngn Z0
n—oo

olur elbette ama
lim fngn =0
n—oo

olmaz (Ornek 11.16).

Eger Y = R ise, />°(X,Y) yerine ¢>°(X) yazilir.

Sonug 21.15. Fonk(X) ve £*°(X) birer cebirdir. Yani f ve g bu kiimelerdeyse
ver € Rise, f+g, f-g verf de bu kimededirler. Ayrica d metrigine gore
tamdirlar.

Kanit: Teorem 21.6 ve 21.5’ten cikar. U
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Sonug 21.16. Eger A < Fonk(X) bir altcebirse, yani her f, g € A ver € R
icin, f+g, f-gverf de A’dalarsa, o zaman A’nan topolojik kapanisi A da
bir altcebirdir. Ayrica eger A < 1°(X) ise A < °°(X) olur. O



22. Stone-Weierstrass Teoremi

Bolim 21’de bir metrik uzayda deger alan fonksiyonlarin iki tirli limitini
gordiik: noktasal ve diizgiin limit. Her iki kavram da oldukca dogal bigimde
tanimlanmaisti.

Bu boliimde noktasal yakinsakliktan ¢ok daha giiglii bir kavram olan diiz-
giin yakinsaklik kavramiyla daha yakindan ilgilenecegiz. Kanitlayacagimiz te-
oremin en 6nemli uygulamalarindan birini gitlatahm: [a, b] kapali arahig tize-
rine tanimlanmig her siirekli fonksiyon, polinomlardan (aslinda polinomiyal
fonksiyonlardan demek lazim) olusan bir dizinin diizgiin limitidir. Bir bagka
deyisle siirekli fonksiyonlarin yaklagik degerlerini, miinasip polinomlarin de-
gerlerini hesaplayarak bulabiliriz. Wezerstrass Yogunluk Teoremzt denilen
bu sonucun benzerlerine aslinda okur bir nebze asgina olmali. Ornegin, exp

fonksiyonu,
1 2 23 x"
+.’B+§+§+"'+H

polinomlarinin her kapal ve sinirh aralik tizerinde diizgiin limitidir [N4]. Aym
sey, sin ve cos fonksiyonlar igin de gecerlidir:

) ] ZL‘3 $5 N x2n+1

Sl”-i%(f”—y*a"“”‘l) M)
) 1:2 {L’4 " 1,271,

cosr =i (1= + =+ "

egitlikleri (sin ve cos fonksiyonlarinmin tanimindan dolay1) gegerlidir ve limitler
her kapali ve simirli arahk tizerinde diizgiindiir. (Bkz. [N5].

Taylor serilerini bilen okur da bu fikirle aginadir. Ama bir fonksiyonun
Taylor serisi olmasi i¢in, fonksiyonun sonsuz kez tiirevlenebilir olmasi gerekir ki
bircok stirekli fonksiyon tek bir kez bile tiirevlenemez. Ayrica fonksiyon sonsuz
kez tiirevlenebilir oldugu zaman bile fonksiyonun Taylor serisi fonksiyona esit
olmayabilir. Ornegin = +— /z fonksiyonu [0, 1] iizerine siireklidir ama 0’da
tlirevi yoktur, 6te yandan bu fonksiyon Weierstrass Yogunlagma Teoremi’ne
gore polinomlarin diizglin limitidir, nitekim [N5]’te (bkz. Dini Teoremi ve Bir
uygulamas: baghikl boliim) /z’e [0, 1] iistiinde diizgiin yakimsayan polinomlar
gordiik.
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Yukardaki tartigmadan da anlagilacagi lizere son derece genel bir teorem
sozkonusu. Nitekim bu bolimde genellestirecegimiz agagidaki teoremi [N5]’te
kanitlamigtik.

Olgu 22.1 (Weierstrass, 1885). [a, b] kapale araliginda tanvmlanmas her sirekli
fonksiyona polinomiyal fonksiyonlarla dizgin yakinsanabilir; yani eger

f:la,b] = R
strekli bir fonksiyonsa ve € > 0 ise, 6yle bir P polinomu vardur ki
If = Plloo <€

olur. Bir baska deyisle, polinomiyal fonksiyonlar kimesi (C([a,b]), ds) metrik
uzaynda yogundur.

Bu arada C([a,b])'nin [a,b] iizerine tammh siirekli fonksiyonlar kiimesi
oldugunu animsatiriz. Bu bir cebirdir, yani f ve g stirekli fonksiyonlarsa ve
r € Rise, f+ g, fg ve rf de siireklidirler. Polinomiyal fonksiyonlar kiimesi
C([a,b])’nin bir altcebiridir.

Eger [a,b] yerine herhangi bir X topolojik uzay1 alirsak, C'(X) gene bir
cebir olur. Ayrica

d(f,g9) = min{l,d(f,9)}

olarak tamimlanan d, C'(X) tizerine bir metriktir ve bu metrikle C'(X) bir tam
metrik uzay olur. Biitiin bunlar1 ge¢miste gormiistiik.

1937 yilinda, Stone, Weierstrass Teoremi’ni, [a,b] aralig1 yerine herhangi
bir tikiz ve Hausdorff topolojik uzay1 ve polinomlardan olusan altcebir yerine
baz1 6zel altcebirler alarak genellestirmigtir. Stone-Weierstrass adiyla bilinen
bu teoremi aciklamak icin biraz terminoloji gelistirelim.

A < C(X) bir altcebir olsun. Eger her x € X i¢in, z’te 0 degeri almayan
bir f € A varsa (Ornegin sabit 1 fonksiyonu A’daysa), “A, X’in higbir nok-
tasinda stfirlanmaz” denir. Eger her  # y € X igin, f(z) # f(y) esitsizligini
saglayan bir f € A varsa, A'nin noktalart aywrdige soylenir. Ornegin eger
X =R ise, polinomiyal fonksiyonlardan olusan cebir noktalar: ayirir.

Teorem 22.2 (Stone-Weierstrass, 1937). K tikiz ve Hausdorff bir uzay olsun.
A < C(K) noktalar: aywran ve X 'in hicbir noktasinda sifirlanmayan bir altce-
birse', o zaman A, C(K)’da (dizgiin metrik i¢in) yogundur.

Kanit: A = C(K) esitligini kanitlamamiz lazim. A bir cebir oldugundan A
da bir cebirdir. A noktalar1 ayirdigindan ve X’in hicbir noktasinda sifirlanma-
digindan, A da bu iki ézellige sahiptir. (Ciinkii A C A.) Dolayisiyla A yerine
A alip Amin kapali oldugunu varsayabiliriz.

f + K — R herhangi bir siirekli fonksiyon olsun.

Yani toplama, carpma ve bir skalerle (vani bir gergel sayiyla) carpma altinda kapaliysa.
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Sav 1. Eger f € A ise, |f| € A olur.
Kanit: € > 0 herhangi bir say1 olsun. f(K) tikiz oldugundan, f(K) smurhdir.

f(K) € (=B, B)

olsun. [N5)'in Dini Teoremi ve Bir Uygulamasi adli bolimiiniin 2'nci notuna
gore Oyle bir ¢ polinomu vardir ki, her ¢t € (—1,1) igin,

It —a(t)| <¢/B
olur. Demek ki her t € f(K) i¢in
|It/B| —q(t/B)| < ¢/B

olur. Ayrica aym referansin 1’inci notuna gére ¢ polinomunu ¢(0) = 0 olacak
bigimde, yani sabit terimi 0 olacak bigimde segebiliriz. A bir cebir oldugundan,
bundan da go f € A cikar.

p(t) = B - q(t/B) olsun. O zaman her ¢t € f(K) igin

It = p(t)] < e

olur. Ve gene po f € A olur. Her x € K igin,

| (@) = p(f(2))] <€

oldugundan, |f|’'ye A’'nin elemanlar tarafindan istedigimiz kadar yaklagabildi-
gimizi anlariz. A kapal oldugundan, bundan |f| € A gikar. O

Sav 2. Eger f, g € A ise,

(f Vg)(x) = max{f(z),g(x)} ve (f Ag)(x) = min{f(z),g(z)}

tarafindan tanimlanmas fV g ve f A g fonksiyonlar, A’dadur.
Kanit: Bu sonug, belki biraz sagirtict ama kaniti ¢ok kolay olan

fvg = L(f+g+1f-9),
fAg = S(f+9-1f—4

esitliklerinden cikar. O

Sav 3. u, v € K ki farkls eleman olsun. a, b € R olsun. O zaman oyle bir

f € A vardwr ki,
F(u) = ve f(v) = b

olur.
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Kanit: A {izerine varsayima gore, dyle bir g € A vardir ki g(u) # g(v) olur.
Ayrica Oyle h, k € A vardir ki h(u) # 0, k(v) # 0 olur.
o) = J@h(@) —g(h(z) | g(@)k(z) — g(u)k(z)
T =gt gt " k) o(0) - gfw)

olarak tanmimlanmig fonksiyon igimizi goriir. O

Sav 4. f € C(K), € > 0 ve a € K rastgele olsunlar. O zaman dyle bir g € A
varder ki, hem g(a) = f(a) hem de her x € K i¢in f(z) < g(x) + € olur.
Kanit: b € K olsun. Sav 3’e gore Oyle bir g, € A vardir ki,

go(b) = f(b) ve gy(a) = f(a)

olur. gy siirekli oldugundan, f — g, de siireklidir, dolayisiyla b’yi iceren Oyle bir
Uy acik kiimesi vardir ki, her = € [}, icin

gp(@) > fz) —€
olur. (Up)per, K'min agik bir ortiisidir. K tikiz oldugundan, sonlu sayida
bi,..., b, € K i¢in
K=Uy U...UUy,
olur.
g = max{ng cee )gbk} = 0gb; V... \/gbk

olsun. Sav 2’ye gore g € A olur. g’nin istenen 6zellikleri oldugu barizdir. [

Finale: f € C(K) ve € > 0 olsun. Sav 4’e gore, her a € K igin, 6yle bir g, € A
vardir ki, hem g,(a) = f(a) hem de her x € K i¢in

f(z) < galz) + €
olur. g, siirekli oldugundan, a’y1 iceren 6yle bir J, acik araligi vardir ki her
x € J, i¢in,

ga(z) < f(z)+€
olur. (Jy)eer, K'nin acik bir ortisiidiir. K tikiz oldugundan, sonlu sayida
ai,...,ap € K igin

K=J, U...UJg,
olur.
h=min{ga,, .-, 9a,} = Gas N --- A Ga,

olsun. Sav 2’ye gore h € A olur. h'nin istenen Ozellikleri oldugu barizdir.
Elbette hem

flz) <h(z)+e
hem de

h(z) < f(z)+e

olur. Yani ||h — f||sc < € olur. Stone-Weierstrass Teoremi kanitlanmigtir. O



23. Arzela ve Ascoli

Teoremleri

23.1 Giris

Bir topolojik uzayn tikiz altkiimelerini betimlemek topolojinin ve fonksiyo-
nel analizin en 6nemli ugraglarindan biridir. Ornegin meshur Heine-Borel Te-
oremi (Teorem 16.12) R’nin ve hatta R™’'nin tikiz altkiimelerini kapali ve sinirh
altkiimeler olarak betimler. Bu boéliimde tikiz bir X kiimesi igin, X’ten R"
Oklid uzayma giden siirekli fonksiyonlar kiimesi C'(X)’in tikiz altkiimelerini
betimleyecegiz. Bu teorem matematik literatiirinde Ascoli Teoremsi olarak
bilinir ve differansiyel denklemlerden fonksiyonel analize kadar ¢ok genig bir
alanda uygulamalar: bulunur.
Bir sonraki paragrafta tanimlar1 gbzden gecirecegiz.

C(X,Y) Metrik Uzay1. X tikiz bir topolojik uzay ve (Y, d) bir metrik uzay:
olsun. C'(X,Y), X’ten Y’ye giden siirekli fonksiyonlar kiimesini simgelesin.

Tikiz kiimelerin siirekli fonksiyonlar altinda imgeleri tikiz oldugundan (Te-
orem 16.2), her f € C(X,Y) igin f(X) tikizdir, dolayisiyla kapali ve simirhdir
(Teorem 16.10). (Demek ki C(X,Y) C ¢>°(X,Y) olur.) Ayni nedenlerden,
eger g € C(X,Y) ise, x — d(f(x),g(x)) kuraliyla belirlenen X’ten R’ye giden
stirekli fonksiyonun imgesi de kapali ve sinirlidir. Demek ki

sup{d(f(x),g(z)) 1z € X} < 0.

olur, yani R'nin bir elemanidir. Bu sayiy1 gegmiste d(f, g) olarak gostermis-
tik:

doo(f,9) = sup{d(f(z),g(x)) : v € X}.
Aslinda doo(f, g)'nin taniminda sup yerine max da yazabilirdik ¢iinkii siirekli

gergel degerli fonksiyonlar tikiz kiimeler iizerine ug degerlerini alirlar (Sonug
16.13).
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(C(X,Y),do) bir metrik uzaydir. Bu metrik uzayda yakisamaya diizgiin
yakinsaklik denir. Y = R™ (Oklid uzay1) oldugunda,

oo(f>9) = IIf = glloc = sup{[|f(z) — g(x)| : x € X}

oldugunu amimsayalim. Eger (Y, d) bir tam metrik uzaysa, 6rnegin ¥ = R"
Oklid uzayiysa, (C(X,Y), ds) metrik uzay1 da tamdir (Sonug 21.10).

Bu béliimde amacimiz C(X,R") tam metrik uzaymn tikiz altkiimelerini
tikiz olmayan altkiimelerinden kolayca ayristiracak kogullar bulmak, yani tikiz
altkiimeleri betimlemek.

Kapalilik ve Sinirhilik Tikizlik igin Yeterli Degil. Elbette tikiz kiimeler
kapali ve siirhi olmalilar. R™’de tikizlik igin yeterli olan bu iki kogul (Heine-
Borel Teoremi), birgok topolojik uzayda yeterli degildir, 6rnegin eger X son-
suzsa C'(X,R"™) durumunda yeterli degildir (X’in sonlu oldugu durum i¢in bkz.
Aligtirma 23.6). Hemen bu yetersizlige bir 6rnek verelim.

Ornek 23.1. X = [0,1] olsun. n > 2 igin f, grafigi asagidaki gibi olan fonksiyon olsun.

A

0f 1 1 1 1

n+lnn-1

Elbette f, € C(]0,1],R) (¢iinkii 6yle tamimlanmgtir). Belli ki (f,)» dizisi noktasal olarak
sabit 0 fonksiyonuna yakinsar ama bu yakinsama diizgiin degildir ¢iinkii grafiklerden de
goriilecegi lizere her n igin

[fallo =1
olur. Dizi diizgiin yakinsamadig1 gibi, dizinin diizgiin yakinsak bir altdizisi de yoktur ¢iin-
kii her n # m igin

1o = Fnllow = 1

olur. Simdi
K={fn:n>2}

olsun. K elbette sinirli bir kiimedir. Ayrica, yigilma noktas: olmadigindan kapali bir kiime-
dir (Teorem 8.10). Ama bir énceki paragrafa gore f,’lerin arasindaki mesafe 1’in altina
girmediginden, K dizisel tikiz degildir, demek ki tikiz da degildir (Teorem 17.2).
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23.2 Smirhhik
Bir sonraki 6nsavla problemimize yeni bir boyut katacagiz.

Onsav 23.1. X tikiz bir topolojik uzay olsun. Eger K C C(X,R™) sunarly bir
altkiimeyse, o zaman

KX)={f(z): feK,x€ X}
kiimesi, R™ 'nin tikiz bir Y altkumesinin altkimesidir. Dolayisiyla
K CC(X,)Y)
olur.
Kanit: K’dan bir fy elemani secelim. Varsayima gore, her f € K igin
If = folloo < M

esitsizligini saglayan bir M sayis1 vardir. Ote yandan X tikiz oldugundan,
fo(X) de tikizdir, dolayisiyla simirlidir. Demek ki bir A sayisi igin

fo(X) € B(T, 4)
olur. Simdi eger z € X ise,
Lf @) = (f(z) = fo(z)) + fo(@)|| < [If(x) = folx)l| + [ folx)| < M + A
olur ve bu esitsizlik her f € K icin gecerlidir. Demek ki her f € K igin
£(X) € B(0, M + A).

Simdi Y = E(ﬁ, M + A), bu yuvarin kapanigi olsun. Heine-Borel Teoremi’ne
gore Y tikizdir ve K(X) CY olur. O

Bu 6nsava gore, problemimizi C'(X,R™)’den, R"nin tikiz bir Y altkiimesi
icin, C(X,Y’) topolojik uzayma tasiyabiliriz. Simdi C'(X,Y") uzayinda tiimden
simirliligin ne anlama geldigini anlamaya caligalim.

23.3 Timden Sinirhilik ve Egsiireklilik

Her € > 0 igin sonlu sayida e yaricapli yuvarlarla kaplanabilen bir metrik
uzaya tumden swnarly adi verildigini animsatalim. Elbette her tikiz metrik
uzay tiimden sinirhidir. Ama bir metrik uzayin tiimden sinirli olmas tikizliga
yetmeyebilir, érnegin (0,1) aralig: tiimden simirhdir ama tikiz degidir. Ote
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yandan bir tam metrik uzayinin kapal bir altkiimesi i¢in tiimden siirhilikla
tikizhik ayni seydir (Teorem 17.12). Demek ki eger X herhangi bir topolojik
uzay ve Y bir tam metrik uzaysa, o zaman C(X, Y )’nin tikiz altkiimeleri aynen
kapali ve tiimden simirh altkiimeleridir. Ama problemimizin ¢oziimiinii boyle
sunmak bir¢ok agidan dogru degil. Problemin daha kabul edilir ve kullanigh
¢oziimiinii bulacagiz. Bunun i¢in C(X,Y) uzaymnda tiimden smirlihgin bir
bagka ifadesini bulmaya calisacagiz ve eger Y tlimden sinirhi bir metrik uzaysa
bagariya ulagsacagiz.

X bir topolojik uzay ve (Y, d) bir metrik uzay olsun. Rastgele bir zy € X
noktasi sabitleyelim. f € C(X,Y) olsun. f fonksiyonu xy noktasinda siirekli
oldugundan, her € > 0 i¢in, 6yle bir zg € Uy € X acik kiimesi vardir ki, her
x € Uy icin

d(f (@), F(w0)) < e
olur.

Yukardaki Uy acik kiimesi f’ye gore degisir elbette. Ote yandan bu 6zelligi
sonlu sayida fi,..., fr, € C(X,Y) fonksiyonuna genellegtirebiliriz; nitekim

Uty =Up 0.0 Uy,

ise, Uy,,....r, € X altkiimesi z¢"1 iceren acik bir kiimedir ve her x € Uy, ¢,
icin

d(fi(z), fi(z0)) <€
olur. Dolayisiyla eger bir f € C(X,Y) fonksiyonunun bu f;’lerden birine d-
mesafesi e’dan kiigiikse, her z € X i¢in,

d(f(x), f(z0)) < d(f(z), fi(z)) + d(fi(z), fi(zo)) + d(fi(x0), f(x0)) < 3e

olur.

Simdi F C C(X,Y) tiimden smirh bir altkiime olsun ve bir € > 0 segelim.
Yukarda e ile yaptiklarimizi €/3 ile yapalim. Once F'’yi €/3 yaricaph sonlu
sayida yuvarla kaplayalim:

F C B(f1,¢/3)U...UB(fn,€/3)
olsun. Her 2 = 1,...,n icin,
z € Uy = d(fi(z), fi(zo)) <e€/3
onermesini saglayan ve xg’1 igeren bir U; acik kiimesi bulalim.
U=Uin...n0,

olsun. O zaman U, z¢’1 igeren agik bir kiimedir ve her f € F ve x € U igin,
(eger f € B(fl? 6/3) ise)v

d(f(x), f(zo)) < d(f(x), fi(z)) + d(fi(z), fi(zo)) + d(fi(x0), f(x0)) <€
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olur. Goruldugii gibi tek bir U altkiimesi F'nin tiim f elemanlar igin xy’da
surekliligi ifade etmeye yetiyor. Buna egstreklilik denir.

Essiireklilik. X bir topolojik uzay, (Y, d) bir metrik uzay ve F C C(X,Y)
olsun. Bir g € X noktasi sabitleyelim. Eger her ¢ > 0 igin

VieF(xelU=d(f(x), f(xo)) <€)

onermesinin saglandigi bir xg € U C X acik kiimesi varsa, F’ye zq’da essti-
rekli denir. Eger F her zg’da essiirekliyse, o zaman F’ye egstirekli' denir.
Bir onceki paragrafta agsagidaki 6nsavi kanitladik.

Onsav 23.2. X bir topolojik uzay, (Y,d) bir metrik uzay ve F C C(X,Y)
olsun. Eger F timden sinirlysa essureklidir. O

Ornekler

23.2. Sonlu sayida siirekli fonksiyondan olusan her kiime egsiireklidir.
23.3. fn :[0,1] — R fonksiyonu f,(z) = 2" kuralyla tanimlanmis olsun. O zaman

{fn :n €N}

kiimesi 1 noktasinda egsiirekli degildir. Nitekim U, 1’i igeren herhangi bir acik kiime
olsun. § > 0 sayisi ¢ = 1 — d € U olacak bicimde segilsin. O zaman yeterince biiyiik n
icin,

[fu(z) = fu()] =1—=(1-0)" >1/2

olur.

Hipotezlerini biraz giiclendirsek, bu énsavin ters istikametlisini elde edebi-
liriz:

Onsav 23.3. X tikz bir topolojik uzay, (Y,d) timden sinirly bir metrik uzay
ve F C C(X,Y) olsun. Eger F esstirekliyse timden sinirhdur.

Kanit: € > 0 verilmis olsun. F’yi € yaricaph yuvarlarla kaplayacagiz.
Her zp € X icin F'nin essiirekliligine €/3 igin sahitlik yapan bir zg € Uy, C
X acik kiimesi vardir: Her f € F ve her z € Uy, i¢in

d(f(x), f(zo)) <€/3

olur. X tikiz oldugundan, X'i bu Uy, agik kiimelerinin sonlu tanesiyle kapla-
yabiliriz. Diyelim U, ..., U, acik kiimeleriyle kapladik. Demek ki

1.Her i =1,...,ni¢in x; € Uy,,

2. X=U,,U...UlU,,.

3. Her f € F i¢in x € Uy, ise d(f(z), f(zi)) < €/3.

ngilizcesi equicontinuous.
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Y tiimden simirh oldugundan, Y’yi de c¢ap: en fazla €/3 olan Vi,...,V;,
acik kiimeleriyle kaplayabiliriz.
f € Folsun. Her i = 1,...,n icin, f(x;) elemam V; acik kiimelerin birin-
dedir. Eger bir
a:{l,...,n} — {1,...,m}

fonksiyonu igin,
(1) Vi f(xi) € Vo

igindeligini saglayan bir f € F fonksiyonu varsa, a’ya giizel diyelim ve her
giizel «v igin (1)1 saglayan bir f, € F fonksiyonu sabitleyelim. Demek ki

(2) V1 fa($i) S Va(z‘)~

F’nin giizel o’lar i¢in By (fa, €) yuvarlariyla ortildiigiini iddia ediyorum
ve hemen kanithiyorum.

Rastgele bir f € F alalim. (1)’i saglayan bir giizel « segelim. x € X rastgele
olsun. Diyelim = € Uy,. O zaman, f(x;), fo(7i) € V, () olur ve béylece

d(f(z), fa(z)) < d(f(2), f(2:)) + d(f (@), fa(@i)) + d(fa(@i), falz)) <€
elde ederiz. Il

Son iki 6nsavdan su sonug elde edilir:

Sonug 23.4. X tikiz bir topolojik uzay ve (Y,d) timden swnarle bir metrik
uzaysa C(X,Y) 'nin altkimeleri i¢in egstreklilik ve timden sinirlk esanlamls-
dar. O

23.4 Arzela ve Ascoli Teoremleri

Yukarda yaptiklarimizin iirtiniinii toplamaya baslayalim.

Sonug 23.5 (Arzeld). X tikiz topolojik bir uzay olsun. Her n € N i¢in f, €
C(X,R™) olsun ve (fn)n dizisinin (yani fy, lerden olusan kimenin) sinurlh
ve egsurekli oldugunu varsayalim. O zaman bu dizinin diuzgin yokinsak bir
altdizist vardur.

Kamt: Onsav 23.1%e gére tikiz bir Y C R kiimesi icin her f,nin C'(X,Y)’de
oldugunu varsayabiliriz. Onsav 23.3%¢ gére (fn)n dizisi timden simrhdir. Bir
metrik uzayda, tiimden siirl bir kiilmenin kapanigi da tiimden sinirlidir ((")n—
sav 17.10). Dolaysiyla (f,), dizisinin kapanigi olan F kiimesi tiimden sinir-
hdir. C(X,Y) tam bir metrik uzay oldugundan F tikizdir (Teorem 17.12),
dolayisiyla dizisel tikizdir (Teorem 17.7). Demek ki (f,), dizisinin yakinsak
bir altdizisi vardir. g
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Ornekler

23.4. (fn)n dizisi, kapali ve sinirh bir I araligindan R’ye giden tiirevlenebilir fonksiyonlardan
olugsun. Ayrica (f,,)n dizisi diizgiin sinirhi olsun, yani bir M ve her n igin ||f;||cc < M
olsun. O zaman Ortalama Deger Teoremi’'ne [N6] gore, her f,, ve her z,zo € I igin

|[fn(®) = fa(wo)| < Mz — o

olur. Demek ki € > 0 verilmigse, 6 = ¢/M sayisinin egsiirekliligi sagladigim goriiriiz:
|z — mo| < 0 ise |fn(z) — fn(zo)| < € olur. Arzela Teoremi’nden dolayi (f,)n dizisinin
diizgiin yakinsak bir altdizisi vardir.

23.5. Yukardaki 6rnegi kolaylikla genellestirebiliriz. Her f,, ayni M sabiti i¢in Lipschitz siirekli
olsun, yani 6yle bir M sabiti olsun ki, her n ve her z,y € I igin,

[fn(x) = fa(y)| < M|z —y|

olsun. O zaman (fn)n dizisinin diizgiin yakinsak bir altdizisi vardir.

Simdi de meghur Ascoli Teoremi’ni kanitlayalim.

Sonug 23.6 (Ascoli). X tikiz bir topolojik uzay olsun. C(X,R™) metrik uza-
yan bir altkimesinin tikiz olmast i¢in altkimenin kapal, sinirly ve essurekls
olmasy yeter ve gerek kosuldur.

Kamt: F C C(X,R") tikiz olsun. Metrik uzaym her tikiz altkiimesi gibi F
sinirli ve kapalidir. Onsav 23.1%e gore, tikiz bir Y C R” i¢in, F C C(X,Y)
olur. Her tikiz metrik uzay gibi F tiimden simrhdir. Demek ki Onsav 23.4%
gore F egsiireklidir.

Simdi F C C(X,R") kapal, siurh ve essiirekli olsun. Onsav 23.1%e gére,
tikiz bir Y C R icin, F C C(X,Y) olur. Demek ki Onsav 23.4’%¢ gore F
tiimden simirhdir. Ama C(X,Y') tam bir metrik uzayidir ve tam metrik uzay-
larda tikiz altkiimeler aynen kapal ve tiimden simirh altkiimelerdir (Teorem
17.12). Teorem kanitlanmistir. 0

Alstirma 23.6. Eger X = {1,2,...,n} ise ve ayrik topolojiyle donatilmis ise, C'(X,R)’yi
R"™ olarak gorebiliriz. C'(X,R)’nin her sinirh altkiimesinin egsiirekli oldugunu kanitlaym. X
tikiz oldugundan, Arzeld Teoremi R™ icin bir gey sOylemektedir, bu gey de aynen Bolzano-
Weierstrass Teoremi’dir: R™'nin her sinirli dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir [N4]. Ascoli
Teoremi ise Heine-Borel Teoremini vermektedir: R™’nin tikiz kiimeleri aynen sinirh ve kapal
altkiimeleridir.

Arzela Teoremi’nin Metrik Uzaylarda Bir Baska Kanit:

Arzela Teoremi’nin, X bir metrik uzay oldugunda, kanitlama yontemi aci-
sindan ilging ve son derece zenginlestirici olan bir bagka kanitin1 sunacagiz.

Birinci Adim. Twkiz bir metrik uzay ayristirdabilir bir uzaydir, yani X ’in
yogun ve sayilabilir bir S altkimes: vardur.
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Kanit: Her n > 1 tamsayisi igin X metrik uzaymm (B(z,1/n)).ex agk or-
tlsiini alalim. Bu acgik ortiiniin sonlu bir altortiisiinii segelim ve bu altoltii-
niin yuvarlarmin merkezlerinden olusan kiimeye S, diyelim ve S = |J,,~1 Sn
olsun. S elbette sayilabilir bir kiimedir. Simdi S’nin X’te yogun oldugunu
kanitlayalim. z € X ve € > 0 olsun. B(x,¢€) ile S’nin kesistigini géstermemiz
lazim. Her n > 1 i¢in « € B(sy, 1/n) igindeligini saglayan bir s,, € S,, vardir.
Demek ki s, € B(z,1/n). Dolayisiyla n’yi 1/n < € olacak bicimde segersek,
sp € B(z,1/n) C B(x,¢€) olur. O

ikinci Adim. (f,), dizisinin S idizerinde noktasal yakinsayan bir altdizisi
vardar.

Kanit: S’nin elemanlarimi (sy), olarak bir dizi halinde yazalim. O zaman
(fn(s0))n dizisi simirhidir. Demek ki yakinsak bir altdizisi vardir. Bu altdiziyi
(fon(s0))n olarak gosterelim. Demek ki (fo ) dizisi so’da yakinsiyor. Simdi
(fon(s1))n dizisine bakalim. Bu dizi de sinirhdir. Demek ki yakinsak bir alt-
dizisi vardir. Diyelim (f1,(s1))n. Simdi (f1,n)n dizisi hem so’da hem de s;’de
yakinsaktir. Bu prosediire boyle devam edelim. ()yle

(fO,n)n 2 (fl,n)n 2 e 2 (fk,n)n 2 .

diziler dizisi buluruz ki, her k icin

(fren(50))ns - - (fen(sk))n

dizileri yakinsaktir. Simdi
(fn,n)n

dizisine bakalim. Bu dizinin her x; noktasinda yakinsak oldugunu iddia edi-
yoruz. k € N olsun. O zaman (fy, »(2g))n dizisinin kuyrugu olan (fy, »(zx))n>k
dizisi, (fkn(zk))n>k dizisinin bir altdizisidir ve bu son dizi de yakinsaktir.
Demek ki (fyn(zk))n dizisi yakinsaktir. O

Ugiincii Adim. Yukarda buldugumuz (fnn)n altdizisine (gp)y diyelim. Bu
dizinin diizgiin yakinsak oldugunu kanitlayacagiz. e > 0 olsun.
Esstirekliligi kullanarak, her n ve her x,y € X icin

(3) d(z,y) <0 = |lgn(z) —gn(W)ll < €/3

onermesini saglayan bir § > 0 bulalim.

Ardindan 1/M < 9§ esitsizligini saglayan bir M dogal sayis: segelim. Birinci
adimda segtigimiz Sj;’yi amimsaym. X'in her noktas1 Sy, 'nin (sonlu sayidaki)
noktalarindan birine olan uzakhigi 1/M’den dolayisiyla §’dan kiigtiktiir.

(gn)n dizisi S’nin, dolayisiyla Sy, 'nin her noktasinda yakinsak oldugundan,
her s € Sy icin, (gn($))n dizisi Cauchy’dir. Demek ki &yle bir N vardir ki, her
s € Syr ve her n,m > N igin,

lgn(s) — gm(s)ll < €/3



23.4. Arzela ve Ascoli Teoremleri 311

olur. (Burada Sj;’nin sonlu oldugunu kullandik.)

Simdi x € X rastgele secilmis olsun. d(z,s) < 1/M < § esitsizligini
saglayan bir s € Sy; vardir. Boyle bir s secelim. Demek ki (3)’ten dolayi
her n icin,

lgn(®) — gu(s) | < /3

olur.
Simdi biuitiin bunlar1 kale alarak hesaplayalim: Eger n,m > N ise,

lgn(2) = gm ()| < llgn(x) = gn($)I] + llgn(s) = gm ()] + llgm(s) — gm(x)[| <€
olur. Bu hesabin sonucu olan
lgn (@) — gm(2)|| <€
her z € X igin gecerli oldugundan, her n,m > N icin
lgn = gmlloo <€

olur, yani (gp)y dizisi diizgin Cauchy’dir. C(X,R™) metrik uzay: tam oldu-
gundan, bundan da (gy,), dizisinin yakisak oldugu ¢ikar. O






24. Urysohn Onsavi ve Tietze
Genisleme Teoremi

Urysohn Onsavi, bircok uygulamalari olan 6nemli bir sonuctur. Kabaca, bazi
basit ozellikleri olan bir topolojik uzayda (normal bir uzayda), 6rnegin bir
metrik uzayda, birbirinden ayrik iki kapali altkiimenin siirekli bir fonksiyonla
“ayrigtirilabilecegini” soyler.

Onsavin sadece kendisi degil, kanit1 da ilgingtir, topolojide bugiine dek
gordiigiimiiz kanitlara pek benzemez.

24.1 Normal Uzaylar

X, T1 bir topolojik uzay olsun, yani tek bir noktadan olusan altkiimelerin
kapali oldugu bir topolojik uzay olsun. Eger her ayrik A ve B kapali altkiimesi
icin,

ACU,BCVveUNV =0
iligkilerini saglayan U ve V acik altkiimeleri varsa, X’e normal uzay denir.
Bu durumda “U ve V acik altkiimeleri A ve B’yi ayrigtirir” jargonu kullanilir.

Birazdan yazip kamtlayacagimiz Urysohn Onsavi, normal uzaylarda, kapali
ayrik kiimeleri - birazdan tanimlayacagimiz anlamiyla - siirekli fonksiyonlarla
da “ayrigtirabilecegimizi”, yani agik kiimelerle ayrigtirabiliyorsak, stirekli fonk-
siyonlarla da ayristirabilecegimizi soyler.

Eger 1’den fazla nokta varsa en kaba topolojiyle donatilmig uzay normal
degildir, ¢linkii tek noktadan olusan altkiimeler kapali degildir. Dikkat edilirse,
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normal uzaylarin zorunlu olarak Hausdorff olduklar: goriilecektir. Sonlu tiimle-
yenler topolojisiyle donatilmig sonsuz bir kiime de normal degildir, ¢linkii bu
topolojide tek noktadan olugan kiimeler kapali da olsa, bog olmayan iki agik
altkiime zorunlu olarak kesisir, yani topoloji Hausdorff bile degildir. Ote yan-
dan ayrik topolojiyle donatilmig bir kiime normaldir. Daha zor ve daha ilging
ornekler de var neyse ki: Metrik uzaylar (Teorem 14.10) ve tikiz Hausdorff
uzaylar1 (Teorem 16.4) normaldir.

Normallik oldukga nazik bir kavramdir: Normal bir uzayin altuzayi ya da
normal uzaylarin kartezyen garpimlar: normal olmayabilirler. (Bkz. agagidaki
aligtirma.)

Hausdorff olan ama normal olmayan bir topolojik uzay 6rnegi verelim:

Ornek 24.1. X =R ve A = {1,1/2,1/3,...} olsun. X tzerine her a, b € R igin
(a,b) ve (a,b) \ A

tiiriinden altkiimelerle iiretilen topolojiyi alalim. Bu topoloji Oklid topolojisinden daha zen-
gindir, dolayisiyla Hausdorff’tur. A altkiimesi Oklid topolojisinde kapali degildir ama bu to-
polojide kapalidir; nitekim, (—1,2) ve (—1,2)\ A altkiimeleri bu topolojide agik oldugundan,
A kiimesi bu topolojide kapalidir. Her ikisi de kapali olan {0} ve A altkiimelerini bu topolojide
agik kiimelerle ayrigtiramayiz ¢linkii A’y1 igeren her agik kiime, 01 igeren bir agik kiimeyle
(bos olmayan bir kiimede) kesismek zorundadir. Yani bu topolojik uzay Hausdorff’tur ama
normal degildir.

Alistirma 24.2. « bir ordinal olsun. « lizerine, 3,y € aU{co, —oco} igin (3, 7) araliklar: tara-
findan gerilen topolojiye stralama topolojisi adi verilir. o bu topolojiyle normal (dolayisiyla
Hausdorff) bir uzaydir. Simdi w1, ilk sayilamaz ordinal olsun [N3]. w1 X (w1 + 1) kiimesinin
carpim topolojisi altinda (Hausdorff’tur ama) normal olmadigini kanitlayimn.

24.2 Urysohn Onsawvi

Teorem 24.1 (Urysohn Onsavi). X, normal bir topolojik uzay olsun. ) # A
ve ) # B, X '’in birbirinden ayrik iki kapal altkimesi olsun. O zaman strekli

bir f: X —[0,1] fonksiyonu i¢in f(A) = {0} ve f(B) = {1} olur.
Kanita baglamadan once, teoremin sadece
AC fH0)ve BC f1(1)

icindeliklerini soyledigini, esitligin illa dogru olmak zorunda oldugunu soyle-
medigine dikkatinizi ¢ekeriz. Nitekim bu esitliklerin hicbir stirekli f fonksiyonu
i¢in dogru olmadig1 normal uzaylar vardir; gercekten de eger A = f~1(0) ise,
elbette

A= m f _1[07 7“)

T€Q>0
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olur ve A sayilabilir sayida agik kiimenin kesigimi, yani bir G5 kiimesi olmak
zorundadir (tamim i¢in bkz. sayfa 101), ama G4 kiimesi olmayan kapali kiime-
lerin oldugu normal uzaylar vardir.

Bir de suna dikkat edelim: Diyelim bd&yle bir f fonksiyonu var. O zaman
(0,1] araligindaki her p sayisi icin,

Up = f1([0.p)
tanimini yaparsak, U, acik bir kiime olur ve her 0 < p < ¢ <1 sayilar igin,
ACU,CU, CfH[0,p]) CU, S X\ B
olur. Urysohn Onsavi'nin kamit1 aynen bu fikri kullanir ama (elbette) énce U,

acik kiimelerini bulur ve f’yi daha sonra tanimlar.

Urysohn Onsavi’min Kamti:
Birinci Adim. [0, 1] araligindaki kesirli sayilar kiimesine P diyelim. P kiime-
sinin elemanlarini bir bigimde dogal sayilarla numaralandiralim:

P = {p()apl?p?a .- }

po = 0, p1 = 1 varsayimin yapabiliriz. Yapalim.
Her p € P icin, X'in Oyle U, acik altkimelerini tanimlayacagiz ki, her
p < ¢ i¢in
ACUCU,CU,CX\B

olacak. (Bkz. agagidaki sekil.)

Once Up ile Uy'i secelim. Geri kalan Uy, leri n lizerine tiimevarimla tanimla-
yacagiz.
Up=X\B

olsun. Uy ve V, sirasiyla A ve B’yi igeren ayrik agik kiimeler olsun. O zaman,
Uy C X\ V olur, ve X \ V kapali oldugundan,

Uy CX\VCX\B=U

olur. Boylece Uy ve U; istenen kosullar1 saglayacak bicimde secilmis oldu.
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Simdi diyelim n > 1 igin,
Upos Upys .- Up,

acik kiimeleri yukardaki kosullari saglayacak bicimde sectik. Bir “sonraki” ke-
sirli say1 olan p,41’i ele alalim. Kolaylik olsun diye,

Pny1 =T
yazalim. pg, p1,p2,...,Pn arasindan r’den bir 6nce gelen elemana p, bir sonra
gelen elemana ¢ diyelim:

p<r<agq.

Tiimevarim varsayimindan dolayi
ACUCU,CU,CX\B
icindelikleri dogrudur.
U, CUCU, CU,

igindelikleri saglayacak bir U, acik altkiimesi bulmak istiyoruz.
U, C U, oldugundan, U, ve U; kapali kiimeleri ayriktir. Demek ki sirasiyla
bunlar: iceren ayrik U, ve V agik kiimeleri vardir. O zaman,

U, CU. CX\V

olur, dolayisiyla
U, CX\VCX\U; =0,

olur. Boylece tiimevarim adimi da atilmig oldu ve diledigimiz U, agik altkiime-
lerini tanimladik.

ikinci Adim. ¢ € Q<0 igin U, = 0) ve ¢ € Q> icin U, = X tammim yaparak
yukarda yaptigimiz U, araliklarinin tanimini genigletelim. Hala daha her p < ¢
icin

igindelikleri dogrudur.

Ugiincii Adim. z € X ise, su tanimi yapalim:

Qx)={peQ:zelU,}.

0’dan kiigiik kesirli say1 barindirmadigindan @(z) alttan sinirhdir ve

inf Q(z)
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diye bir gergel say1 vardir. Ama Q(z) kiimesinde 1’den biiyiik tiim kesirli sayilar
vardir. Demek ki

inf Q(x) € [0,1].
Bu arada, eger z € A ise, Q(r) = Q2° oldugundan
inf Q(z) =0
ve eger = € B ise, Q(z) = Q! oldugundan
infQ(z) =1
olur. Anlagilan o ki fonksiyonumuzu bulduk:
f(@) = inf Q(a).

Is, f'nin gercekten siirekli oldugunu kamtlamaya kaldi.

f(U,) <10, 4]

Eger = € U, ise, her ¢ > p i¢in z € U, C U, ve q € Q(z) olur. Demek ki,

(p,00) NQ € Q(x)

ve f(z) < p olur. Yani

f(Up) € 10,p].
Benzer sekilde, eger ¢ U, ise f(z) > p olur. Yani,

f(Up) < [p.1].

Demek ki, p < q kesirli sayilar1 igin,

FUg\Typ) = fU,NT,°) C f(U) N FT,) € [0,4) N [p, 1] = [p. -
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Simdi @ € X herhangi bir nokta olsun. f(a)’y1 igeren herhangi bir U C R agik
kiimesi alalim. r ve s gergel sayilar: ve p ve q kesirli sayilar:

fla) € (p,q) C(r,s) CU

icindeliklerini saglayacak bigimde segilsin. O zaman, kolaylikla kanitlanabile-
cegi lizere,

a €U\ Up

ve
fUNTp) S pg) € (r,5) CU
olur. Demek ki f siireklidir. g

24.3 Tietze Genisleme Teoremi - Selcuk Demir

f:10,1] — R fonksiyonu f(x) = x formiiliiyle tanimlanmig olsun. Bu fonksi-
yonu R’ye stirekli olacak bigimde genisletebiliriz; bunun icin ayni kurali koru-
mak yeterli. Ote yandan, eger f : (0,1] — R fonksiyonu f(z) = 1/z kuraliyla
tanimlanmigsa, bu fonksiyonu R’ye siirekli bir bigimde genigletmenin imkani
yoktur, ¢linkii ne yaparsak yapalim 0’daki sorunu agamayiz. Ama ayni fonk-
siyonu R”Y kiimesine (aym formiille) siirekli olacak bicimde genigletebiliriz.
Birazdan gorecegimiz iizere bunu, (0, 1] kiimesinin R>? topolojik uzayinda ka-
pali olmasina borgluyuz.

Genel problemi goyle ifade edilebiliriz: X bir topolojik uzay olsun. A C X
ve f : A — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonu hangi kogullarda
X'ten R’ye giden siirekli bir fonksiyona genigletebiliriz?

Urysohn Onsavi’nin énemli sonuclarmdan biri, bu soruya biiyiik Sl¢iide
yanit veren Tietze Genigleme Teoremi’dir:

Teorem 24.2 (Tietze Genigleme Teoremil). Eger X normal bir uzaysa ve A,
X'in bir kapal altkiimesiyse, o zaman, A’dan R’nin (simrl ya da sinarsiz)
bir araligina giden strekli herhangi bir f fonksiyonu X ten ayni araligin ka-
panisina giden strekli bir h fonksiyonuna genisgletilebilir. Ayrica

sup | f(z)| = sup [h(z)| = [|h]|e
TEA zeR

olur.

Kanit: A istiine tamimh ve X’e genisgletmek istedigimiz siirekli fonksiyona f
diyelim. Once f’nin smirh oldugu varsayimini yapalim.

ag = sup | f ()]
T€EA

ITeoremin kanit1 Selcuk Demir tarafindan yazilmigtir.
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olsun. Eger ap = 0 ise f = 0 olur ve h = 0 fonksiyonu igimizi goriiyor. Bundan
boyle ag # 0 olsun.

Aoz{xGA:f(a:)g—%}

ve

Boz{xeA:f(x)Z%}

kiimelerini alahm. f siirekli ve A kapali oldugundan bu kiimeler X te kapahdar.
Ayrica ayriklar. Urysohn Onsavi’ni kullanarak Ag {izerinde —ag/3 degerini ve
By tizerinde ag/3 degerini alan siirekli bir

ap ap
X[,
go 373
fonksiyonu bulabiliriz. Bu fonksiyon igin
ag
Hgowm < E{
ve A lizerinde 5
ag
1f = gollee < 3
esitsizlikleri dogrudur.
Tilimevarimla,
2"&0
lgnlloo = 5oy
ve A lizerinde
2n+1a0
If—g0—91 == gnllo < gl
esitsizliklerini saglayan siirekli (g, ), fonksiyonlar dizisi inga edecegiz.
9o, g1, - -+, gn—1 secilmis olsun. Yukarida yaptigimiz gibi a,, sayisini
an = sup | f(z) — go(z) — g1(x) — -+ — gn-1(2)]
€A

olarak tanimlayalim ve

An = {37 €A f(z) = go(z) — g1(x) — ... — gn—1(x) < —%"}
By={z€a:f@) = go(@) = g1(0) =+ = gua(2) = 5}

kiimelerini ele alalim. Bu kiimeler de kapali ve ayrik kiimelerdir.
Gene yukarida oldugu gibi

Qn

lgalloo < 2
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ve A lzerinde

2a
1f =90 =91 = = gnlloo = 57
kogullarin1 saglayan bir Urysohn fonksiyonu vardir.
2”@0
an < —o

esitsizligini dikkate alirsak ingamizin bitmis oldugunu goriiriiz.
Simdi Ay, = go + g1 + - - - + gn olsun. Eger n > m ise

|hn = Pmlloo = |gm+1 + - + gnlloo
- <<2)m“+...+ <2)”) a
- 3 3 3
§ <2)m“ <1+ <2> - (2)’;...) ao
3 3 3 3
) m~+1
-(5) =

oldugundan (hy,), dizisi diizgiin bir Cauchy dizisidir. Sirh siirekli fonksi-
yonlarin uzay1 ¢>°(X) tam oldugundan (Teorem 21.5 ve 21.10) bu dizinin bir
limiti vardir. Bu limite A diyelim.

oo
1l < llgnlloc < ag

n=0
ve A lizerinde 5
a
Hj?_-hnHK)S ‘gﬁ
oldugundan, A tizerinde h = f esitligi gegerlidir.

Ayrica

n i

n
. R
< Jim. > loile < Jim 3 550 = ao
o0 1=0 i—0

|h]|oo = lim
n—00

n
Z 9i
i=0

Diger yandan
ag = sup | f(x)| < sup |h(z)| = ||h]|s
€A z€R

esitsizligi bariz.

f siirh oldugu durumda teorem kanitlanmigtir.

T %\wl fonksiyonuyla f fonksiyonunun bileskesini alirsak, teoremi sinir-
siz fonksiyonlar i¢in de kanitlamig oluruz. O
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