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Ucuncu Basima Onsoz

Olabildigince kitabi takip etmeye caligarak birinci simif 6grencilerine bir ders
verdim ve oldukca rahat bir bicimde kitabi bir dénemde bitirebildim. Ama
bazi boliimleri atladim ve sadece gerektiginde o boltimlere geri dondiim. At-
ladigim ve ilk okumada atlanmasini tavsiye ettigim boltimler: 3.1 diginda
3 inci boliimiin tiimii (3.2 ve 3.3’e gerektiginde geri donmek tizere), 9.1, 14.4,
16.3, 18.3 altboliimleri ve 19.1 diginda 19’uncu boliimiin tiimii.

Her yil oldugu gibi bu yil da 6grencilerin diigincelerini kagida aktarmayi
beceremediklerini gézlemledim. Bu beceriksizlik her yil giderek artiyor. Anla-
silan lise 6grencileri her y1l daha az yaziyorlar. Oysa yazmak demek, disiinceyi
sinamak, yani tekrar ve tekrar tekrar diigiinmek demektir. Gergek ne demektir
bilmiyorum ama diigiincesini yazmayan birinin gercege ulasamayacagini bili-
yorum. Ote yandan hi¢ yazmamis ya da az yazmis birini bu konuda nasil ikna
edebilecegim hakkinda hicbir fikrim yok!

Ogrenciler okuduklar1 kamtlar1 kitaba bakmadan, sanki yeni bir kitap
yaziyormusgasina, noktasina, virgiiliine, satirbagina, merkezlenen formiillere,
yani yazig bi¢cimine ve bicemine dikkat ederek bir kagida aktarmalilar. Amag,
okuyanin kanit1 kolaylikla anlamasi olmalidir elbette. Bunun igin harcanan
kéagida, zamana ve emege acimamali ve gereken tiim 6zen gosterilmelidir. Ke-
sinlikle zaman kayb1 degildir. Dogru bicimde yazilmisg bir kanitta yanlis daha
kolaylikla farkedilir, zorlanilan nokta hemen kendini belli eder, eksikler hemen
gbze carpar, bilincaltinin beynin ticra kogelerine attigi kuskular 6ne gikar! Her-
kesin okuyunca hemen anlayacag tertemiz bir kanit yazincaya kadar denemeye
devam edin. Yararin goreceksiniz.

Kanit kagida tertemiz bir bicimde aktarildiktan sonra, sozlii olarak, el kol
sallayarak bir arkadaga anlatilmahdir. Civarda arkadag yoksa aynanin kargisina
gecin! Boylece kaniti igsellegtireceksiniz. Sira 6nemli: 6nce yazi, sonra soz.

Bu basimda bazi hatalar1 diizelttim, anlatim bozukluklarimi giderdim, bir
iki ornek ve aligtirma ekledim. Bunlar pek onemli degisiklikler degil. Ama ki-
tabin sonuna ek olarak, gercel say1 sisteminin biricikligini (Boliim 24), sonsuz
kiigiik sayilar barindiran sirah iki cisim 6rnegini (Boliim 25), siradigi (non-
standard) gercel sayilar: (Boliim 26) ekledim. En azindan ilk ikisi miifredatin

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



2 Ugtincii Basima Onséz

parcast olsa 6grencilerin ufku agilir. Siradigi gergel sayilar muhtesem bir ko-
nudur, insan zekasinin ve yaraticiliginin sinirlarinda dolanir ama seviyenin ki-
tabin geri kalan boliimlerine gore hayli yiiksek oldugunu itiraf etmeliyim. En
azindan bir kere okumanin, boyle bir gseyin olabilecegini bilmenin okura cok
katacagini diisiiniiyorum. Bu ii¢ ek sayesinde kitabin bir biitiinliige ulagtigini
diigliniiyorum.

“Kazanim” diye bir gey icat edildi son yillarda. Yonetici kadro her dénem
bag1 hocalardan bir dersten 6grencilerin kazanimlar: soruyor. Kazanimlar: be-
genmezlerse dersin acilmasina izin vermeyecekler herhalde... Hocalarin 6zgiir-
litkklerini kisitlayarak yarinin tiiketicilerini yetigtirmeye yonelik Bolonya stireci
denen geyin bir parcasi sanirim. Modaya uyarak ben de 6grencinin bu kitaptan
elde edecegi kazammlar1 siralayayim. Ogrencinin kitabi bagtan sona anlamas
gerektigi diginda sunlar1 s6yleyebilirim:

1. e-N’li kanit yontemi.

2. Birinci boliimdeki gercel sayilarin aksiyomlar: ve daha sonra ikinci bo-
limde N, Z, Q gibi say1 kiimelerinin R’de nasil bulunduklari.

3. Matematiksel yontem: Tanim, aksiyom, varsayim, sav gibi kavramlar
arasindaki ayrim. Tanimlarin zihinselligi ve gercekle olan bugulu iligkisi.

4. Biraz once s6z ettigim matematik yazma sanati.

5. Ve son olarak, diziler ve seriler. Nihai amag 18.1, 18.2 ve 18.4 altboliimle-
rini anlamak olmali.

Derslerinde kitab1 kullanan meslektaglarimdan kitapta aksiyomlarla cok
zaman harcandigi, bildigimiz anlamda analize ¢ok geg gecildigi yoniinde elesti-
riler geldi. Ne yazik ki bildigimiz anlamda analize erken gecildiginde yanhistan
donmek icin ¢ok gec oluyor. Bu kitap miithendislik boliimi 6grencileri icin
yvazilmadi. Birinci sinif matematik 6grencilerine ilk giinden ne idiigii belirsiz
“say1 dogrusu”’ndan s6z etmenin, telafisi miimkiin olmayan hasarlar yarattig
diigiincesini tagiyorum. Birinci sinifta matematigin aksiyomatik, yani zihinsel
yoOniine yeterince zaman harcanmasi gerektigini siddetle savunuyorum.

Ote yandan su da bir bagka gercek ki kitap yazmak yerine kaset doldur-
saydim, kitaptakinden bambagka bir siralama takip ederdim.

Bir bagka elegtiri baz1 aligtirmalarin 6grenciler igin ¢ok zor oldugu yoéntinde.
Dogrudur. Ogrencilerimin bana kitaptan sordugu birka¢ ahigtirmay: ben de
yapamadim! Ama ne énemi var kil

Bu basimda eski basimlardaki hatalar1 diizelten 6grencilerim Atila Inan-
Ii’ya, Betiil Tolgay’a, ve Yasin Emre Uskiiplii’ye ve yeni yapilan ekleri okuyup
diizeltme ve onerilerde bulunan Onur Eyliill Kara’ya tesekkiirlerimi sunarim.

Ali Nesin / Eyliil 2014
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Ikinci Basima Onsoz

Birinci basimdaki bazi hatalar diizeltildi, beceriksizlikler giderildi. Baz1 ba-
gimsiz bolumler tek bir boliim altinda toplanarak kitap daha derli toplu bir
hale getirildi. Bunun disinda, gereksiz yere uzun olduklarina hiikmettigim bazi
kamtlar kisaltildi. (Ama bu konuda yanilmig da olabilirim, eski uzun kanitlar
seviyordum!) Kitap daha az sayfaya insin ve boylece fiyati artmasin diye mi-
zanpajla oynandi. Bu ¢abalar sonucunda 20 sayfa kadar kisalan kitap, kitabin
sonuna ekledigim eklerle ve en ilgingleri [A], [Bro] ve [Kn] saheserlerinden
apartilan ya da uyarlanan aligtirma ve 6rneklerin eklenmesiyle birlikte 80 say-
fa kadar da uzadi! Ama kitabin 6ziiniin bu degigikliklerden pek etkilendigini
sOyleyemem.

Ornekleri ya da ahstirmalar1 tek bagina cozemeyen ogrenci karamsarhga
kapilmamali, kimisi hi¢ kolay degildir ¢iinkii. Bircogunda ben de zorlandim,
hatta kimisinde resmen ¢uvalladim, bir bilene sordum. Onemli olan kavramlari,
teoremleri ve kanitlarini 6ziimsemektir. Uygulamada ustalagma isi zamanla (ve
ancak gerekirse!) olacaktr.

Birinci basimda bir 6rnegin uzun aciklamalarin iki ii¢ satira indiren ITham
Aliyev’e ve esitsizliklerle ilgili bircok kamt1 kisaltan Yusuf Unlii’ye sonsuz te-
sekkiirler.

Yusuf [“Jnlii, pozitif gercel sayilarin iislerini almay: ¢ok gik bir bigimde ta-
nimlayip yolladi. Bunu ek olarak Boliim 20’ye koydum ama tanim Altbolim
3.3’in sonuna gelebilecek kadar basitti! Eger boyle yapsaydim kitap bastan
agsa@ degismek zorunda kalacak ve hedefledigimden bambagka bir kitap or-
taya gikacakti. Kitabimin bakig acisindan memnun oldugumdan bu degisikligi
yapmadim.

Bunun diginda, kitabin sonuna, meraklilar igin, seri kavramini bir anlamda
(ve sadece belli bir anlamda) genellegtiren toplanabilir ailelerle, iki gostergecli
“cifte” serilerle ve sonsuz ¢arpimlarla ilgili birer altboliim ekledim.

Bir de ayrica kitabin en sonuna bir “formiiler” ekledim. Boylece hangi dizi-
den ya da seriden hangi sayfada sozedildigi bir bakigta goriilebilecek. Miikerrer
ornekler ve aligtirmalar ozellikledir.

Bu arada bu analiz serisinin topoloji ve metrik uzaylar konularini igleyen
dordiincii cildi ¢kt ve hatta ikinei basimini yapmak {izere. Ikinci cildin ise
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4 ikinci Basima Onséz

hala daha eli kulaginda. Tek bir cilde sigacagindan giderek daha fazla kusku
duydugum iigiincii cildin yayimlanmasi ise 2013’1 bulabilir.

Analizden sonra sira cebire gelecek. Kitaplarin ¢ikmasini bekleyemeyecek
okur Matematik Diinyasi dergisini (www.matematikdunyasi.org) takip etmeli.
Bu kitap da biiyiik 6lciide Matematik Diunyasi'nda yazilan yazilarin derlen-
mesiyle ortaya giktu.

Ali Nesin / Mayis 2012
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Birinci Basima Onsoz

En az dort ciltten olusacak olan bu analiz serisi, 1996’dan, yani kurulusundan
beri Istanbul Bilgi Universitesi'nde birinci siif matematik ogrencilerine verdi-
gim analiz derslerinden ve daha sonra Matematik Diinyas1 dergisine yazdigim
yazilardan ortaya ¢ikti. Her cildin bir dénemlik bir dersin igerigini (fazlasiyla)
olugturacag diigtiniilmistiir.

Tiirev ve integral konular1 6grenciyi kacinilmaz olarak otomatizme ve ez-
bere iteklediginden, birkac yil sonra birinci sinifta bu konulara hi¢ girmeme
karar1 aldim. Baslangigta bu kisitlama yiiziinden isleyebilecegim konularin ol-
dukca siirli olacagini diisiintirken, zamanla bu tahminimde ne derece yanildi-
gimi1 anladim. Meger tiirev ve integralsiz de analiz yapilabiliyormusg ve bayagi
derine inilebiliyormus. Dolayisiyla ilk iki ciltte bu konulara girmeyecegiz.

Tiirev ve integralsiz analiz yapmak kimi zaman ayaklarindan tavana asili
halde ve firca agizda resim yapmaya benzeyebiliyor, ama cekilen zorluga de-
gecek bir giizellik gikiyor ortaya. (Biraz abarttim galibal)

Burbakist bir yaklagimla, kitaba gergel sayilar sisteminin “aksiyomlari1”yla,
yani tanimiyla bagladim. Kamitlanmamis hicbir olgu kullanmadim.

Raabe Kistaslar1 boliimi gibi daha ileri seviyede olan bazi boliimler de
ilk okuyusta atlanabilir. Ama her matematik 6grencisinin bu ciltteki Cauchy
carpimini (Altboliim 16) ve ikinci ciltteki Weierstrass M-testini okumasinda,
anlamasinda ve oziimsemesinde yarar vardir. Bu iki teorem hayatinizi ko-
laylastiracak ve ayrintilarla zaman kaybetmeyip kisa zamanda daha derine
inmenize olanak saglayacaktir.

Her ne kadar kitapta bir boyutlu (yani R’de) analiz yapilmigsa da, daha
deneyimli okurun kamtladigimiz olgularin bir¢ogunu, R™’ye, C’ye, topolojik ve
metrik uzaylara ve hatta daha genel olarak Banach uzaylarina ve cebirlerine
genellegtirmesi igten bile degildir.

Konular1 en ekonomik bigimde alaburbaki iglemedim ve bunu 6zellikle yap-
madim. Analiz gibi hesap kitap isteyen ve iistelik boylesine temel bir konuda
ekonomik olmanin pedagojik degerine inanmiyorum. (")rnegin exp fonksiyo-
nuyla ilgili her seyi, kitabin sonlarina dogru ¢ok daha kisa bir bicimde suna-
bilirdim ya da egitsizlikleri tiirev kullanarak ¢ok daha kolay kanitlayabilirdim.
Tam tersine en ilkel yontemlerle olabildigince derin sonuglar kanitlamak iste-
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dim. Tabii sebat edip kitabi bitiren okur, yaptigimiz karmagik kanitlar1 ba-
sitlegtirebilecektir. Ne mutlu ona!

Bir 6grenci iki tehlikeye maruz kalabilir. Ya ¢ok fazla kuramsal matematige
yonelip hesap yapmasim unutur, ya da tam tersine, hesaba kitaba ¢ok fazla
onem verir ve kavramlarin derinligine vakif olamaz, kavramsal diigtinemez.
Gengliginde ikinci tehlikeye maruz kalmig biri olarak Ogrencilerimin boyle
yetismesini istemedim ve Istanbul Bilgi Universitesi'nde gereken onlemleri
aldim, ama bu sefer tam tersi oldu, bir fonksiyonun grafigini ¢izemeyen ya
da ¢izmekten imtina eden Ggrenciler yetisti. Iste bu kitap ogrencileri her iki
tehlikeye karsi korumak ic¢in yazilmigtir. Bir matematikci gerektiginde hesap
yapabilmeli!

Bu kitab1 okumak amaciyla eline alan ciddi matematik 6grencisi, teoremleri
once kendi kanitlamaya caligmalidir, ¢oztimlii 6rnekleri 6nce kendi ¢ozmelidir.
Sanilanin aksine zaman kaybi olmaz ve ¢ok sey kazandirir. Bu 6nerim her ma-
tematik kitabi icin gecerlidir. Diiglinmekten kitap okuyamadigi zaman 6grenci
aragtirma yapmaya hazir demektir! Zaten bu yiizden bir¢ok kez, daha sonra
metinde kanitlanacak olan teoremleri aligtirma olarak koydum.

Kitabin bir iki yerinde pek pedagojik degeri olduguna inanmadigim hesap-
lamalar yaptigimin farkindayim. Engelleyemedim. Daha dogru yaklagimlara
acigim. Liitfen kitapta buldugunuz fazlaliklari, eksiklikleri, yanlglari, anlatim
bozukluklarini anesin@nesinvakfi.org adresine bildirin.

Kamtlayamadigim esitsizliklerde uzir gibi imdadima yetisen Gorkem Oz-
kaya’ya, bu ders notlarini yazmam igin bana gereken ortami saglayan ve destegi
veren esim Ozlem Beyarslan’a ve asistanlarim Ash Can Korkmaz ve Cigdem
Sahin’e, kitabin hazirlamiginin cesitli kademelerinde yardimci olan ve daha da
olacak olan (!) Sonat Siier’e sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.

Herkese kolay gele.

Ali Nesin / NMK, 10 Ekim 2010 - 18 Eyliil 2011
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Kisim 1

Gercel Sayilar
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1. Gercgel Sayilar ve Ozellikleri

1.1 Gergel Sayilarin Aksiyomlar:

Bir bagka kitabimizda, [N2]’de!, kiimeler kuraminin en basit aksiyomlarmdan
yola cikarak, gercel sayilar kiimesi R’yi matematiksel olarak yaratmigtik. Ay-
rica, adma 0 (sifir) ve 1 (bir) dedigimiz iki gergel sayiya 6zel 6nem vermis ve
R kiimesi tizerine, + (toplama) ve x (¢arpma) diye adlandirdigimiz iki iglemle
birlikte bir de < olarak simgeledigimiz bir tamsiralama yaratmistik. Boylece
“gercel sayilar sistemi” diye bilinen

(Ra +7 X, <7 07 1)

yapisini var etmistik. Her sey kiimeler kuraminin en basit aksiyomlarindan
hareketle elde edilmisti. Yine aymi kitapta, (R, 4+, x, <, 0, 1) yapisinin bir¢ok
ozelligini kamtlamigtik. [N2]’de kanmitlanmig 6zelliklerin 16’sim1 birazdan sira-
layacagiz. Bu kitapta, gergel sayilar yapisinin [N2]’de nasil inga edildigini unu-
tarak, sadece ve sadece bu 16 6zellikten hareketle, yani gercel sayilarin sadece
ve sadece bu 6zelliklerini dogru varsayarak, matematiksel analizi gelistirecegiz;
¢iinkii bu kitapta analiz yapilacak ve analizde gercel sayilarin nasil yaratildik-
larindan ve ne menem sey olduklarindan ziyade, 6zellikleri 6nemlidir.

[N2]’de kanitlanmig bu 16 6nermeyi bu kitapta aksiyom olarak kabul etme-
nin psikolojik, pedagojik ya da matematiksel herhangi bir sakincasi yoktur ya
da olmamali ¢iinkii gercekten de bu 16 6nerme, cocuklugumuzdan beri sezgile-
rimizle hissettigimiz gercel sayilarin 6ziini olusturur, yani dogru varsayilan bu
16 6nermeden hareketle gergel sayilarin dogru olmasi gereken tiim ozellikleri
kanitlanabilir.

Ozetle, bu kitapta, [N2]’de gergek anlamda ve somut olarak insa ettigimiz
R kiimesinin, 0 ve 1 elemanlarinin ve toplama ve ¢arpma isglemlerinin ve <
siralamasinin nasil tanimlandiklarini ve ne olduklarini unutup, gergel sayilari,
agagidaki 16 ozelligi saglayan matematiksel bir yapi olarak kabul edebilirsiniz.

Asagidaki 6nermelerde ab ifadesi a x b anlamina gelmektedir.

'Koseli parantezlerle belirtilenler, kitabin sonundaki Kaynakca’da belirtilen kaynaklara
atif vermektedir.
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10 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

R’nin Aksiyomlari

T1. Her a, b, ¢ igin, (a +b) +c=a+ (b+ ¢).

T2. Her a i¢in, a+0=0+a = a.

T3. Her a icin, a + b = b+ a = 0 esitliklerini saglayan bir b vardir.
T4. Her a, b i¢in, a +b=b+ a.

C1. Her a, b ve ¢ igin, (ab)c = a(be).

C2. Her a i¢in, a x 1 =1 x a = a.

C3. Her a # 0 igin, ab = ba = 1 esitliklerini saglayan bir b vardir.
C4. Her a ve b igin, ab = ba.

SB. 0 # 1.

D. Her a, b ve ¢ igin, a(b+ ¢) = ab + ac.

O1. Higbir a igin a < a olamaz.

O2. Hera,bve cicin,a<bveb<cisea<ec.

O3. Heravebigin,yaa<byaa=byadab<a.

TO. Her a, b ve cigin, a <bisea+c<b+c.

CO. Her a, b ve cicin, a < b ve 0 < ¢ ise ac < bc.

SUP. Bos olmayan tistten sinirli her altkiimenin bir en kiiciik tistsinir1 vardir.

Bundan boyle bu onermelere aksiyom adinmi verecegiz. Bunlar matema-
tigin degil, analizin aksiyomlari olarak kabul edilmelidirler. Daha dogru bir
ifadeyle, tek bir aksiyomumuz var, o da gu: Bu 16 énermenin dogru oldugu bir

(Ra +7 X, <7 07 1)

yapist vardir.

Yukaridaki 6nermelerin bir anlam kazanmasi i¢in sunlari da eklemek lazim:

1. R bir kiimedir.

2. 0 ve 1, R’nin birer elemamdir. 0’a “sifir”, 1’e “bir” denir.

3. + ve x, R x R kartezyen carpimindan R’ye giden iki fonksiyondur.
Ama aksiyomlar1 yazarken, “+(a, b)” yerine ¢ok daha aligik oldugumuz “a+b”
yazilimini kullandik. “a 4 b” yazilimin “a arti1 b’ diye okuyacagiz. Benzer se-
kilde x(a,b) yerine ab yazdik; bunu da “a garpi b” diye okuyacagiz. Gerekli
gordiigiimiizde “a x b” ya da “a-b” yazilimlarina da bagvuracagiz.

4. <, R’nin ikili bir iligkisidir, yani < aslinda R x R kartezyen carpiminin
bir altkiimesidir. “(a, b) € <” yerine, daha aligik oldugumuz “a < b” yazilimim
tercih ettik. “a < b” ifadesi “a, b’den kiigiiktiir” diye okunur.

Dikkat ederseniz, toplama ve ¢carpma lizerine yukaridaki aksiyomlar disinda
higbir sey bilmiyormusuz gibi davraniyoruz. Ornegin 2 diye bir eleman heniiz
tanmimlamadik. Bu elemani daha sonra 1+ 1 olarak tanimlayacagiz. Soyut ma-
tematik iste boyle bir gseydir.

Aksiyomlarin sonuncusu hari¢ her biri R’nin elemanlarindan bahsetmekte-
dir, yani ilk 15 aksiyomda soz edilen a, b ve ¢ gseyleri R’nin birer elemanidir.
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1.1. Gergel Sayilarin Aksiyomlari 11

Sonuncu aksiyomda (SUP) ise R kiimesinin ({istten sinirli olan ama bogkiime
olmayan) altkiimelerinden stzedilmektedir.

SUP aksiyomu digindaki tiim aksiyomlarin kesirli sayilar kiimesi Q i¢in de
gecerli olduklarina dikkatinizi gekeriz. Kesirli sayilarla gercel sayilarin arasin-
daki ayrimin, elemanlardan degil de altkiimelerden s6zeden SUP aksiyomunda
sakli oldugunu gormek gerekir.

Baz1 Notlar. Yukarida siralanan aksiyomlar: saglayan iki
(R7 +, X, < ORa 1R> ve (Sa +, X, < 057 15’)

yapisi birbirine 6ylesine benzer ki, elemanlarinin adlar1 degigik olmasa arala-
rindaki fark: anlamanin olanagi yoktur. Matematiksel deyisle, R ile S arasinda,
toplamaya, carpmaya ve siralamaya duyarli, yani her x, y € R igin,

flx+y) = f(z)+ f(y),
flzy) = f(x)f(y),
r<y<e flz) < fy)

onermelerini saglayan bir
f:R— S

eslemesi vardir. Giinliik ifadeyle bu su demektir: Toplamaya, carpmaya ve
siralamaya dokunmadan R’nin z elemanin atip yerine f(x) koyarsak aynen
S yapisini elde ederiz, yani R ile S yapilar arasinda, kiimelerin elemanlarinin
adlar1 diginda -ki bunun da matematiksel ve diiglinsel acidan hi¢ 6nemi yoktur-
en kiictik bir ayrim yoktur. Bu durumda,

(R’ +, X, < 0R7 ]-R) = (57 +, X, < 0R7 ]-R)

yazariz. Bunu, “gercekten (yani 6ziinde, yani esash bir bigimde) birbirinden
farkl iki gercel say1 sistemi yoktur” olarak ifade edebiliriz. Bu biricikligi SUP
aksiyomuna borg¢luyuz. SUP aksiyomunu saglamayan yapilar i¢in boyle bir
biriciklik dogru olamaz. Biitiin bunlar1 kitabin en sonundaki eklerde, 6zellikle
merakli okurlar igin, Boliim 24’te kanitlayacagiz.

Matematiksel anlamda [N2]’de inga ettigimiz ya da yukarida varligim ka-
bul ettigimiz gergel sayilar yapisinin gergek diinyayla (her ne demekse!) ya
da liselerde oOgretilen say1 dogrusuyla ilgisi pek agik degil. Gergel sayilar
bu kitapta fiziksel anlamda mesafe olarak tamimlamadik, tamimlayamazdik
da, clinkii matematik yapiyoruz ve matematik sadece ve sadece zihinsel bir
ugrastir. Gergel sayilar yapisi, matematiksel anlamda yukarida siraladigimiz
ozellikleri saglayan bir yapidir. Tekrar etmekte yarar var: Boyle bir yapinin
varhgr [N2]’de kanitlanmigt1. Bu kitapta matematiksel mantik diginda sadece
bu o6zellikleri veri olarak kabul edecegiz ve analizi geligtirecegiz. Analize odak-
lanmak isteyen okur [N2]’ye bagvurmayip bu noktadan devam etmelidir.
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12 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

Bu satirdan itibaren, biitiin kitap boyunca gercel sayilar sistemi ya
da yapisz, bu altboliimdeki T1’den SUP’e kadar siraladigimiz 16 6nermeyi
saglayan bir (R, 4+, x, <, 0, 1) altilisidir. Bu 6nermelere R’nin aksiyomlar
diyecegiz. Tabii bunlar ashnda aksiyom degildirler, [N2]’de kanitlanmiglardir,
ama bu kitapta bu onermelere aksiyom muamelesi yapacagiz.

R’nin elemanlarina gercel say: diyecegiz.

Bu arada, [N2]'de yaptiklarimizi yok saydigimizdan R’nin i¢inde kesirli
sayilar kiimesi Q’niin ya da en azindan bir kopyasiin bulundugunu hentiz bil-
medigimizi de dikkatinizi ¢ekerim. Gelecek boliimde R’nin igindeki Q’yii bu-
lacagiz.

Bu béliimde gercgel sayi sisteminin en basit 6zelliklerini kanitlayacagiz. Ka-
nitlarda SUP aksiyomunu sadece en sonda kullanacagiz. SUP digindaki ak-
siyomlarin saglandig1 yapilara siralt cistm denir. Demek ki hemen agagida
kanitlayacagimiz onermeler sadece R’de degil, tiim sirali cisimlerde dogrudur.

1.2 Toplamanin Ozellikleri

A. T1 ve T4’tin anlam. T1, sayilar toplarken paranteze gerek olmadigim
sOyliyor. Ornegin,
(a+b)+cvea+ (b+c)

yerine a + b + ¢ yazabiliriz. Aym bigimde,
(a+b)+ (c+d)ve (a+ (b+c))+d

yerine a + b + ¢ + d yazabiliriz. T4 de toplama yaparken siralamanin 6nemli
olmadigini soyliiyor. Ornegin, a + b+ c+d yerine b+ d+ ¢+ a yazabiliriz. T1’e
birlesme ozelligi, T4’e de degisme oOzelligi ad1 verilir.

B. 0’1in biricikligi. T2 o6zelligini saglayan 0 elemaninin biricik oldugunu ka-
nitlayalim: 0’ elemani da aynen 0 gibi T2 ozelligini saglasin, hatta bu ozelligin
sadece yarisini saglasm, diyelim her a € R icin, a + 0/ = a olsun. Ozel bir
durum olarak, a = 0 i¢in 0 + 0’ = 0 elde ederiz; o zaman,

0 20+0 =0

olur.

C. Toplamsal Ters. Simdi, verilmis bir @ € R igin T3 6zelligini, hatta T3’iin
sadece yarisini saglayan b'nin biricikligini kanitlayabiliriz:

a+b=b+a=0vea+c=0

olsun; o zaman,

b¥b+02b+(a+c)T:1(b+a)+c:0+cT:2c
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1.2. Toplamanin Ozellikleri 13

olur. Demek ki b = ¢. Yani verilmis bir a igin T3’ saglayan b biricik. Benzer
sekilde ¢ + a = 0 ise de ¢ = b esitligi kanitlanabilir.

Tabii a degistikce T3’teki esitligi saglayan b de degisir, ama verilmis bir a
icin T3 ozelligini saglayan b biriciktir, bir ikincisi daha yoktur. O zaman b’ye
0zel bir ad verebiliriz: b’ye a’'nin toplamsal tersi denir ve b yerine —a yazilir
ve bu eleman “eksi a” diye okunur. Elbette,

(1) (—a)+a=a+(—a)=0
esitligi saglanir ve —a bu esitliklerin birini saglayan yegane elemandir, yani,
b=—-a<a+b=0&b+a=0.
Ayrica, 0 + 0 = 0 oldugundan, —0 = 0 olur.

D. Cikarma. a+ (—b) yerine a —b yazilir ve bu igleme ¢tkarma denir. Benzer
sekilde —a — b ifadesi (—a) — b anlamina gelir:

—a—b=(—a) —b=(—a)+ (-b).
—a + b ifadesi de (—a) + b anlamina gelir. Tahmin edilen
—(a+b)=—a—bve —(a—b)=b—a
gibi esitlikleri kanitlamak zor degildir. Birincisini kanitlayalim misal olarak:
(a+b)+(—a—=b)=a+b+ (—a)+ (=b)
=(a+(-a))+(b+(-b)=0+0=0

ve bundan ve (C)’den istenen esitlik gikar. Demek ki —a — b, a + b sayisinin
toplamsal tersidir.

E. Sadelestirme. Toplama isleminin sadelestirme ézelligi vardir, yani a+c =
b+ c ise, a = b olur. Nitekim,

a=a+0=a+ (c+(—c)) =(a+c)+ (—c)
=b+c)+(—c)=b+(c+(—¢c))=b+0=hb.

Tabii T4 sayesinde, sadece sagdan degil, soldan da sadelestirme yapilabilir.
Sadelegtirmenin basit bir sonucu: Eger a+b =aise a4+b =a = a+ 0 olur
ve buradan sadelestirerek b = 0 elde ederiz.

F. Tersin Tersi. (1) esitliginde a yerine —a alirsak,
(=(=a)) +(=a) =0
buluruz. Demek ki
(=(=a)) +(-a) =0=a+ (—a)
ve sagdaki —a’lar1 sadelegtirerek

a=—(—a)
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14 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

elde ederiz. Ozetle, a’nin tersinin tersi a’dir. Bunu s0yle de gorebiliriz; T3’te a
ve b'nin simetrik rolleri oldugundan b, a’nin tersiyse a da b’nin tersi olur, yani
a’nin tersinin tersi a’dir, yani

—(—a)=a
olur.
G. a + b = c egitliginden kolaylikla a = ¢ — b ve b = ¢ — a esitlikleri gikar.

Bundan boyle toplamayla ilgili tiim bu bilgileri ve kimbilir belki de kanitla-
may1 unuttugumuz basgka esitlikleri de 6zgiirce kullanacagiz. Simdi ¢carpmanin
ozelliklerine gegelim.

1.3 Carpmanin Ozellikleri

H. C1 ve C4’tin anlami. C1, carpma iglemi i¢in paranteze gerek olmadigini
soyliiyor. C4 de elemanlar: ¢arparken siralamanin énemli olmadigini séyliiyor.
Ornegin, ((ab)c)d yerine bdca yazabiliriz.

Cl’e (carpma igin) birlegme o6zelligi, C4’e (carpma icin) degisme 6zel-
ligi denir.
I. 1’in Biricikligi. Aynen toplamadaki gibi, C2 ozelligini saglayan 1 ele-
maninin biricik oldugunu kamitlayalim: 1’ eleman1 da C2 ozelligini saglasin,

yani her a € R i¢in, al’ = a olsun. Bunun 6zel bir durumu olarak, a = 1 igin
1 x 1" =1 elde ederiz. Demek ki,

1V 21x1r =1
olur.

J. 0’la Garpma. Her «a i¢in a0 = 0 olur, ¢ilinkii,

a0+ 0= a0 = a(0 + 0) 2 a0 + a0

ve sadelestirerek (bkz. (E)’nin son paragrafi) a0 = 0 buluruz.

Bundan ve SB’den, C3 6zelliginde neden a elemaninin 0’dan farkli olmasi
gerektigi anlasilir. Clinkii bir b € R elemani icin 0b = 1 olsaydi, 0 = 0b =1 ve
dolayisiyla her € R igin

r=1lr=0x=0

olurdu, yani R = {0} olurdu, yani tek bir gercel say1 (0 sayis1) olurdu; pek
arzuladigimiz bir sonug oldugu soylenemez!

K. Carpimsal Tersin Biricikligi. Verilmis bir 0 # a € R igin ¢3 6zelligini
saglayan b elemanimin da biricikligini kamitlayabiliriz:

ab=ba=ac=1
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1.3. Garpmanin Ozellikleri 15
olsun; bu durumda,

bgzszl:b(ac)g:l(ba)c:1><c€£c

olur. Demek ki b = ¢, ve b elemani gercekten biricikmis. Bu b elemanina a’nin
carpimsal tersi denir. a’nin ¢arpimsal tersi

1
a”t1/a ya da —
a
olarak gosterilir. Elbette,
(2) alta=aa"t =1

esitligi saglanir ve a~! bu esitliklerin birini saglayan yegane elemandr.
(J)’den dolay1 a~!, 0 olamaz, ciinkii aksi halde, 1 = aa~! = a0 = 0 olur ve
bu da SB ile celigir.
Son olarak 1 x 1 =1 oldugundan, 17! = 1 olur.

L. Boélme. zy~! yerine kimileyin z/y ya da % yazilir. Tabii burada y # 0
olmalidir, aksi halde y~! ifadesi anlamsizdir. Bu yazilim anlagmasmdan dolay1

esitlikleri gecerlidir.

X

rz 1
yz Yy =z

gibi tahmin edilen gesitli egitlikleri kanitlamak zor degildir.
M. Sadelestirme. Eger ac = bc ve ¢ # 0 ise, a = b olur. Nitekim,

a=al=a(cc™t) = (ac)c™! = (be)e™ = b(ec™) = bl =b.
Sadelestirme 6zelligini kullanarak okur kolaylikla

z  wt+yz

X
y ot yt

esitlikligini kanitlayabilir.

N. Tersin Tersi. a # 0 olsun. (K)nm ikinci paragrafina gére a=! # 0. Demek
ki a=! elemanmim tersini de alabiliriz. (2) denkleminde a yerine a~! alirsak,
a~1(a71)7! =1 buluruz. Demek ki a=(a=1)~! = 1 = a~'a. Sadelestirerek,

(ail)fl =aq
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16 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

buluruz. a~! yerine 1/a yazilim tercih edilirse, bu esitlik,

b
1/a

seklini alir.

O. Ejer ab = c ve b # 0 ise, a = cb~! olur. Bunun kamti kolaydir ve okura
birakilmistir.

P. Her a igin, —a = (—1)a, ¢iinkii,
0=0a=(1+(-1)a=1la+(-la=a+(-1)a

ve (C)’ye gore (toplamsal tersin biricikligi),

(3) —a=(—-1)a

olur. Ozel bir durum olarak

bulunur. Ayrica (3)’ten

(4) —(zy) = z(~y) = (—z)y

esitliklerinin kanit1 kolaydir, mesela —(zy) = (—1)(zy) = ((—1)z)y = (—x)y.
(4) esitliklerinden dolayr —(zy) yerine, daha kisa olarak —zy yazilir.

Q. Her a i¢in, (—a)? = a® olur. (Burada 22 = xz anlamina geliyor.) Bu da
(P)’den ¢ikar:

(—a)? = (=a)(~a) = (-1)a(~1)a = ((~1)(~1))aa

(—(-=1))aa = laa = aa = da°.

R. Eger ab= 0 ise ya a =0 ya da b = 0 olur; nitekim eger b # 0 ise
a=al=abb™ )= (ab)b "' =07 =0

olur.

1.4 Siralamanin Ozellikleri

Yukaridaki kanitlarda hig siralamay: kullanmadik. Simdi siralamayla ilgili 6zel-
likleri kanitlayalim. Bilinmesi gerektigi gibi, x < y 6nermesi

r<yyadazx=y

anlamina gelir. x > y ve z > y yazilimlarinin anlamlarini okur tahmin ediyor-
dur.
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1.4. Siralamanin Ozellikleri 17

Eger x ve y iki gergel sayiysa, max{x, y} sayis1 x ve y sayilarinin en biiyigi,
yani maksimumu anlamina gelir:

T eger x >y ise
Yy eger y > x ise

max{z,y} = {

0O3’ten dolayr max iyi tanimlanmigtir. max elbette maximum’un kisaltilmisidir.
min{z,y} ise

y eger x >y ise

x eger y > x ise

wine.y) = {
anlamina gelir.

Alistirmalar

1.1. Her z, y € R i¢in max{z,y} + min{z,y} = = + y esitligini kantlayin.

1.2. Her z, y, z € R igin max{max{x, y}, 2} = max{z, max{y, z}} esitligini kamtlayin. Ben-
zer esitligi max yerine min igin kanitlayin.

1.3. Yukaridaki aligtirmadan hareketle, eger @ # A C R sonlu bir altkiimeyse max A ve
min A elemanlarini A kiimesinin eleman sayis1 izerine tiimevarimla tanimlayin.

Eger 0 < x ise 2’e pozitif diyecegiz. (Genelde bu tanim 0 < x kogulunu
saglayan x elemanlar1 i¢in kullanilir, ama biz Oyle yapmayacagiz.) Eger 0 <
x ise x’e kesin ya da mutlak pozitif diyecegiz. Negatif ve kesin ya da
mutlak negatif’in anlamlarii okur tahmin ediyordur.

S. Eger a < b ise —b < —a olur. Bunu kanitlamak icin a < b esitsizliginin
her iki tarafina —a — b eklemek yeterli. Dolayisiyla 0 < a esitsizligi, ancak
ve ancak —a < 0 ise dogrudur. Demek ki negatif sayilar, pozitif sayilarin
toplamsal tersleridir.

T. Pozitif Elemanlar. Pozitif gercel saylar kimesi toplama ve carpma al-
tinda kapalidir. Carpma altinda kapali olduklarim kanitlamak c¢ok kolay, bu
hemen CO’dan ¢ikiyor: 0 < a ve 0 < bise, 0 = 0-0 < ab olur; ve eger a ya
da b = 0 ise ab = 0 > 0. Toplamaya gecelim. 0 < a ve 0 < b olsun. O zaman,
TO’ya gore,

0=04+0<a+0<a+b.

a ya da b'nin 0’a esit oldugu durumlar da bariz.

U. Iki negatif sayinan carpyma pozitiftir ve negatif bir saywla pozitif bir sayinin
carpyme negatiftir. Ikinci 6nermeyi kanitlayalim. Eger

O<zvey<O0
ise, 0 zaman (S)’ye gore 0 < —y olur, dolayisiyla (P)’ye gore,

0 < z(—y) = —xy ve zy < 0.
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18 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

Bundan karelerin (ve karelerin toplamlarinin) negatif olamayacaklar1 gikar.
Nitekim, eger 0 < a ise (T)’ye gore 0 < a? ve eger a < 0 ise, o zaman (S)’ye
gore 0 < —a ve yukarida kanitladigimiza gére, (Q)’den dolay1, 0 < (—a)? = a?
bulunur.

a yerine 1 koyarsak, 0 < 12 = 1 olur. Dolaysiyla —1 < 0.

V. Pozitif elemanlar kiimesi ¢ikarma altinda kapale degildir elbet ama bélme
altinda kapalider. Nitekim 0 < @ olsun. O zaman 0 # 1/a olur ve eger 1/a < 0
olsaydi 1 = a(1/a) < 0 olurdu ki bu da (U)’nun en sonunda kanitladigimiz
0 < 1 esitsizligiyle celigirdi. Demek ki 1/a > 0.

Dolayisiyla, a, b > 0 ise a/b = a(1/b) > 0 olur.

W. 0 < 1 esitsizligi (U)nun son satirinda kanitlandigina gore, her iki tarafa
da 1 ekleyerek 1 < 2 elde ederiz. (2’yi 1 + 1 olarak tanimliyoruz.) Demek
ki, 0 < 1 < 2 ve dolaywsiyla 0 < 2 ve 2 # 0. Buradan 2’nin R’de bir tersi
oldugu gikar: 1/2. Eger 1 < 2 esitsizliginin iki tarafina 1 eklersek 2 < 3 elde
ederiz. (3’ 2 + 1 olarak tanimliyoruz.) Boylece, 0 < 1 < 2 < 3 elde ederiz
ve 3 # 0 olur. Buna boyle devam edebiliriz. (Heniiz dogal sayilardan ve dogal
sayilar kiimesinden s6zetmedigimize dikkatinizi ¢ekerim. R’nin icinde N’nin bir
kopyasimin oldugunu bir sonraki béliimde kamtlayacagiz.)

X. Orta Nokta. [ki saymun aritmetik ortalamast bu iki sayimin arasinda-
dir, yani x < y 1Se,
rT+y
r< o<y

olur. Kanit1 okura birakiyoruz.

Araligin tammim okur ilkdgretim yillarindan biliyordur. Iste birkag aralik
ornegi:

(a,b)={x € R:a <z < b},
[a,b) ={z € R:a <z < b},
[a,b] ={z € R:a <z < b},
(—o0,b) ={z € R:z < b},
[a,00) ={z € R:a <z},
(a,oogz{xGR:a<x},

RZ0=[0,00) = {zr € R: 0 <z},
R =(0,00) = {z €R: 0 < 2},
R = (—o0, 00).
Diger araliklarin tanimini okura birakiyoruz. R, [a, b], (—o0, b] ve [a, 00) tiiriin-
den araliklara kapals aralik ve R, (a,b), (—o0, b) ve (a, 00) tiiriinden araliklara

actk aralik adi verilir. R ve @ hem acik hem kapali araliklardir ve bagka da
hem acik hem kapali aralik yoktur.
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1.4. Siralamanin Ozellikleri 19

Ornekler

1.4.

1.5.

(U) maddesinde karelerin negatif olamayacaklarini gordiik. Demek ki her z, y € R i¢in
(x —y)? > 0 olur. Ama (z — y)? = 2 — 2zy + y* oldugundan (neden!)

2 2
x° +y

Ty < ——

v=""

olur.

ag, ..., an—1 > 0 1se

(a0 + -+ +an-1)> <nlag +---+an_1)

olur.

Kanmt: (ao+---+ an,l)2 terimini agtigimizda a;a; carpimlarini toplariz. Eger a;a; ve
aja; carpimlarini ayri ayri sayarsak bunlardan tam n? tane vardir. Bu a;a; ¢arpimlarini
j — ¢ mod n degerine gore, her biri n ¢arpim igeren n farkli simifa ayirahm ve & =
0,1, ..., n—1i¢in su tanimi yapalim:

Daha agik yazmak gerekirse,
tk =aoar + -+ Gn—k-1Gn-1+ Gn—kao + -+ + anak.
Boylece
n—1
(ao+ - +an-1)® = Ztk
k=0
elde ederiz. ti’y1 listten smirlamak icin bir 6nceki 6rnekte kanitladigimiz

2 2
aﬁg#

esitsizligini kullanalim:

2 2
_ Z < Z ai +4aj
tk = a;a; = T
j—i=k modn j—i=k modn
elde ederiz. Buradan

Ztk SnZaf
k i

cikar ve istedigimiz kanitlanir. d

Aligtirmalar

1.6.

1.7.

1.8.

Bir I C R altkiimesinin gu 6zelligi olsun: “Her x,z € I ve her y € R i¢in, eger z < y < 2
ise y € I.” I’'min bir aralik oldugunu gosterin. R i¢in dogru olan bu 6zelligin Q icin yanlhs
oldugunu kanitlayin. (ipucu: Araligin tanimi geregi, Q sirali halkasinin bir araliginin ug
noktalar1 da Q halkasinda olmalidir.)

a bir gergel say1 olsun. Eger her b > 0 gercel sayisi igin a < b oluyorsa a < 0 egitsizligini
gosterin.

a ve b iki gercel say1 olsun. Eger her ¢ > b i¢in a < ¢ oluyorsa, a < b esitligini gosterin.
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20 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

1.5 Mutlak Deger ve Mesafe

Bir z € R i¢in, 2’in mutlak degeri denilen |x| € R sayisi sdyle tanimlanir:
2] = max{a, —a},

yani x ve —x’ten en biiyiigiinii se¢iyoruz. Mutlak degerin su énemli ozellikleri
vardir:

Onsav 1.1. Her z, y € R igin,

i. |z| >0,

ii. [z] =0 & 2 =0,

iii. || = |-z,

iv. x > 0 ise |x| = x olur ve x <0 ise |z| = —z olur,
v. [yl = |z[[y],

vi. [y <z & —x <y<uz,

vii. —|z| <z < |z|,

viii. Uggen esitsizligi. |z +y| < |z| + |y],
ix. |z —y| > [Jz] = [yl],

X. ly—al<zrea—zr<y<a+uz.

Kanit: i.  ve —z sayilariin ikisi birden mutlak negatif olamaz. |z|, tanim
geregi x ve —x sayillarindan hangisi pozitifse ona esittir. Demek ki |x| > 0.

ii. Eger z = 0 ise |z| = |0] = max{0, —0} = max{0,0} = 0 ve boylece (<)
kismi gosterilmis olur. Aksi istikamette: |z| = 0 olsun. Demek ki

0 = |z| = max{z, —z}.
Dolayisiyla,
max{z, —z} > z ve max{x,—z} > —x

oldugundan,
0>xvel>—x

olur. Yani 0 > z ve x > 0. Bu da z = 0 demektir.

iii. Bariz.

iv. Eger x > 0 ise, —x < 0 olur; dolayisiyla —x < z ve |z| = max{z, —z} =
x olur. Eger x < 0 ise, —z > 0 olur; yani x < —z ve |z| = max{z, —z} = —z
olur.

v. Gerekirse x yerine —z ve y yerine —y alarak, (iii)’ten dolay1, x ve y’'nin
negatif olmadiklarini varsayabiliriz. O zaman zy de negatif degildir ve (iv)’ten
dolay, |xy| = xy = |z||y| elde ederiz.

vi. Jy| < z ise, max{y, —y} = |y| < z olur. Demek ki, y < z ve —y < z.
Buradan y < x ve y > —x cikar. Sonug: —x <y < z.
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1.5. Mutlak Deger ve Mesafe 21

Simdi diger istikameti kanitlayalim. —x < y < x olsun. O zaman y < z ve
—y < z. Yani |y| = max{y, —y} < x.

vii. z < max{z, —z} = |z|. Ayn nedenden —z < |z|, yani —|z| < x.

viii. (vi)’ya gore, —|z|—|y| < z+y < |z|+|y| esitsizliklerini kanmitlamaliyiz.
Bunlar da (vii)’den ¢ikar.

ix. (viii) ve (iii)ten,

] =z —y +yl < |z —y[+yl
cikar. Demek ki
|z = [yl < |z —yl.
Benzer bi¢imde |y| — |z| < |y — z|, yani
—lz =yl < || = |yl
Bu iki egitsizlik
—lz—yl < lz[ =yl < |z -yl

demektir ve (vi)’dan
|z = [yll <[z =yl

gikar.
x. (vi)’dan gikar. O

Dabha ileri analizde cok 6nemli olacak olan bir kavramin temellerini atalim.
Iki x ve y gercel sayisi arasindaki mesafeys
d(z,y) = |z —y|
olarak tanimlayalim. Mesafenin su 6nemli 6zellikleri vardir:

Onsav 1.2. Her z,y,z € R ic¢in,
i. d(x,y) € R=0.

il. d(z,y) =0 x=y.

iii. d(z,y) = d(y, ).

iv. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

rudan ¢ikar. U"g:gen esitsizligi adi verilen sonuncusunun kanitini yazmakta
fayda olabilir: a =« — z ve b = z — y olsun. O zaman,

d(z,y) = [r —y[ = la+b] < |a[ + [b] = |& = 2| + |z — y| = d(z, 2) + d(2,y)

olur. Onsav kanitlanmistir. O

Onsav 1.2'yi giindelik dille yorumlayalim:
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22 1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri

i. Iki nokta arasindaki mesafe negatif bir say1 olamaz.

ii. Iki nokta arasindaki mesafe, ancak ve ancak noktalar cakisiyorsa (ay-
niysa) 0 olabilir.

iii. Bir noktanin ikinci bir noktaya mesafesi, ikinci noktanin birinci noktaya
mesafesine esittir. (Tek yonlii yollar yiiziinden modern trafikte bu 6zellik dogru
olmayabilir.)

iv. Bir noktanin ikinci bir noktaya mesafesi iiglincii bir noktadan (yani
z’den) “gegerek” kisalamaz.

Notlar 1. Ola ki baz1 “herkesin bildigi” 6zellikleri kanitlamay1 unutmusuzdur. Kanitlamay1
unuttuklarimizi okura aligtirma olarak birakiyoruz. Ornegin,

0<a<bvel<c<diseac<bd

onermesini kamitlamadik. Okur, bu ve buna benzer kanitlanmamig ama kanitlamas: kolay
gibi goriinen 6nermelere rastlarsa kanitlasin. Her seyin aksiyomlardan gikmasi gerekir. Genel
kural olarak, elemanlarla ilgili 6nermelerin kaniti, altkiimeler ve fonksiyonlarla ilgili 6nerme-
lerin kanitindan ¢ok daha kolaydir.

2. Son aksiyom olan (SUP) digindaki aksiyomlarin uzun uzadiya agiklamalara ihtiyaglar1 yok.
Simdi kisaca bu aksiyomlarla ilgili birkag¢ tanim verelim. Bu tanimlar1 bu ve sonraki analiz
ciltlerimizde ender de olsa kullanacagz.

T1, T2, T3 aksiyomlarini saglayan bir (R, +,0) yapisina grup adi verilir. Bir grup ayrica
T4’1 de sagliyorsa, adina degismeli grup denir. Bu yapilara daha ziyade cebirde rastlanir
ve bu notlarda pek s6ziinii etmeyecegiz.

01 ve O2’yi saglayan bir (R, <) yapisina yarisiralama adi verilir. Eger yarisiralama
ayrica O3’i de sagliyorsa, o zaman yapiya tamsiralama adi verilir. [N3]’te siralamalardan
uzun uzadiya sozetmistik.

Eger degismeli bir grup ayni zamanda tamsiraliysa ve ayrica TO’yu sagliyorsa, o zaman
bu yapiya swraly degismeli grup adi verilir.

T1’den D’ye kadar olan aksiyomlar: saglayan bir yapiya cisim denir. Eger cisimde TO
ve CO’yu saglayan bir siralama varsa, o zaman bu yapiya swralt cisim adi verilir. Cisimler
de cebirin galigma alanina girerler.

Belki ¢3 diginda, T1’den D’ye kadar olan aksiyomlar: saglayan bir yapiya degigsmeli
halka denir. Biz degismeli halka yerine kisaca halka diyecegiz. Eger halkada TO ve CO’yu
saglayan bir siralama varsa, o zaman bu yapiya swrals halka adi verilir.

Aligtirmalar
1.9. Eger 0 <a <bve0<c<diseac < bd esitsizligini kanitlayin.
1.10. Eger a < z < b ise |z| < max{|al,|b|} esitsizligini kanitlayn.
1.11. f, g € R[X] polinomlar igin |z| = f(x)/g(x) olarak yazilamayacagin kanitlaymn. (f ve g

polinomlar: i¢in f/g biciminde yazilan fonksiyonlara rasyonel fonksiyon ad: verilir.)
Ipucu f(X) — Xg(X) polinomunun kag¢ kokii vardir?

1.6 SUP Aksiyomu

Bizim icin hayati onem tasiyacak olan ama bu boliimde bu ana dek hi¢ sozii-
nii etmedigimiz SUP aksiyomunu biraz agalim. (R, <) bir tamsiralama olsun,
yani O1, 02, O3 aksiyomlarim saglasin. Ayrica A C R herhangi bir altkiime
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1.6. SUP Aksiyomu 23

ve s € R olsun. Eger her a € A i¢in a < s oluyorsa, s'ye A’nin ustsiner:
denir. Ornegin 1 ve 2 sayilar1 (0,1) ve (0, 1] araliklarmin iistsmirlaridir. Ama
1, 2’den kiigliktir. En kiiglik istsinira en ktigtik tstsinar denir. 1 sayisi hem
(0,1) hem de (0, 1] araligimin en kiigiik tistsiniridir.

Ornegin R = R ise ve siralama bu boliimdeki siralamaysa o zaman R’nin
iistsinir1 yoktur ¢iinkii her r € R i¢cin r + 1, r’den daha biiyiik bir elemandir,
istsinirt olmayan R’nin elbette en kiigiik tistsinir1 da olamaz.

Ustsinirt olan kiimelere tistten sinarl kiimeler denir. Altsinar, alttan
swtnarlh kuime ve en buytk altsinir kavramlar: benzer sekilde tanmimlanir.
A’nin en kiigiik tistsinir, oldugunda elbet, biriciktir ve sup A olarak yazilir. En
biiyiik altsinir inf A olarak yazilir. Her gercel say1 bogkiimenin bir tistsiniridir,
dolayisiyla bogktimenin de en kiigiik tistsinir1 yoktur.

sup A = s esitligi igin,

i. Her a € A igin a < s, ve

ii. Her € > 0 icin, s — € < a egitsizligini saglayan bir a € A sayist vardir

kosullar1 gerek ve yeter kosullardir. Nitekim birinci kosul s'nin A’nin bir {ist-
sinir1 oldugunu soyliiyor; ikincisi ise s’den kiigiik higbir sayimmin A’nin tistsinir:
olamayacagini soyliiyor, yani s'nin en kii¢iik tistsinir oldugunu séyliiyor.

sup 4, oldugunda A’nin bir eleman olabilir de olmayabilir de. Mesela
sup(0, 1) = supl0, 1] = 1, ama 1 birinci kiimede olmamasina kargin ikinci
kiimede. sup A € A oldugunda, sup A yerine max A yazilir ve bu durumda
sup A’ya, yani max A’ya A'min maksimum elemana adi verilir. A’'min mini-
mum elemana (oldugunda) min A benzer gekilde tanimlanir.

Alistirmalar

1.12. Gergel sayilar kiimesinin bog olmayan ve alttan sinirli bir X altkiimesinin en biiyiik
altsinirinin oldugunu kamtlayin. Bu altsinira inf X adi verilir. inf X = — sup(—X) esit-
ligini kanitlayin.

1.13. Eger X C R ve ¢ > 0 ise,

sup(cX) = csup X ve inf(cX) =cinf X
esitliklerini kanitlayin. (sup X ve inf X varsa elbette.) Eger ¢ < 0 ise,
sup(cX) = cinf X ve inf(cX) =csup X

egitliklerini kanitlayin.

1.14. X, Y C R olsun. Her = € X icin, z < y esitsizligini saglayan bir y € Y olsun. sup Y
varsa sup X'’in de oldugunu ve sup X < supY egitsizligini kanitlayin.

1.15. X, Y C R bos olmayan iki altkiime olsun. Her € X ve her y € Y i¢in x < y esitsizligi
saglaniyorsa, sup X ve inf Y’nin oldugunu ve sup X < infY egitsizligini kanitlaymn.

1.16. X C R iistten siirh ve bog olmayan bir altkiime olsun. Y, X’in iistsinirlarindan olusan
kiime olsun. sup X = inf Y esitligini kanitlayin. inf Y € Y oldugunu kanitlayin.

1.17. X, Y C R bos olmayan ve iistten simirh iki altkiime olsun.

X+Y={z+y:2€X,yeY}
olsun. sup(X + Y)’nin oldugunu ve sup(X +Y) = sup X + supY esitligini kanitlayin.
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1.18.

1. Gergel Sayilar ve Ozellikleri
X,Y C R>Y bos olmayan ve {istten smirh iki altkiime olsun.
XY ={zy:zeX,yeV}

olsun. sup(XY ) 'nin oldugunu ve sup(XY') = (sup X)(supY) esitligini kanitlayin. Ayni
sey R’nin herhangi iki sinirli altkiimesi igin gecerli midir?

. I C R olsun. Eger her a, b € I eleman igin, (a,b) C I i¢indeligi dogruysa, o zaman ['nin

bir aralik oldugunu kanitlaymn. I smirliysa u¢ noktalarinin inf X ve sup X oldugunu
gosterin. (ﬂeride istten sinirsiz bir kiime icin sup X = oo ve alttan sirsiz bir kiime
i¢in inf X = —oo tamimlarini yapacagiz ve bu dedigimiz, bir anlamda, her zaman dogru
olacak.) Her araligin bu 6zelligi oldugunu gosterin.
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2. R’nin icindeki N, Z ve Q

Bu boliimde R’nin icindeki dogal sayilar kiimesi N'yi, tamsayilar kiimesi Z’yi
ve kesirli sayilar kiimesi Q’yii kesfedip basat ozelliklerini kanitlayacagiz. Bu
boliimii okurken, tanimlayacagimiz bu N, Z ve Q kiimeleri hakkinda sanki
hi¢bir sey bilmiyormusg gibi davranin ama bir yandan da bu kiimelere ¢ocuk-
lugunuzdan beri asina oldugunuzu unutmayin!

2.1 Dogal Sayilar

Gergel sayilar kiimesi R’nin, 0’1 iceren ve igerdigi her = sayisi icin = + 1
sayisini da iceren altkiimelerini ele alalim. Bu tiir altkiimelere ttimevarimsal
altkiime diyelim. Demek ki bir A C R kiimesinin tiimevarimsal olmasi i¢in
iki kosul gerekiyor:

1.0€ A,

2. Egerx e Aise x4+ 1 € A.

R’nin kendisi elbette tiimevarimsal bir kiimedir. Negatif olmayan gergel
sayilar kiimesi RZ° da bir basgka tiimevarimsal kiime 6rnegidir. Her r < 0 icin
[r,00) ve (r,00) araliklar1 tiimevarimsal kiimelerdir.

{1} UR=% {0} U[1,00) ve {0,1,2} U (3/2, o)

kiimeleri de tiimevarimsaldir.

Biraz diigiiniince, varhgim kamtlayacagimiz N kiimesinin (eger varsa ta-
bii!) R’nin en kiigiik tiimevarimsal altkiimesi olmasi gerektigi anlagilir, ne de
olsa ta ilkokuldan beri “bildigimiz” {tizere N kiimesi 0’1 igerir ve 1 ile top-
lama altinda kapalidir ve bu iki 6zelligi saglayan N’den daha kiigiik bir kiime
yoktur. Dolayisiyla 6nce R'nin en kiiciik tiimevarimsal altkiimesinin varligini
kanitlamaliyiz ve daha sonra N’yi bu en kiigiik tiimevarimsal kiime olarak
tanimlamaliyiz.

Oldukga basit ama ¢ok parlak olan genel fikri acikladiktan sonra en kiigiik
tiimevarimsal kiimenin varligini kanitlayalim.

Iki tiimevarimsal kiimenin kesigimi de tiimevarimsaldir. Nitekim eger A
ve B iki tiimevarimsal kiimeyse, her ikisi de 0’1 igerdiginden, kesigimleri olan
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AN B kiimesi de 01 igerir. Ayrica, eger bir x sayis1 A N B kesisimindeyse, o
zaman x hem A’da hem de B’dedir; her iki kiime de tiimevarimsal oldugundan
x + 1 de her iki kiimededir; demek ki x + 1 de kesisimdedir.

Sadece iki tiimevarimsal kiimenin degil, elemanlar1 tiimevarimsal kiimeler
olan bir kiimenin elemanlarimin kesigimi de tiimevarimsaldir. Yani eger T,
tiimevarimsal kiimeler iceren bir kiimeyse, o zaman,

N7T=()4
AeT
kiimesi de tiimevarimsaldir. Bunun kanit1 da ayni: Her A € 7 igin, 0 € A
oldugundan, 0 kesigimdedir. Simdi kesisimden herhangi bir = sayisi alalim.
Her A € T igin, x € A ve A tlimevarimsal oldugundan, x+ 1 € A olur. Demek
ki z 41 de ()47 A kesigimindedir.

elemanlar: tiimevarimsal
kiimeler olan bir kiime

Simdi R’nin tiim tiimevarimsal altkiimelerini kesigtirelim ve kesigimin adi-
na dogal sayilar kiimesi diyelim ve bu kiimeyi N simgesiyle gosterelim.

N’nin tiimevarimsal bir kiime oldugunu gordiik. Ttim tiimevarimsal altkii-
melerin kesigimi oldugundan ve tiimevarimsal oldugundan, N, R’nin en kiig¢iik
timevarimsal altkiimesidir, yani N, R’nin her tiimevarimsal altkiimesinin alt-
kiimesidir. Biitiin bunlari 6zetleyelim:

Teorem 2.1. i. 0 € N.

ii,neNisen+1eN.

iii. N, yukaridaki iki 6zelligi saglayan N’nin en kiicik altkumesidir, yani eger
A, N’nin bir altkiimesiyse ve 0 € A ise ve hern € A icinn+1€ Aise A=N
olur.

Kamt: Ik ikisi N'nin tiimevarimsal oldugundan ¢ikiyor. Uciincii énermedeki
A kiimesi varsayima gore tiimevarimsal bir kiime. Ama N tiim tiimevarimsal
kiimelerin altkiimesi. Demek ki N C A, yani A = N. U

Bu teoremin son maddesinin timevarimla kanit ilkesi olduguna dik-
katinizi ¢ekerim. Bu konuyu [N1, N2]’de ayrintilariyla isledigimizden iistiinde
fazla durmuyoruz. Gene de ilkeyi yazalim:
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Teorem 2.2 (Timevarim Ilkesi I). Ejer (dogal ya da gercel) saylarla ilgili
bir onerme 0 dogal sayist i¢in dogruysa ve, her n dogal sayist igin, n igin
dogru oldugunda n + 1 icin de dogru oluyorsa, o zaman o énerme her n dogal
sayst 1¢in dogrudur.

Beklenildigi iizere dogal sayilarda toplama ve carpma yapabiliriz. Bunu
tlimevarim ilkesini kullanarak kanitlayalim.

Teorem 2.3. N, toplama ve ¢arpma altinda kapalidur.

Kamt: 2+ (y+1) = (z +y) + 1 ve 2(y + 1) = 2y + x esitlikleri kullanilarak
istenenler tiimevarimla kolaylikla kanitlanir. Ornek olarak N’nin toplama al-
tinda kapali oldugunu kanitlayalim.

A={yeN:N+yCN}

olsun. Elbette 0 € A. Simdi y € A olsun. y 4+ 1'in de A’da oldugunu kanitlaya-
lim. N’den herhangi bir x alalim. O zaman y, A’da oldugundan, x 4+ ¢ elemani
N’dedir. Bundan ve N'nin tanmimindan (z +y) + 1 € N ¢ikar. Ama

r+y+1)=(x+y) +1

esitligi dogru. Demek ki z + (y + 1) € N. Her z € N i¢in, x + (y + 1) € N
Onermesini kanitladik, yani y+1’in A’da oldugunu kanitladik. Demek ki A = N
ve N toplama altinda kapali. O

Yukarida kanitladiklarimizdan kolaylikla, (N, +, x, 0, 1) yapisimin Peano
aksiyomlarim sagladigi ¢ikar (Peano aksiyomlari i¢in bkz. [N2]).

Aligtirmalar

2.1. Her a, b > 0igin, (a+b)™ > a™ +b" esitsizligini tiimevarimla kanitlaym. (Binom ag¢ilimi
daha kolay bir kanmt verir.)

2.2. Eger s > —1 ise, her n dogal sayisi icin (1 + s)™ > 1 4 ns esitsizligini tiimevarimla
kamtlaym. (Eger s > 0 ise tlimevarima gerek yok, esitsizlik binom agilimindan hemen
kanitlanir, 6te yandan binom ag¢ilimim kanitlamak igin tiimevarima ihtiyag vardir.) Bu
esitsizligi ¢cok basit bicimde g0yle genellegtirebiliriz: Eger s1, ..., s, > —1 ise ve hepsi
pozitif ya da hepsi negatifse,

(1+51)(1+5n)21+81+—|—5n

olur.
2.3. Asagidaki egitlikleri tiimevarimla kanitlayin.

1424+---4n = n(n+1)/2,
’4+2°4+..4+n*> = n(n+1)(2n+1)/6,
P42 4. 4n® = ni(n+1)?%/4
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2.4.

2.5.

2.6.

2.7.
2.8.

2.9.
2.10.
2.11.
2.12.

2.13.
2.14.
2.15.
2.16.

2. R’ninigindeki N, Z ve Q

n > 6 dogal sayis1 igin
1 8"

nl ” @n)

esitsizligini tiimevarimla kanitlaym®. (ipucu: Dogrudan da deneyebilirsiniz ama su yon-

tem de sonuca gider:
_ (@n)!
f(n) = n!8m

olsun. f(n+1)/f(n) > 1 esitsizligini n tizerinden tiimevarimla gosterebilirsiniz.)

Her n > 0 dogal sayis: igin

1
i < n n—+1
2n —
esitsizligini kanitlayin.

Her n > 0 dogal sayis: igin

(1—&-1) >2
n

Her n € N igin 2"n! < (n+ 1)™ esitsizligini kanitlaymn.

esitsizligini kanitlayin.

m > n > 0 iki dogal say1 ve = > 0 bir gergel say1 olsun.

™ —1 > " —1
m n
esitsizligini kamtlayin. Esitligin ancak = = 1 i¢in dogru olabilecegini gésterin. Ipucu:
nz™—1)—m(z"—1) = (z—D)[n"+z" "+ +2™ ) —(m—n)A+z+---+z" ).
esitligini kullanin. Bu esitsizligin daha genel bir hali i¢in bkz. Sonug 3.20.

Agagidaki aligtirmalarda sadece ve sadece N ve R’nin tanimlarini ve bu tanimlardan
yola g¢ikarak bu satira kadar kanitlanan olgular: kullanmalisiniz.

0’1in N'nin en kiiclik eleman1 oldugunu kanitlayin.

Eger z € N\ {0} ise z — ’in de dogal say1 oldugunu kanmtlayin.

Eger x € R ve 0 < x < 1 ise, 2’in N’de olamayacagini kanitlayin.

Egern e Nz € Rven <z <n+1ise, ’in N'de olamayacagini kanitlayin.

Asagidaki aligtirmalarda z, y € N.

Eger z < y ise, z + 1 < y egitsizligini kanitlayn.

Eger x <y ise, y — 2’in de N’de oldugunu kantlayin.

Eger z < y + 1 ise, 2’in ya y’ye esit oldugunu ya da y’den kiigiik oldugunu kanitlayin.
Eger y #0, 1 ve 0 < z ise & < xy esitsizligini kanitlayin.

Pierre de Fermat'nmin “sonsuzdan inig” adim verdigi tiimevarim ilkesini

kanitlayalim gimdi.

Teorem 2.4. N’nin bos olmayan her altkimesinin bir en kiiciik elemans vardar,
yani N wyisiraly bir kumedir.

'Buradaki n! tahmin ettiginiz faktoriyeldir. 0! = 1 ve (n 4 1)! = n! x (n + 1) olarak

tanimlanmigtir.
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2.1. Dogal Sayilar 29

Kanit: A, N'nin bir altkiimesi olsun. A’'min en kiigiik elemani olmadigini var-
sayip A’nin bogkiime oldugunu kanitlayalim. Ama 6nce bagka bir sey kanitla-
mamiz gerekiyor:

B = {n € N : n’den kiigiik hicbir say1 A’da degil }

olsun. Ttimevarimla B’nin N’ye egit oldugunu kanitlayalim. 0’dan kiigiik bir
dogal say1 olmadigindan (Aligtirma 2.9), 0’dan kiigiik bir say1 A’da olamaz,
dolayisiyla 0 € B olmali. Simdi n € B olsun ve n + 1’'in de B’de oldugunu
kanitlayalim. Eger n 4+ 1’den kiiglik bir say1 A’da olsaydi, o zaman bu say1
ancak n olabilirdi (Ahgtirma 2.12) ve bu n, A'nin en kiiciik eleman olurdu.
Ama A'nin en kiigiik eleman1 olmadigini varsaydik. Bu bir celigkidir.

0 1 n n+l
*—o o—©

f
n € B, demek ki
A’da n’den kiciik
bir say1 yok.

Demek ki B = N.
Simdi bir  dogal sayisinin A’da oldugunu varsayalim. n = x + 1 olsun. O
zaman x < n ve ¢ € A. Bundan n ¢ B gikar. Ama bu imkansiz. g

Bu teorem aslinda bir kanit ilkesidir: Eger dogal sayilarla ilgili bir 6nerme
her n dogal sayis1 icin dogru degilse, o zaman bu 6nermenin yanlig oldugu en
kiiciik dogal say1 vardir. Dolayisiyla su teorem de boylece kanitlanmig oldu:

Teorem 2.5 (Tiimevarim Ilkesi IT). Eger bir énerme, her n dogal sayist igin,
n’den kicik dogal sayilar i¢in dogru oldugunda n i¢in de dogru oluyorsa, o
zaman bu onerme her n dogal sayist i¢in dogrudur.

Kamt: Onermenin yanlis oldugu en kiigiik dogal say1 n olsun. Demek ki
onerme n’den kiiclik dogal sayilar icin dogru. Ama varsayima gore, bu du-
rumda onerme n igin de dogru olur, celigki. g

Dogal sayilarla ilgili bildiklerimizi teyit etmeye devam edelim:

Teorem 2.6. Ustten sinirle ve bos olmayan bir dogal sayr kimesi en kiciuk
Uustsinaring icerir.

0L e

Kanit: A bir dogal say1 kiimesi ve , A’nin en kiigiik iistsinir1 olsun.  — 1 bir
ustsinir olmadigindan,
r—1<n<cz
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esitsizliklerini saglayan bir n € A dogal sayis1 vardir. Demek ki x < n + 1
ve n’den daha biiyiik bir dogal say1 A’da olamaz. Bundan da n’nin A’'nin en
biiytk elemani oldugu cikar. Yani n = x. O

Teorem 2.7 (Argimet OZelligi). Eger € > 0 bir gercel sayiysa ve x € R ise,
0 zaman ne > x egitsizliginin saglandige bir n € N vardur, yani (tanim geregi)
R bir Arsimet cismidir®.

Kanit: Teoremin dogru olmadigimi varsayalim. Demek ki her n € N igin,
ne < z yani n < x/e. Demek ki dogal sayilar kiimesi N, z /e tarafindan tistten
sinirh. Teorem 2.6’ya goére N'nin en kiigiik iistsinir1 N’dedir.

et e
v y+1 x/e

Bu en kiiglik tistsinir y ise, bu da y 4+ 1 dogal sayisinin varligiyla geligir. O

Teorem 2.8 (Bolme). Her n,m € N igin, eger m # 0 ise,
n=mq+roved<r<m
onermelerini saglayan bir ve bir tane (q,r) dogal sayr ikilisi vardur.

Kanit: Once g ve r’nin varhigini gosterelim. Onermenin yanhs oldugunu var-
sayalim, yani,

A={n € N: belli bir m > 0 dogal sayisi igin, n = mq + r esitligini ve
0 < r < m egitsizliklerini saglayan ¢ ve r dogal sayilar1 yoktur}
kiimesi bog olmasin. n, A’nin en kiiciik elemani olsun ve kogullar m sayisi i¢in
saglanmasin. Eger n < m ise ¢ = 0 ve 7 = n istenen kosullar:1 saglar. Demek ki
n > m olmali. O zaman, Alhgtirma 2.14’e gére n —m bir dogal sayidir ve n’den
kiigiik oldugundan n — m ¢ A olmali. Demek ki, n —m = mgq; + r esitsizligini
saglayan q; ve 0 < r < m dogal sayilar1 vardir. Ama bundan,

n=m(q +1)+r

¢ikar ve ¢ = ¢q1 + 1 igin
n=mq-+r

elde ederiz. Demek ki 6nerme n ve m i¢cin de dogruymus. Bu bir celigkidir.

2Bu 6zellik Oklid’in Elemanlar (MO ~300) adli eserinin 5’inci cildinde Tanim 4 ola-
rak gegmektedir. Argimet’in (MO ~287-~212) Kiire ve Silindir Uzerine (MO ~225) adh
yapitinda da Aksiyom V olarak gegmektedir ve Argimet’ten sonra Eski Yunan uygarliginin
en 6nemli matematikgisi (ve astronomu) olarak addedilen ve giintimiize yazili eseri kalmayan
Odoks’a (MO 408-355) atfedilmistir. “Argimet Ozelligi” adi ilk olarak Avusturyall matema-
tik¢i Otto Stolz (1842-1905) tarafindan kullamilmigtir. Argimet Ozelligi hakkinda daha fazla
bilgi kitabin sonundaki eklerde, Béliim 25 ve sonrasinda bulunmaktadir.
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Aym sonu¢ Tiimevarmm Ilkesi IT kullamlarak n iizerine tiimevarimla dog-
rudan da kanitlanabilir: Eger n < m ise ¢ = 0 ve r = n olsun. Eger n > m ise,
n—m ve m sayillari i¢cin n —m = mq; +r esitsizligini saglayan ¢q; ve 0 < r <m
dogal sayilarinin oldugunu varsayarsak, n = m(q; + 1) + r olur.

Simdi g ve r’nin biricikligini kanitlayalim.

mg+r=mq +r,0<r<mve0<ri<m

iligkilerini saglayan r, r1, q, q1 olsun. ¢ = ¢q; ve r = ry esitliklerini kanitlaya-
cagiz. ¢ > qp esitsizligini varsaymanin bedeli yoktur, varsayalim. O zaman,

¢g—q N
ve
m>ry=r—r=m(q—q)
olur. Ama bu ancak ¢ — ¢ = 0 ise miimkiindiir. (Neden?) O

2.2 Tamsayilar ve Kesirli Sayilar

Dogal sayilarin ilkokuldan beri bildigimiz diger 6zelliklerini de yukarida yapti-
gimiz gibi oldukga kolay bir bicimde kanitlayabiliriz. Daha fazla ileri gitmeden
kisaca tamsayilar kiimesi Z’ye gegelim. Z’yi,

Z =NU—-N.
olarak tanimlayalim.

Teorem 2.9. Z, R’nin, 17 iceren ve ¢ikarma altinda kapaly en kicik altki-
mesidir. Ayrica Z toplama, carpma ve ¢ikarma altinda kapalidur, yani Z bir
halkadar.

Kanit: Z'nin 1’1 igerdigi ve ¢ikarma altinda kapali oldugu bariz.
A, R’nin 1’1 iceren ve ¢ikarma altinda kapali herhangi bir altkiimesi olsun.
0 =1-1 oldugundan 0 € A. Demek ki, her a € A ig¢in,

—a=0—-acA.
Dolayisiyla —A C A ve her a, b € A igin,
a+b=a—-(-b)eA-(-A)CA-ACA

Demek ki A toplama altinda kapali. 1’i de igerdiginden, bundan A’nmin tiime-
varimsal bir kiime oldugu sonucu ¢ikar. Sonug: N C A ve —-N C —A C A ve
7Z =NU —N C A. Boylece birinci énerme kanitlanmig oldu.

Simdi A = Z alirsak Z’nin toplama altinda kapali oldugunu goriiriiz. Z’nin
garpma altinda da kapali oldugu, bundan ve n(m + 1) = nm + m esitliginden
m lzerine tiimevarimla gikar. Ayrintilar: okura birakiyoruz. O
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Teorem 2.10 (Bolme). Her n,m € Z igin, eger m # 0 ise,

n=mq+r ve0<r <|m|
onermelerini saglayan bir ve bir tane (q,r) tamsayr ikilisi vardur.

Kanit: Teorem 2.8 temel alinarak kolaylikla kanitlanabilir. Ayrintilar1 okura
birakiyoruz. g

Z’nin ¢ok bilinen diger 6zelliklerini burada kanitlamayacagiz. Gerektigi za-
man tanimlara bagvurularak kolaylikla kanitlanabilir.
Son olarak kesirli sayilar1 tanimlayalim:

Qz{%:n,méZvem#O}

olsun. Q'niin elemanlarina kesirli say: ya da rasyonel sayi, Q kiimesine de
kesirli sayilar kiimest denir.

Teorem 2.11. Q, toplama, carpma ve sifirdan degisik bir elemana bolme
altinda kapalidir, yani bir cisimdir. Ayrica Q, R’nin Z’yi iceren en kiicik alt-
cismidir.

Kanit: Cok basit. 0

Teorem 2.12 (Tamkisim). Her x € R i¢in, n < x < n + 1 egitsizliklerini
saglayan bir ve bir tane n tamsayist varder.

Kamt: Once z > 0 varsaymmm yapalm. A = {a € N : a < 2} olsun. O
zaman 0 € A ve A, x tarafindan tistten sinirli. Teorem 2.6’ya gore A, en kiigiik
iistsinirini igerir. Bu dogal sayiya n dersek,

n<z<n+l
olur. Biricikligi kanitlayalim: Bir de ayrica
m<z<m+1
olsun. Eger n < m ise, Aligtirma 2.13’e gore,
r<n+l1<m<ux,

celigki. Benzer bicimde m < n de olamaz. Demek ki n = m.
2’in negatif oldugu durumun kanitimi okura birakiyoruz. O

Teorem 2.12’de biricikligi kanitlanan n tamsayisina x’in tamkismsz denir
ve bu say1 [z] olarak yazilir. [z], 2’ten kiiciikesit en biiyiik tamsayidir. Demek
ki her z € R i¢in « — [z] € [0,1) olur ve [z] bu i¢indeligi saglayan biricik
tamsayidir.
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Teorem 2.13. Herhangi iki farkl gercel sayn arasinda kesirli bir sayr vardar,
yani (yogunlugun tanwma geregi) Q, R’de yogundur.

Kanit: o < S iki gercel say1 olsun. Eger a < 0 < f ise 0 sayisi a’yla
arasindadir. Eger o < f < 0ise 0 < —f < —a olur ve —f ile —« arasinda bir
q kesirli sayis1 bulmugsak, —q kesirli sayis1 o’yla 8 arasinda olur. Dolayisiyla
teoremi 0 < a < 8 varsayimi altinda kanitlamak yeterli.

a < q < [ egitsizligini saglayan bir ¢ kesirli sayis1 bulmak istiyoruz.
Argimet Ozelligi'nden (Teorem 2.7) dolay1, 1 < n(3 — «) esitsizligini saglayan

bir n vardir. Demek ki,

1
— < fB—-a.
n

Simdi, m = [na] olsun (bkz. Teorem 2.12 ve sonraki tanim.) Demek ki

m<na<m-+1

ve
m m+1 m 1 1
—<a< =—+-—-<a+—-—<a+(B-a) =4
n n n o n n
Dolayisiyla
m 1
a< —+—-<p
n o n
olur ve
_m+1
oo
sayis1 aranan kesirli sayidir, daha dogrusu sayilardan biridir. O
Aligtirmalar

2.17. ¥z 4 3] < 6 = |4z — 12| < 0,04” 6nermesini dogrulayan en biiyiik §’y1 bulun.
2.18. Merkezi 7 olan ve |v/x — 3 — 2| < 1 esitsizligini saglayan en biiyiik araligi bulun.
2.19. n € Z, m € 2N + 1 olsun. n = mgq + r esitligini ve

m—1 m—1

<
7 ST< 3

esitsizliklerini saglayan bir ve bir tane (g,r) tamsay ikilisi oldugunu kanitlaym.
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3. Kesirli Usler ve Koékler

Bundan boyle N, Z ve Q say1 kiimeleri iizerine tanimlanmig toplama ve ¢arpma
gibi basit aritmetiksel iglemleri ve bu iglemlerle ilgili basit olgular1 -kanitlama-
mug olsak da- bildigimizi varsayacagiz. Ornegin asal sayilardan hi¢ sézetme-
dik ama her dogal sayinin tek bir bigimde asallarin ¢arpimi olarak yazildigini
bildigimizi varsayacagiz. Ote yandan iis almamn tammim ve 6zellikleri agagida
verecegiz.

3.1 Kaesirli Us Alma ve K6k Bulma

Eger x bir gercel say1 ve n bir dogal sayiysa, x’in n’inci ussu adi verilen z™
)
gercel sayisini n lizerine tiimevarimla tamimlayacagiz. Once n = 0 sikkindan

basglayalim®:
0

r =1
Eger 2" tammlanmigsa, "' sayisim 2”2 olarak tanmimlayalim:
gt = g,

Tanimin hemen ardindan tahmin edilen ve liseden beri bilinen esitlikleri ka-
nitlayalim:

Teorem 3.1. Her z,y € R ve her n, m € N i¢in,
0.1" =1, 2! =z ven > 0 igin 0" = 0.

i Mg = gmtn,

ii. (zy)" = 2"y

iii. ()" = 2™,
iv.0<noveld<a<yisex™ <y™

Kamt: Onermelerin her biri n {izerine tiimevarimla kanitlanir. Digerlerini
okura aligtirma olarak birakarak 6rnek olarak (i)’i kanitlayalim:

n =0 icin: 2™10 = 2™ = 2™1 = ™20,

!Bazilar1, genellikle analizciler, 0° ifadesini tanimsiz kabul eder. Cebirde ve aritmetikte
0% = 1 tanimim yapmak igimize gelir. En azindan ders notlarinin baglarinda 0° = 1 tanimim
yapalim. Ileride limit konusuna geldigimizde 0° ifadesini tanimsiz kabul etme hakkini sakl
tutalim.
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Simdi, 21" = z™z" esitligini varsayip, ™t ) = Mgt egitligini

kanitlayalim:

xm+(n+1) — $(m+n)+1 — g — (xmxn)x — xm(wnx) — pMpntl

Teorem 3.1’in kanit1 tamamlanmigtir. O

Her degismeli halkada gegerli olan (z+y)™ ifadesinin binom agilimini ya da
benzer 6zdeglikleri okurun bildigini varsayiyoruz. Okur bu konudaki eksiklerini
[N2]’den tamamlayabilir.

Ornekler

3.1. a,b€R ven €N olsun. Eger M = max{|al, |b|} ise |[a™ — b"| < nM" '|a — b| olur.
Kanit: Asagidaki esitlikten gikar:

a® = b =(a—b)(a" " +a" b ab" T F ).

Her iki tarafin da mutlak degerini alip tiggen esitsizligini uygularsak istedigimizi elde
ederiz. d

Eger x # 0 ve n < 0 ise, " terimini g0yle tamimlariz: ™ = 1/z~". Son
maddesindeki “ufak” bir oynamayla Teorem 3.1 tamsayilar icin de gegerlidir:

Teorem 3.2. Her z,y € R\ {0} ve her n, m € Z igin,
0. z7"=1/z".

i, g™t = Mg,

ii. (xy)" = z"y".

iii. ()" = 2™,

iv.n<0vel<zx<yisex™ >y" olur.
Kanit: Tanimdan ve Teorem 3.1’den cikar. Okura birakiyoruz. g
Sonug 3.3. n € Z\ {0}, =, y > 0 ve " = y" ise 0 zaman x =y olur.

Kanit: Teorem 3.1.iv ve Teorem 3.2.iv’'ten c¢ikar. U

Buraya kadar yaptiklarimiz oldukca kolaydi. Daha zor konu ve sonuclara
dogru yelken acalim. Pozitif gercgel sayilarin koklerini bulalim, yani a > 0 bir
gercel sayiysa ve n # 0 bir tamsayiysa, X" = a denklemini gergel sayilarda
¢Ozebilecegimizi gorelim. Bu ¢oziimiin pozitif gercel sayilarda biricik oldugunu
kanitlayabilirsek, al/m gercel sayisini bu biricik pozitif ¢6ziim olarak tanimla-
yabiliriz.

Teorem 3.4. a > 0 bir gercel saywysa ve n % 0 bir tamsayysa, X™ = a
denkleminin pozitif gercel sayilarda bir ve bir tek ¢ozimi vardrr.
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Kanit: Sonug 3.3, ¢oziimiin (eger varsa) biricikligini s6ylityor. Coziimiin var-
ligin1 kanitlayalim. Eger a = 0 ya da 1 ise her sey bariz. Bundan boyle a > 0
ve a # 1 varsayimlarim yapalim.

Coziimiin varligini pozitif n tamsayilar: i¢in kamitlamak yeterli. Nitekim,
eger n > 0 icin x > 0 gercel sayist X" = a denkleminin bir ¢ézlimiiyse, o
zaman 1/x pozitif gergel sayist X " = a denkleminin bir ¢éztimiudiir.

n = 1 ic¢in £ = a bir ¢éziim oldugundan, n’yi 1’den de biiyiik alabiliriz.
Bundan boyle n > 1 olsun.

Teoremi, 1’den biiyiik a gercel sayilar i¢in kanitlamak da yeterlidir. Ni-
tekim, eger 0 < b < 1 ise, 1/b > 1 olur ve x > 0 gergel sayis1 X" = 1/b
denkleminin bir ¢éziimiiyse, o zaman 1/x pozitif gergel sayist X™ = b denkle-
minin bir ¢oztimiudiir.

n > 1 bir tamsay1 ve a > 1 bir gergel say1 olsun. X" = a denklemi ¢ézmek
icin,

z>0vez"<a
esitsizliklerini saglayan gercel sayilar kiimesinin iistten siirli oldugunu ka-
nitlayip, kiimenin SUP aksiyomuna gore var oldugunu bildigimiz en kiigiik
iistsinirin1 alacagiz. Kanitlayacagimiz iizere, bu en kiigiikk iistsinir X" = a
denkleminin ¢6ziimi olacak.

sup{x >0 :x" <a}

{x>0:x"<a} /

Planimiz1 uygulayalim. n > 1 bir tamsay1 ve a > 1 bir gercel say1 olsun.
A={z>0:2" <a}

olsun. 0,1 € A oldugundan A bogkiime degildir. Ayrica A, a tarafindan iistten
sinirhidir, ¢iinkii 1 < a. Demek ki SUP aksiyomuna gore, A'nin bir en kiigiik
iistsinirt vardir. Bu en kiigiik iistsinira s adini verelim. Elbette s > 1. Simdi
s" = a egitligi iki adimda (asagidaki Sav 1 ve 2) kamtlayalim. Once bir 6nsav.

Onsav 3.5. n > 1 bir dogal sayr olsun. a ve x ki pozitif gercel sayr olsun.
Eger ™ < a ise, (x + €)™ < a esitsizliginin saglandigr bir € > 0 gercel sayist
vardur.

Kanit: (x + €)™ terimiyle oynayarak, bu terimin a’dan kiigiikesit olmasi i¢in
€’un ne kadar kii¢iikk (ama pozitif) olmasi gerektigini gorecegiz. € sayisini, eger
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varsa, her zaman 1’den kiiciik, hatta 1/2’den kiigiikesit segebiliriz, ¢linkii eger
bir € > 1/2 i¢in (z + €)" < a esitsizligi dogruysa, o zaman € = 1/2 i¢in de aym
esitsizlik dogrudur. Hesaplara baslayalim:

1

<z"+ <?>xn_1e+---—|— <T;>:L‘"_ie—|—--'—|—e

:x”+e(<7lz>x"_1+---+ <7;>93"_i+---+1> =2x" + €B.

Burada B sayist,

(3

olarak alinmigtir. Demek ki (z+4€)" < a esitsizliginin saglanmasi i¢in " +eB <
a esitsizliginin saglanmasi yeterlidir. Dolayisiyla ¢’'un ne kadar kiiciik olmasi

gerektigi de bellidir:
. 1 a—2a™
€e=min§ =, ———— .
2" B

e'u boyle secerek istedigimiz (z + €)™ < a esitsizligini kamtlariz. Onsavimiz
kanitlanmigtir. O

(3

Simdi Teorem 3.4’tin kanitina devam edebiliriz. s’yi ammsaym: s = sup(A4).

Sav 1. s" > a.

Sav 1’in Kamti: Tam tersine, s” < a esitsizligini varsayalim. Onsav 3.5%
gore yeterince kiiciik bir € > 0 sayis1 i¢in, (s +€)" < a esitsizligi saglanir. Ama
o zaman da s’den biiylik olan s + € sayis1 A’da olur ve bu da s’nin en kiigiik
iistsinir olmasiyla celigir. Sav 1 kanitlanmigtr. i

Bu savdan, s # 1 gikar. Demek ki s > 1. Bu, birazdan 6nem kazanacak.

Sav 2. s" < q.
Sav 2’nin Kaniti: Tam tersine, s > a esitsizligini varsayalim. O zaman
(1/s)™ < 1/a olur. Onsav 3.5’e gore, belli bir € > 0 igin,

olur. Buradan

olur. Ama
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oldugundan, bir z € A icin

<r<s
14 se

a < <z"<a
14 se

elde ederiz, ki bu bir celigkidir.

olur. Boylece,

Sav 1 ve 2’den s™ = a esitligi gikar.
Teorem 3.4 tamamen kanitlanmigtir.

39

O

O

Sonug 3.6. Eger n # 0 bir tamsaywysa, f(x) = =™ kuralwyla tanvmlanan f
fonksiyonu R>Y kiimesinin bir eslesmesidir. Ejer n > 0 ise f sirekli artar.

Eger n < 0 ise f strekli azaler.

3y=x3 5

Y4 y:x72 y=x_ Yy =X
y=x

Kanit: f’nin eglesme oldugunu Teorem 3.4 soyliiyor. f’nin artan ya da azalan

olmasi Teorem 3.1.iv ve Teorem 3.2.iv’ten belli.

O

a > 0 gercel sayis1 ve n # 0 tamsayisi i¢cin, X" = a denkleminin biricik

pozitif ¢coziimii al/"

1/n

(a*™" = a ve a*/™ > 0.

Bir bagka deyisle,

T = al/n

Kimileyin a'/" yerine {/a yazilir. Ayrica ¥/a yerine v/a ya da \/a yazir.

olarak yazilir. Demek ki, a > 0 icin,

" =avex>0.

Son olarak, ¢ € Q ve a € R>? icin af sayisi tammlayalim. m,n € Z

tamsayilar igin ¢ = m/n olarak yazip,

al = (am)l/n
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tanim denemesini yapalim. Yani, a9 sayisi igin,
r=adlsr"=a"vexr >0

tanimini 6nerelim.
Bunun gergekten bir tanim olmasi i¢in Ornegin,

al5/6 — 25/10 _ ;30/12.

yani
(a15)1/6 _ (a25)1/10 _ (a30)1/12

olmali; daha genel olarak, m, m’, n, n’ € Z tamsayilar igin, m/n = m’/n’
oldugunda

(am)l/n _ (am/)l/n’
olmali, yoksa a? sayisinin tanmimi ¢’ye gore degil, ¢ = m/n esitligini saglayan
m ve n tamsayilarina gore degisebilir. Bir sonraki oénsav, (am)l/ ™ sayisinin m
ve n’ye gore degil, m/n’ye gore degistigini gosterecek.

Onsav 3.7. m, m/, n, n’ tamsaylar: icin m/n = m'/n ise her a > 0 i¢in
(@™ = (™) olur.

Kanit: Varsayima gore mn' = m/n. Simdi z = (™)™ ve y = (a™)"/" olsun.
Demek ki 2" = @ ve y" = o™ . Dolayisiyla,

n’)m m'm mm (l,n)m nm n'm

/
nm = Qa = Q =

Yyt =(y
Sonug 3.3’'ten y = = cikar. O

Béylece artik 2 > 0 igin 2™ = (2™)Y/™ tammmn yapabiliriz.

Gozden kacabilecek bir sey daha kontrol edilmeli, n € N ve a € R>? icin,
a™'nin eski tanimiyla, yukarida tanimlanan a™/1 sayisi birbirine egit olmali,
yani n’yi tamsay1 olarak da gorsek, n/1 olarak kesirli say1 olarak da gorsek,
a™nin her iki tanimi da aym sonucu vermeli. Nitekim &yle: a™! sayisinm
yukarida verdigimiz tanimina gore,

r=d" et =a"ver >0

n»

olmali ve bu da “z = ™! < z = ¢’ demektir, yani a/* = a".

Teorem 3.8. Her z, y € R>? ve p, ¢ € Q igin,
0.17=1,2"=1, 2! ==,

i 2Pt = 2Pz ve 7P = 1/aP.

ii. (zy)? = aPyP.

iii. (2P)? = 2P,
iv.0<povex <y isexP <yP.

v.0>puvezx <y isexP > yP.

vi.p < quvel <z iseal <z9.

vii. p < q ve x <1 ise x? < xP.
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Kanit: Her sey tanimdan ve Teorem 3.1, Teorem 3.2 ve Sonug 3.3’ten oldukca
kolay bir bicimde gikar. O

Aligtirmalar
3.2. n # 0 ve m tamsayilar1 ve a > 0 i¢in, a™/™ = (a'/™)™ esitligini kanitlaymn.
3.3. z,y € R”% ve p € Q icin (x/y)? = «P /yP esitligini kamtlayn.

Eger a < 0 ise, X? = a denkleminin gercel sayilarda ¢oziimii yoktur
¢linkii gercel sayilarda kareler negatif olamazlar (bkz. Bolim 1, U maddesi).
Ayni nedenden eger a < 0 ve n bir ¢ift tamsayiysa, X" = a denkleminin de
gercel sayilarda coziimii olamaz. Ote yandan, simdi kamtlayacagimz iizere,
eger n bir tek dogal sayiysa, a hangi gercel say1 olursa olsun, X™ = a denkle-
minin gercel sayilarda bir ve bir tek ¢oziimii vardir.

Teorem 3.9. i. Eger n bir tek dogal saywysa, her a € R i¢in X™ = a denklemi-
nin gercel saylarda bir ve bir tek ¢ézimi vardwr. Bir baska deyisle f(x) =z
kuralyla tanimlanan fonksiyon R nin (artan) bir eslesmesidir.

ii. Eger a # 0 ise aym sey n tek tamsayilar: igin de gegerlidir. Yani f(x) = z
kuralyla tanimlanan fonksiyon R\ {0} kimesinin bir eslesmesidir.

iii. Egera > 0 ise ve n bir ¢ift tamsayrysa X™ = a denkleminin gercel sayilarda
ki ¢ozumi vardwr. Eger x bir cozimse, —x diger ¢ézumdiir.

n

Kanit: i. Eger a > 0 ise, bu aynen Teorem 3.4. a < 0 durumu,

=as (—2)"=—a
esdegerliginden ve bir 6nceki climleden g¢ikar. Artanligi ve teoremin (ii, iii)
kisimlarini okura birakiyoruz. g

n = —2,—1,1, 2, 3 tamsayilar i¢in f(z) = 2" fonksiyonlar1 grafikleri
agagida ayr1 ayr1 gosterilmistir. (Matematikgiler grafikleri her zaman el yor-
damuyla gizerler...)
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a € (0,1] kesirli sayilar i¢in f(x) = z* fonksiyonlarimin grafikleri agagida.
a sayist 1’e yaklastikca grafikler giderek diizlegirler ve y = x dogrusuna ben-
zerler. a, 0’a yaklagtikca, x = 0 noktas1 diginda grafikler y = 1 dogrusuna
benzemeye calisirlar.

X

| 1
Bazia € (0,1)sayilari igin y = x“ fonksiyonu (el yordamiyla cizilmistir.)

a > 1 kesirli sayilar i¢in f(z) = x* fonksiyonlar1 grafikleri asagida. f(x) =
2% fonksiyonuyla g(x) = z'/¢ fonksiyonu birbirinin tersi oldugundan (yani
fog=gof=1Idjy) oldugundan) yukaridaki grafiklerle asagidaki grafikler
y = x ¢caprazina gore birbirine simetriktir. Tabii ki gene a sayis1 1’e yaklastikca
grafikler y = x dogrusuna benzer. Ote yandan a sayis1 biiytidiikge, [0, 1] aralig:
tizerinde grafik yataylagarak y = 0 dogrusuna, [1,00) aralig: iizerinde grafik
diklegerek = = 1 dogrusuna benzemeye caligir.

1
Bazia € [1,2]sayilari i¢in y = x“ fonksiyonu (el yordamuiyla cizilmistir.)

a > 0 iken grafikleri topluca gosterelim:
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vy A

%27 = 1 oldugundan, g > 0 iken, f(x) = 279 fonksiyonlarimin grafikleri
yukaridakilerden kolaylikla elde edilebilir.

Teorem 3.9.ii’ye gore, eger n > 0 tek bir tamsayiysa, sadece = > 0 igin
degil, her = € R icin /" sayisim X" = 2 denkleminin biricik ¢oziimii olarak
tanimlayabiliriz. Ama o zaman tehlikelere maruz kaliriz, 6rnegin:

L= () = (DY (=1 — 1,

Bu ylizden negatif tamsayilarin kokii pek alinmaz, alinirsa da hesaplarda dik-
katli olunur.

Kesirli olmayan gercgel sayilara irrasyonel ya da kesirli olmayan gercel
sayalar adi verilir. Ornegin /2 kesirli bir say1 degildir. Daha genel bir olgu
dogrudur.

Onsav 3.10. k > 0 bir tamsayr ve a € N olsun. Eger a bir dogal sayinin
k ey kuvveti degilse a*/* kesirli bir sayr olamaz.

Kamit: Tam tersine, a*/* sayismin kesirli oldugunu varsayalim ve n, m > 0
tamsayilar: igin,

1/k

a’®=n/m

yazalim. Gerekirse sadelegtirerek, n ve m tamsayilarinin birbirine asal olduk-
larini varsayabiliriz. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin da k’inci kuvvetini
alarak, a = n*/mF, yani

elde ederiz. Bu egitlikten, m’yi bolen her asalin n’yi de bélmek zorunda oldugu
¢ikar. n ve m birbirine asal olduklarindan, m = 1 bulunur. O
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Teorem 3.11. frmsyonel sayilar R’de yogundurlar, yani herhangi iki farkl
gercel sayr arasinda irrasyonel bir sayr vardar.

Kamit: a < b iki gergel say1 olsun. Teorem 2.13’e gore, a/2 < q < by/2
esitsizliklerini saglayan bir ¢ kesirli sayisi vardir. Simdi ¢/4/2 irrasyonel bir
sayidir (yoksa /2 rasyonel, yani kesirli olurdu) ve a ve b arasindadir. O

Ornekler

3.4. p ve q ki pozitif kesirli sayr olsun. Her n > 1 dogal sayist ig¢in

3.5.

nP —n?

et r— (7

egitsizligini kanatlayin.

Kanit: Gerekirse p ve ¢ sayilarinin yerlerini degistirerek p > ¢ > 0 varsayimin yapabili-
riz. O zaman payda pozitif olur ve n? —n? < (n+1)? —(n+1)? esitsizligini kanmitlamamiz
gerektigini anlariz. Bu son esitsizlik

I T -1 < (n+1D)I((n+1)P"7-1)
esitsizligine ve dolayisiyla

W1 < (”:1)q((n+1)ﬂ ~1)

esitsizligine denktir. Bu son egitsizligi kanitlayalim:

n+1

q
np7‘171<(n+1)p7q71<( ) (n+1)P77-1).

istedig‘imiz kanitlanmigtir. O
Yeterince biyik n dogal saylare igin Y ., 1/i < \/n esitsizligini kanitlayen.

Kanit: Aklimiza ilk gelen yontem tiimevarim olmali. Esitsizlik n = 1 igin dogru ama
n = 2 i¢in yanhsg. Hatta n = 3,4,5,6 igin de yanhs. Ama n = 7 igin dogru. n = 7T’den
baslayarak tiimevarimla kanitlamaya calisgalim. n > 7 olsun ve esitsizligin n igin dogru
oldugunu varsayip n + 1 i¢in kanitlayalim.

n+1

1 "1 1 1
J— - <
;i ;i—'_n—i-l_\/ﬁ—'—n—kl

oldugundan,
1
Vn4+ —— <+vn+1
n+1

esitsizligini kanitlamak yeterli. Bu egitsizlikle

1
<Vvn+1-—+vn
n+1
esitsizligi ve
1
— <n+1
vVn+1—4/n
esitsizligi esdeger. Ama
1
=vn+1++vn

NoE= S
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oldugundan, bu son esitsizligi kanitlamak igin
Vn+l4+yn<n+1
esitsizligini kanitlamak yeterli. Ote yandan,
Vit l+vn<vntl+vntl=2/n+1
esitsizliginden dolay1, bu en son egitsizligi kanmitlamak igin

2vn+1<n+1

yani
2<+vn+1
esitsizligini kanitlamak yeterli, ki n > 3 dogal sayilar: i¢cin bunu elbette biliyoruz. g
3.6. a, b€ R=Z° ve n € N ise |a*/™ — b*/"| < |a — b|'/™ olur.
Kanit: Genellikten taviz vermeden a > b varsayimim yapabiliriz. ¢ = at/" ve d = b/
olsun. O zaman ¢ > d olur ve binom agilimindan

Cn:[(c—d)+d]":(c_d)"++dn2(c_d)n+dn

elde ederiz. ¢ ve d yerine eski degerleri koyarsak istedigimizi elde ederiz.

3.2 Baz1 Basit Sonuclar

Tleride kargilagacagimiz baz1 basit sonuglar: bu altbéliimde toparliyoruz. Okur,
ruh haline gore, ya bu sonuclar1 kanitlarina bakmadan tek bagina kanitlamaya
caligmalidir ya da tam tersine, simdilik atlayip gerektiginde geri donmeli-
dir. Matematige yeni baglayanlara (ruh hallerinden bagimsiz olarak) birinci
segenegi Oneririz.

Onsav 3.12. Her k dogal sayse icin 10 > k olur.
Kanit: k£ iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. k = 0 igin,
k=0<1=10"= 10"
Bir de k£ =1 i¢in kanitlayalim:
k=1<10=10"= 10*.

Simdi k > 1 olsun ve 10* > Fk esitsizliginin gecerli oldugunu varsayalim. Elbette
10¥ > k + 1 olur. Hesap vakti geldi:

10 = 10 x 10 > 10F > k + 1.

(Son esitsizlik, kanitin baginda teoremi neden k£ = 0 ve k = 1 i¢in kamtladigi-
miz1 gostermektedir.) O
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Sonug 3.13. Her € > 0 gergel sayst i¢in oyle bir N dogal sayist vardwr ki,
her n > N dogal sayst i¢in, 107" < € olur.

Kamt: N, 1/edan biiyiik bir dogal say1 olsun (Argimet Ozelligi). O zaman,
10V > N > 1/e

yani
107N < ¢

olur. Dolayisiyla her n > N igin,
107" < 107N <e
olur. O

Onsav 3.14. Her k dogal sayist ve her r # 1 gercel sayist i¢in,

1— k+1
Lbrr? b= ——
- T

Kanit: S=1+7r+7%+ ...+ 7F olsun. Bu sayiy1 r ile carpalim:
rS=r(l+r+r+ ) =r4r? 4. gL
Simdi S’yi ve rS’nin bu ifadelerini altalta yazalim:

S=1+4r+ri4 . 4oF
rS=r+r24+rd 4. 4kt

ve birbirinden c¢ikaralim. 7, 72, ..., 7" ifadeleri sadelesir ve geriye sadece 1 ve
rF+1 kalir:

S—rS=1-— k"
yani

(1-7)S=1—rF1
bulunur. Buradan da S bulunur. ]
Aligtirmalar

3.7. Onsav 3.14’ii k iizerine tiimevarimla kanitlayin.

3.8. 2" > n? egitsizligi hangi n dogal sayilar: icin dogrudur?

3.9. 3" > n? esitsizligi hangi n dogal sayilar icin dogrudur?
3.10. 2™ > n? esitsizligi hangi n dogal sayilar1 icin dogrudur?
3.11. 3" > n? esitsizligi hangi n dogal sayilar icin dogrudur?
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3.3 Bernoullivari Esitsizlikler

Sonuclarimizi ii¢ boliime ayiracagiz.

Birinci Boliim. Bu altboliimde, ileride sik sik bagvuracagimiz meshur (Jacob)
Bernoulli esitsizligini ve bu egitsizligin tiirevlerini kanitlayacagiz.

Onsav 3.15 (Bernoulli). Eger s > 0 ise, her n dogal sayist igin,
(1+s)">14+mns
olur.

Kanit: Binom acilimindan dogrudan c¢ikar:

n

(1+5)":1+ns+<2

>52+~-+3"21+n3.

Onsav kanitlanmgtir. O

Bundan daha genel bir sonug¢ dogru:
Onsav 3.16 (Bernoulli). Eger s > —1 ise, her n dogal sayisi igin
(I+s)">14ns
olur. Eger n > 0 ise sadece s = —1 durumunda egitlik olur.

Kanit: n iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger n = 0 ise, kanitlayacagimiz
esitsizlik, 1 > 1 esitsizligine donitigiiyor ki bunun dogru oldugu belli.

Simdi esitsizligin n i¢in dogru oldugunu varsayip n + 1 i¢in kanitlayalim.
1+ s > 0 oldugundan,

(148)" ™ = (148)"(1+5) > (14+ns)(1+s) = 1+ (n+1)s+ns? > 1+ (n+1)s.
Savimiz kanitlanmigtir. Son énerme de yukaridaki satirlardan gikar. O
Onsav 3.17. Eger r < 1 ise, her n dogal saysi igin, (1 —r)" > 1 —nr olur.

Kamt: Onsav 3.16’da s = —r almak yeterli. U

Birazdan yukaridaki sonucu dogal sayilardan kesirli sayilara genellestire-
cegiz (Onsav 3.22).

Onsav 3.18. Her p > 1 kesirli sayist ve x > 0 gergel sayist i¢in
I+pr<(1+2)?

esitsizligi gecerlidir. Esitlik sadece p =1 ya da x = 0 i¢in gecerlidir.
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Kanit: a > b > 0 dogal sayilari i¢in p = a/b olsun. Demek ki
1+25 < (1+a)"
yani
(1 + %)b <(1+az)°
esitsizligini kanitlamaliyiz. Her iki tarafi da agarsak, kanitlamak istedigimizin,

> (1) =2 ()

=0 i=0

esitsizligi oldugunu gortirtiz. Sag tarafta her biri pozitif olan daha ¢ok terim
oldugundan, her 1 =0,1,...,b icin,

(5= ()

esitsizligini kanitlamak yeterli. Bu esitsizlik ¢ = 0 igin dogru. Simdi esitsizligin
i i¢in dogru oldugunu varsayip (tiimevarim varsayimi), esitsizligi ¢ + 1 igin
kanitlayalim. Timevarim varsayimini kullanarak,

b a“‘l_bb—iaig_baib—i g< ab—ig
i+1)b+t \i)i+1 b b \i)b i+1 b~ \iJi+1 b
b—1

B a i+1 b—1 a a g< a
S \i+1)a—i i+1 b \i+1)a—i b~ \i+1

esitsizligini elde ederiz. (En sondaki egitsizlikte a > b varsayimini kullandik.)
Onsavin birinci kismi kanitlanmigtir. Ikincisi yukaridaki egitsizlikler izlenerek
kolayca cikar. O

Ikinci B6liim?2. Bu bolimde yukarida kanitladigimiz 3.15-3.18 numarali so-
nucglar1 ¢cok daha gik bir bigimde bir defa daha kanitlayacagiz ama ayrica ki-
tabin en sonundaki ekte (sayfa 364’te) x € R iken a” sayisini tanimlamamizda
gok yararh olacak olan Sonug 3.20’yi kamitlayacagiz. (Daha énce a® sayisim
sadece z € Q iken tanimlamigtik.) Dileyen okur bu boliimii okuduktan sonra
dogrudan kitabin sonundaki eke gidip € R iken a® sayisinin tanimini gore-
bilir. Dileyen okur ise gergel sayilarla iis almanin tanimi i¢in ikinci cildi bekle-
yebilir; nitekim ikinci ciltte tis almay1 ¢ok daha genel bir teorem kanitlayarak
tanimlayacagiz.

Onsav 3.19. Ejer > 0 ve n € N ise (n+ 1)z" — 1 < nz"*! olur. Esitlik
sadece n =0 ya da x = 1 i¢in miumkindir. O

2Bu ikinci boliimdeki sonuclar ve zarif kanitlar icin Yusuf Unlﬁ’ye miitegekkiriz.
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Kanit: Eger n = 0 ise kanitlanacak bir sey yok. Bundan béyle n > 0 ol-
sun. Okur isterse 6nsavin n = 1 igin de dogru oldugunu kontrol edip n > 1
varsayimini yapabilir. Genel durum, oldukca kolay ama zekice bir hesaptan
gikiyor:

n—1
(n+Dz" —nz"™t —1=—nz"(z - 1)+ (2" —1) = (z—1) (—nx” + sz>
=0

|
—

n

n—1
=(z—-1)) (z'—a") = —(x—l)Za:i(m”_i—l)
=0

=0
n—1 n—i—1
:—(x—l)QZ ! ij <0.
i=0 =0

Ayrica en sondaki esitsizlik ancak x = 1 ise esitlige dontigebilir. (Eger z = 0
ise, i = j = 0 durumu en alttaki ve sagdaki parantezin 0 olmasim engelliyor.)
Onsav kanitlanmigtir. O
Sonug 3.20. Eger x > 0 ve 0 < p < q ki kesirli sayiysa
-1 27-1
<
p q
olur ve egitlik sadece x = 1 i¢in dogru olur.

Kanit: Onermeyi 6nce p ve ¢ dogal sayilan icin kamtlayalhm. ¢ = p + 1 icin
kanitlamak yeterli. Ama bu da Onsav 3.19’dan hemen cikar.
Simdi p ve ¢ iki kesirli say1 olsun. p ve ¢’niin paydalarini egitleyerek, n < m
ve r dogal sayilari i¢in, p = n/r, ¢ = m/r yazabiliriz. y = z" alarak,
n m
y" —1 i 1
n m

esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz, ki bunu da bir 6nceki paragrafta
kanitlamistik. O
Sonug 3.21 (Bernoulli). 0 < p kesirli bir sayr ve —1 < x gercel bir sayi olsun.
Eger 1 <pisel+px < (1+x)P olur. Eger p <1 ise 1 +px > (1+ x)P olur.
Kanit: a =1+ 2 > 0 olsun. Eger 1 < p ise Sonug 3.20’den,

a? -1 (1+z)P-1

r=a—-—1< =
p p

bulunur ve bu da istedigimizi verir. Eger p < 1 ise, gene Sonug 3.20’den,
(1+x)P -1 aP—1
p

bulunur ve bu da istedigimizi verir. Sonu¢’un ikinci kismim Ornek 3.39’da bir
defa daha kamtlayacagiz. O

<a—1==x
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Daha 6nce oldukga ilkel yontemlerle ve ciplak elle kanitlanmig olan 3.15,
3.16, 3.17 ve 3.18 numarali sonuclarimiz yukaridaki 6nsavdan hemen cikar.
Kanitlar: okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Simdi Onsav 3.17’yi genellegtirebiliriz:

Onsav 3.22. Her p > 1 kesirli sayist ve her 0 < x <1 gercel sayist i¢in
1—pr<(1—2x)P
esitsizligi gecerlidir.
Kanit: ¢ =1 — z olsun. Sonug 3.20’ye gore

p _ _ p _
a1 1 (1-ap-1
p p

olur ve sonu¢ bundan cikar®. g

Ugiincii Bslitm. Bu boliimde kanitlayacagimiz iki sonug, ileride, Boliim 10’da
exp fonksiyonunu tanimlamak icin gerekecek.

Onsav 3.23. Hern > 0 igin, 2 < (1+1/n)" < 3 olur.

Kanit: Onsav 3.16’da s = 1/n alirsak, 2 < (1 + 1/n)" esitsizligini buluruz.
Diger esitsizlik daha zor. Dikkatli bir hesap yapmak gerekiyor. Yapalim. n =1
ve n = 2 i¢in kolay. n > 3 icin:

() S () omien

S (-5 e S

i=1
n n—1
1 1 1—1/2n
= +Z2Z—1 +sz Ly
i=1 7=0
1
<l4—=3.
T1m

istedigimiz kanitlanmigtir. O

3Onsav 3.19’u ve bu ¢ok sik sonuglarini igsaret eden Yusuf Unlii’ye cok tegekkiir ederim.

4Bu kitabin ilk basimmda bu énsavin Gérkem Ozkaya tarafindan bulunan son derece
yaratici ve olaganiistii giizellikte ama iki sayfa uzunlugunda bir kanitin1 vermistik. Yukarida
verdigimiz ve ilk basimda bulunmayan bu sade ve zarif kanit Yusuf Unlii'niin. Gérkem Oz-
kaya’nin kanitini dogrusu cok iiziilerek kaldirmak zorundayim.
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o o n n+1
Onsav 3.24. n > 0 ve x > 0 i¢in, (1 + %) < (1 + HL_H) .

Kanit: Onsav 3.18% gore,

n+1
1 T
1+£:1+n+ x (14 x
n n n+1 n+1

olur. O

Aligtirmalar

3.12. Onsav 3.23’teki yontemle, 0 < z < 2 i¢in

2< (1+£)n§47x
n 2—x

esitsizliklerini kanitlayin. (Daha fazlas: i¢in bkz. Onsav 10.2)

3.13. 0 < k,n € N olsun.
n kn
(3) = ()
n kn

esitsizligini kanitlayin ve bu esitsizlikten hareketle

() < [0e) T

egitsizligini kanitlayin.

3.4 Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi I

Bu ve bundan sonraki altbéliim bu kitapta ve sonraki ciltlerde ¢ok esasli bir
bicimde kullanilmayacagindan, ilk okumada, kamitlanan sonuclar —soyle bir
bakildiktan sonra— atlanabilir. Ote yandan, cok basit yontemlerle son derece
sagirtic: ve giiclii sonuclar kamtlayacagimizi da soyleyelim®.

a ve b sayllarinin aritmetik ortalamass,

a+b
2

olarak, geometrik ortalamast da,
Vab

olarak tamimlanir. Negatif sayilarin geometrik ortalamasi alinmaz, sayilarin
0’dan biiyiikesit olmalar1 istenir.
Bu iki ortalama arasinda meshur bir esitsizlik vardir:

5Bu ve bundan sonraki altbéliim icin biiyiik 6lciide, okura da hararetle tavsiye edecegimiz
[SCY] kitabindan yararlanilmigtir.
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Teorem 3.25. Her a, b > 0 ic¢in,

(AG) \/Jg“;b

olur ve esitlik sadece a = b icin gecerlidir.

Bunu kanitlayalim.
Once su kanitin yanlis oldugunu belirtelim: “Her iki tarafin da karesini al,
paydalar: egitleyip 1 yap, sol tarafi sag tarafa gegir; boylece

0 < a?®+ b% — 2ab,

yani
0<(a+ b)2

elde ederiz. Bu son esitsizlik de dogru oldugundan ilk esitsizligimiz de dog-
rudur.” Bu akil yiiriitmenin yanlig olmasinin nedeni, kanitlanacak onerme-
den hareket ederek dogru bir 6nerme elde etmenin bir kanit yontemi olama-
yacagindandir, ¢linkii yanlig bir 6nermeden yola cikilarak da dogru bir 6nerme
elde edilebilir. Ornegin 0 = 1 esitliginden yola cikalm. “0 = 1 ise, 1 = 0’dir
elbette. Bu iki egitligi altalta yazip toplayalim: 1 = 1 elde ederiz.” Bu dedik-
lerimizden 0 = 1 esitliginin dogru oldugu anlasilmaz elbette.

Ama dogru oldugunu bildigimiz bir 6nermeden, érnegin, 0 < (a +b)? éner-
mesinden yola cikarak vab < GTH’ 6nermesini (kanitta bir hata yapmadan)
elde edersek, o zaman gercekten de bu son esitsizligi kanitlamig oluruz.

Teorem 3.25’in Birinci Cebirsel Kaniti: Yukarida verdigimiz yanhs kaniti
ters gevirmek gerekir.

0 < (a—0b)?=a*+b*—2ab
oldugundan, her iki tarafa da 4ab ekleyerek
4ab < a® + b + 2ab = (a + b)?

elde ederiz. Her iki tarafin karekokiinti alip 2’ye bolersek istedigimiz esitsizligi
elde ederiz. Kanitin ilk satirindaki esitsizligin, ancak ve ancak a = b ise egitlik
olabilecegi gozoniine alinirsa, ikinci 6nerme de kanitlanmig olur. U

Teorem 3.25’in Ikinci Geometrik Kanit1®: Bir dikiiggende dik kogeden
indirilen yiikseklik, hipoteniisii, agsagidaki sekildeki gibi a ve b uzunlugunda iki
dogru parcasina bolsiin.

5Bu kamt bu kitaptaki aksiyomatik yaklasimimizla hic uyum saglamiyor. Bu kamiti bir
parantez olarak algilayin litfen.
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B HMC

M, BC’nin orta noktasi olsun. Diizlem geometrisinden,
|AH|* = ab
ve

a+b
2

AM| = |BM| =
esitliklerini biliyoruz. Ayrica
|AH| < |AM|

esitsizligini de biliyoruz. Bu ii¢ olgudan (AG) esitsizligi kolayca ¢ikar. O

(AG) esitsizliginde a yerine a?, b yerine b? yazarsak ve her iki tarafi da
2’yle carparsak,
2ab < a® + b?

elde ederiz. (Bu esitsizlik elbette (AG)’siz de kanitlanir!) Her iki tarafa a? + b2
eklersek
a® 4+ b? + 2ab < 2(a® + b?),

yani

(a+b)* <2(a” +b7),
yani

a+b\?  a?+ b
AG/ <
(150) <

buluruz. Ayrica bu son esitsizlikten (AG)’yi elde etmek de zor degildir. Demek
ki (AG) ve (AG’) esitsizlikleri birbirine denktir.

(AG) yerine (AG’) esitsizliginin daha kullamigh oldugu durumlar vardir.
Orneklerde gorecegiz.

Teorem 3.25’in Uciincii Kamit1”: (AG) esitsizligine denk oldugunu bil-
digimiz (AG’) esitsizligi, asagidaki sekilden de goriildiigii iizere, f(z) = 22
fonksiyonunun digbiikeyliginden de ¢ikar.

"Bu kamitta da digbiikeylik gibi heniiz tammlamadigimiz ama ikinci ciltte tanimlayacagi-
miz geometrik bir kavram kullanacagiz. Bu kanit da bir parantez olarak algilanmali.
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flx)=x2
Ve
a at+b a -
2
Bu da (AG) esitsizliginin tiglincii kanitini verir. O
Ornekler
3.14. Cevresi verilmig bir sabit olan tim dikdértgenler arasinda, alany en biyik olanin kare

3.15.

3.16.

oldugunu kanitlayin.
Kanit: Sabit gevreye p diyelim. Kenarlar a ve b olsun. Demek ki a + b = p/2 ve alan
ab’ye esit. (AG)’ye gore,

2

a+0b 2 p 2 p
Alan ab ( ) ( )

olur ve ancak a = b ise esgitlik olur. Bundan da en biiyiik alanin a = b iken meydana
¢iktig1 ve bu alanin p?/16 oldugu anlagilir.

ikinci Kamt: Bu kanit (AG)’yi kullanmadig: gibi bagka bir bilgi de kullanmaz. Sabit
cevre p, kisa kenar a, biiylik kenar b olsun. Demek ki

agggbveaer:g.
Buradan bir = > 0 sayis: icin,

a:fovebngrm

2

b= (G-o) (Gre) =T
olur. Bundan da ab’nin maksimum degerine x = 0 iken ulastig1 ortaya gikar: x = 0 ve
a=b=p/4. O
Alany verilmig bir sabit olan tim dikdértgenler arasinda, ¢evresi en kiigiik olanin kare

oldugunu kanitlayin.
Kanit: Aynen yukaridaki birinci kanittaki gibi. Tekrarlamiyoruz. |

cikar. Dolayisiyla

Bir dikiicgenin dik kenarlarimn vzunluklariman toplaminin /2 defa hipoteniisin uzunlu-
gunu gecemeyecegini kanitlayin.

Kamnit: Dik {iggenin kenarlar1 a, b ve ¢ olsun. Hipoteniisiin uzunlugu c olsun. (AG’")
esitsizligine gore,

(a+0b)* (a+b>2< a®+b
- -2 2

4 2 2
ve
(a+b)* < 2¢°

olur. Buradan da istenen c¢ikar. O
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3.17.

3.18.

x, herhangi bir pozitif sayr olsun. x + 1/x sayst en az kag olabilir? o > 0 bir gergel
sayrysa, min{x + 1/z: 0 < z < a} kagter?

Yanit: (AG) esitsizligini a = x ve b = 1/ igin uygularsak, x 4+ 1/z sayisinin en az 2
olacag gikar. 2 degeri de x = 1/x, yani = 1 igin elde edilir.

Demek ki o > 1 ise, ikinci sorunun yaniti1 da ayni: Minimum deger x = 1 igin elde
edilir ve minimum deger 2’dir. $imdi @ < 1 varsayimini yapalim. Kolay bir hesapla
kanitlanacag: iizere x + 1/x fonksiyonu (0, o] aralig1 izerine azalir. Demek ki minimum
deger x = « iken elde edilir ve bu minimum deger a + 1/a’dur. O
a ve b pozitif sayilar olmak dzere, (a + é)z + (b—|— %)2 ifadesinin alabilecegi en kiguk
degeri bulun. Eger a + b = 1 kisitlamast yapilirsa, en kiicik deger ne olur?

Yanit: Eger kisitlama yoksa, yanit bir 6nceki sorudan dolay1 4+4 = 8 gikar ve bu sonug
a = b =1 igin elde edilir. Bundan boyle a + b = 1 kisitlamasi altinda ¢aligalim. Ifade, a
ve b degiskenleri agisindan simetrik oldugundan, eger en kiigiik deger (a, b) tarafindan
alimirsa, ayni deger (b, a) tarafindan da alinir. Buradan da en kiigiik degerin a = b, yani
a = b = 1/2 oldugunda aldig1 diigiiniilebilir. (Bu durumda ifadenin degeri 25/2 olur,
8’den daha biiyiik elbette.)

Asagidaki gekilde (a,b) diizlemi tizerinde, a + b = 1 esitligini saglayan noktalar kiimesi
olan AB dogru parcasini ve AB’ye dik olarak da sorudaki ifadenin aldig degerleri goster-
meye caligtik.

B(0, 1)

(@, DX
A(1,0) > a

Elbette a ya da b sayilar1 0’a yaklastikca ifade biiyiir. Sekilde minimum tam ortada,
a = b= 1/2 olarak goziikiiyor, ama bdyle olmayabilir tabii. Gergek sekil agsagidaki gibi
de olabilir.

B0, 1)

A(1,0) a
Ama herhalde birincisi daha akla yakin geliyor. Nitekim Oyle de.

Birinci Coziim: (AG)’ye gore, a+b = 1 oldugunda, ab en fazla 1/4 degerini aldigindan
(o da a = b = 1/2 oldugunda), sorudaki ifadeyi ab cinsinden ifade etmenin iyi bir fikir
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oldugu diigiiniilebilir. Yanhg degil. Oyle yapahm:

1\2 1\2 9 1 ) 1
<a+a> +(b+g) —(a +2+?>+<b +2+b72

a® +b? 1—2ab
:(a2+b2)+ <W) +4 = (172ab)+ (W) +4
1— 2ab
=5-2 _
5 ab + (ab)?

En sondaki ifadede a ve b sadece ab olarak beliriyor. Dikkat edilirse, ab ne kadar biiyiik
olursa, en sondaki ifade o kadar kiiciik oluyor. Dolayisiyla ifade en kiigiik degerini ab’nin
en biiylik degerinde alabilir: ab = 1/4 iken. Dolayisiyla,

2 2 . 1_92(1
o WY (e 2) o5 ap e L2 o o1} 1220)
a a2b?

b ANNO
13 1 125
=5—-+2 =548--=13—-="
2 T L 27 2
olur ve 275 degeria =b = % iken alinir. a

ikinci Coziim: Fikir gene ayni: x = a + % vey=>b+ % olsun. (AG') esitsizligini = ve

y i¢in yazalim:
2

Ama )

1 1 1

vty=(a+=)+(b+7)=atb+ P2 =14~

a b ab ab

Demek ki )
2 1+ L
2 25 9 (17 + ZJ) —9 ab |
Tty 2 O 5

En sagdaki ifade en kiiglik degerini ab en biiylikken (1/4 iken) alir ve esitlik a = b =1/2
iken saglanir. Sonug gene 25/2 gikar. O

a ve b pozitif sayilar olmak tizere,

(=2)(43)

ifadesinin alabilecegi en kiicik degeri bulun. Eger bir de ayrica a +b = 1 kisitlamast
yapilirsa, en kiigik deger ne olur?

Yanit: Hi¢ kisitlama yoksa, her iki parantez de 2’den kiiglik olamayacagindan ve her
biri 2 olabileceginden en kiiciik deger 2 x 2 = 4 olur elbette ve bu deger de a = b =1
iken alinir. Bundan boyle a 4+ b = 1 kisitlamasi yapalim.

2 2
<a+1) <b+1>:ab+i+9+9:ab+i+a o
a b a

ab b ab ab
1 1—2ab 2
—ab+$+ b —ab+%_2
esitliginden dolayi,
ab + z
ab

ifadesinin aldig1 en kiigiik degeri bulmaliyiz. Ama bu sefer ab sayisi (0,1/4] araliginda
degisiyor ¢iinki

2

ab< @O

=1/4
<@ty
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

ve bu degere a = b = 1/2 iken ulagilir. (AG)’den dolayi,

ab—&—3 22\/(1b3 =2V2
ab ab

ve esitlik ancak ab = 2/ab, yani ab = /2 ise dogru olur. Ama bizim ilgilendigimiz
ab degerleri en fazla 1/4 olabilirler. x + 2/z fonksiyonunun (0, 1) arahginda azaldigim
kamitlamak zor degil; demek ki x + 2/x fonksiyonu (0,1/4] araliginda minimum degeri
x =1/4 igin alir ve bu minimum deger 1/4 + 8 = 33/4 olur.

Sonug olarak, a +b =1 ve a, b > 0 kisitlamas: altinda,

1 1 2 33 25
— — = _— = > — — - —
<a+a> (b+b) ab+ab 2> 1 2 1

olur ve minimum 25/4 degerine a = b = 1/2 iken ulagilir. O

a ve b pozitif sayilar olmak tizere,

EOICH

ifadesinin alabilecegi en ki¢iik degeri bulun. Eger bir de a + b =1 kisitlamast yapilirsa,
en kiicik deger ne olur?
Yanit: ifadeyi acahm:

a+ ) (b+ i) cab+r L rosa40-a
b a ab

Esitlik ancak ab = 1/ab ise, yani ab = 1 ise gegerlidir. Ote yandan a + b = 1 kisitlamasi
yaparsak, ab = 1 olamaz, ab en fazla 1/4 olabilir ve bu da ancak a = b = 1/2 iken
olabilir. « + 1/« fonksiyonu 1’den ve 1/4’ten énce azalan oldugundan,

1 1 1 1 25
- ) = = > = _ =
(a—i—b) <b+a> ab+ab+2_4+4—|—2 7

olur ve minimum 25/4 degerine a = b = 1/2 iken ulasilir. O
Pozitif a, b ve ¢ sayilart igin (a 4+ b)(b+ ¢)(c+ a) > 8abe esitsizligini kanitlayin.
Kanit: Bu soru artik son derece basit olmali, (AG)’yi ti¢ defa uygulamak yeterli. O
Pozitif a ve b sayilart i¢in,
a + bzt

22
ifadesinin alabilecegi en kii¢iik degeri bulun.
Yanit: y = x? alirsak, a/y + by ifadesinin y > 0 iken alabilecegi en kiiciik degeri bulmak
yeterli. Ifadenin alabilecegi en kiiciik deger (AG)’ye gore 2(ab)1/ 2 olur ve bu en kiiciik
deger y = (a/b)l/2 i¢in alimir. Demek ki z = (a/b)l/4 olmal. a
a, b, ¢ > 0 igin asagidaki esitsizligi kanitlayin. Esitligin ancak a = b = c i¢in gercgeklege-
cegini gosterin:

(AGa) (abe)'/* < AL,
Kamt: q, b, ¢ yerine a3, b, ¢ alarak,
a®+ b+ —3abe >0

esitsizligini kanitlamanin (gerekli ve) yeterli oldugu goriiliir. “Carpanlarina” ayirarak
soldaki ifadenin pozitif oldugunu kanitlayacagiz. Soldaki ifadede a yerine X koyarsak,

p(X) = X*4+b° + ¢ — 3Xbe
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3.24.

3.25.

3.26.
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polinomunu elde ederiz.
p(=b—c)=0
esitliginin dogru oldugunu kontrol etmek kolay. Demek ki X + b + ¢ polinomu p(X)
polinomunu bdler. Bélmeyi yapalim:
pX)=(X+b+e) (X2 = (b4 )X +b> —be+ )

buluruz. Simdi a’da degerlendirirsek,

a® +b° + ¢ — 3abc = p(a) = (a + b+ c)(a® — (b+ c)a+ b — be + ¢*)

=(a+b+c)(a®+b* + ¢ —ab—be — ca)
(a+b+c)((a—b)°+(b—c)?+(c—a)?)
2

elde ederiz. Bu da istedigimizi kanitlar.

Esitligin ancak a = b = ¢ iken dogru olduguna da dikkatinizi gekeriz. |
x > 0 olmak tzere x + l/m2 ifadesinin alabilecegi minimum degeri bulun. x > 0 olmak
tizere x4 1/x ifadesinin alabilecedi en kiicik degeri bulun.

Kanit: (AG)’yi uygulamak bir ige yaramiyor. (AGs)’ii uygulamanin bir yolu var:

1 r x 1 slxx 1 3
Tt Tttt 229 99,2 o

ve egitlik ancak x = 21/3 ise gegerli.

Ikinci soru birincisiyle ayni: Ik soruda y = 1 /x almak yeterli. O
Aymi cevreye sahip ti¢cgenler arasinda, en biyik alan hangi licgen tarafindan elde edilir?
Yamt: Unlii Heron formiiliinii kullanacagiz: Bir tiggenin kenarlar: a, b ve ¢ uzunlugun-
daysa ve p ¢evre uzunlugunun yarisiysa, o zaman alan,

A=+/plp—a)(p—0b)(p—c)

olur. (AGs)’e gore,

A7 P-a)+-b+Pp-0)°
- -00-0 < ( . )

_ <3p—(a+b+c)>3: (3p—2p>3_ P

3 3 27

olur ve egitlik ancak p —a =p —b = p — ¢, yani a = b = c ise gegerlidir. Demek ki en
biiyiik alani veren iiggen egkenar iiggen olmali. a
ai, az, as, b1, bz, bs > 0 altr sayr olsun.

%/(Lh +b1)(az + b2)(as + bz) > Yarazasz + Vbibabs

egitsizligini kanatlayin.

Kamit: Iki kez (AG3)’ti uygulayarak agagidaki hesab: yapalim:

(a1 + b1)(az + b2)(as + b3) = ar1azas + b1b2bs + (a1a2bs + a1b2as + biazas)
+(a1b2bs + biazbs + bibaas)

> ai1azaz + bibabs + 3 i/a%a%a%lnbgbg +3 i/alazagbfbgbg

— (Varazas + Vbibabs)

3

1stedigimiz kanitlanmigtir. Egitlige hangi kogullarda erigildigi sorusunu okura birakiyo-
ruz. O
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Asagidaki ahistirmalar lise seviyesinde bir kitap olan [BB]’dendir ve bu

altboliimde yapilanlarin zorlugunu yansitamayacak kadar kolaydirlar.

Aligtirmalar

3.27.

3.28.
3.29.
3.30.
3.31.

3.32.
3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

3.38.

Her a, b > 0 icin

2
<
1/a+1/b < Vab

esitsizligini kanitlayin.

a>b>0vec>d>0olsun. Eger a/d =b/c ise a = b ve ¢ = d egitliklerini kanitlayin.
Her a, b, ¢ icin a® + b® + ¢ > ab + bc + ca esitsizligini kanitlaymn.

Her a, b icin (a® £ b%)(a* £b*) < (a® £ b%)? egitsizligini kanitlayin.

Eger ab > 0 ise (a® —b%)? > (a—b)* ve eger ab < 0 ise (a® —b%)? < (a—b)* esitsizgliklerini
kanitlayin.

Eger a4+ b > 0 ise a® +b® > a?b + ab? esitsizligini kamtlayim.

a, b, ¢, d > 0 olsun. ¢ ve d kesirli sayilar olsun.

ac+d +bc+d Z dcbd +a(ibc
esitsizligini kanitlayin. Esitlik hangi durumlarda gegerli olur? (¢ = d = 1 durumu ilging.)
a, b, ¢, d > 0 olsun. Eger a/b < ¢/d ise

a+
=+

o

< <

e
f=a
ISH
Qulo

egitsizliklerini gosterin.

n, m > 0 dogal sayilar1 i¢in (14n)™ + (14+m)Y™ > (1+m)Y/™(1+n)"/™ esitsizligini
gosterin.

Cauchy-Schwarz Esitsizligi. Basit cebirle (a® +b%)(c? 4+ d?) = (ac+ bd)* + (be — ad)?
egitligini gosterin. Buradan,

(a® +b*)(? + d*) > (ac+ bd)?

esitsizligini kanitlayin. Bu esitsizlik ne zaman esitlik olabilir?

Cauchy-Schwarz Esitsizligi. (a7 + a3 + a3)(b] 4+ b3 + b3) > (a1b1 + a2bs + azbs)?
esitsizligini kanitlayin.

Cauchy-Schwarz Esitsizligi. (3 a7) (0, 67) > (X0, aibi)2 esitsizligini kanit-
layin.

3.5 Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi 11

Bir 6nceki altboliimdeki (AG) esitsizligini iki sayidan n sayiya genellegtirecegiz.
Once temel tanmimlar: verelim.

ai,...,ay > 0 olsun. Bu sayilarin aritmetik ortalamass,

a1+t an

Ap(a) = -

sayisidir. Geometrik ortalamass ise,

Gn(a) = (a1a2 . e an)l/n
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sayisidir. Bu iki ortalama arasinda ¢ok meshur bir esitsizlik vardir: Geometrik
ortalama aritmetik ortalamayi asamaz! n = 1 igin bariz olan ve n = 2 ve 3
igin gegen altboliimde kanitladigimiz bu esitsizligi bu altboliimde her n dogal
sayisi i¢in kanitlayip cegitli uygulamalarini verecegiz.

Teorem 3.26. Her ay,...,a, > 0 i¢cin,
a + ce. + a
(AG,) (arag - --an)/™ < L e
n
olur. Ayrica esitlik sadece ve sadece a1 = ... = a, ise gecerlidir.

Birinci Kanit: Once (AGan) esitsizligini n iizerine tlimevarimla kantlayaca-
g1iz. Eger n = 0 ise kanit bariz, ne de olsa (AG1), a1 = a; diyor. Kamt1 ¢ok
kolay olan n = 1 durumunu gecen yazimizda ele almigtik. Simdi n > 1 olsun.
(AGan) esitsizligini varsayalim ve (AGgnt1) esitsizligini kanitlayalim. 27! tane
pozitif say1 alalim:

ai,...,agn, bl,...,an.

(AGan)’den dolay1

n_ap+-+ag
(araz - agn)'/? S

1/2n<b1+”’+b2n

(byby -+ - bon) o

esitsizlikleri gegerlidir. Bunlar: taraf tarafa carparsak,

n a1+ -+ aom by + -+ bon

elde ederiz. (AGy)’yi kullanarak sag tarafi biiytitelim:

2
ai1+-+a bi+-+b
a1+---+a2nb1+---—|—b2n<<1 " on 1 - 2n>

2n 2n 2 * 2

Cfar e dagm by b\
- on+1 :

Son iki esitsizlikten,

(a1---azby -+ bp) V" < ( ol

a1+---+a2n+b1+---+b2n>2

buluruz. Her iki tarafin da karekokiinii alirsak, istedigimiz esitsizlige ulasgiriz.
Esitligin ne zaman olacagimi da (tiimevarimla) anlayabiliriz. Esitsizlige

kanit boyunca, bir defa (AGz2)’yi, bir defa da (AGan)’yi kullanmak iizere tam
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iki kez bagvurduk. (AGgn+1)’de esitligin olmasi igin kamtta kullanilan her iki
esitsizligin de esitlik olmasi gerekir. (AGan)’yi kullandigimizda esitligin olmasi
i¢in (tiimevarim varsayimina gore),

a1 =...=agm ve by = ... = bgn.

egitliklerinin gegerli olmas1 gerekir. (AGs)’yi kullandigimizda esitligin olmasi
icin,
ap+ - +agn  bit -+ by
2n - 2n
esitliginin gegerli olmasi gerekir. Sonug: (AGgn+1)’de egitligin gecerli olmasi
icin

a1:...:a2n:b1:...:b2n.

esitliklerinin gecerli olmasi gerektigi anlagilir.

Boylece (AGan) esitsizligini her n dogal sayisi igin kamtlamig olduk. Sim-
di eger (AG,+1) dogruysa, (AG,)'nin de dogru oldugunu kanitlayacagiz. Bu
da yukaridaki sonug sayesinde, (AG,,) formiiliiniin her n igin dogru oldugunu
kanitlayacak.

aiy...,0n
sayilarini alalim.
a1+ ---+an
an+1 =
n
olsun. ay, ..., ay, ant1 sayllarina (AGy41) esitsizligini uygulayalim:

1 1 al+"'+a +a +1
(arag -~ anan+1) /rtt < n—{—z .

Bu esitsizlikte a,41 yerine degerini koyalim:

+a >n+1 <a1+...+an+m

a1+ n o
a0 ntl

elde ederiz. Her iki tarafi da diizenleyerek,

1
aitao - --a n+1 1 a a
( 192 I n) (al +...+an)n+1 S u

nn+1 n

elde ederiz. Esitsizligin sol tarafindaki en sagdaki ifadeyi esitsizligin sag ta-
rafina gegirelim:

1

nntl n n

(a1a2 . e an)%ﬁ-l
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elde ederiz. Her iki tarafin da n 4+ 1’inci kuvvetini alirsak,

aiag - Gy < (a1+...+an)n
n - nnt1

buluruz. Gerisi kolay. Solda paydada bulunan n’yi solda paydada bulunan n
ile sadelegtirirsek ve her iki tarafin da n’inci kokiinii alirsak, diledigimiz,

a+---+ap

(alaQ e an)l/n <
n

esitsizligini buluruz.
Esitligin ne zaman dogru olduguna bakalim. Kanit boyunca esitsizlik sa-
dece bir defa peyda oldu. O esitsizligin de esitlik olmasi igin

al = ... = 0ap = Gp+1

olmali. Demek ki a1 = ... = a, olmal. O
Ikinci Kanit: n lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 1 i¢in 6nerme bariz.

Simdi (AG,,)’yi varsayip (AGy+1)’1 kanitlayalim.

ai, -.., Qn, Gp41

sayilarini segelim. Bu sayilarin en biiytigiinii en sona koydugumuzu varsayalim,
yani an41 diger biitiin sayilardan biiyiikesit olsun.

ay+---+ap
n

A, =

tanimini yapalim. A, 1 benzer bigimde tanimlansin. O zaman,

ar+---+ap+apr  nAp+apg
n+1 N n+1

An-i—l =
olur. a1 sayist diger tiim a; sayilarindan biiyiikesit oldugundan, elbette
ant1 > Ay
olur. Demek ki bir b > 0 sayist igin,
g1 = Ap+0b

olur. Yukaridaki esitlikten devam edecek olursak,

nAy, + ant1 _nAn—l—An+b:An+ b

A = —
ntl n+1 n+1 n+1
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egitligini buluruz. Sol ve sag taraflarin n + 1’inci kuvvetini alip (ve en son

esitsizlikte tiimevarim varsayimini kullanip),

b\t n+1 b
n+l __ _ n+1 n
An _(A”+n+1> An +( 1 >A”n+1Jr

1 o b
> AnL 4 <”T >A2n+1 — AT ATD = AT(Ay + D)

=Ahapg1 > (a1 Ap)apge1 = a1 QpGpgl

elde ederiz. Bu da kanitlamak istedigimiz esitsizlikti.
Esitligin dogru olmasi igin b = 0 ve (tiimevarim varsayimina gore),

ar=as=...=ay

olmali. Bu ikisinden
al =az = ... =0ap = Ap+1
gikar.

Ugciincii Kanit: q; yerine b} yazarak, kanitlamak istedigimiz esitsizligi,

nbl...bngb?+...+bz

sekline sokalim. n = 1 igin esitlik var. Simdi esitsizligi n i¢in varsayip n + 1

i¢in kanitlayalim. n + 1 tane pozitif by, bo, ..., by, bnt1 sayist secelim.

(n+ 1)by - bpbpy < BT 4o R b0

esitsizligini kanitlamak istiyoruz. Iki tarafi da bZﬂ sayisina boliip

b;
bn—i—l

C; =

tanimini yaparsak, kamitlamak istedigimiz esitsizlik,
(n+1)cp- ey <4 gt 41
sekline biiriiniir. Ama tlimevarim varsayimini,

(nt+1)/n

C(ln—f—l)/n’ ' (r

L, C

sayilarina uygularsak,

n(er - cn) /M4 1= el D/ ) <yt g

esitsizliginin gegerli oldugunu goriirtiz. Demek ki,

n+1)er-en <nler--cn) ™M 41
(n+1) ( )
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esitsizligini kanitlamak yeterli.
€Tr = (CICQ"'Cn)l/n

tanimini yaparak,
(n+1)z" < na"t 41

esitsizligini kamtlamamz gerektigi anlasihr. Ama bu da Onsav 3.19’da kanit-
lanmigti. Gene ayn 6nsava gore, esitlik ancak

cico-rcp,=x=1

ve (tiimevarim varsayimini kullanarak)

Cl =C = ... =Cp
ise, yani,
co=c=...=cp,=1

ise, yani,

by =bs=...=bp =bn41
ise yani,

a] =a2 =...=0p = Ap41
ise gecerlidir. Teorem bir kez daha kanitlanmistir. 0

Dordiincii Kanit: Eger a;’lerden biri 0 ise, sorun yok. Bundan boyle her
a;’nin > 0 oldugunu varsayalim. g = (al---an)l/” ve b; = a;/g olsun. Bu
durumda b; > 0 ve by --- b, = 1 olur. Gostermek istedigimiz esitsizlik de b’ler
cinsinden yazinca by + --- + b, > n esitsizligine doniigiir; 6nermenin ikinci
kismi da esitligin ancak tiim b;’ler 1’e egitse gerceklestigini sOyliiyor. by +
-+ 4 by > n esitsizligini n lizerine timevarimla kanitlayacagiz. Egr n = 1 ise
sorun yok. Bundan boyle n > 1 olsun. Eger tiim b;’ler 1’e egitse de sorun yok.
Bundan boyle bazi b;’lerin 1’e esit olmadigini varsayalim. O zaman by - - - b, = 1
esitliginden dolay1 bazi b;’ler 1’den biiyiik bazilar1 da 1’den kiigiiktiir. Gerekirse
b;’lerin sirasini degigtirerek b; < 1 ve b, > 1 varsayimlarini yapabiliriz. ¢; =
b1b,, olsun. O zaman c1bs - - - b,—1 = 1 olur ve tiimevarim varsayimindan

ci+bo+--4+bp_1>n—-1
elde ederiz. Simdi,

by +---+b, (c14+ba+--+byp1)+bi+b,—c1

(n_1)+b1+bn_b1bn
n+(1—=>0)b,—1)>n

v 1

olur. O
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Ornekler

3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

Sonug 3.21%in ikineci kismini, yani > —1 ve p € (0, 1) bir kesirli sayiysa
1+2)?f <1+pz

esitsizligini (AGy,) sayesinde bir kez daha kanitlayabiliriz. n < m iki pozitif dogal say1
i¢in p = n/m olsun. O zaman,

Atz =0+z)"" =((1+2)")"" = (@ +z)"1" ")/
< n(l+z)+m-—n

=1+ 2p=1+4 px
m m
olur ve esgitlik ancak x = 0 igin gecerlidir.
Toplama, verilmis bir t sayist olan n pozitif gercel sayiman carpime en fazla kag olabilir?
Yanit: r1 + 72+ - - + 1, =t ise, (AG,)’den dolay1

Loy <

(T1+“'+Tn)n_ﬁ

n nm

olur ve esitlik ancak 1y =7y = ... =r, = t/n ise gegerlidir. g
n > 0 bir dogal sayrysa,

<1+%> (H?l?)”'(“r%n) . (H%)n
IO(ZZZIH (AG,)’den dolay:
(u%) <1+2i)(1+21>§<w>
() < (2

olur ve bu da istedigimizi kanitlar. d
a1y - .., an > 0 saylar verilmisse,

ai az An—1 Qn

a2 as an al

sayist en fazla kag olabilir?
Yanit: (AG,)’den dolay1

ai as An—1 an ai a2 An—1 n
— 4+ =4 + L>pnl—==... 2= ) =n
a2 as [e2% a az a3 an a1

olur ve egitlik ancak

M _%_ _%1  On

az as An ai
ise gegerlidir. Bu orana r dersek, esitlik ancak,

a1 =Taz, G2 =Ta43, ..., Apn—1 = TAn, Gn = a1
ise, yani
2 n—1 n
a1 =raz=r"az3=...=71r" a, =71 a1
ise, yani r =1 ve
a1 = a2 = a3 = ... =0apn—-1 — Qn

ise gegerlidir. O
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3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

3. Kesirli Usler ve Kékler

Nesbitt Esgitsizligi. a, b, ¢ > 0 ise

a b c 3
+ >
b+c c+a a+b 2

olur.
Kamnit: Ornek 3.42'ye gore x/y + y/z < 2 olur. Demek ki

a+b b+c a+c c+b b+a a+c

>2+2+2=6.
b+c a+b c¢c+b a+c a+c b+a Tt

Bunu s6yle yazalim:

<a+b+a+c> n <c+b+b—|—a) n <b+c+a+c> S>94242-6,

b+c c¢c+b at+c a+c a+b b+a
yani
2a 2b 2¢
1 1 1>6
b+c+ +c—|—a+ +a+b+ =
yani
a b c >3

b+c+ c+a + a+b= 2

Goriildigi gibi esitsizlik konusu hig de kolay degil. Neyse ki bu kitaplarda esitsizliklerle
cok igimiz olmayacak.
a ve b pozitif sayilart igin,

n+1 < a+ nb
~ n+1
egitsizliging kanitlayin. Ne zaman egitlik olabilir?
Kanit: Esitsizlik (AGn41)’den hemen ¢ikar. Esitlik ancak a = b ise miimkiindiir. g

ab™

Ty = (1—|— %)n ve zp = (1 — %)n olsun. Her 0 # n € N igin x, < Tn41 ve zn < Zn+1
egitsizliklerini kanitlayin.
Kanit: Onceki problemde a =1 ve b =14 1/n alirsak,

1\" 1+n(1x1 1
n+1 1:‘:7 < n( n)::l:l:
n n+1 n+1

buluruz. Her iki tarafin da n + 1’inci kuvvetini alirsak istedigimiz gikar. g

Yn = (1 + %)nﬂ olsun. Her 0 #n € N i¢in yn41 < yn esitsizligini kanatlayin.
Kanit: Bir 6nceki probleme gore z,+1 < zn+2 oldugundan,

B 1+ l n+1 B n+ 1 n+1 B 1 B 1 B 1
Yn = n = n = (L)n+1 = (1 . )n+1 = Znt1
n+1

n+1

olur. O

ai,-..,an pozitif sayilarsa

1 1
(a1+"'+an) — 44—
al an
sayist en az kag olabilir?
Yanit: (AG,.;1)’i her iki parantez icin de uygularsak yanitin n? oldugunu hemen gorii-
riz. Esitlik ancak a; = ... = a, ise mimkiindiir. O
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3.48.

3.49.

3.50.

3.51.

Her n > 1 dogal sayist i¢in,

n! < (n +1 ) !
2
egitsizliging kanatlayin.

Kamt: (AG,)’yi uygulayalim:

n (n+)n \ ™ n
n!:1><2><”'><n§<1+2+7+n) _< 2) :(n+1>
n n 2

istedigimiz kanitlanmigtir. O

Her n > 1 dogal sayist igin,
2"n!

nn

<3

egitsizliging kanatlayn.
Kamt: (AG,)’yi uygulayarak ya da bir 6nceki soruyu kullanarak

2"n! < (n+1)"

nm n

(n+1) <3
n

esitsizligini gostermek gerekiyor. i§te bu son esitsizligin kaniti:

<nzl>":<l <>—1+1+z<>

buluruz. Demek ki,

—2+Z nn=1) - (n—(i-1)1

nt 7!

4+ x?+ 23+ 1/:U6 ifadesinin x > 0 i¢in alabilecegi en kii¢iik degeri bulun.
Yanit: (AG4)’li uygulayahm:

1\ /4
x—f—w +x +—>4<mx x35> =4.

Ve esitlik ancak = = 1 ise mimkiindiir.

Dikkat: Eger soru “z+ x? 4+ 2/2® ifadesinin alabilecegi en kiiciik degeri bulun” geklinde
olsaydi (AG3)’ii uygulayarak en kiiciik degeri bulamazdik, ¢iinkii z = z? = 2/2® denk-
lemlerinin ¢6ziimii yoktur. = + 22 + 2/z% ifadesinin alabilecegi en kiicitk degerin bu
yontemle bulunabilecegini sanmiyorum. g
x? +2/2% ifadesinin x > 0 icin alabilecedi en kiigiik degderi bulun.

Yanit: (AGs)’i uygulayalim:

2 2 2

2 2 o o a1 1 (e 11N\ 5
v 3 3 3 3 3 x3 T o 5

buluruz. Esitlik ancak x?/3 = 2/ ise, yani 2 = 6'/° ise miimkiindiir. a
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3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3. Kesirli Usler ve Kékler
x + 2% + 1/64z ifadesinin x > 0 i¢in alabilecedi en kiicik degeri bulun. Bu en kiigik

degere hangi x tarafindan ulagilir?
Yanit: (AG4)’t uygulamaya ¢aligalim:

1/4 1/4
T T > 1 rzx o 1 1
=Ty S =4(—) =1
st T T T (22m 64m4) <4><64>

Simdilik 1’in sadece altsinir oldugunu biliyoruz; heniiz 1’e ulagabilecegimizi bilmiyoruz.

1

2
AT G

x/2 = 2? = 1/642° denklemlerinin bir ¢oziimii oldugundan (z = 1/2, sansimiz yaver
gitti!) 1 gergekten en kiigiik degerdir ve bu en kiigiik degere x = 1/2 ile ulagilir. O
z 4+ z? + 64/1'5 ifadesinin x > 0 i¢in alabilecedi en kii¢ik degeri bulun. Bu en kigiik
degere hangi x tarafindan ulagilir?
Yanit: (AG4)’ii uygulamaya caligalim:
1/4
5 64 22 2?2 64 z2 2% 64 1/4
= = T i L= =4. — 8.

x+x +x5 m+2+2+x5_4x 4. (16) 8
Simdilik 8’in sadece altsinir oldugunu biliyoruz; heniiz 8’e ulagabilecegimizi bilmiyoruz.
x = x?/2 = 64/2° denklemlerinin bir ¢ziimii oldugundan (z = 2, sansimiz gene yaver
gitti!) 8 gercekten en kiigiik degerdir ve bu en kiigiik degere z = 2 ile ulagilir.

Eger hesaplara

64 2 2 64

R e
B 2 2 b

z°
esitligiyle baglamak yerine,

2,64 x =z
r+x +E—§+§+§+?+E
esitligiyle baglasaydik, basariya ulasamazdik giinkii 2/3 = 2?/2 = 64 /25 denklemlerinin
bir ¢6ziimii yoktur. Yani gansin yaver gitmesi ig¢in dogru ayrigtirmay: yapmak lazim,
ama her seyden 6nce dogru ayrigtirmanin olmasi lazim. Bir sonraki soruyu ¢6zmek cok
daha zor. 0
3z + 22 + 1/(2x14) ifadesinin x > 0 ig¢in alabilecegi en ki¢ik degeri bulun. Bu en kii¢ik
degere hangi x tarafindan ulagilir?
Yanit: (AG4)’i uygulamaya galigalim:

32 +22% + — —6xf+4xx—2+i>11 (g)fj ZY)' 1/11_2
214 2 2 2p14 = 2 2 214 27

x/2 = 2%/2 = 1/(22**) denklemlerinin bir ¢éziimii oldugundan (z = 1, sans hep bizden
yanal) 11/2 gergekten en kiigiik degerdir ve bu en kiiciikk degere ulagmak igin z = 1
alinmali. 0

ai, az, as, as > 0 saylare igin

2 3 4 a1 + 2as + 3as + 4aq \ *°
ai1aza3a, < 10

egitsizligini kanatlayin.
Kanit: Cok kolay... a
Asagqrdaki egitsizligi kanitlayin:

1 1 1 1 (2 )”‘"*1)/2
1l = = — ... — < .
n-+1
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Kanit: (AG,(n+1)/2)’yi kullanmak yeterli:

1 1111y (111
22 33 44 g 2 2 3 3 3

1 1
<<1~1+2~5+3~§+~~+

(-2

)l+2+3+-»-+n

1
n

1+2+3+-+n

3 n n(n+1)/2 3 2 n(n+1)/2 -
A\ n(n+1)/2 S \n+1 '

3.57. Asaqidaki egitsizligi kanitlayin:

n(n+1)/2
1.22.33.44.””n£(2n+1> .

3

Kanit: (AGy(n41)/2)’yi kullanmak yeterli:

. 3. Lp\ /2
1.22.33.44..,n"§(1+2 2+3:3+ 4 ”)

nn+1)/2
(nn+1)@n+1)/6\" T2 rop 4\ nD/2 .
N n(n+1)/2 N 3 '
3.58. ai,...,an, toplame s olan n tane pozitif sayr olsun.
s s s"
(I+a)d+az)-(I+an) <14+ op o+

egitsizligini kanitlayin.
Kanit: (AG,)’yi kullanacagz:

(1+a)l+az) - (1+an)< (M)n — (M)n

n n

Il
—
—
+
Slw
~—
3
Il
3
/N
<. 3
3 N——
s |,

1=0
< n! si_ nn—1)---(n—(i—1))s°
—~illn—i)ln* = nt !
_ 1 2 i—1Y\ s Y
— 1— = 1—2)... (1=
S () (3) () e
Istedigimiz kanitlanmigtir. |
Not: Bunun 6zel bir durumu olarak, a1 = ... = a, = s/n alirsak,
(1+f)n<1+3+i+ + 2
n/ = 1! 2! n!

elde ederiz.
3.59. Her 0 # n € N igin,
V2 VA8 WV <nt 1

egitsizligini kanatlayin.
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3.60.

3. Kesirli Usler ve Kokler
Kanit: Sol tarafin 2™inci kuvvetini alip (AG)’yi uygulayalim:

n 2m n s 271—1_‘_.“_‘_24_1
iy1/2¢ _ i2n Z?:l 2n2
| § (&3] =] "<
2n-l 4 4241

i=1 i=1

n gn 2" —1 on 2™ —1 o o
:(%) :(2:’_1> <(m+1)* <417

istedig'imiz kanitlanmigtir. g
(TUBiTAK Olimpiyat elemeleri 1’inci agama) x +y+ 2z = 1 egitligini saglayan x, y, z >
0 gercgel saylary igin (1 + %) (1 + %) (1 + %) carpymanan alabilecegi en kicuk deger
kactar?

Coziim: (1 + %) (1 + %) (1 + i) ifadesi © =y = z = 1/3 igin 64 degerini alir. Bundan

daha az olamayacagini gosterelim.

102) (o3) (1) - 22

Itz +y+z+ay+yz+ze+ayz
N TYZ
24y +yz+zr+ayz
o TYZz
1 1 1 2

=l+—-—+-+-+—
xT Yy z  TYZ

esitligini aklimizda tutalim, birazdan gerekecek.

(AG)’den dolay i + % + % > W olur. Bunu yukarida elde ettigimiz esitlige

yerlestirirsek,

1 1 1 1 1 1 2 3 2
1+ =) (1+2) (142 ) =1+ o o =21 e+ ——
T y z T Yy z xyz (zy2)'/?  zyz

elde ederiz.
Ger(lle (P:iG)’den gOIa}l? (l:cyz);/3 < # = %, yani zyz < 2% olur. Yukarida biraktigimiz
yerden devam edecek olursak,

1 1 1 3 2 3 2
=) (1+2)(1+=)>1+—2 + 2 >14 2 4+ = _¢4
( +w>< +y>( +Z> - +(myZ)1/3+myz_ +(1/27)1/3+1/27 6

elde ederiz.

Aligtirmalar
36l. n>2vea; >...>ap >00lsun. 0 <a; —ag +---+ (—1)"+1an < a1 esitsizliklerini
kanitlayin.
3.62. ai, ..., an, >0 ise ve
1 1
h=— I B
al An
ise n
(al an)l/n > E

egitsizligini kanitlayin.
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3.63.

3.64.

Eger qi, ..., gx > 0 kesirli sayilarinin toplami 1 ise, her z1,...

icin
Qqr+ -+ e > ot -alk
egitsizligini gosterin.
ai > ...>an > 0olsun. by, ..., b, € R olsun.
Bi=bi+-+b

tanimini yapalim

m = min{Bi,...,B,} ve M = max{Bu,...

tanimlarinmi yapalim. Abel esitsizligi olarak bilinen
mai < arbr + -+ + anby < May

esitsizligini kanitlayin.
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,xr > 0 gergel sayilar:

aB’ﬂ}

Esitsizlikler matematigin ve ozellikle analizin 6nemli konularindan biri-
dir. Ikinci ciltte bu konuya 6zel bir boliim ayiracagiz. Esitsizlikler hakkinda
daha fazla bilgi isteyen okur [BB, St, MOD, Lee, Cv, HLP] kaynaklarina
bagvurabilir.
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4. Yakinsak Gercgel Sayi
Dizileri

4.1 Dizi

Ta en bagindan, dizinin tanimindan basglayalim. X herhangi bir kiime olsun.
X’ten sirayla elemanlar secelim:

Zo, T1, T2, T3,...

Iste dizi boyle bir seydir. Buna X-dizisi denir. Ornegin,

bir Q-dizisidir, ve ayn1 zamanda bir R-dizisidir elbette.

m, w2, w, wh wo, L
ise bir R-dizisidir. (Her ne kadar 7 diye bir sayimnin varhgimi tanimlamamigsak
da, boyle bir gercel sayinin varligi okurun kulagina kadar gelmistir... Dileyen
7 yerine herhangi bir bagka gercel say1 da alabilir.)

Bu boliimde sadece gercel say1 dizilerini konu edecegimizden R-dizisi yerine
kisaca dizi diyecegiz.

Daha matematiksel olalim. Matematiksel olarak bir dizi (yani bir R-dizisi),
dogal sayilar kiimesi N’den gercel sayilar kiimesi R’ye giden bir z fonksiyonu-
dur. Eger n € N ise, ’in n’de aldig1 x(n) degeri yerine x,, yazilir. Ayrica, =
fonksiyonu degerleriyle belirlendiginden, x yerine (zy,), yazilr:

x = (Tp)n.
Ornegin yukaridaki 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, . .. dizisi, eger tahmin edildigi gibi

devam ediyorsa,
n+1
n+2/,
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olarak yazilir. x,’ye x dizisinin n’inci terimi adi verilir. n’ye de x,’nin
géstergeci ya da endisi denir’.
Bazi dizilerin taniminda yapay bir tanim sorunu olabilir. Ornegin,
1
Ty = —F———
n(n — 2)

dizisi n = 0 ve 2 gostergecleri icin sorun yasar. Bu durumda dizinin 3 ve daha
biiyiik gostergecler icin tanimlandigini varsayabiliriz, ya da bu dizi yerine,

1
(n+3)(n+1)

Ip =

dizisini alabiliriz. Nitekim,

(6,0 (vmen)

Bu yontemle sonlu sayida gostergecte tanimsiz olan dizilerin her gbstergecte
taniml olduklarini varsayabiliriz.

Bir dizi ashinda bir fonksiyon oldugundan, dizinin grafigini de cizebiliriz.
Asagida bir 6rnek verdik.

x(n)

3/4
2/3

172

of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xp = ﬁ dizisinin grafigi
Her terimi sabit bir a sayisi olan diziye sabit a dizisi ad1 verilir. Bu diziyi
s(a) olarak gosterecegiz. Demek ki s(a) dizisi,
a, a, a, a, a, a,. ..
diye baglar ve aynen boyle devam eder. Sabit 0 dizisi ve sabit 1 dizisi 6nemli
sabit dizilerdendir. Kimi zaman bir dizi hemen degil ama zamanla sabitle-

sebilir, ornegin,
b,c,b,a,a,a,a,a,a,...

dizisi zamanla -dordiincii adimda- sabitlegen bir dizidir.

!Bu son tamimin su tuhafhgi var: z, = x,, ise z,’nin gostergeci n midir yoksa m mi-
dir? Dolayisiyla bu bir tanim olamaz, bu tanim lafin gelisinden her seyin anlagildigi, yani
muallakta kalinmadigindan emin olundugunda kullanilir. Ayrica, eger n # m ise x, = Tm
olsa bile x,, terimiyle x,, teriminin farkli terimler oldugu varsayilir, biri n’inci, digeri m’inci
terimdir! C")rneéin “(Zn)n dizisinin 50 terimi 0’a esittir” demek, 50 farkli n gostergeci igin
2, = 0 demektir.
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Dizilerden olusan kiimeyi & ile gosterelim. & kiimesi tstiine toplama,
¢gikarma ve carpma gibi standart iglemleri soyle -en dogal bicimde, fonksi-
yonlarin toplamini, farkini, carpimini tamimladigimiz gibi- tanimlayabiliriz:

(l'n)n + (yn)n = (xn + yn)ny
($n>n - (yn)n = (xn - yn)m
(@n)n(Yn)n = (TnYn)n-

Bunlara sirasiyla terim terim toplama, ¢ikarma ve carpma denir, ¢iinkii di-
zileri toplamak, cikarmak ve garpmak igin aymi iglemi dizilerin terimleriyle
yapiyoruz. Eger her n icin y,, # 0 ise bir diziyi (y,), dizisine “terim terim”
bolebiliriz:

(@n)n/ (Yn)n = (Tn/Yn)n-

5(0) sabit dizisi toplamanin, s(1) sabit dizisi de garpmanin etkisiz elemanlaridir
elbette. s(0) ve s(1) yerine 0y ve 14 de yazilabilir.
Eger z = (zn)n € Z ise

—x =09 —x=(—zp)n
tanimini yapabiliriz.

Aligtirmalar

4.1. Bir dizi timevarimla tanimlanabilir. Ornegin eger xo sayisi verilmigse
2
Tn+1 = 1- Ty,

formiilii bir dizi tanimlar. Eger xo = 0 alirsak, 0,1,0,1,0, ... dizisini elde ederiz. zop =
1/2 alarak bu dizinin ilk birkag terimini bulun. Dizinin terimlerinin giderek ya 0’a ya
da 1’e yakin olduklarini gézlemleyin.

4.2. x0 =2 Ve Tny1 = /Tn olsun. Ustiinde karekok diigmesi olan bir hesap makinas1 kulla-
narak (z,), dizisinin ilk 20 terimini hesaplayimn. Ne gozlemliyorsunuz? Simdi aym seyi
xo = 0,5 i¢in yapin. xo i¢in farkli degerlerle ayni iglemi yaptiginiz zaman ne gozlemli-
yorsunuz?

4.3. Excel gibi bir yazihm kullanarak yukaridaki dizinin ilk yliz terimini gesitli zo degerleri
icin bulmaya caligim. Ozellikle zo = 1,61803 ve o = 1,61805 i¢in dizinin davramsmi
gozlemleyin.

4.4. Tpy1 = —x2 4 3z, 4+ 1 olsun. zo = 1 icin diziyi bulun. Excel gibi bir yazilhim kullanarak
ayni soruyu xo = 0,5 i¢in yanitlamaya galigin. Dizinin terimlerinin 0,198, 0,1555, 3,247
gibi sayilarin civarinda dolanip durduklarini gézlemleyin.

4.5, Tpt1 = 6 — 1/xz, olsun. mo"1 elbette 0’a esit alamayiz, yoksa x1 tanimlanmaz. Ama
1/6’ya da esit alamayiz, yoksa z2 tanimlanmaz. xo = 6/35 olabilir mi? Bundan boyle
zo = 1 olsun. Her n > 1 igin z,’nin tanimlandigini ve =, > 5 esitsizligini kanitlayin;
ayrica T, < 6 egitsizligini kanitlayin. Excel gibi bir yazilimla dizinin ilk birkac terimini
hesaplayin. Ne gozlemliyorsunuz? z = 6 — 1/x denkleminin ¢éztimiiyle dizinin aldig:
degerleri kargilagtirin. Gene xo = 1 ve n > 1 igin,

1
‘xn-&-l - xnl < % |xn - xn—1|

egitsizligini kanitlayin.
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4.6. Bazen bir diziyi tiimevarimla tamimlamak icin ilk iki terimi bilmek gerekebilir. Ornegin
meshur Fibonacci dizist Tn4+2 = Tn + Tnt1 ve o = x1 = 1 esitlikleriyle tanimlanir.
Yn = Tn+41/Tp olsun. ynt1 = 1/yn +1 ve yo = 1 esitliklerini gozlemleyin. (y»)n dizisinin
ilk birkag terimini (6rnegin Excel’le) hesaplayin ve bu terimlerle > —y—1 = 0 denklemi-
nin pozitif kékii arasindaki iligkiyi gézlemleyin. Her n i¢in 1 < y,4+1 < 2 esitsizliklerini
kanitlayin. \yn+1 — yn\ sayilar1 arasinda bir 6nceki aligtirmadaki gibi bir egitsizlik bulun.

4.7. s > 0ve xo > 0 sayilar: verilmis olsun. Her n > 0 i¢in 41 = v/s + z, tanimini yapalim.
Her z,,’nin bu formiille gergekten tanimlandigini kanitlayin.

2
Tn4+1 < Tp & T, —Tn > S
onermesini kanitlayin. Bunu kullanarak
T+l < Tn & Tnt2 < Tntl

Onermesini kanitlayin.

1+\/1+4s}

o = max {mo, 5

olsun. .q2 —a—s > 0 esitsizligini gozlemleyerek, her n icin z,, < « esitsizligini kanitlayin
(bkz. Ornek 7.15).

4.8. ap > 0 bir kesirli say1 olsun. Her n € N i¢in an41 = a”" tanimim yaparak, cesitli
€ (0,2) kesirli sayilar1 igin (an)n dizisinin biiyiikk n’ler i¢in davramsini bulun. (Bir
hesap makinas: ya da Excel kullanin.)
4.9. Tum kesirli sayilar: igeren bir dizi var midir?

4.2 Yakinsak Diziler

Kesirli say1 dizileri bir sayiya giderek daha ¢ok yaklagabilirler. Ornegin girigte
verdigimiz

1 23 45

2734’56
ornegindeki dizi giderek daha ¢ok 1’e yaklagir, yaklagmaktan da 6te (glinkii dizi
2’ye de yaklagir) 1’in burnunun dibine girer.

3/44/5 1

0 12 2/3%/ 2

Ote yandan 1, 1/2,1/3,1/4, 1/5,... kesirli say1 dizisi giderek daha fazla
0’in burnunun dibine girer, 0’a yaslanir neredeyse. Buna matematikte yakin-
samak denir.

Tanmim. (z,,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her € > 0 sayisi i¢in,
(%) n>N = |z, —al <e

onermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman, (zy,), dizisi (n sonsuza
giderken) “a’ya yakwnsar” ya da “a, (x,), dizisinin limitidir” denir.
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Bir sayiya yakinsayan dizilere yakinsak denir. Yakinsak olmayan dizilere
de wraksak denir.

Orneklere gecmeden 6nce bu 6nemli tamm fizerine biraz kafa yoralim. Bu
tanimi 6ziimsemek cok onemlidir.

Okur, tanimin, sezgileriyle algiladigi “yakinsama”nin anlamini matema-
tiksel olarak verdigine ikna olmalidir, dolayisiyla agagida yazilanlar: laf ebeligi
olarak nitelemeyip dikkatle okumalidir.

Tanimin Tartigmasi. |z, — a| < € esitsizligiyle, z,, € (a — €,a + €) onermesi
birbirine denktir, nitekim Onsav 1.1.vi’ya gore,

|zp, —al<ee —e<a,—a<esa—cec<z,<atesSx, €(a—e€ate)

denklikleri gegerlidir. Demek ki tanima gore, (z,,), dizisinin a’ya yakinsamasi
igin, her € > 0 sayis1 icin Oyle bir NV dogal sayis1 olmali ki, N’den biiyiik her n
gostergeci igin,
Ty € (@ —€,a+€)

olsun. Yani (z,,), dizisi belli bir gostergegten sonra (a — €,a + €) arahigina
diigmeli. Dolayisiyla bir dizinin limiti olmasinda ilk birka¢ terimin, 6érnegin ilk
1 milyar terimin ne oldugu hi¢ ama hi¢ 6nemli degildir, 6nemli olan dizinin
son kisminin, yani

ilk terimlerin nerede olduklari hi¢ 6nemli degil

%8 a a+e \
L . A o—o

. f )
X0 X XN+1 XN+2 XN+3 X3 Xy

N 1S

ama belli bir N gostergecinden sonra
(ya da belli bir zamandan sonra),
terimler a’nin en fazla € uzakhginda olmalilar.

“kuyrugu”nun genel davramigidir. Sonug olarak, dizinin ilk terimleri yakinsa-
may1 etkilemez. Ornegin,
1
57
dizisi 1’e yakinsiyorsa -ki yakinsiyor, daha sonra kanitlayacagiz bunu- o zaman,

1 23 45

9, 199, 3543, 33T e
dizisi de 1’e yakinsar. Nitekim verilmis bir € > 0 i¢in birinci dizide N yeterliyse,
ayni € i¢in ikinci dizide N + 3 yeterlidir. Bunun gibi

3457 9

475768 10"
dizisi de 1’e yakinsar. Kanitini ileride verecegimiz su daha genel sonug geger-
lidir (bkz. sayfa 88).

Y I

O W~

5
o

Wl
A~ w
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Teorem 4.1. Yakinsak bir dizinin sonlu sayida terimini degistirirsek ya da
yakinsak bir diziye sonlu sayrda terim eklersek ya da yakinsak bir diziden sonlu
sayrda terim ¢ikarirsak gene yakinsak bir dizi elde ederiz ve bu islemlerle dizi-
nin limiti degismez; bir baska deyisle, iki dizinin kuyruklar ayniwysa, yani bells
A ve B dogal sayilart ve her n > A igin,

Tn = Yn+B

ise, 0 zaman, (Tn)n ve (Yn)n dizilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir
ve bu durumda her iki dizi de aym sayya yakinsar.

e

N

Biitiin bu dizilerin limitleri aynidir

Eger belli bir €9 > 0 i¢in (*) 6nermesini dogrulayan bir NV say1s1 bulmugsak,
bu €p’dan biiyiik €’lar igin de (*) 6nermesi ayni1 N ile dogrudur. Ornegin,

eo = 0,001
igin N = 10.000 yetiyorsa, €y’dan daha biiyiik olan
e = 0,003

icin de V = 10.000 yeter. Dolayisiyla 6nermeyi asil kiigiik €’lar igin dogrulamak
gerekir. Yani buradaki e ¢ok kiiglik (ama gene de pozitif) bir say1 olarak algi-
lanmalidir.

Tanimdaki N sayisi, €’a gore degisir: € kiiclildiikge N’yi daha biiyiik almak
zorunda kalabiliriz. € ne kadar kiiglikse, x,, terimlerinin (a — €, a + €) araligina
diigsmesi zorlagir ve gecikebilir. (“)rnegin, €o = 0,001 igin N = 10.000 yetiyorsa,
€1 = 0,00001 icin artik N = 10.000 yetmeyebilir, N’yi daha biiyiik, 6rnegin
100.000 almak gerekebilir. Kisaca soylemek gerekirse, N, ¢’a gore degigir.

N’nin €’a bagimli oldugunu gorsel olarak gostermek i¢in, kimileyin N yerine
N, yazilir.

Elbette, eger bir € igin, (*) onermesini saglayan bir N, dogal sayis1 bu-
lunmusgsa, bu N, sayisindan biiyiik N’ler de (*) nermesini saglarlar.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yakinsamas: i¢in, amag, verilmig her € > 0 igin (*)
Oonermesini saglayan en kiicik N dogal sayisini bulmak degildir. Boyle bir
en kiiciik N dogal sayisi vardir elbette ama cogunlukla bulmasi ya da ifade
etmesi ¢ok zordur (ve gereksizdir). Amag, sadece (*) Onermesini saglayan bir
N’nin oldugunu bulmaktir. Bu 6nemli. Bir dizinin bir sayiya yakinsadigini
kanitlamak aslinda bu yiizden zordur. € verildiginde, (*) 6nermesini dogrulayan
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tek bir N dogal sayisi olsaydi (riiyada meselal), eminim kamtlar ¢gok daha kolay
olurdu. Ama maalesef N’yi secmekte bayag bir ozgiirliigiimiiz var. Iste bu
Ozgurliikktir cogu zaman yaraticilik gerektiren, analizi zorlagtiran ve heyecanl
kilan.

Onemli bir nokta daha: Tanimda n > N yerine n > N ve |z, —a| < €
yerine |z, —a| < € veya |z, —a| < €/2 de yazabilirdik, kavram degismezdi. Bu,
belki kiiciik bir ayrintidir, ama okurun neden boyle oldugunu anlamasinda ¢ok
yarar vardir. Gerekirse saatlerini versin bu ince noktaya, deger ciinkii.

Bircok yakinsama Ornegi verecegiz birazdan. Ama simdi bir yakinsama
kanitina nasil baglanacagini goérelim.

Diyelim (zy,),, say1 dizisinin a’ya yakinsadigini gostermek istiyorsunuz. De-
mek ki her € > 0 i¢in bir gsey kanitlamaniz gerekiyor. O zaman hemen rastgele
bir € > 0 sayisi secin. Yani kanitiniz,

€ > 0, herhangi bir pozitif sayr olsun

sozleriyle baglamalidir. Kanitin bu birinci tiimcesi yanlig olamaz. Simdi, her
n > N dogal sayisi igin,

|zy, —al <€
esitsizliginin saglandigi bir IV dogal sayis1 bulmaya caligsacaksiniz. N’yi kafadan
atarak hemen bulmaya caligmayin, genellikle bagsaramazsiniz.

|zy, —al <€

esitsizliginin dogru olmasi icin n’nin en az kag olmasi gerektigini bulmak icgin
|z, — al ifadesiyle oynamalisimz. Orneklerle her sey daha acik olacak.

4.3 Limitin Biricikligi

Ik sonucumuz, bir dizinin limiti - eger varsa - biricik oldugunu sdyleyecek;
yani bir dizi iki farkh sayiya yakinsayamaz.

Onsav 4.2. Bir dizi en fazla bir sayya yakinsayabilir. Yani bir dizinin en
fazla bir limiti olabilir.

Kanit: Hem a hem de b sayilaria yakinsayan bir (x,),, dizisi ele alalim. a = b
esitligini kanitlayacagiz. Bunun igin, eger a # b ise, (x,), dizisinin hem a’ya
hem de b’ye aym1 zamanda ¢ok ¢ok yakin olamayacagim kullanacagiz elbette.
Agagidaki gekil kanitimizi resmediyor.
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n> N, i¢in x ’ler bu aralikta
I\ n> N, i¢in x ’ler bu aralikta
(. Yy

v AT
-€ a T b b+e

a+e=b-¢

a

Ve can alict soru: 7 > max{N;, N,} igin x, nerede?

Ustteki resimden izleyelim. a # b esitsizligini varsayalm. e = |a — b|/2
olsun. (zy), dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle bir Ny vardir ki, her n > N
dogal sayis1 icin,

|z, —al <€

esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, Oyle bir Ny vardir ki, her n > N5 dogal
say1sl i¢in,
|zn, — b <€

esitsizligi dogrudur. Simdi n hem Nj’den hem de Ny’den biiyiik herhangi bir
dogal say1 olsun. Su hesabi yapalim:

la—bl=|(a —zn) + (zn — b)| < la — xp| + |zn — b
=la—xp|+|b—xz,| < €+e=2e=]a—1b|

yani |a — b| < |a — b|. Bu da bariz bir geligkidir, bir say1 kendinden kiigiik
olamaz! O

Bu o6nsav sayesinde, eger bir (z,,), dizisi yakinsaksa, dizinin yakinsadig
say1y1
lim z,
n—oo
olarak gosterme hakkini kazaniriz. Bu sayiya (x,, ), dizisinin limiti ad1 verilir.
Eger bir (x,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

lim x, =ayadax, —a
n—oo

yazilir. Ince ama gerekli bir ayrinti: Buradaki co simgesinin tek bagma anlami
yoktur. Burada anlami olan ve bir anlam verilen,

lim z, = a

n—oo
ifadesinin tiimiidiir ve bu, “n sonsuza giderken (z,,), dizisinin limiti vardir ve
bu limit a’dir” ya da “n sonsuza giderken (z,,), dizisi a’ya yakinsar/gider”
diye okunur.
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4.4 Ornekler

Tleride 6rneklerimizi cogaltacagiz. Simdilik en kolay érnekten baglayalim.

Onsav 4.3. Sabit a dizisia ya yakinsar. Daha genel olarak, zamanla sabitlesen
bir dizi zamanla sabitlestigi sayiya yakinsar.

Kamit: (z,), dizisi zamanla sabitlegen bir dizi olsun. Yani belli bir gostergec-
ten sonra, diyelim M gostergecinden sonra dizi hep a olsun: Eger n > M ise
Tn = a. Bu dizinin a’ya yakinsadigini gosterecegiz. Rastgele bir € > 0 sayisi
secelim. Simdi, her n > N dogal sayisi i¢gin,

|zy, —al <€

esitsizliginin saglandig1 bir IV dogal sayis1 bulmaya calisacagiz. Ama N’yi M
almak yeterli. Nitekim, eger n > M olursa,

|z, —al=la—al =0<c¢
olur. 0
Onsav 4.4. lim,_, oo 1/n=0.

Kanit: Herhangi bir € > 0 gercel sayis1 alalim. Oyle bir N dogal sayis1 bulmak
istiyoruz ki, her n > N igin |1/n—0| < € olsun, yani 1/n < € olsun, yani 1/e < n
olsun, yani, [1/¢] + 1 < n olsun. Burada [z], 2’in tamkismudir (bkz. sayfa 32).
Eger

N=[1/¢ +1

alirsak istedigimiz olur. Ne olur ne olmaz diye kontrol edelim. n > N olsun. O
zaman,

1 < 1 1 < 1
—_— = < — =€
n N [1/ef+1 7~ 1/e
Kanitimiz bitmistir. O
Aligtirmalar
4.10. Asagidaki esitlikleri kanitlayin:
limy, oo S5 =0, limp oo 75 =0, limp o0 727 = 0.

4.11. limp—oo n = a ile limp— o0 (x, — a) = 0 6nermelerinin egdegerligini kanitlayin.

4.12. Her n igin z,, > 0 olsun. Eger lim, o z, limiti varsa,

1/2
. 1/2 .
lim :vn/ = (11m mn)
n—o0 n—o0

egitligini kanitlayin.
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Yakinsakligin verdigimiz tanimina bakilirsa, bir dizinin yakinsak oldugunu
bilmek ve hatta kamtlamak icin dizinin limitini bilmek gerekiyor. Ileride dizi-
nin limitini bilmeden de dizinin yakinsak oldugunu kanitlamanin yontemlerini
bulacagiz.

Orneklerimize birkag satir ara vererek araya énemli bir kavram ve sonug
sokusturalim:

Arsimet Cisimleri. R sirali bir cisim olsun. Her 0 < € € R icin, Ne > 1 esit-
sizligini saglayan bir N dogal sayis1 varsa’? R'ye Argimet cismi adi verilir.

Teorem 4.5. R bir Arsimet cismidir.

Kanit: Kanit, Onsav 4.4’{in kanitinda gizlidir. Ayrica Teorem 2.7 olarak da
kanitlanmistir. O

Ornekler

4.13. Onsav 4.3’iin kanitinin neredeyse aynisi,

olur. Benzer sekilde lim,—, oo 1/2n = 0 esitligi de kanitlanir. Ayrintilar: okura birakiyo-
ruz. Benzer gekilde limy,_, 1/n! = 0 olur.

4.14. Biraz daha karmagik bir limit aligtirmas: olarak,

. n—3
e mTtn—5 0
esitligini gosterelim. Esitligin dogrulugunu kanitlamadan once, esitligin neden olmasi
gerektigini anlayalim.
n—3
n?24+n—>5
ifadesinin pay1 n — 3’e egit. Ama n ¢ok biiyiik oldugunda, sondaki —3’iin esamesi bile
okunmaz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne ¢ikar kil.. Bu yiizden n — 3 yerine n
yazabiliriz. Paydaya bakalim simdi. Payda, n>+n—>5% egit. Ama n ¢ok biiyiik oldugunda,
n?, n’den o kadar bityiiktiir ki, n — 5 onun yammnda ¢ok kiiciik kalir. Dolayisiyla, n cok
biiyitk oldugunda n? 4+ n — 5 yerine n? alabiliriz. Béylece paya n, paydaya n? yazarsak,
n—-3 _n 1

n2+n—5" n2 n
elde ederiz. Bir Excel tablosu yaparak bu iki ifadenin biiyiik n’ler igin birbirine ne kadar
yakin olduklarii gorebilirsiniz.

Yukarida yaptigimiz tam bir matematiksel kanit degil, simdilik. Ama daha sonra (Boliim
6’da) bu akil yiiritmeyi matematiksel bir kanit haline déniigtiirecegiz.

2Her n dogal sayis1 ve her r € R icin nr € R elemam n iizerine tiimevarimla goyle
tamimlanir: Or = 0 ve her n € N i¢in (n + 1)r = nr +r.
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4.15.

Limitin 0 oldugunu goyle de tahmin edebilirdik: Ifadenin her terimini n2’ye bélelim.

n-3  1/n—3/n°
n2+n—-5 1+1/n—5/n?

elde ederiz. n ok biiyiik oldugunda, 1/n, 3/n? ve 5/n? terimleri o kadar kiigiik sayilardir
ki (bunu biraz 6nce kamtlamigtik), bu sayilar yerine 0 yazarsak fazla hata yapmig ol-
may1z! Boylece,

n—-3  1/n=3/mn* _ 0-0

= ~ =0
n24+n—-5 14+1/n—-5/n> 14+0-0

elde ederiz.
Bu da simdilik pek matematiksel degil. (Ileride olacak ama.) Esitligini tanima bagvura-
rak kanitlayalim:

Her zamanki gibi pozitif bir € > 0 sayis1 secerek baghiyoruz. éyle bir N bulacagiz ki, her
n > N igin,

n—3
n?24+n-5
olacak. Yani yukaridaki egitsizligin dogru olmas: i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi ge-
rektigini bulacagiz. Soldaki ifadeyle oynayacagiz. Soldaki ifadeyi biiyiitecegiz ama bunu
yaparken n’yi biiyliterek yeni ifadeyi diledigimiz kadar kiigiiltebilecegimize emin olaca-
g1z. Hesaplara basliyoruz. Once n’yi 3’ten bilyilik alirsak hem pay hem de payda pozitif
olur ve mutlak deger igaretinden kurtuluruz:

0‘§e

n—3 Al n—3
n24+n->5 T n24n-5

Eger paydaki n — 3 yerine n yazarsak daha biiyiik bir ifade buluruz elbet:

n—3 < n
n24+n—-5 n24+n->5

Simdi sagdaki ifadenin €’dan kii¢iik olmasi igin n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini
bulacagiz. Sagdaki ifadeyi biiyiitmeye devam ediyoruz, ama ¢ok az biiyiitecegiz.
Eger n’yi 5’ten biiyiik alirsak, paydada da bulunan n — 5 pozitif olur ve o n — 5’1 silersek
payda kiigiileceginden ifade biiyiir:
n n
n2+n-—>5 Sz

En sagdaki ifade 1/n’ye esgit. Demek ki n’yi, 1/n sayisi e€’dan kiigiik olacak bigimde
se¢mek yeterli. Bunun da Arsimet Ozelligi sayesinde miimkiin oldugunu biliyoruz. Simdi
bir satirlik kanitimizi yazabiliriz:

€ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. N > 5 sayis1 1 < Ne esitsizligini saglasin. Simdi,
her n > N icin,

n—3 < n < n 1 < 1 <
— =< = <e€
n24+n—-5 n?+n-5 n?2 n N
Kanitimiz tamamlanmigtir. |

r € R ve ¢ € Q>0 iki sabit say1 olsun. lim, e r/n? = 0 esitligini gosterelim. ¢ > 0 olsun.
Yeterince bityiik n’ler i¢in |r/n? — 0] < € esitsizliginin, yani n > (|r|/€)'/? esitsizliginin
dogru oldugunu géstermek istiyoruz. N'yi (|r|/€)}/ sayisimdan biiyiik herhangi bir dogal
say1 alirsak, bu N’den biiyiik her n dogal sayisi icin |r/n? — 0| < € olur. |
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4.16. (an)n ve (bn)n ki dizi olsun. Su varsayimlar: yapalim:
a. Yeterince buyik n gostergegleri i¢in an < by,
b. (bn)n dizisi 1’e yakinsar.
c. Her a <1 igin 6yle bir N vardwr ki, her n > N i¢in a < anp.
Bu durumda (an)n dizisinin 1’e yakinsadigini kanatlayin.
Kanit: € > 0 olsun.
(a) varsayimina gore, oyle bir Ny vardir ki, her n > N ig¢in a, < b, olur.
(b) varsayimina gore Oyle bir Ny vardir ki, her n > N» i¢in b, < 1+ ¢/2 olur.
(c) varsayimina gore Oyle bir N3 vardir ki, her n > N3 i¢in 1 — ¢/2 < a,, olur.
Simdi N = max{N1, N2, N3} olsun. Her n > N igin
l- 2 <an<bi<lts
ve dolayisiyla 1 — a,, < € olur. d
4.17. A C R ve z € R olsun. Her ¢ > 0 i¢in |z — a| < € egitsizligini saglayan bir a € A
oldugunu varsayalim. O zaman z’e yakinsayan bir A-dizisinin varhgime kanitlayin.
Kanit: Her n > 0 i¢in, |z — an| < n%rl esitsizligini saglayan bir a, € A segelim. (an)n
dizisinin z’e yakinsadiginin kanitini1 okura birakiyoruz.
4.18. A, B C R olsun. B’nin her elemanimn bir A-dizisinin limiti oldugunu varsayalim.
Yakinsak her B-dizisinin limitinin bir A-dizisinin limiti oldugunu kanitlayin.
Kanit: (b,), yakinsak bir B-dizisi olsun. Her n > 0 i¢in b,’ye yakinsayan bir A-dizisi
vardir. Demek ki
b — an] < =
n
esitligini saglayan bir a, € A vardir. (an)n dizisinin lim,_, . b, sayisina yakinsadigini
kanitlamay1 okura birakiyoruz. d
Alistirmalar
4.19. Asagidaki egitlikleri limitin tanimina bagvurarak kanitlayin.

m L= b gm 2D lim St 3
n—oo Ty, liMpooo Tn n—oo 2(n+1)2 n—oo 2(n+1)2 2’

. 3nP—4n+5 1 . —15n% —4n+5 5 i 34+4.5" 4
lim &——" "% -~ lim —— T8 i S0 o
n—oo 3(2n + 1)2 4 n—oo 2(3n — 5)2 6 n—oo 2 — 3. 5ntl 15

4.20. A C R ve a € R olsun. Her pozitif n dogal sayisi igin, (a — 1/n,a + 1/n)N(A\{a}) # @

varsayimini yapalim. Bu durumda A kiimesinde, herhangi iki terimi birbirinden farkh
bir (zy ) dizisinin varligim kanitlayin. Bu dizi elbette a’ya yakinsar.

Iraksak iki dizi 6rnegi verelim.

Ornekler

4.21. z, = (=1)" olsun. (z,), dizisi §0yle baglar:

1,-1,1,-1,1, -1, 1,...

ve boyle devam eder. Bu dizinin limiti yoktur, ¢iinkii a ne olursa olsun, € sayisini 1’e
egit alirsak, her n igin,

va |T2n —al > € ya da |x2n+1 —a|] > €

olur (bkz. agagidaki sekil); demek ki dizinin limiti a olamaz.
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4.22. Yakinsamayan bir bagka dizi 6rnegi:
0,1,2,3,4,5,...

diye baslayan ve y, = n kuraliyla tanimlanan dizidir, ¢linkii a ne olursa olsun, € = 1 ise,
her n > [a] + 2 igin, |y» — a| > € olur (bkz. agagidaki gekil) ve dizi herhangi bir sayiya
yakinsayamaz.

[a]

a
| ®
t @

N

la] +1 la] +2

L —

>1

Yakinsakligin tanimi iizerinde biraz daha duralim ¢iinki yakinsaklhigin ve
benzer kavramlarin tanimini anlayip 6ziimsemek matematik egitiminin agagi
yukar1 ticte birini tegkil eder.

Limitin tanimini g6yle degistirebiliriz:

Tanim. (z,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her m > 0 dogal sayis1 i¢in,

1
(%) n>N=|z,—a <—
m

6nermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman, (x,,), dizisi (n sonsuza
giderken) “a’ya yakwnsar” ya da “a, (x,), dizisinin limitidir” denir.

Bu tamimla eskisinden farkli bir kavram elde edilmez. Birinci tanimla (x, ),
dizisinin limiti a ise, ¢ = 1/m alarak, bu ikinci tammla da (z,), dizisinin
limitinin @ oldugunu goriiriiz. Simdi, (), dizisinin limitinin bu ikinci tanima
gore a oldugunu varsayalim. € > 0 herhangi bir say1 olsun. m dogal sayisi, me >
1 esitsizligini saglasin (Arsimet Ozelligi, Teorem 2.7) ve N’yi (**) 6nermesi m
icin dogru olacak gekilde segelim. O zaman, her n > N igin,

|z, —al < — <e
m

olur. Daha genel bir sonu¢ agagidaki Alistirma 4.26’da bulunabilir.

Ornek 4.23. Eger A C R dstten sinirliysa ve a = sup A ise, terimleri A’da olan ve a’ya
yakinsayan bir dizi vardwr. Dilersek bu diziyi artan (yans bizim terminolojimizle azalmayan)
secgebiliriz.
Kanit: Her m > 0 dogal sayisi i¢in, a — 1/m < a oldugundan, a — 1/m sayis1 A'nin tistsiniri
degildir. Demek ki A’da a — 1/m < am < a esitsizliklerini saglayan bir a,, noktasi vardir.
Demek ki |am —a| = a—am < 1/m ve her n > m igin |a, —a| < 1/n < 1/m olur. Yukaridaki
yakinsaklik tanimindaki (**) formiilinde N = m almak yeterli.

Simdi de dizinin artan (yani azalmayan) olarak segilebilecegini gosterelim. Eger a € A ise
sabit a dizisi igimizi goriir. Bundan boyle a ¢ A varsayimini yapalim. a;’i iistteki paragrafta
oldugu gibi sectikten sonra a,,4+1 € A terimini m iizerine tliimevarimla,

a—min{l/m,a — am} < aGm41
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esitsizligi dogru olacak bicimde segelim. O zaman,
am =a—(a—am) <a—min{l/m,a — am} < @Gm+1
olur. g
Son olarak Teorem 4.1°i kanitlayalim.

Teorem 4.1°in Kaniti: (z,), ve (yn)n kuyruklar: aynm olan iki dizi olsun. Bu
iki diziden ilk birkag¢ terimi atarak her ikisini de ayn1 (zy,), dizisine dontigtiire-
biliriz. Demek ki (x,), dizisinden ilk birka¢ terimi attigimizda elde edilen
(zn)n dizisinin yakinsakliginin ve yakinsaksa limitinin degismedigini gosterme-
miz gerekiyor. Belli bir A dogal sayisi i¢in 2z, = x,44 olsun. a, (), dizisinin
limiti olsun. Bir € > 0 sayis1 alahm. N sayisi, her n > N igin, |z, —a| < €
esitsizligini saglayacak bicimde se¢ilmig olsun. O zaman, n > N i¢in, n+A > N
oldugundan,
|zn —a| = |Tpta —al <e

olur. Benzer yontemle, yakinsak bir (z,), dizisinin basmma terimler ekleye-
rek elde edilen (z,,), dizisinin de yakinsak oldugunu ve limitin degismedigini
kanitlayabiliriz. O

Verilen tanima gore, bir dizinin yakinsak oldugunu kanitlamak i¢in dizinin
limitini bilmek gerekir. Ileride dizinin limitini bilmeden de dizinin yakinsak
oldugunu kanitlamanin yéntemlerini bulacagiz.

Aligtirmalar
4.24. A C R sonlu bir kiime olsun. Her n € N igin, z, € A olsun. (z,), dizisinin yakinsak
olmasi i¢in dizinin zamanla sabitlegmesi gerektigini kanitlayin.

4.25. Her n € N igin, z,, € Z olsun. (z,), dizisinin yakinsak olmasi i¢in dizinin zamanla
sabitlesmesi gerektigini kanitlayin.

4.26. (en)n, 0’a yakinsayan bir dizi olsun. (z,), bir dizi ve a € R olsun. Eger her m > 0 dogal
say1sl i¢in,
n>N = |z, —a| < |em]
Onermesini saglayan bir N dogal sayis1 varsa, o zaman (), dizisinin a’ya yakinsadigini
kanitlayin.
4.27. (xn)n dizisi yakinsaksa ve a € R ise (axn)n dizisinin de yakinsak oldugunu ve

lim az, =a lim z,
n— oo n—o0

esitligini kanitlayin.
4.28. (zn)n, 0'a yakinsayan bir diziyse ve her n gostergeci igin |yn| < |zn] ise, (yn)n dizisinin
de 0’a yakinsadigini kanitlayin.

4.29. Eger (z,)n yakinsak bir diziyse, (|, |)n dizisinin de yakinsak oldugunu ve

lim |@,| =

lim z,
n— oo n— oo

esitligini kanitlayin. Bunun tersi dogru mudur?

4.30. Eger (zn)n dizisi 0’a yakinsiyorsa (|zn|)» dizisinin de 0’a yakinsadigim gosterin.
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4.31.

4.32.

4.33.

4.34.
4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.
4.42.

4.43.

4.44.

(zn)n, yakinsak bir dizi olsun ve her n gostergeci i¢in a < z, olsun. a < limp—ye0 Tn
esitsizligini kanitlayin. Her n i¢in a < z,, esitsizligine ragmen a = lim,,— - «, esitliginin
olabilecegini gosterin.

(zn)n ve (yn)n, ayni saylya yakinsayan iki dizi olsun. zen = Zn ve zant1 = yn olsun.
(#n)n dizisinin de ayn1 sayiya yakinsadigini kanitlayin.

(zn)n ve (Yn)n, iki farkli sayiya yakinsayan iki dizi olsun. {z, : » € N} N {y, : n € N}
kesigiminin sonlu oldugunu kanitlayin.

limp—oo Tn = 0 € liMp o0 |2n| = 0 egdegerligini kanitlayin.

(zn)n yakinsak bir dizi ve

Tn—1 eger n tekse
Yn = o .
Tnt+1 eger m ciftse

olsun. (yn ), dizisinin de yakinsak bir dizi oldugunu ve her iki dizinin de limitinin aymni
oldugunu kanitlayin.

(Tn)n yakinsak bir dizi olsun. f : N — N, artan bir fonksiyon olsun. y, = xy(,
olsun. (yn)n dizisinin de yakinsak oldugunu ve her iki dizinin de limitinin ayni oldugunu
kanitlayin. (Bir sonraki aligtirma bundan daha da genel bir sonucu kamitlamanizi istiyor.)
(€n)n yakimsak bir dizi olsun. f : N — N, her n € N i¢in, f~*(n) kiimesinin sonlu
oldugu bir fonksiyon olsun. y, = zs(,) olsun. (yn)» dizisinin de yakinsak oldugunu ve
her iki dizinin de limitinin ayni oldugunu kanitlayin.

Artan ve iistten sinirli bir dizinin en kiigiik iistsinirina yakinsadigini kanitlayin. Yani
(zn)n dizisi, sabit bir b i¢in her n igin z, < x,4+1 < b esitsizliklerini sagliyorsa ve

s =sup{z, : n € N}

ise, limy 00 n, = s egitligini kanmtlayin.

(In)n kiigiilen, yani her n € N i¢in I, D I41 igindeligini saglayan kapal araliklar dizisi
olsun. N, In kesigiminin bogkiime olamayacagin gésterin.

Algtirma 4.39’un Q igin yanhs oldugunu kamtlayn. (Tanim geregi, Q’niin bir araliginin
ug noktalar:1 da Q’de olmalidir.)

Algtirma 4.39’un (a, b] tiirtinden yar1 kapali araliklar igin yanhs oldugunu kanitlaymn.

Eger x,, > 0 ise ve lim,,, x,, varsa, o zaman,
) e (s 1/2
lim z,/° = ( lim x,
n— o0 n—oo

esitligini kanitlayin.

ao ve a > 0 olsun. n > 0 i¢in
a

1+ an
olsun. (a,)n dizisinin 2%+ 2z —a = 0 denkleminin pozitif kokiine yakinsadigim kanitlayin.
(Newton) a > 0 olsun. Eger z > /a ise

1
\/&<—(x+9)<x
2 x

An+1 =

oldugunu kanitlayin. Buradan yola gikarak, eger o > +/a ise ve

a
(= 20)
Tn

tanimini yaparsak, (x,)n, dizisinin azalarak y/a sayisia yakimsadigini gosterin.

Tn+1 =

DO | =
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Kisa Tarih Notu. MO 5’inci yiizyilda Elea’li filozof Zenon (M.O. 490-430) bir mesafeyi
sonsuz defa 2’ye bolerek limit kavramini -adin1 vermeden- ilk kez dile getirmistir diyebiliriz.
Demokrit (MO 460-370) seylerin sonsuza kadar boliinemeyecegini diigiinerek atom kavramini
ortaya atmigtir. Arsimet (MO 287-212) dizilerle ve limit kavramiyla bir paraboliin igerdigi
alani hesaplamig ve 7 sayisinin o ve ileriki ¢aglarda rekor sayilabilecek yaklagik degerlerini
bulmustur. Bugiinkii limit kavramini Bolzano (1816’da) ve Cauchy (1821’de) birbirinden
bagimsiz olarak bulmuslardir. Ayni1 kavrami Bolzano’nun da buldugu ¢ok daha sonradan
anlagilmigtir.



5. Yakmsak Dizilerle Siralama
ve Islemler

5.1 Yakinsak Diziler ve Siralama

Bu boéliimde, gercel sayilarin siralamasiyla dizilerin limitleri arasindaki iligkiyi
kisaca irdeleyecegiz. Bu iligkinin 0zii asagidaki teoremde gizlidir.

Teorem 5.1 (Sandvig Teoremi). (zp)n, (Yn)n ve (zn)n t¢ dizi olsun.

Tn < Yn < 2Zn

esitsizlikleri belli bir gostergecten sonra dogruysa ve (xy)n ve (zn)n dizileri
ayn saywya yakinswyorlarsa, (Yn)n dizisi de yakinsaktir ve diger dizilerle ayna
sayya yakinsar.

Kanit: (z,), ve (zp)n dizileri a’ya yakinsasinlar. (yp )y dizisinin de a’ya ya-
kinsadigin1 kanitlayacagiz, yani € > 0, herhangi bir pozitif sayiysa,

‘yn_a‘<€

esitsizliginin her n > N igin dogru oldugu bir N sayis1 bulacagiz. e > 0 verilmis
olsun.

‘yn_a‘<6

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi gerektigini bu-
lacagiz.
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Bunun i¢in |y, —a| ifadesiyle oynayacagiz. Teoremin 6nermesindeki esitsizlikler
M’den biiyiik gostergecler igin dogru olsun. Hesaplarda kolaylik olmasi icin
n > M alalim. Bu kisitlama yetmez ama bu sayede, hi¢ olmazsa,

lyn —al =la — xp + T — yn| < |a — zp| + |20 — Yn|
=la—zp|+ (Yn — Tn) < |la — x| + (20 — p)

<la—zp| + |20 —a| + |a — x| = 2|a — xn| + |20, — a
esitsizligini elde ederiz. Demek ki en sondaki
2|la — xp| + |zn — al

ifadesini €’dan kiigiik yapmak yeterli. (z,), dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle
bir N; vardir ki, her n > N; icin

|zy, —a| = |a—x,| < €/3
olur. Ayni nedenden, &yle bir Ny vardir ki, her n > N i¢in
la — z,] < €/3
olur. N = max{M, N1, N} olsun. Eger n > N ise,
|y —a| =2|la — zp| + |2n —a| < 2¢/3+€/3=¢

elde ederiz ve kanit boylece tamamlanir. O

Sandvi¢ Teoremi’nin Ikinci Kaniti: Bir € > 0 verilmis olsun. a, (Tn)n ve
(2n)n dizilerinin limiti olsun. O zaman biiyiik n’ler igin, hem a — € < x,, hem
de z, < a+ € olur. (Neden?) Demek ki belki biraz daha biiytik n’ler igin

a—€e<xyp <y Zzp<a-+te

olur. Bu biiyiik n’ler i¢in a — € < y, < a + €, yani |y, — a| < € olur. U

Ornekler

5.1. limp—oo n!/n™ = 0 egitligini kanitlayin.
Kanit: Ornek 3.49’a gore,

2"n!
<3
n’ﬂ
Demek ki n > 4 icin,
o< ™ 3.3
~npn T 2n T op2’

(Neden?) En sagdaki terim 0’a yakinsadigindan, Sandvi¢ Teoremi’ne gore istenen limit
0 olmak zorundadir. Merakli okur bu ornegi tek basina, Ornek 3.49’u kullanmadan
yapmaya caligmalidir.
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5.2. Asagqidaki esitligi kanitlayin:

=1

Kanit: Gene Sandvig Teoremi’ni kullanacagiz. Ama Ornek 3.5 de yardim edecek. Once
Ie~l _1g-1 1
- > - =
n Z 1T n Z n n
=1 i=1

egisizligini gozlemleyelim. Sonra da Ornek 3.5'te yeterince biiyiikk n sayilar: icin elde
edilen

esitsizligini gorelim. Demek ki,

T_1g-1_ 1
n-n i n
i=1
Birinci ve sonuncu diziler 0’a gittiginden, ortadaki terim de 0’a gider. g
Alistirmalar
5.3. Terimleri .
n n+n

1 1
4t
n

olan dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayn.

5.4. Terimleri
n+1 n+n

olan dizinin 1/2 ile 1 arasinda deger aldigini ve arttigini kanitlayin.

1
=+
n

Onsav 5.2. i. (x,), dizisinin a’ya yakimsamase icin, (—xy)n dizisinin —a’ya
yakinsamast gerek ve yeter kosuldur.

g 0 a ’fn
d T

ii. (zp)n dizisinin 0’a yakinsamase icin, (|xy|)n dizisinin 0’a yakinsamast gerek
ve yeter kosuldur.

iii. (n)n, 0’a yakinsayan bir diziyse ve yeterince biiyik n gostergegleri igin
(yani belli bir M géstergecinden sonra) |yn| < |xn| ise, (yn)n dizisi de 0’a
yakinsar.

iv. (zp)n dizisi a’ya yakinswyorsa, (|x,|)n dizisi |a| ya yakinsar.
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Kamt: i. Onermenin sadece bir yoniinii kanitlamak yeterli elbette. (,, ), dizisi
a’ya yakinsasin ve € > 0 olsun. N, her n > N icin,

|zy, —al <€
esitsizligini saglatan gostergec olsun. O zaman her n > N igin,
| =2 —(—a)| = | =2 +a| = |zn —a <e

olur ve kanitimiz tamamlanir.

ii. —|z,| < 2y, < |zy| oldugundan, yukaridakinden (a = 0 alin) ve Sandvig
Teoremi’'nden, (|x,|), dizisi 0’a yakinsiyorsa, (z,)y dizisinin de 0’a yakinsadig:
anlagilir. Simdi (x,), dizisinin 0’a yakinsadigim varsayalm. € > 0 olsun. NV,
her n > N ig¢in,

|zp| = |z — 0] <€

esitsizligini saglatan gostergec olsun. O zaman her n > N igin,
’|xn| —0‘ = “an = |z,| <€

olur ve kanitimiz tamamlanir.

iii. Yeterince biiytik n’ler i¢in 0 < |y,| < |z,| oldugundan ve sabit 0 di-
zisi 0’a yakinsadigindan, Sandvi¢ Teoremi’'nden (y, ), dizisinin 0’a yakinsadig
cikar.

iv. € > 0 olsun. Yeterince biiyliik n gostergecleri igin,

‘|xn| — |a|‘ <e€
esitsizligini gostermeliyiz. Onsav 1.1.ix’a gore,
||| = lal| < |y — a

oldugundan ve sagdaki |z, — a| terimi yeterince biiylik n gostergegleri icin
€’dan kiiciik oldugundan, kanitimiz tamamlanmigtir. O

Ote yandan (iv)’iin tersi yanhstir. Ornegin, x,, = (—1)" ise (|2,|)n dizisi
1’e yakinsar ama (), dizisi hi¢bir sayiya yakinsamaz.

Simdi de yakinsak bir dizinin terimlerinin sinirsiz bir bigimde artip azala-
mayacagini kanitlayalim.

Teorem 5.3. Yakinsak bir dizi sinarlidir, yani eger (xy,), dizisi yakinsaksa, o
zaman oyle bir B vardwr ki, her n i¢in |x,| < B olur.

Kamit: Kanitin anafikri ¢cok basit: Eger bir dizi a’ya yakinsiyorsa, bu dizinin
terimleri a’dan siirekli uzaklagamazlar...
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Bir a sayisina yakinsayan bir (x,), dizisi ele alahm. Yakinsamanin tani-
minda e’'u 1’e egit alalim. 1, 0’dan biiyiik bir say1 oldugundan buna hakkimiz
var. O zaman dizinin terimleri belli bir N gostergecinden sonra (a — 1, a + 1)
araligina diiger, yani her n > N i¢in, =, € (a — 1, a + 1) olur.

Geriye sonlu sayida g, x1, ..., zyN terimi kalir. Bunlar da sinirh bir araliga
sigarlar elbette. Daha bigimsel olalim ve

A=min {zg, x1,...,2N, a} — 1,

B =max {xg, z1,...,zN, a} + 1

tanimlarini yapalim. O zaman her z,, terimi (A, B) araligima diiger. Demek ki
dizi simirhidar. O

Demek ki smirli olmayan bir dizi raksak olmak zorundadir. Ornegin,
0,1,2,3,4,...

dogal say1 dizisi iraksaktir. Sinirli olmayan ama sinirli olmadigi bir 6nceki dizi
kadar bariz olmayan bagka diziler de vardir, 6rnegin terimleri

1 1 1 1
+ 5 + 3 +F -
olan dizi her sayiy1 agsar ama coook uzun bir siire sonra agar, o kadar ki
isenmeyip hesap yaparsak dizinin sinirli oldugunu bile sanabiliriz. Demek ki
bu dizi de raksaktir.

Ote yandan, her siirh dizi yakinsak degildir, 6rnegin,

1, -1,1,-1,1, —1,...
diye devam eden dizi sinirhidir ama yakinsak degildir.

Alistirmalar

5.5. Sinirh diziler kiimesinin toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.

5.6. (Zn)n, higbir terimi 0 olmayan bir dizi olsun. (1/z,), dizisi illa simirh olmak zorunda
midir?

5.7. (Zn)n, hicbir terimi 0 olmayan bir dizi olsun. (1/zy), dizisinin simirh olmas igin,

her n igin, 0 < § < |xn| esitsizligini saglayan n’den bagimsiz bir § > 0 varder

kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

5.8. (xn)n dizisi siirliysa ve (yn)n dizisi 0’a yakinsiyorsa, (znyn)n dizisinin de 0’a yakinsa-
digim1 kanmitlayin.

5.9. (xn)n dizisi sinirhysa ve (yn)n dizisi yakinsaksa, (Znyn)n dizisi de yakinsak olmak zo-
runda midir?

5.10. A C R iistten siurh bir kiime olsun. O zaman tiim terimleri A’da olan 6yle bir (an)n

dizisi vardir ki limy,—cc an, = sup A olur. Kanmitlayin. Dizinin azalmayan bir dizi olarak
secilebilecegini gosterin.
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5.2 Yakinsak Dizi Aritmetigi

Bu boliimde yakinsak dizilerle toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme iglemleri
arasindaki iligkiyi gorecegiz.

Teorem 5.4. Iki yakinsak dizinin toplama, farks, carpuma, (midmkin oldu-
gunda) kesirli bir kuvveti ve birbirine bolimi de yakinsaktir ve dizilerin limiti
tahmin edilen sayudur. Daha net bir ifadeyle, () ve (Yn)n iki yakinsak diziyse
ve q € Q ise (Tn + Yn)n, (Tn — Yn)n, (TnYn)n dizileri de yakinsaktir ve
i. hmn—)oo (mn + yn) = hmn—)oo Tn + hmn—>oo Yn,
ii. limy, o0 (wn - yn) = limy, 00 Ty, — limy, 00 YN,
iii. hmn—mo(xnyn) = (hmn—mo xn)(hmn—wo yn)y
esitlikleri gecerlidir. Dolayswyla her r € R ve k € N igin, (rey), ve (),
dizileri de yakinsaktir ve
iv. limy, oo 72n = 7 (liMy oo 5) ve limy, oo 2F = (limy, 500 2,,)F olur.
v. Ayrica ejer (yn)n dizisinin her terimi 0’dan farkhysa ve limy, o0 yn # 0
ise, 0 zaman (Tn/yn)n dizisi de yakinsaktir ve

Ty limy o0 Ty

Iim — = —

olur.
vi. Ayrica x ve (limy, o0 2,)? sayrlar tanamb oldugunda (x1), dizisi yakin-
saktir ve .

lim 2] = (lim y;n)

olur.

Kanit: Bu teoremin kaniti1 biraz uzun siirecek, sayfa 104’te bitecek. Pek te-
oremin zorlugundan kaynaklanmayacak bu uzunluk, biz de 6zellikle uzun uzun
anlatarak, engelleri isaret ederek, zorluklara parmak basarak, ayrintilara gi-
rerek kanitlayacagiz. Teoremi kanitlarken kanitlayacagimiz onsavlar da kendi
baglarina énemli olacaklar.

Teorem 5.4.i’in Kaniti: ()nce,

lim (z, + y,) = lim x, + lim y,
n—00 n—00 n—00

esitligini kanitlayalim. (x,), ve (yn)n iki yakinsak dizi olsun. Bu dizilerin si-
rasiyla a ve b sayilarina yakinsadiklarini varsayalim.

(T +yn) =a+b

lim
n—oo

esitligini kanitlayacagiz.
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Kanitimiz her zamanki gibi baglayacak: € > 0, herhangi bir say1 olsun.
($n + yn)n

dizisinin a 4 b sayisina yakinsadigini géstermek istedigimize gore, Oyle bir N
sayisl bulmaliyiz ki, her n > N igin,

(X +yn) — (a+b)| <€

olsun. Eger n’yi yeterince biiyiik secersek,

mn_a'| ve |yn_b‘

sayilarini istedigimiz kadar kiictiltebilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla, kanitla-
mak istedigimiz yukaridaki esitsizlige bir bigimde

‘xn - a| ve |yn - b‘

sayilarini sokugturmaliyiz, bu sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullana-
bilelim.
Tekrar:
[(@n 4+ yn) = (a +b)] <€

esitsizliginin saglanmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik secilmesi gerektigini bu-
lacagiz. Her zaman oldugu gibi sol taraftaki ifadeyle oynayacagiz. O ifadeden
birazcik daha biiyiik bir ifade bulacagiz. Buldugumuz bu biiyiik ifadeyi,

1. Varsayimlarimizi kullanacagimiz bicimde ve

2. n’yi yeterince biiyiik segerek diledigimiz kadar kiiciiltecegimizden emin
olacagimiz bicimde degistirecegiz.

Baslayalim: ["Jggen esitsizliginden

[(@n +yn) = (a+b)[ = [(2n — a) + (yn — b)| < |20 — al + |yn — D]
elde ederiz. Simdi, |(xy, + yn) — (a + b)| ifadesi yerine,
|20 — al + [yn — b]
ifadesini €’dan kiiciik yapmaya caligabiliriz. Eger,
|z, — al ve |y, — b

ifadelerinin her biri €/2’den kiigiik olursa, toplamlar1 e’dan kii¢iik olur. Bunu
yapmasini biliyoruz, ¢linkii ,’nin limiti a ve g, nin limiti b...

y'nin limiti a oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her n > Nj igin,
€

\xn—a|<2
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olur. Ayni nedenden, 6yle bir No dogal sayisi vardir ki, her n > Ny igin,
lyn — bl < ¢/2

olur. Biz her iki egitsizligin birden dogru olmasim istedigimizden, n’yi hem
Ni’den hem de Ny’den biiyiik almaliyiz. Dolayisiyla, eger N = max{Ny, Na}
ise, n > N oldugunda, n, hem N;’den hem de Ny’den biiyiik olur ve yukaridaki
iki esitsizligin ikisi birden dogru olur.

Teorem 5.4.ii'nin Kamiti: Onsav 5.2.i'den ve yukaridakinden ¢ikar. Ama
yukaridaki kanit yontemini toplama yerine ¢ikarma iglemine de uygulayabiliriz:
(n)n, (Yn)n, a ve b yukaridaki gibi olsunlar. € > 0, herhangi bir say1 olsun.
(n)n dizisinin limiti a oldugundan, 6yle bir N; vardir ki, her n > N; igin,

€

\a:n—a\<2

olur. Ayni nedenden, &yle bir No vardir ki, her n > Ns igin,

€

olur. Simdi N = max{Nj, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ny oldugundan,

(@0 —yn) = (@ = b)[ = |(2n —a) + (b= yn)| < [xn —al +[b— ynl

€ €
:]a;n—a\—i—]yn—b\gi—&-i:e

olur. Ikinci esitligin de kamiti tamamlanmsgtir.

Teorem 5.4.iii’tiin Kaniti: U(;iincii esitligin kanit1 ne yazik ki yukaridakiler
kadar dogrudan cikmiyor. Biz gene de tiim iyimserligimizi takinip yukaridaki
gibi dogrudan bir kanita girigelim.

(n)n, (Yn)n, a ve b yukaridaki gibi olsunlar. (z,yy), dizisinin ab sayisina
yakinsadigini gostermek istedigimize gore, herhangi bir € > 0 sayisi se¢ildigin-
de, Oyle bir N sayisi bulmaliyiz ki, her n > N igin,

|Tnyn — ab| < €
olsun. Bir bagka deyisle, |z, y, —ab| < € esitsizliginin gecerli olmasi i¢in n’nin ne
kadar biiyiik olmas1 gerektigini bulmaya caligacagiz. Eger n’yi yeterince biiyiik
secersek, |z, — a| ve |y, — b| sayilarim istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi

biliyoruz. Dolayisiyla, kanitlamak istedigimiz yukaridaki

|Tnyn — ab| < €
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esitsizligine bir bicimde |z, — a| ve |y, — b| sayilarm sokusturabilmeliyiz, bu
sayilar devreye girmeli ki varsayimlar: kullanabilelim. Her zamanki gibi sol
taraftaki |x,y, — ab| ifadesiyle oynamaliy1z. Bu ifadeyi hafifge biiyiiterek, igin
igine |z, — a| ve |y, — b| ifadelerini sokmaliy1z. Bunu yapmak igin matematikte
sik sik kullamlan bir hile vardir. Iste o hile

|Znyn — ab|l = |TpYn — Tnb + zpb — ab|
<|znyn — znb| + |20b — abl
= |2Zn||yn — b + |2n — a|[b].

Simdi en sagdaki |z, ||y, — b| + |z, — al|b| toplamim €’dan kii¢iik yapmaliyiz.
Ama bu miimkiin miidiir? Her iki

| |yn — bl ve |zn — al[b]
terimini de €¢/2’den kiiciik yapabilirsek, o zaman bunlarin toplamlar1 da

LE
2—6

DN

sayisindan kiiciik olur ve kanitimizi bagariyla tamamlamig oluruz.

Once gorece kolay olan |z, — a||b| terimini (n’yi yeterince biiyiik yaparak)
€/2’den kiigiik yapalim. Bunun igin, |z, — a| terimini ¢/2|b|’den kiigik yapmak
yeterli. Ama dikkat, eger |b| = 0 ise, |b|'ye bolemeyiz... Hi¢ 6nemli degil! Bu
sorunun ¢oziimii gayet basit:

|20 = al|b] < |zn —al(1 4 [b])

oldugundan, |z, — a| terimini
€
2(1 + |o])
sayisindan kiigiik yapmak yeterli! Bunu yapabilir miyiz? Evet! Bu say1 0’dan
biiytik oldugundan, 6yle bir Ni sayis1 vardir ki, her n > N7 i¢in,

€
S S

esitsizligi dogrudur.
Simdi, |zy||y, — b| terimini de €/2’den kii¢iik yapmaya ¢aligmaliyiz.

|yn - b’

terimini istedigimiz kadar kiiciiltebilecegimizi biliyoruz. Ama bu yetmez. Ciin-
kii bu terimin yanna yapigmig bir de |z, | terimi var. Eger |z,| ¢ok biiyiirse,
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o zaman bu terimi, kii¢iildiigiinii bildigimiz |y, — b| terimiyle ¢arptigimizda,
carpimin ¢ok kiiciileceginden pek emin olamayiz. Ornegin, |yn — b| terimi 1/n
gibi kiigiilebilir ama |x,| terimi n gibi artabilir. O zaman da garpimlar1 olan
|z ||yn — b| terimi n biiylikken 1 civarinda dolanir durur ve higcbir zaman e/2
kadar kiigiilemez. (e'un kiiglik bir say1 oldugunu bir kez daha animsayin.)

Neyse ki boyle bir sorunla kargilagsmayiz, ¢iinkii yakinsak bir dizi oldugun-
dan, (zp,)y dizisi stmrhdir (Teorem 5.3) ve her |z,,| belli bir B > 0 sayisindan
kiigiiktiir. Demek ki,

|[Znlyn — bl < Blyn — bl

esitsizligi gecerlidir. Simdi en sagdaki B|y, —b| ifadesini €/2’dan kii¢iik yapmak
yeterlidir. Bly,, — b| ifadesini €¢/2’den kiiglik yapmak icin ise, |y, — b| ifadesini

£
2B

sayisindan kiigiik yapmak yeterlidir. (Bunu basgarabiliriz dostum!)
Ne de olsa bu say1 pozitiftir ve |y, — b| sayisi yeterince biiyiik n’ler i¢in bu
saymnin altina iner: Oyle bir Ny sayist vardir ki, her n > Ny igin,
€

b <« —

esitsizligi dogrudur. Demek ki,

€ €

|Zn|[yn — b < Blyn — b < BQB 9
esitsizligi gecerlidir.

Simdi N = max{Ny, N2} olsun. Eger n > N ise, hem n > N; hem de
n > Ns oldugundan,

|Tnyn — abl = |TpYn — Tnb + zpb — ab| < |Tpyn — zpb| + |x,b — ab
= |znllyn — 0| + |2 — al|b] < Blyn — b| + [, — al[b]
< B|yn - b‘ + |$n - a|(1 + |b|)

<B— 4 (14]b)) =

2B T 2(1+ b)) +

=€

DN
N

olur. (iii)’tin kanit1 bitmistir.

Teorem 5.4.iv’iin Kaniti: Birincisi i¢in 6nceki maddede her n igin y, = r
almak yeterli. Ikinci ise k iizerine tiimevarimla kolaylikla kanitlanir.

Teorem 5.4.v’in Kaniti: Eger asagidaki teoremi kanitlayabilirsek, o zaman
(iii)'ten (v) gikar.

Teorem 5.4’iin kanitina devam etmeden 6nce su sonuca ihtiyacimiz var:
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Teorem 5.5. Eger (xy,), yakinsak dizisinin her terimi 0’dan farklysa ve dizi
0’a yakinsamuyorsa, o zaman (1/xy), dizisi de yakinsaktur ve

. 1 1
lim — = ——
n—00 T, lim,, o0 T,

olur. Ayrica eger (xy,)n dizisi 0’a yakinswyorsa (1/xy,)y, dizisi wraksaktor.

Teorem 5.5’i kanitlamadan once de iki Onsava ihtiyacimiz var. Her iki
onsavin da kendi bagina énemi vardir.

Onsav 5.6. (Tn)n ve (Yn)n dizileri siraswyla a ve b’ye yakinsasinlar. Eger belli
bir gostergecten sonra hep T, > y, esitsizligi saglanwyorsa, o zaman a > b
olur.

Kanit: z, = x, —y, tanimini yaparak, kanitlanmig olan Teorem 5.4.ii’ye gore,

“Eger (zn)n dizisi ¢’ye yakinsiwyorsa ve belli bir gistergecten sonra hep z, > 0
esitsizligi saglanwyorsa, o zaman ¢ > 0 olur”

Onermesini kanitlamanin yeterli oldugunu goriiriiz. Tam tersine, ¢’nin negatif
oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ = —|c|. Simdi, n > Ny i¢in, z, > 0 olsun.
Varsayima gore boyle bir Ng vardir. Ayrica n > Nj igin,

olsun. (z, ), dizisi ¢’ye yakinsadigindan boyle bir N; vardir; bunu gérmek i¢in,
yakinsamani taniminda € = |¢[/2 > 0 almak yeterli. Demek ki,
—M <z,—c< M
2 -~ T2
Dolaysiyla z, < ¢+ |c|/2. Simdi n, hem Ny’dan hem de Nj’den biiyiik bir
gostergeg olsun. O zaman,

]

zn<c—|——:—|c|+ﬂ=—@<0
- 2 2 2 ’
geligki. O

Onsav 5.7. i. Eger (xy)n yakinsak dizisi 0°a yakinsamiyorsa, dyle bir N do-
gal sayise ve 6 > 0 vardwr ki, her n > N igin, |xz,| > § olur. Demek ki boyle
bir dizinin ancak sonlu sayrda terimi 0’a esit olabilir.

ii. Eger (zy), dizisi yakinsaksa ama 0’a yakinsamiyorsa ve her terimi 0’dan
farklysa, éyle bir § > 0 vardwr ki, her n i¢in, |x,| > 6 olur.
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Kanit: Onsav 5.2.ii'ye gore, (), yerine (|z,|), dizisini alip , > 0 esitsizli-
gini varsayabiliriz. (z,,), dizisi a’ya yakinsasin.
Onsav 5.6ya gore a > 0 olmali. Demek ki a > 0. Eger € = § alirsak, her
n > N icin,
a
|zy, —a| < B
esitsizligini, yani
a a
—5 <xy —a< 5
esitsizliklerini saglayan bir N’nin oldugunu goriiriiz. Demek ki, n > N igin,

a
a — 5 < In
esitsizligi saglanir. Simdi
5= a
2

alirsak, birinci kismu kamitlamig oluruz. Ikinei kisma gegelim. Yukaridaki &

yerine,
5= min 120l 1l lonl @
2727777272

alalim. Varsayimdan dolay1 § > 0 olur. Ve a, N ve §’nin tanimlarindan dolay1,
her n igin, |z,| > § olur. O

Teorem 5.5’in Kaniti: a # 0 sayis1 (z,),, dizisinin limiti olsun. 1/a sayisinin
(1/zy,)y, dizisinin limiti oldugunu gosterecegiz. Her zaman oldugu gibi herhangi
bir € > 0 sayis1 almakla ige baglayalim. éyle bir N bulmak istiyoruz ki, her
n > N icin,

1 1

Ty Q

<€

olsun. |1/x, — 1/a| ifadesiyle oynayarak, bu ifadenin ¢’dan kii¢iik olmas: i¢in
n’nin ne kadar biiyiik olmas1 gerektigini bulacagiz. Oynamaya baglayalim:

1 1

T, a

o — x|

 allznl

Sagdaki ifadenin payim diledigimiz kadar kiiciik yapabiliriz, ¢inkii (zy,),, dizisi
a’ya yakinsiyor, burada bir sorun yok. Paydadaki a da sabit bir sayi, bu da
sorun yaratmaz. Ama z, sorun yaratabilir, ¢iinkii eger x,, c¢ok kiigiiliirse, o
zaman ifade ¢ok biiyiiyebilir ve ifadenin €’dan kii¢iik oldugunu kanitlayamayiz.
Teoremin dogru olmasi i¢in |z, |’ler belli bir pozitif sayidan kiigiik olmamal.
Bu dogrudur ve (z,), dizisinin limitinin 0 olmamasindan kaynaklanir ve bu



5.2. Yakinsak Dizi Aritmetigi 103

yukaridaki onsavda kanitlanmigtir: Onsav 5.7’ye gore, 6yle bir 6 > 0 var ki, her
ni¢in, |z, | > § olur. Simdi yukaridaki hesabi bir adim daha devam ettirebiliriz:

1 1

Ty Q

_la—aa| _ o -2

|alfz] |ald

En sagdaki ifadenin e’dan kiigiik olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi
gerektigini bulalim. Bu ifadenin e’dan kiigiik olmasi igin, |a — x|, €|alé’dan
kiigiik olmal ve €|a|d > 0 oldugundan bunu yapabiliriz: N, her n > N igin,

la — x| < €lald
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. Simdi N’den biiyiik her n igin,

1 1

_ la —xn|  |la—x,|  €lald _
Tn @

|af|zn) |ald |alé
olur. Il
Teorem 5.4.v’in kanit1 da boylece tamamlanmig oldu.

Teorem 5.4.vi’'min Kaniti: (v)’inci kissmdan dolayr teoremi ¢ > 0 igin
kamtlamak yeterli. Eger ¢ € N ise sonucumuz (iii) tincii kissmdan tiimevarimla
kolaylikla c¢ikar.

Once sorunun (x)n dizisinin yakimsaklhigimi kanitlamak oldugunu gostere-
lim. Nitekim eger bu dizi yakinsaksa, pozitif a ve b dogal sayilar1 i¢in ¢ = a/b

yazarsak,
b a
(hm xq) lim zj (lim ZL‘n)

T—r00 T—00 T—00

esitliginden istedigimiz kanitlanir.
T = lim,_yso T, Olsun. Once z = 0 varsayimini yapalim. € > 0 olsun. ()yle
bir N bulalim ki, her n > N icin |z,,| < €//9 olsun; bu durumda |z%| = |z,|? < €
olur. Dolaysiyla (7)., dizisi de 0’a yakinsar.
Simdi de dizinin 0’a yakinsamadigini varsayalim. v, v € N ve v # 0 igin
q = u/v olsun. Once v = 1 alahm. O zaman, 1/v < 1 oldugundan, Sonug
3.20’ye gore,
Cr S L e ﬁ
v
olur. Ama (x7'z,), dizisi 1’e yakinsadigindan, yukaridaki e§1thg1n sag ta-
rafindaki ifadeyi istedigimiz kadar kiiciik yapabiliriz. Demek ki ((z " z,)'/?),,
yani (x_l/“x}/v)n dizisi de 1’e yakinsar, yani (.Z‘i/v)n dizisi 2/

u/v)

kinsar. Buradan da (zp

saylisina ya-
n dizisinin 2%/? sayisma yakmsadig cikar. g

Teorem 5.4.vi'min Ikinci Kamti: (v)’inci kissmdan dolay: teoremi ¢ > 0
icin kanitlamak yeterli. (iii)’iincii kissmdan dolay: bir 0 # k € N i¢in ¢ = 1/k
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alabiliriz. Varsayimdan dolay1 z,, > 0 olmal. (x,,),, dizisinin limitine x diyelim.
Sandvi¢ teoremine gére > 0 olur. Simdi € > 0 olsun. €¥ > 0 oldugundan,
varsayima gore oyle bir N vardir ki, eger n > N ise, |z, — x| < €* olur. Ornek
3.6’ya gore,

|x,11/k —J:l/k\ < ]a:n—a:|1/k <€

olur. Istedigimiz kamtlanmistir. g

Teorem 5.4’1, “limit alma iglemi toplamaya, cikarmaya, carpmaya, bolmeye
ve kesirli iis almaya saygi duyuyor” ya da “limit alma iglemi toplamaya,
¢ikarmaya, carpmaya ve bolmeye dagiliyor” ya da ya da “limit alma iglemi
toplamayla, cikarmayla, carpmayla, bolmeyle ve iis almayla uyumlu” gibi ifa-
delerle ifade edebiliriz.

Ornekler

511. an = (=1)" ve by, = (=1)""}(1 4 1/n) olsun. (an)n ve (by), dizileri waksaktir ama
(an + bn)n, (@anbn)n ve (an/bn)n dizileri yakinsaktir.
5.12. Tki basit 5rnek:

lim i: lim (7~7): lim§~liml:§-liml:§><0:

n—oo N n— 00 n— 00 3 n—oo M 3 n—oo N,
ve
8 7
li 5— —+ — ) =5.

5.13. lim, oo (\/n2 +n— n) limitini bulun.

Cozilim: Limiti alinacak ifadenin “eglenigi” denen seyle carpip bolelim:

ST WA n) (Ve tndn) (0?4 n) - n?
vn2+n+n vVn2+n+n
1

n 1
= = — .
VRZ+n+n  J1+1/n+1 2

Aligtirmalar

5.14. ao ve a1 verilmis olsun ve n > 1 igin an4+1 = uan + van—1 olsun. Eger (an), dizisinin
limiti varsa ve 0’dan farkliysa, v ve v sayilar1 hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

5.15. limn—eo (\/ n? 4+ 3n — n) limitini bulun.

Simdi bir polinomu! bir dizide degerlendirip, bu degerlerden olusan dizinin
limitine bakalim. Limit alma iglemiyle bir diziyi bir polinomda degerlendirme
islemlerinin yer degigtirebildiklerini gorecegiz, bir bagka deyisle bir dizinin li-
mitini alip degerlendirmekle, diziyi degerlendirip limitini almak ayni sonucu
verir:

!Polinomun tanimi icin béliimiin sonuna bakiniz.
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Teorem 5.8 (Polinomlarla Yakinsaklik). (a,), dizisia’ya yakinsasin. p(X) de
herhangi bir polinom olsun. O zaman, (p(an))n dizisi p(a) saysina yakinsar.
Eger q(X) herhangi bir baska polinomsa, q(a) # 0 ise ve her n i¢in q(a,) #

0 ise, 0o zaman
()
q(an) ) ,

dizisi p(a)/q(a) saypsina yakinsar.

Kanit: Bu da Teorem 5.4’iin dogrudan bir sonucudur. U

Asagidaki aligtirmalarin bir¢ogu ¢ok kolay degildir ve ¢oziimii de her zaman
dogal gelmeyebilir. (Yani tek bagimiza yapamazsaniz moraliniz bozulmasin!)
Ancak limit kavraminn iyice oturmasi i¢in her birini ayri1 ayr1 denemekte ve
sonra ¢oziime bakmakta yarar var.

Ornekler

5.16. Asagqidaki limiti bulun:
im 3n? —4n + 5'
n—oo 4n? — bn + 1
Co6ziim: Pay1 ve payday1 n? sayisia bolerek ve yukarida kanitlanan teoremi a, = 1/n
dizisine uygulayarak,
3n®—4n+5 . 3—4/n+5/n* 3

li —1 _3
noeo dn2 —bn+1  nbeod—5/n+1/n2 4

buluruz. 0
5.17. Asagqidaki limiti bulun: ]
. n(n + 2) n®
lim — .
n—oo n+1 n?2+1

Coziim: Limiti alinacak ifadenin paydalarini esitleyip elde ettigimize bakalim:

n(n + 2) n’  nn+2)(n’+1)—n’(n+1) n® +n?42n

n+1 n2+1 (n+1)(n2+1) C(n+1D)n2+1)"

Taraflar1 n?’e bélersek limitin 1 oldugunu goriiriiz.
5.18. 0 < g < p ki kesirli say: olsun.

n? — nd
lim =1
n—oo (n 4+ 1)P — (n 4 1)¢

esitligini kanatlayin.

Kanit: Basit bir hesap:

nP —nf nP~9 -1
(n+1)p—(n+1)?  (n+1)p/n?—(L+1/n)
nP~1—1
(n+1)p=9(n+1)1/n? — (14 1/n)9
1—1/nP71

SOt ymr i n)t— (A f n)yijara "

Bu konuda Ornek 3.4’ de bakabilirsiniz. Dizi 1’e “alttan yakinsar” .
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5.19. Asagidaki limiti bulun:

lim ;_&_ 2 + +L
nsoo \n24+1  n24+2 n2+4+n/)’

Cozim: Paydadaki n2+2 sayilar1 yerine 6nce n? + 1, sonra da n? +n koyalim, bakalim
bir seyler cikacak mi1. Once n? + 1 koyalim:

n . n n
i i 1 . 1 nn+1)
< = — = .
Zn2+z‘—zn2+1 n2+1izzll n2+1 2

i=1 i=1

Demek ki Sandvi¢ Teoremi’ne gore,

7 1
1i < =,
Jim > <5

Simdi de n% 4+ n koyalim:

n n

i g 1 , 1 nn+1)
> = = )
e ) D s S DL S

i=1 =1 =1

Gene Sandvig Teoremi'ne gore,
n

7 1
1i >
Jim Y>3

Boylece limitin 1/2 oldugu gikar. a
5.20. Asagqidaki limiti bulun:

Jim > 0>
1=1 j=1
Co6ziim: Oldukga kolay ama belki biraz uzunca bir hesap:

ZZg:;ZZJ:gZI 2 :ﬁzl(l +9)
i= =

=1 j=1 =1 j=1
1 s .\ _ I (nnr+D)@2n+1)  n(n+1)
B (21 +;l>_2n3< 6 T
ve gerisi Teorem 5.8’den kolaylikla gikar. (Sonug 1/6 cikar.) |
5.21. lim, oo an = £ ise
.Gt Fan—

lim ——— =/
n— o0 n

egitligini kanitlayin.
Kanit: b, = a, — £ tanimimi yaparak, lim, . b, = 0 ise
b e by
lim ot o1

n—o0 n
esitligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. Eger M < n ise,

bo+ -+ bp1 _bo+~~-+bM—1+bM+”'+bn—1
n N n n
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esitliginden
bo + -+ bus
n

< |bo + -+ + bar—1] n |bar| + -+ =+ |br—1]
n n

esitsizligi ¢ikar. Simdi € > 0 olsun. lim,— . b, = 0 oldugundan M’yi,
P> M = |bi| < €/2
Onermesi dogru olacak bigimde segebiliriz. Demek ki n > M igin,

bar| + -+ + b1 < (n—M)e/2 <€
n n -2

olur. M’yi boylece segtikten sonra, P sayisini

|bo + -+ + bar—1| €
P < 2

olacak bigimde secelim. N = max{M, P} olsun. O zaman her n > N igin,

bo+ -+ bn1
n

< |b0+"'+bM71|+|bM|+"‘+|bn71‘ <&
n n 2

Jr

DO

olur ve bu da istedigimizi kanitlar. (]
5.22. limpseo(l+n+ n2)1/" =1 esitligini kanitlaymn.
Kanit: Elbette (1+n + 712)1/” > 1. Demek ki bir r,, > 0 sayis1 igin

1/n

A+n+n)"" =141,

yazabiliriz. lim,_ o r, = 0 esitligini gdstermemiz lazim. n > 3 olsun. Her iki tarafin da
n’inci kuvvetini alarak ve binom teoremini kullanarak,

(n—1)
2!

7«721_~_n(n—1)(71—2)7«731_~_.”_|_7n:i

1+n+n2:(1+rn)n:1+nrn+n 3l

ve dolayisiyla

1+n+n221+n(n—1)(n—2) 3

r
3! "
elde ederiz. Buradan da ( 2)
6(n+n
0<ry < —m — 2
<Tn < n(n—1)(n —2)

bulunur. Bundan ve bu béliimde yapilanlardan lim,,— T?L = 0 gikar. Teorem 5.4.vi’dan
dolay1 lim,,—oc 7, = 0 bulunur ve bu da istedigimizi kanitlar.

5.23. Asagidaki limiti bulun:

Kk +3k+1
JE‘;O; E

Coziim: Bir zeka piriltis1 gerekiyor:
- I<:2+3k—|—1_z": k? +3k+1 _z": k> +3k+1
(k+2)! 4 (k2 + 3k + 2)k!

k+2)(k + 1)k!

k=1 k=1 k=1

:i(k2+3k+2)—1:i(li 1 )
(k2 + 3k + 2)k! K (k+2)!
k=1 k=1
11 1 1
Ut T el (o)

ve sonug 1/1! +1/2! = 3/2 cikar. O
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5.24. Asagidaki limiti bulun:

o 25) (- 2 0 ) o )

Coziim: Limiti bulunmas: gereken ifade,

f1(- )

Parantezlerin herbirini hesaplamaktan bagka care yok sanki:

_ 2 (G +2)(i-1)
ii+1)  iE+1)
Bu parantezleri ¢ = 2’den ¢ = n+ 1’e kadar ¢arpinca birgok sadelestirmeler olur ve geriye
1 < +2
3 n
kalir. Bunun limiti de 1/3 olur. d
Alistirmalar
5.25. Asagidaki limitleri bulun:
. on+7\° . vmn . at n'/? . n'/?
nlLII;o (3’[1— 5) ’ nh~>n<.>lo ’I’L+ 1 n1~>oo n+ 1’ nl~>n;o n2/3 —|—]_7 nh~>n;o ’)’1,1/3 + 1

5.26. Asagidaki limitleri kanitlayin:

lim (\/n2+1—n):O, lim (\/n2—|—n—n>:%.

n—00 n—00

(ipucu: Eslenikleriyle carpip béliin.)
5.27. k € N igin
lim n® = !
n—oo pktl — (n — 1)k+1 k41

esitligini kamtlayn. (Ipucu: Binom agilimi.)

5.28. Sandvi¢ Teoremi’ni kullanarak

~ 1
lim e
n— oo 12:; A /n2 + )
limitini bulun (bkz. Ornek 5.19).

5.29. Genel terimi
1.2 3 n
xn—§+1+§+"'+27
olan dizi 2’ye yakinsar. Hesap makinanizi ya da Excel’i kullanarak buna ikna olun.
Bu agsamada bunu kanmitlamaniz imkansiz olabilir ama denemenin kimseye bir zarari
olmaz, hatta boylece gelecek sayfalarda yapacaklarimizin degerini anlamig olursunuz.

Bkz. Ornek 14.43.
5.30. Asagidaki limiti bulun (bkz. Ornek 5.23):

n

. k3 4+ 6k + 11k +5
dm > T A
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5.31

5.32.

5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

5.37.

Asagidaki limiti bulun (bkz. Ornek 5.20):
n [3 j2
li EA
Am 2D

Eger (x,)» yakisak ama 0’a yakinsamayan bir diziyse, belli bir zaman sonra, dizinin
yva hep pozitif ya da hep negatif olacagini kanitlayin.

(zn)n, yakinsak bir diziyse ve belli bir gostergecten sonra a < z, ise, limp oo Tn > a
esitsizligini kanitlayin.

Eger (zn), dizisi yakinsaksa ama 0’a yakinsamiyorsa,

Tn

lim =1

n—00 Lp41
esitligini kanitlayin.
Sinirh diziler kiimesinin toplama, ¢ikarma ve carpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.
Terimleri 0’dan farkli olan smirh diziler kiimesinin bdlme altinda kapali olmadigini
kanitlaym. (zn)n siurh ve terimleri 0’dan farkl bir diziyse, ne zaman (1/z,), dizisi
sinirhdir?

Eger (zn)n ve (yn)n iki diziyse ve lim(zn, — yn) = ¢, yani £, — y» — £ oluyorsa, bunu
Tn — Yn + £
olarak gosterelim. Eger lim x, /y» = £ ise bunu
Ty ~ LYn

olarak gosterelim. Bu tamimlarin gegerli olmasi i¢in (z,)n ve (yn)n dizilerinin illa yakin-
sak olmalar: gerekmedigine dikkatinizi gekelim.

a. Tn = 1/n ve ypo = (—=1)"/n olsun. £, — y» oldugunu (yani tanimdaki £ = 0) ama
higbir ¢ icin x,, ~ £y, olmadigini gésterin.

b. z, = 2n ve y, = n olsun. z, ~ 2y, oldugunu ama hicbir £ i¢in z, — y, + £
olmadigini gosterin.

c. a € R olsun. z, = 1/n ve y, = a/n olsun. Yukaridaki iligkilerden hangisi ya da
hangileri dogrudur?

d. 2, = 1/n ve yn, = 1/n? olsun. Yukaridaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogru-
dur?

e. x, = 1/n? ve y, = 1/n olsun. Yukaridaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
f. Eger bir ¢ i¢in x, — yn + £ i¢in oluyorsa bunu z,, = y, olarak gosterelim. Bu iligki
diziler tizerine bir denklik iligkisi midir?

g. Eger bir ¢ i¢in x,, ~ £y, igin oluyorsa bunu z,, ~ y, olarak gosterelim. Bu iligki diziler
iizerine bir denklik iligkisi midir?

Eger yeterince biiyiikk n ve n’den bagimsiz bir K igin |z,| < Kyn oluyorsa,
Tn = O(yn)

yazilir. Eger lim z,, /y, = 0 ise

Tn = 0(Yn)
yazilir. Bunlara “biliyiik O” ve “kiigiik 0o” adi verilir.
a. Tn, = 3n, yn = n olsun. Yukaridaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
b. £, = n, yn = n? olsun. Yukaridaki iliskilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
c. n =n2, yn = n olsun. Yukaridaki iligkilerden hangisi ya da hangileri dogrudur?
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5.38.

R n®>+2n+3
" 3n—1

olsun.

a. xn, — n/3 4 7/9 iligkisini kanmitlayin (bkz. Aligtirma 5.36).

b. &, ~ n/3 oldugunu gosterin (bkz. Ahstirma 5.36).

¢. zn, = O(n) oldugunu gosterin (bkz. Ahstirma 5.37).

d. 2, = o(n?) oldugunu gosterin (bkz. Aligtirma 5.37).

Polinomlar. R iizerine bir polinom,
T0+T1X+T2X2+“‘+Tan

gibi “bigimsel” (bir bagka deyigle anlamsiz) bir nesnedir. Bu ifadede n bir
dogal sayidir ve katsayr adi verilen r;’ler birer gergel sayidir. Eger r, # 0
ise, n’ye polinomun derecesi adi verilir. Eger r; = 0 ise, polinomda r;X*
ifadesi yazilmayabilir. Bu anlagmayla, ¢ > n i¢in r; = 0 tamiminmi yaparak,
ro+1rX + X2+ + 7, X" polinomunu

oo
E Tz'XZ
=0

olarak gosterebiliriz. Bu ikinci tiirden yazilim ¢cogu zaman ifadeleri basitlestirir,
kolaylik saglar.

“Bigimsel” sifatinin nedeni sudur: Y o0 a; X" ve > o0 b; X" polinomlarimin
esit olmasi igin yeter ve gerek kosul her ¢ € N icin a; = b; esitligidir, yani
esitlik gercekten gorsel esitliktir.

Polinomlarla toplama, ¢ikarma, carpma ve bir polinomu bir sayiyla carp-
mak gibi iglemler yapilabilir:

(Z CliXi> + (Z biXi> = Z(ai +b;) XY,
A ax’) = > aax,

(D ax) (ox?) =3 | 3wty | x

i+j=n

Bu iglemlerle birlikte polinomlar kiimesi R[X] olarak gosterilen bir halka olusg-
turur. Eger R yerine bir bagka degismeli R halkas1 alinirsa, polinom halkasi
R[X] olarak gosterilir. Ornegin Z[X] ve Q[X], katsayilar1 sirasiyla Z’den ve
Q’den alinan polinomlardir.
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En 6nemli dizilerden biri olan geometrik dizilerden baglayalim. (r"),, bi¢ciminde
yazilan bir diziye geometrik dizi denir:

Geometrik dizilerin yakinsakligina karar vermek oldukca kolaydir:

Teorem 6.1. r bir gercel sayysa (1), dizisi ancak r € (—1,1] iken yakinsak
olabilir.

r =1 ise limit 1 °dir.

r € (—1,1) ise limit 0 dur.

r ¢ [—1,1] ise dizi sinmarsizdar, dolayiswyla wraksar.

Kamt: Once —1 < r < 1 olsun; limy_seer™ = 0 esitligini gorecegiz. Eger
r = 0 ise kanitlayacak fazla bir sey kalmiyor, bundan b&yle r’nin 0 olmadigini

varsayalim. € > 0 olsun. s = —1 + 1/|r| olsun. Tabii ki s > 0 ve
1
=1
s

N dogal sayist,
1
— < Ne
s
esitsizligini saglasm (Arsimet Ozelligi). Simdi, her n > N icin, Onsav 3.15%

gore,
1 " 1 1 1 1
Ir =1 (1—|—s> (I+s)» “14ns ns Ns ‘

limy, 00 ™ = 0 esitligi kanitlanmigtir.
Simdi 7’nin 1’den biiylik oldugunu varsayalm. s = r — 1 > 0 olsun. O
zaman Onsav 3.15’e gore

r"=(14+s)">1+ns

ve Argimet ozelliginden dolay1 (r™),, dizisi sinirh degildir, dolayisiyla yakinsak
olamaz (bkz. Teorem 5.3).
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Eger r < —1 ise, n = 2m cift oldugunda, " = r2™ = (r?)™ sayilar1 bir
onceki paragrafa gore tistten sinirh degildirler. Dolayisiyla ("), dizisi sinirh
degildir ve yakinsak olamaz. O

Simdi de geometrik dizinin terimlerini toplayarak elde ettigimiz,
so = 1,
s1 =14,
So=1+1r+ rz,
s3 = 1+r+r2+1°

Sp=1+4r+r24+r3 4+ 401,

dizisine bakalim. Bu dizinin limiti analizde temel niteliktedir.
Teorem 6.2. r bir gercel sayr ve
sn=1+r+r2 it 4"

olsun. (sp)n dizisi ancak ve ancak v € (—1,1) iken yakinsak olabilir ve bu

durumda limit ]

1—r

olur.

Kanit: Onsav 3.14’te, eger r # 1 ise,
1 — gyt
iy
esitligini kanitlamistik. Dolayisiyla eger r € (—1,1) ise sonug Teorem 6.1 ve
5.4’ten cikar:

L—r™h 1 —Timy, oo ™! 1

lim s, = lim = .
n—o0 n—oo 1 —7r 1—r 1—r

Eger r > 1 ise,
Sp=14+r+r2+r3 4 Fr">n+1
oldugundan, dizi sinirh degildir ve iraksar (bkz. Teorem 5.3).
Eger r < —1 ise, n ift sayis1 igin,
B o

= > =
1—r 1+ |r| 2|r| 2

Sp =

bulunur. Dolayisiyla dizi simirsizdir (Onsav 3.15) ve limiti olamaz.
Eger r = —1 ise, (sp)n dizisi 1,0,1,0,1,0,... diye devam eder ve hicbir
saylya yakinsayamaz. O
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Asagida verecegimiz ornekler énemlidir. Her birini 6énce kendiniz kanitla-
may1 denemelisiniz. Okudugunuzda size ¢ok kolay gelebilecek kanitlari bula-
mamaniz moralinizi bozmasin. Gergekten de bircogu uzun siiren ¢aligmalardan
stizlilmiig zeka {irtinleridir.

Ornekler

6.1. r € Rigin, limp o0 7™ /n! = 0 olur.
Kamit: Onsav 5.2.ii’ye gore, r yerine |r| alarak r > 0 varsayimini yapabiliriz. z, =
r™/n! > 0 olsun. € > 0, herhangi bir gergel say1 olsun. L, r’den biiyiik herhangi bir
dogal say1 olsun. Her k dogal sayis icin,

k
r
<
$L+k_$L<L+1>

esitsizligini k iizerine tiimevarimla kanitlayalm. k& = 0 ise esitlik s6zkonusu. Simdi
egitsizligi k icin varsayip k + 1 igin kanitlayalim:

TL+k+1 L+k

. r

T T
Ltk+1)! (L+k)\L+k+1 L+k+1

k k k+1
<z r r < r r — r
- L+1 L+k+1— L+1 L+1 L+1 '

Esitsizligi kanitladik. Ama 0 < r/(L+1) < 1 ve Teorem 6.1’e gore yukaridaki esitsizligin
en sagindaki terimin k£ sonsuza giderken limiti 0’dir. Demek ki 6yle bir K vardir ki, her

k > K igin,
r k<i
L+1 xr

esitsizligi gegerlidir. Simdi NV = K + L olsun. Her n > N igin,

TL+k+1 = ( = TL+k

k=n—L>K
tanimiyla,

r k €
Ty =Tp4k < TL (m) < mLE =€
elde ederiz. Istedigimizi kantladik ama pek kolay olmad. Limit bulmak her zaman kolay
degildir, hatta bazen ¢ok ¢ok zor olabilir.
Okur, hakl olarak yukaridaki kaniti nasil diigiindiigiimiizii sorabilir. Kanit1 nasil yapti-
gimizi agiklamaya caligalim.
Tn+1 ile x, arasinda ¢ok basit bir iligki var:

n+1 n

T T o T

n+1)! Thalnl np1t™

Tn+l = (

Bunu bir adim daha gotiiriirsek,

T T T

T T T e

elde ederiz. Ama buradan da,

x =T " Tn < " 2x
n+27n+2n+1 " n+1 "
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elde ederiz. Bu agsamada,

k
r
n < n
x+k_<n+1> xT

esitsizligini tahmin edip kanitlamak zor degil. Eger n’yi yeterince biiyiik secersek,

r
n+1

say1s1 1’den kiigiik olur ve Teorem 6.1’e gore esitsizligin sag tarafi k biiytidiikge kiigiiliir.
Bizim istedigimiz de buydu zaten. Gerisi, okurun ustalagmasi gerektigi teknik ayrinti.

Benzer Bir Kamt Daha: z,y1/z, = 7/(n + 1) < r/n. Ama lim,er/n = 0
oldugundan, 6yle bir N vardir ki, n > N igin r/n < 1/2 olur. Demek ki her n > N igin,

X TN12 TNL3 X 1 n-N-1
0< 2 = 2 R
TN+1 TN4+1 TN42 Tn—1 2

olur. Sonug simdi sandvig teoreminden kolaylikla ¢ikar.
Benzer Bir Kanit Daha: m, r’den biiyiik bir dogal say1 olsun. O zaman n > m igin,

I B
—|n! n! m! m+1m+2 n
I e (T m
~—m! m m m m! \m m! \m

Il
m

7]

olur. Ama m bir sabit; ayrica < 1 oldugundan, Teorem 6.1’e gore, lim,, oo (E) " =0
olur. Sandvig teoreminden istedigimizi elde ederiz.

Bir Uyarw: (n"/n!), dizisi bir zaman sonra her sayiy1 asar, yani limiti yoktur (bkz.
Algtirma 10.12 ya da Ornek 5.1).

Her v € (—1,1) igin,

Eger |r| > 1 ise dizi wraksar.
Kanit: Once r € (—1,1) varsayimini yapalim. Onsav 5.2.ii ve

1
<|r|+ =
n

1
T+ —
n

esitsizliginden dolay1, genelligi bozmadan, r € [0,1) varsayimim yapabiliriz. s € (r,1)
olsun. N dogal sayis1, 1/N < s — r esitsizligini saglasin. O zaman, her n > N igin,

r+%§r+%<r+(sfr):s

Og(r—ﬁ—l) < s"
n

olur. Sag taraf, Teorem 6.1’e gore 0’a yakinsadigindan Sandvi¢ Teoremi istedigimizi

verir.
(+2)
r+ —
n

olur ve Teorem 6.1’e gore dizimiz sinirsizdir, dolayisiyla iraksaktir.
|r| = 1 Durumu: Dizinin » = —1 igin wraksadigimi Ornek 10.7'de, 7 = 1 i¢in (adma e
denilen bir sayiya) yakinsadigini Teorem 10.1’de gorecegiz.

ve

Eger |r| > 1 ise,

> [rl"
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6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

FEger a > 0 ise lim,, o a'’™ =1 olur.
Kanit: a = 1 ise sorun yok. Gerekirse a yerine 1/a alirsak, a > 1 varsayimini yapabiliriz.
2Zn = a'/™ — 1 olsun. O zaman

a=(1+z,)"=14nzn+ - >nxn,

ve 0 < T, < a/n. Buradan da lim,— . z, = 0 ve dolayisiyla lim, o at/" =1 gikar.
Eger lim,, oo £, = 0 ise ve a > 0 ise lim, 00 a** = 1 olur.

Kanit: € > 0 verilmis olsun. Bir 6nceki érnege gore, bir m dogal sayis icin a/™ ve
a”/m sayilar1 (1 —e, 1+ ¢€) araliginda olurlar. Ayrica yeterince biiytik n sayilari, diyelim
N’den biiyiik n sayilar igin —1/m < z, < 1/m olur. Buradan a®" sayisinin a” V™ ile
a/™ arasinda oldugu, yani (1 — ¢, 1 + ¢) arahgmda oldugu ¢ikar ve bu da istedigimizi
kanitlar. g
[r| < 1 ise limy oo nr™ = 0 olur.

Kanit: r # 0 varsayimin yapabiliriz. 1/|r| = 1+ s olsun. s > 0 olur elbette. n > 2 igin,

/m

-1
(1+5)":1+ns+%52+---
egitliginden
(1+s)™ 1 n(n —1) n(n —1)
s? s Tt 2 + 2
ve buradan da,
n 2 4

= A < oD < ne?

gikar. (Son esitsizlik n > 2 kogulundan ¢ikar.) Simdi e verilmis olsun.

N = max{?, iz}
€s

olsun. Eger n > N ise, yukaridaki hesaptan, [nr"| < € ¢ikar. O
Eger r = 100/101 ise, (nr™), dizisi 100’incii terime kadar artar, neredeyse 37 olur ve
daha sonra azalarak 0’a yakinsamaya baslar, yani bu dizi 0’a yakinsar ama sonlara dogru
yakinsar! Bu dediklerimizin dogrulugu érnegin Excel ile kontrol edilebilir. g
[r| <1weqe€ Q2% ise limp—o0 7™ = 0 olur.

Kamt: ¢ = 0 ise sorun yok. Bundan bdyle ¢ > 0 olsun. s = r*/ olsun. O zaman,
limp 00 n%s?™ = 0 esitligini gostermek durumundayiz ki bu da Teorem 5.4.vi’ya gore,
limp 00 ns™ = 0 esitligini géstermek demektir. Bunu da bir 6nceki érnekte gostermisgtik.
O

limy, 0o nt/m =1,

Kamt: 2, =n*™ — 1 olsun. O zaman, n > 2 icin,
":(1+mn)"=1+nwn+%xi+... - %xi

olur. Demek ki

z? 2

" Tn—1
ve
on < 4] —2

n n — 1 .

Dolayisiyla, limp_se0 Tn = 0 ve limp_seo n'/™ = 1. -

Ayrica bkz. Ornek 8.2, 11.2, 16.12 ve Aligtirma 18.34.
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6.8. Terimleri, n > 2 i¢in,

n—1

1 1 1 1 1
xn:Zi(n—i) T ) 2= i) T T T oD 1

1 1(1 1 >
——=—| -+ N
iln—1) n\it n-—i

2 1 1 1
$n=*<1+7+7+---+ )
n 2

i=1

olan diziyi ele alalim.

esitliginden dolayi,

3 n—1
olur. Ornek 3.5’ gore

11 1
1+§+§+"'+ﬁ<‘/ﬁ'

Demek ki, her n > 2 i¢in

2 2
0<zy, < — = —
T <V Jn
saglanir. Buradan da lim z,, = 0 elde edilir!. O

6.9. = € R olsun ve
[z] + [22] + - - - + [na]
n2

Ty =

olsun. limy, 00 Tn, = /2 egitligini kanitlayn.
Kanit: Her r € R igin [r] <r < [r] + 1 oldugundan, r — 1 < [r] < r olur. Buradan

z-1D+@z—-1)+-+nz—-1)<[zg]+[22]+ -+ [nz] <z +22+ - +nz

ve dolayisiyla

wgv—n< ] + [22] + - + [na] < wm
olur. Her tarafi n?’ye bolersek, Sandvi¢ Teoremi’'nden istedigimiz cikar. g

6.10. [Lineer cebir bilenlere.] ap =1, a1 =0 ve

An + Ant1

An+2 = 2

olsun. limy o0 an limiti var madur ve varsa kagtir? (Not: Lineer cebir kullanmayan bir
¢oziim igin sayfa 154’teki Aligtirma 12’ye bakin.)

e ()
A= (1?2 1}2)

- )-0

Tn+1 = Axn

Coziim: Her n € N igin

ve

olsun. O zaman

ve her n € N igin

! Birinci basimda bu sonucun Gérkem Ozkaya tarafindan bulunmus cok giizel ama oldukca
uzun bir kanit1 vardi. ITham Aliyev yukaridaki kisa kanit1 sundu.
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olur. Buradan da her n € N igin

Axo = 0,
gikar.
A™ matrisini hesaplayalim. Bunu yapmak icin 6nce A matrisini capraz matris haline
sokalim. (Eger bu miimkiin degilse matrisi Jordan kanonik bi¢imine sokmak gerekir.)
Bunu yapmak i¢in de matrisin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini bulalim:

— —ro 1N e L 1
det(A—ar:Idz)—det(l/2 1/27x)—a:—2 2_(;r 1)<x+2>

oldugundan, 6zdegerler 1 ve —1/2’dir. (iki degisik 6zdeger oldugundan, A matrisi bir
bagka tabanda capraz matris olarak yazilir.) Eger bu 6zdegerlere sirasiyla A1 ve Az
dersek, bunlara tekabiil eden v; # 0 6zvektorleri bulahm. 7 = 1, 2 igin

Avi = /\ivi
denklemini ¢ozersek,
(1 (2
v = 1 ve v = _1
vektorlerinin A1 = 1 ve Ao = —1/2 6zdegerlerine tekabiil eden 6zvektorlerden olduklarini

buluruz.
Simdi P, e; ve ez kanonik tabanlar1 v1 ve va vektorlerine gotiiren doniiglimiin matrisi

olsun:
1 2
P- (1 _1).

P’nin tersini bulmak zor degil:

Simdi

(10
pAP *(0 —1/2)

olmal. Tki ii¢ dakikadan fazla slirmemesi gereken hesaplar yapilinca bir hata yapmadi-
gimiz ve esitligin gergekten dogru oldugu kolaylikla goriliir. Buradan,

o)) )

{1 o0 1 L (=1—(=1/2)" 2 (-1/2)"!
= (o) P =5 (2 25 )

bulunur. Dolayisiyla,

ve

olur. Demek ki limy, o0 arn, = 1/3.
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Not: Yukaridaki a, ifadesi bilindikten sonra ayni egitlik tiimevarimla kanitlanabilir!
Ama sadece bilindikten sonra... Tiimevarimla kamt yontemi ¢ok giiclii olmasina kargin,
bu y6ntemi kullanabilmek i¢in kanitlanacak formiiliin ya da teoremin énceden bilinmesi

gerekir! d
Alstirmalar
6.11. (Zn)n, bir dizi olsun. Sabit bir r € (0, 1) sayis1 ve her n gostergeci i¢in
|Znt1] < 7l
olsun.
lim z, =0
n—oo
esitligini kanitlayin.
6.12. Genel terimi
n+4
3n? +2
olan dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu ve limitinin 0 oldugunu kanitlayin.
6.13. Terimleri pozitif ve azalan olan ama limitin 0 olmadig: bir dizi bulun.
6.14. Terimleri
n—1
1
= ; i(n2 — 1)
olan dizi yakinsak midir?
6.15. Terimleri
n—1
n
= ; i(n? —1)
olan dizi yakinsak midir?
6.16. )
lim n'/™ =1
n— o0
esitligini kamtlaym. (Ipucu: n'/™ > nl/"2.)
6.17. [Lineer cebir bilenlere.] fo =0, fi =1 ve
fn+2 = fn + fn+1
olsun (Fibonacci dizisi). Ornek 6.10’daki gibi yola cikarak fio0’i bulun.
6.18. ap, a1 > 0 ve her n € N igin
_ 1/2
an42 = (anan+1)
olsun.
lim a, = (aoa%)l/3
n— o0
esitligini kanitlayin. Ipucu: a, = ag™aj™ olsun. uy’ler arasinda bir iliski bularak ve
Ornek 6.10’u kullanarak lim,,_ o %, limitini bulun. Ayni seyi v, i¢in yapin.
6.19. [Sierpinski ﬂggeni] Agagidaki birinci iiggenin alan 1’dir.

Sekildeki gibi, her seferinde {iggenden siyah ti¢cgenler ¢ikariliyor ve bu bdyle sonsuza
kadar devam ediyor. n’inci iiggende kalan beyaz alani hesaplayin. Bu alanlarin n sonsuza
giderken limitini bulun.
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6.20. [Koch Kartanesi] Asagidaki gekildeki gibi, bir egskenar {iggenin kenarlarina, iiggenin
iicte biri kadar olan ii¢ liggeni tagiyoruz ve benzer iglemi elde edilen sekilde tekrar ediyo-
ruz. Baglangic iiggeninin kenar1 1 br ise, siireci sonsuza dek devam ettirdigimizde, elde
edilen geklin dig gevresi ne olur? Peki ya iiggenin alani 1 br ise olusan geklin alani ne

olur?

6.21. [Sierpinski Halisi] Asagidaki sekil yukaridakiler gibi bir kareden o karenin dokuzda biri
kareler cikartilarak ve siireg siirekli sonsuza dek tekrarlanarak elde ediliyor. Sonsuzda
elde edilen seklin (siyah kismin) alanim hesaplayin.

6.22. [Kaos| k sabit bir say1, 21 = 0,8 ve Tnt1 = kzn(l —mi) olsun. k = 22 ve k = 24
i¢in ilk dizinin 50 degerini 6rnegin Excel’de hesaplayn. Iki dizi arasindaki fark: goriiyor
musunuz? Aym seyi bagka k degerleri i¢in yapip ne olup bittigini anlamaya caligin.






7. Dizi Cegitleri

7.1 Monoton Diziler
Artan ya da azalan bir diziye monoton dizi denir. Yani eger bir (x,), dizisi

her n igin,
Tn < Tpyl

kosulunu sagliyorsa (yani artansa), ya da her n igin,
Tp 2 Tntl

kogulunu saghyorsa (yani azalansa), o zaman bu diziye monoton dizi ad

verilir!. Ornegin
n+3
n+1l/,

azalan bir dizidir. Baz diziler baglangicta monoton olmasalar da zamanla,
ornegin 1 milyonuncu terimden sonra monotonlagabilirler.

Ornekler

7.1. (an)n dizisi artansa (azalansa), terimleri

ap+ -+ + an-1
n

(n > 1) olan dizi de artandir (azalandir).
Kamt: Soruyu artan diziler igin kamtlayahm. ag + - -+ + an—1 toplamma s, diyelim.
Istedigimiz,

esdegerliginden ve
Spn=a0+ -+ an-1 < nan—1 < na,

esitsizliginden c¢ikar. g

'Eger esitsizligi mutlak esitsizlikle degistirirsek, kesin azalan ya da kesin artan dizi
kavramini buluruz. Birgok kitapta bizim “artan” dedigimize “azalmayan” dense de, bu ter-
minolojinin pek pratik olmadiginmi diisiiniiyoruz.
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7.2.

7.3.

7. Dizi Gesitleri

a > 0 olsun ve yukarida kanitladigimizi terimleri a,, = a™(1—a) olan diziye uygulayalm.
Bu dizinin azalan oldugunu kanitlamak zor degil (ama kanit1 a < 1 ve a > 1 olarak iki
parcaya ayirmak gerekir). Demek ki (sy,), dizisi de azalandir.

g — Gt tan (1—a)+a(l—a)+---+a" " '(1—a) 1-a"
n — n = " = ”

oldugundan, buradan kolaylikla
na" '(1—a) <1-a" <n(l—a)

cikar.
(an)n ve (bn)n ki dizi olsun. Her n igin by, > 0 oldugunu ve (an/bn)n dizisinin artan
(azalan) oldugunu varsayalim. O zaman terimleri

a0+"'+an
b0++bn

olan dizi de artandwr (azalandar).
Kanit: Kanit1 sadece artan diziler igin yapahm. (an)n ve (bn)n dizilerinin kismi top-
lamlarini sirasiyla s, ve t, ile gosterelim. Once

(1) = g i

tn bn+l

esitsizligini n lizerinden tiimevarimla kamtlayalim. n = 0 igin her sey yolunda. (1)
esitsizligini kabul edip

(2)

Sn+1 < QAn4-2

tn+1 - bn+2
esitsizligini kanitlayalim. (1) esitsizliginden kolayca

Sp + Gpi1 An+1
tn + bn+1 - bn+1 ’

yani
Sn+1 < An+1

trnt1 — bnt1

esitsizligi ¢ikar. Ama varsayima gore

An+1 < An4-2

bn+1 - bn+2 ’

Demek ki (2), dolayisiyla (1) de dogru.
Simdi (sn/tn)n dizisinin artan oldugunu kanitlayabiliriz.

an < Sn+1 Sl Sn + An+1 Sn An+1

< A4 hS hS )
t'n tn+1 tn tn + bn+1 tn bn+1

ki son esitsizligi bir paragraf énce kanitlamigtik. g

Alistirmalar

7.4.
7.5.
7.6.
7.7.

Ornek 7.1’in ters istikametlisinin yanlig oldugunu kanitlayin.
Ornek 7.2, n < 0 i¢in dogru mudur? Dogru degilse ne tiir bir esitlik dogrudur?
Ornek 7.2, kesirli sayilar icin dogru mudur? Dogru degilse ne tiir bir esitlik dogrudur?

Ornek 7.3’iin artan yerine azalan icin de dogru oldugunu kanitlayin.
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7.8. Ornek 7.3'iin ters istikametlisinin dogru olmadigimi gosterin. Yani dyle (an)n ve (bn)n
dizileri bulun ki, (sn/tn)n dizisi artan olsun ama (an/bn) dizisi artan olmasin.

7.9. a > 0 olsun. Her an, = a" (1 — a) ve b, = n + 1 olsun. Ornek 7.3’ii a, /b, dizisine
uygulayin.

Monoton dizilerin diger dizilere gére 6nemli bir tistiinliigii vardir: Bu di-
zilerin yakinsak olmalar1 i¢in sadece sinirli olmalar: yeterlidir. Nitekim, sez-
gilerimiz de, siirekli (ya da bir zaman sonra) artan bir dizinin, eger terimleri
belli bir sayiy1 hi¢bir zaman agamiyorsa, belli bir sayiya (en kiigiik tistsinirina)
yogunlagmasi gerektigini soyliiyor.

Teorem 7.1. Artan ve sunurly bir dizi yakinsaktur. Eger (xy,)y boyle bir diziyse,
bu dizinin limiti sup{x,, : n € N} olur.

Teorem, kesirli sayilar kiimesi igin gegerli degildir. [N2]’de kesirli bir sayiya
yakinsamayan bir¢ok artan kesirli say1 dizisi 6rnegi gordiik. Daha ince zevklere
hitap eden bir 6rnek verelim. z, kesirli olmayan herhangi bir gergel say1 olsun.
x1, x ile x — 1 arasinda olan herhangi bir kesirli say1 olsun. Eger

21 <...<xp <

kesirli sayilari,

1
r—x; < —
(3

esitsizlikleri dogru olacak bigimde tanimlanmigsa, x,1 sayisini,

1
(Tp, ) N (a:—, a:)
n+1

agik araligindan herhangi bir kesirli say1 olarak segelim. O zaman (zy,), dizisi
siirekli artan bir kesirli say1 dizisidir ve gercel sayilarda x’e yakinsar, ancak
kesirli sayilar kiimesinde limiti yoktur (glinkii  kesirli degil.)

Bundan da, teoremin kanitinda, gercel sayilarda dogru olan ama kesirli
sayilarda dogru olmayan (SUP) aksiyomunun kullanilmas: gerektigi ¢ikar.

Teorem 7.1’in Kaniti: © = sup{z,, : n € N} olsun. z’in varhgim dizinin
sinirh olmasina ve SUP aksiyomuna bor¢luyuz. Elbette, her n € N igin z,, < x.
Herhangi bir € > 0 alalim. z — ¢ < x oldugundan ve z, dizinin en kiigiik
istsinirt oldugundan, x — €, dizinin bir tGstsinir1 degildir. Demek ki, belli bir
N sayisi igin,

r—e<zIN<ZT
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olur. Dolayisiyla her n > N igin de,
r—e<zy <z, <

olur, yani
|z — x| =2 — 25 < €

olur. Teorem kanitlanmistir. O

Zamanla artan bir dizi i¢in de sonug gegerlidir elbet.

Sonug 7.2. Zamanla artan ve sinarle olan bir dizi yakinsaktir. Eger (xy)n
boyle bir diziyse ve dizi M gdstergecinden sonra azalmamaya bashyorsa, o
zaman bu dizinin limiti sup{x, : n > M} olur. O

Benzer sonuglar azalan diziler i¢in de gegerli:

Sonug 7.3. Zamanla azalan ve sinurly bir dizi yakinsaktir. Eger (z,,)n boyle
bir diziyse, bu dizinin limiti inf{x,, : n € N} olur. g

Sonug 7.4. Zamanla monotonlasan sinwrl diziler yakinsaktor. O

Ve elbette monoton bir dizi sinirli degilse yakinsak olamaz, ¢iinkii bildigi-
miz gibi yakinsak her dizi sinirli olmak zorundadir.

Bu sonuglar ¢ok onemlidir ve birgok uygulamasini goérecegiz. Hemen bag-
layalim.

Ornekler

7.10. Genel terimi
1 1 1 1
Ertetettae
olan diziye bakalim. Bu dizinin siirekli arttigi belli, her terime yeni pozitif bir say1
ekleniyor. Teoreme gore, eger dizi sinirliysa yakinsak olmasi gerekir.
Bu elektronik ¢agda, insanin eli mecburen aygitlara gidiyor. Dizinin ilk birka¢ terimini

bilgisayara hesaplatalim.

1/12 =1

1/12 4-1/22 =1,25
1/12+1/2% +1/3? =1,361111...
/17 +1/2% +1/3% +1/47 =1,423611...
1/12 +1/22 +1/3% 4+ --- +1/5> =1,463611...
/12 +1/2> +1/3% 4+ --- +1/6> =1,491389...
/12 4+1/22 +1/3% + .-+ 17 =1,511797...
/12 +1/22 +1/3% +--- +1/8 =1,527422. ..
/12 +1/2> +1/3% +--- +1/9> =1,539768....

/17 +1/2* +1/3% + .- +1/10° = 1,549768...

Toplamlar gittikge buyiiyorlar, dogru, ama bu, toplamlarin her sayiy1 agsacag) anlamina
gelmez. Ornegin,

0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, ...
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7.11.

7.12.

dizisi de durmadan biiyiir, ama 1’i higbir zaman gegemez. Birkag terim daha hesapla-
yalim:

1/1241/22 +1/3* +--- +1/100° = 1,634984...
/12 +1/22 +1/32 +--- +1/200°  =1,639947...
/12 +1/22 +1/3% +--- +1/300° = 1,641606. ..

1/12 41722 +1/3* + .- +1/1000> = 1,643935...

/12 +1/22 +1/3% + .-~ +1/2000° = 1,644432. ..

1/12 +1/22 +1/3% + .-+ +1/3000° = 1,644595...

1/12 41722 +1/3* + .- +1/4000®° = 1,644714...

1/12 4+1/2%2 4+ 1/3% +--- +1/5000®° = 1,644725..
Sanki dizi 1,65’1 gegmeyecek g1b1 bir hisse kapildiniz mi? Dogru haklisiniz, hisleri-
nizde yanilmadiniz... Bu dizi 7% /6’ya yakinsar. ’yi ikinci ciltte tanimlayacagiz. Limitin
7% /6’ya esit oldugunun kanit1 da bu kitabi asar. Bunu olmasa da, dizinin en azindan
2’yi gecemeyecegini kanitlayabiliriz.

olsun.

Sav. Her n > 1 dogal sayist igin, xn, < 2 —1/n.
Kamit: n = 1 i¢in kanitlayacak fazla bir sey yok. Esitsizligi n i¢in varsayip n + 1 igin
kanitlayalim.

Tast =t <2t L
T T 12 T T (nt1)2
2 2
_9_" +n+1<2_ n°+n —9_ 1 .
n(n + 1)2 n(n +1)2 n+1
Sav kanitlanmigtir. d

Demek ki dizi 2’den kiiciik bir saylya yakinsar. Bu arada,
1 1 S 3n

172+7+ n2_2n—|—1

esitsizligi tiimevarimla kolaylikla kanitlandigindan (kanitlayin liitfen), dizinin limitinin
1,5 ile 2 arasinda bir say1 oldugu anlagilir. (Bu dizinin limiti 72/6’dir. Euler kimsenin
tahmin edemedigi bu iinlii sonucu buldugunda yer yerinden oynamigti.)

Peki

1 1 1 1 1

13 + 53 T 33 + e+ w3
dizisinin limiti nasil bir sayidir? 1/1 > 1/ oldugundan7 bu yeni toplam 7% /6’dan daha
kiiciik bir sayidir. (Sonlu toplamlar 7% /6’dan kiicilk ama artan bir dizidir, dolayisiyla
yakinsaktir.) Bu sayinin hangi say1 oldugu bilinmiyor. Nasil bir say1 oldugu da bilinmi-
yor, tek bildigimiz, bu sayinin kesirli bir say1 olmadigi. Bu da, sadece 1990’larin baginda
kanitlandi.
1/14 + 1/24 + 1/34 + 1/44 44 1/n4 toplaminin limitinin kag oldugu biliniyor. Genel
olarak, eger k ¢ift bir sayiysa,

toplaminin limitinin 7% ile kesirli bir sayinmn carpimi oldugu biliniyor (Euler), 6rnegin,

=1 m?
Jm =5
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7.13.

7.14.

7.15.

7. Dizi Gesitleri

ve
. "1 7°

2w = o
Ama eger k > 5 tek bir sayiysa, bu sonsuz toplam tizerine pek bir gey bilindigini
sanmiyorum.
ACR, f: A— A artan bir fonksiyon ve ¢ € A sayist f(x) = x denkleminin bir
¢Ozimi olsun. Eger ag € A sayist ap < ¢ ve ao < f(ao) esitsizliklerini saghyorsa, o
zaman, terimleri her n > 0 i¢in any1 = f(an) formailiyle tanvmlanms dizi yakinsaktar.
Kanit: ap < ¢ oldugundan, her n icin a, < c esitsizligi kolaylikla elde edilir, nitekim
timevarimla ant+1 = f(an) < f(c) = c olur. Ayrica varsayima gore ag < a1 oldugundan,
bu egitsizlige f fonksiyonunu n defa uygulayarak a, < an+1 elde ederiz; yani (ay), dizisi
artandir. Artan ve ¢ tarafindan istten sinirh oldugundan, (an). dizisi yakinsaktir. O
[Gauss] 0 < ap < by ve

an + by —

An+1 = T ve bn+1 = Vanbn
olsun. Timevarimla a, < an+1 < bpy1 < by, esitsizliklerini gostermek kolay. Demek ki
(an)n ve (bn)n dizileri yakimsaktir. Limitlere sirasiyla a ve b dersek,
a+b
2

yani a = b olur. Bu ortak degere ag ve by sayilarinin aritmetik-geometrik ortalamast
adi verilir.

s > 0 ve kg > 0 sayilar1 verilmig olsun. Her n > 0 i¢in z,41 = /s + x, tanimim
yapalim. Her z,, bu formiille ger¢ekten tanimlanir, nitekim eger x,, tanimlanmigsa, x,, >
0 olmak zorundadir, dolayisiyla s 4+ x, > 0 olur ve karekokii vardir, dolayisiyla x,+1 de
tanimlanmigtir.

Her iki tarafin da karesini alarak x%H = 5 4+ x,, buluruz, demek ki dizinin limiti eger
varsa, 2> — z — s = 0 koklerinden biri olmalidir. Ama kéklerden kiiciik olani negatif
oldugundan, dizinin limiti varsa, bu limit ancak

1++v1+4s
2

olabilir.
Dizinin artanligina azalanligina karar verelim.

Tni1 < Tp S Tp — Ty > 8

Onermesini kanitlamak zor degil, 2,41 yerine x,, cinsinden ifadesini yazinca ¢ikiyor. Bunu
kullanarak
Tntl < Tn & Tnt2 < Tntl

Onermesini kanitlayabiliriz:
2
Tnt2 < Tngl € Tni1 — Tng1 28 S (Tn +8) — Tny1 > 5 Ty < Tn.

Demek ki dizi bir yerde artarsa her yerde artiyor, bir yerde azalirsa her yerde azaliyor,
yani dizi monoton. Daha keskin bir ifadeyle

(zn)n azalan < 11 < 29 & x(z) —x0 > s.

Dizi azalansa dizinin bir limiti oldugu belli. Simdi dizinin iistten siirl oldugunu goste-
relim ki dizinin her durumda yakinsadig: anlasilsin.

1+\/1+4s}

o = max {xo, 5
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olsun. Elbette o < a ve a® — a — s > 0 olur. Eger z, < « esitsizligini varsayarsak,
2 2
Tpt1 =Tn+s<a+s<a

ve buradan da zn4+1 < « buluruz. Demek ki (), dizisi Gistten simirhdir ve her durumda
limiti vardir.

7.16. [A] ao = —3/2 ve 3an+1 =2+ al olsun. (an)n dizisinin 1’e yakinsadigine kantlayin.
Kamt: Eger dizinin limiti varsa, bu limit 3z = 2 + 2® esitligini saglamali.
2 =3z +2=(x—-1)>x+2)
oldugundan bu limit ya 1 olabilir ya da —2. Ayrica ap < 0 ve a1 = —11/24 < 0
oldugundan, limit (eger varsa) negatif gibi goriinebilir ilk bakista ama kolayca hesapla-
nabilecegi iizere
0<a2:2— 1 ~0,63457 < 1
3 3-243 ’
oluyor. Dizinin tanimi kullanilarak buradan her n > 2 icin a, > 0 esitsizligi hemen
goriiliiyor. Bu bilgiyle
an+1 <1l a, <1
egdegerligini de kanitlamak kolay. Demek ki n > 2 i¢in 0 < a,, < 1. Buradan n > 2 igin
3(ang1 —1) = (2+4a3)—3=a> —1=(an —1)(a2 +an+1) > 3(an — 1)
elde ederiz (¢iinkii a, — 1 < 0). Bdylece (an)n dizisinin bir zaman sonra artan oldugu
anlagilir. Demek ki dizinin limiti 1’dir. d
Aligtirmalar
7.17. (n!/n™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini kanitlayin. Bu dizinin limitinin 0 oldugunu
kanitlayin.
7.18. r € (0,1) olsun. (nr™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini, dolayisiyla yakinsak oldu-
gunu kanitlaymn. Dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.
7.19. r € (0,1) olsun. (n®r™), dizisinin bir zaman sonra azaldigini, dolayisiyla yakinsak
oldugunu kanitlayin. Dizinin 0’a yakinsadigini kanitlayin.
7.20. 7 € (—1,1) ve sabit bir k € N i¢in (n*r™),, dizisinin 0’a yakinsadigimi kanitlaym.
7.21. Terimleri
1-3-5---(2n—1)
T 946 (2n)
olan dizinin yakinsak oldugunu kanitlayin.
7.22. a1 =3 ve Gny1 = 321%;”") olsun. limy, 00 an = \/3 esitligini kanitlayin.
7.23. Terimleri
1 1 1
E+n+1 +.”+n+n
olan dizinin 1 ile 2 arasinda deger aldigini ve arttigini kanitlayin. Dolayisiyla bu dizinin
bir limiti vardir®.
7.24. a > 0 ve xg > olsun. Her n € N icin

1 a
Tn+l = 5 (J;n + ?)

olsun.

2Limit In 2’dir. Ancak logaritma bir sonraki ciltte tanimlanacak.
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7.25.

7.26.

7.27.

7.28.

7.29.

7.30.

7.31.

7. Dizi Gesitleri

2
a.x2,, —a= i (xn — i) esitligini kanitlayin.

b. Bundan z,, > +/a esitsizligini ¢ikarin.

C. Tp — Tpt1 = 72’23;‘1 esitligini kanitlayin.
d. Bundan (z,), dizisinin azalan oldugunu gosterin.

e. limy, o0 T, = v/a esitligini gosterin.

ag ve bg iki pozitif say1 olsun. a, 11 = % ve bpt1 = V/ant1b, tanimini yapalim. (an)r
ve (bn)n dizilerinin monoton olduklarini ve aym limite yakinsadiklarini kanitlayin.

ao ve by iki pozitif say1 olsun. an41 = ”"TH’" Ve Gnt1bnt1 = anby olsun. (an)n ve (bn)n

dizilerinin monoton olduklarini ve v/apbo sayisina yakinsadiklarini kanitlayin.
s>0,20 >0ve Tpy1 = ﬁ olsun. Dizinin limiti varsa bu limitin ancak 2> +x —s = 0

denkleminin pozitif kékii olabilecegini, yani

1++v1+4s
2

olabilecegini gosterin.

Tn+1 > Xn S Ty > Tn-1
onermesini kanitlayin. Dizinin monoton oldugunu kanitlayin. Eger dizi azalansa dizinin
yakinsak oldugunu kanitlayin. Eger dizi artansa, her n icin

<
an = 1+ ao

esitsizligini kanitlayin. Dizinin her durumda yakinsak oldugunu kanitlayin.

$>0, 0 >0 ve Tpp1 = s/zn + 1 olsun. Yukaridakine benzer analizi bu dizi i¢in yapin.

an—\/1+\/1+\/1+~~~+ﬁolsun.

n tane
a. (an)n dizisinin artan oldugunu kanitlayin.

b. ant1 = V1 + a,, esitligini kanitlayin.
c. Yukaridaki esitlikten, limitin eger varsa (altin oran olarak bilinen)

_1+45
2

¢

sayisina egit oldugunu kanitlayin.

d. Altin oranin 2’den kiigiik oldugunu kanitlayin.

e. Her n igin a, < 2 esitsizligini kanitlayin.

f. Biitin bunlardan, lim,—,+ a, = ¢ esitligini kanitlaymn.

bn:\/1+\/2+\/3+~~~+\/ﬁolsun.

a. (bn)n dizisinin artan oldugunu kanitlayin.

b. b, = \/5\/; + \/2% + 1/2% + -+ /9w esitligini kanitlayn.

C. an bir énceki ahgtirmadaki gibi olsun. (b) kismindan hareketle b, < v/2a,, esitligini
kanitlayin.
d. (bn)n dizisinin yakinsak oldugunu kanitlayn.

Terimleri a, = \/2 + \/2 +\/2+---+ V2 olan dizi yakinsak midir ve Oyleyse hangi

n tane
sayiya yakinsar?
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7.2 Sonsuza Iraksayan Diziler I

Bir 6nceki boliimde, Ornek 6.10°da siirekli artan

1 1 1
et T

dizisinin (6rnegin 2 tarafindan) tistten sinirh oldugunu, dolayisiyla yakinsak
oldugunu gosterdik. Bu boliimde, gene siirekli artan ve harmonik dizi adi
verilen

1 1 1

1Tty
dizisini ele alacagiz. Bu dizi de bir onceki dizi gibi sinirli m1 ve dolayisiyla
yakinsak midir? Bu altboliimde bu soruyu ele alacagiz.

Dizinin ilk terimlerine bakip bir tahminde bulunmaya calisalim.

1
-1
1
11
S 4-—15
1T
111
L - —18333.
12370
Lol 5 os3ss
1 2 3 4 7 h
Lol L o833
1 2 3 5 7 h
SR SR S YT
1 2 3 6
111 1
Tt = 2,502857143..
11 1
Lol Y o riesrias.
L+ S = 2TITESTIA
111 1
Lo 5 808068254,
b s o = 2,82896825
Lot o 998068254
123 IO .

11k on terimde sadece 2'yi gectik, heniiz 3’e varamadik. Bu toplamlar bir zaman
sonra -ornegin- 100’1 gecer mi? Gegerse ne zaman gecer?
Bilgisayara hesaplattik bu toplamlari. Eger

tanimini yaparsak, buldugumuz sonuglar: daha rahat yazabiliriz:
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H =1 Hyy = 3,019877...
Hy = 15 Hiy = 3,103211...
Hy = 1,833333... Hiz = 3,180134...
Hy = 2,083333... Hyy = 3,251562...
Hy = 2,283334... His = 3,318229...
Hs = 245 Hig = 3,380729...
H; = 2,592857... Hi; = 3,439553...
Hy = 2,717857... His = 3,495108...
Hy = 2,828969... Hig = 3,54774...
Hip = 2,928968... Hyy = 3,59774...

Ik 20 toplamda heniiz 4’e varamadik, yanma bile yaklasamadik. Bilgisa-
yarda daha da ileri gittik. 4’ ancak 31’inci toplamda agabildik:

Hyo = 3,994987...
Hgp = 4,027246...

Ya 51 agtik m1? Agtik. Ama oldukca geg astik, ancak 83’incii toplamda
agabildik:

Hgo = 4,990021...
Hgs = 5,002069...

6’y1 da astik. 227'nci toplamda...

Hoo = 5,999962...
Hoo7 = 6,004367...

T’yi agsmak icin gok bekledik. 7’yi ancak 616’'nc1 terimde asabildik:

Hg1s = 6,999652...
Hgi = 7,001276...

8’1 agip agmayacagimiz merak konusu... Onu da agtik:

Higrs = 7,99989...
Higra = 8,00048...

Ya 97 9’u agabilir miyiz? Astik, daha dogrusu bilgisayar asti:

Hys49 = 8,999995...
Hys50 = 9,000215...
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10’u, 1171, 12’yi de agtik:
Hi2366 = 9,999969...
Hi2367 = 10,00005...
H3s616 = 10,99998...
Hsze18=11,...
Hy1328 = 12,00001...
Her sayiy1 bir zaman sonra agacak muy1z?
Ornegin 100’1 agacak miyiz?
Evet asacagiz! 1,5 x 10**’iincii toplamdan sonra...
Baklay1 agzimizdan cikaralim: Yukaridaki dizi sonsuza gider. Yani her

say1lyl bir zaman sonra agariz. Kanitlayalim bunu.
Su tablodaki esitsizliklere bakalim:

11

>

272

+1>1+1_1

474 4 2
1+ —|—1>1+ —I—l—1
5 8 8 8
1+ +1>1+ +1_1
9 16~ 16 16 2
1+ +1>1+ +1_1
17 3273 32 2

Bu hesaplardan sonra dizinin neden her sayiy1 astig1 anlagiliyor:
1 1 n
—_—
n tane

Dolayisiyla dizi bir sayiya yakinsamaz ¢iinkii siirekli artarak her sayiyr bir
zaman sonra gecer. Bu tiir diziler i¢in 6zel bir terim kullanilir: Dizinin sonsuza
gittigi ya da sonsuza wraksadigt soylenir. Hatta kimi zaman, sanki sonsuz
diye bir say1 varmiscasina dizi sonsuza yakinsar denir.

Matematiksel tanimi verelim:

Tanim. (z,,), bir dizi olsun. Hangi A sayis1 verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, > A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (z,,), dizisinin sonsuza
gittigi ya da wraksadigr soOylenir ve bu,

lim x, = o0
n—oo

olarak yazilir.
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Dikkat: Burada “sonsuz” diye bir kavrami tanimlamadik, sadece bir “dizinin sonsuza git-
mesi”’nin ne demek oldugunu soyledik, yani “dizi sonsuza gidiyor” kavramini tanimladik.
Tanmimimiza gore, sonsuza gitmek demek, her sayiy1 belli bir agsamadan sonra hep gegmek
demektir.

“limy 00 xn = 00” yazildiginda aslinda bir esitlikten s6zedilmemektedir, ¢clinkii co diye
ozel bir matematiksel nesne tanimlanmamigtir. Ama lafin gelisi ve aligkanliklardan dolay:
nden bahsedecegiz. Demek ki yukarida,

AT}

“limy, 00 Tn = 00 esitligi

im (L le i) o
e \1 72 n) =

n— oo

esitligini kanitladik.

Ornekler

7.32. 0,1,2 3,4, 5,6,... dizisi de sonsuza gider elbet.
7.33. Ancak,
0,1,1,1,2,1,3,1,4,1,5, 1,6, 1,...
dizisi sonsuza gitmez, ¢linkii her iki terimin arasina konmug olan 1’ler dizinin sonsuza
gitmesini engellerler.

7.34. Terimleri 4/n olan dizi sonsuza gider gunkii bu dizi artandir ve iginde v'n2? = n sayilarin
barindirir, dolayisiyla her dogal sayiy1 bir zaman sonra agar.

7.35. Terimleri

ZWJr\/

olan dizi sonsuza iraksar ¢linkii,

1 - -
WA

esitligi gecerlidir ve dolayisiyla

§jﬁ¢ihf i%wuﬂ)_le

olur. Bir onceki 6rnege gore v/n + 1 sayis1 her sayiy1 agtigindan dizimiz sonsuza iraksar.
7.36. (Cauchy, 1821) Eger lim,— oo Tn = 00 ise limp— o0 w = 00 olur.
Kanit: 0 < A € R olsun. M gostergeci,

n>M= 1z, >2A

olacak bi¢cimde segilmis olsun. O zaman B = x1+- - -+ 2y —2M A tanimiyla, her n > M

icin,
$1+“'+l’n73€1+"'+$M+$M+1+"~+$n
n - n n
>a:1+~~~—|—xM+2(n—M)A
n n
n n

buluruz. Negatif de olabilecek olan B sayisi M’ye bagimli ama n’den bagimsiz. Sag
taraftaki n’yi istedigimiz kadar biiyiik alabilecegimizden, n’yi yeterince biiyiik, diyelim
belli bir P’den biiyilik secersek

B a
n
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7.37.

7.38.

olur. §imdi N = max{M, P} olsun. Her n > N igin,

w>2A+§>2A_A:A
n n

olur. O

limp 00 Zn = T ise ve (un)n pozitif dizisi igin

lim (uo+ -+ 4 un) = 00
n— oo

ise,
. UOTO + *** + UnTn
lim =z
n—00 Up + -+ Un

olur.

Not: u; = 1 alirsak bir onceki 6rnegi elde ederiz.

Kanit: € > 0 olsun. Her ¢ > N igin |z — z;| < € esitsizliginin saglandigi bir N segelim.
n > N olsun.

Dt Will Yt i —x) SN jui(w — @) N DNy i@ — )

x
Do Ui Do Wi Do Ui Do Ui

oldugundan, iiggen esitsizliginden,

N
A= Z ui(z; — x)
i=0
tanimiyla,
D g Ui A DN WilTi — ] A
Do Wi Do Wi Dimo Ui i=0 Wi

esitsizligini elde ederiz. n’yi sonsuza gotiirdiigiimiizde sag taraf €’a yakinsadigindan ve
e rastgele secildiginden, Sandvig Teoremi’nden istedigimizi elde ederiz. O

Tn—Tp—1
Yn—Yn—-1

(yn)n kesin artarak sonsuza wraksayan bir dizi olsun. Eder lim,_ o = 2z ise

limp oo 22 = 2 olur®.
Yn

Kamit: u, = yp — yn—1 > 0 ve up = yo olsun. O zaman y, = uo + u1 + - -+ + u, olur.
Ve vn = Tn — Tn—1 Ve vo = o olsun. O zaman x, = vo + v1 + - - - + v, olur. Demek ki,
(tn)n pozitif artan bir diziyse ve limy,—o0 (U + - - - + Up) = 00 Ve limy—y 00 Vn /un = 2 ise
. votvit+-t+u,
lim =z
n—oo Uy + UL+ + Un

esitligini kanitlamamiz lazim.
Simdi zp, = vn/un tammim yapalim. Bu tamimla, (un)n, pozitif artan bir diziyse ve
limp oo (uo + - -+ + un) = 00 ve limy o0 2, = 2 ise

Uo 2o +urz1 + -+ Un2n

lim =z
n—oo  UgF+ UL+t U

esitligini kanitlamamiz lazim, ki bunu da bir onceki 6rnekte kanitlamigtik. g
Uygulama olarak bir 0 < k € N alalim.

o =142 4. 4 nf

3 Analizde pek sik kullanilan L’Hospital kuralin1 bilene bu énerme ilging gelecektir.
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ve
Yn = kL
olsun. Yukarida kanitlanana gore,
lim 1k—'_zk—‘_“.—’_nk*lim n* -
n— oo nkt+1 T n—oco pktl — (n — 1)k+1 Tk +1

olur (bkz. Alistirma 5.27).

Bir dizinin sonsuza gitmesi i¢in, artan olmasi gerekmez, 6rnegin,
1,0,2,1,3,2,4,3,5,4,6,5,...

(terimleri ikiger ikiger gruplarsamz dizinin nasil devam ettigini anlarsiniz) dizisi
artan degildir ama sonsuza gider. Ote yandan agagidaki sonu¢ dogrudur:

Teorem 7.5. Artan bir dizi ya yakinsaktir ya da sonsuza gider.

Kanit: Dizi sinirliysa, o zaman limitinin oldugunu biliyoruz. Eger sinirsizsa,
o zaman belli bir N gostergecinden sonra verilmig herhangi bir A sayisini agar.
Ama dizi artan oldugundan, o gostergecten sonra A sayisi surekli agar. [

Benzer bicimde “eksi sonsuza gitme”yi de tanimlayabiliriz.

Tanim. (z,,), bir dizi olsun. Hangi A sayis1 verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, < A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (), dizisinin eksi son-
suza (ya da —oo’a) gittigi séylenir ve bu,

lim z, = —c0
n=yco
olarak yazilir.
Teorem 7.6. lim,,_, T, = 00 & limy, oo — Ty = —00.
Kanit: Kolaydir ve okura birakilmistir. O

Altboliimiin baginda ele aldigimiz

dizisi ¢cok 6nemlidir, ¢linkii bu dizi sonsuza gider ama sonlu bir sayiya gitmesine
-tabiri caizdir!- ramak kalmigtir, yani sonsuza ¢ok yavag gider. Ornegin eger
s > 1 ise,
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dizisi yakinsaktir, limiti sonlu bir sayidir, s, 1’e ne kadar yakin olursa olsun,
s = 1,0001 olsa bile, yeter ki 1’den biiyiik olsun...

Bunu ileride, gergel sayilarda iis almay1 tanimladigimizda kamtlayacagiz.
Ama okur, simdilik, s’yi kesirli bir say1 alarak kanitlamaya caligabilir. Giizel
ve yararl bir aligtirmadir.

Alistirmalar
7.39. Su esitlikleri kanitlayin:

. 2 o on?-1 . 1—n?
lim (n” —n) =00, lim =o00, lim = -0
n—oo n—oo n n—oo 3+ mn

7.40. Sonsuza 1raksayan iki dizinin toplaminin da sonsuza gittigini kanitlayin.

7.41. Sonsuza iraksayan iki dizinin ¢arpiminin da sonsuza gittigini kanitlayin.

7.42. Terimleri
11
n <1
i=1

olan dizi hangi terimden sonra azalmaya baglar? (Bkz. Ornek 5.2 ve 16.9.)

7.43. limp oo T, = 00 ise ve 7 > 0 ise, limp o0 1z, = 00 esitligini kanitlayin.

7.44. A, onluk tabanda yazildiginda i¢inde 0 rakaminin belirdigi pozitif dogal sayilar kiimesi
olsun. 37, 1/n = oo esitligini kanitlayn.

7.45. p(X) = arXF + -+ a1 X + ag bir polinom olsun. ar > 0 olsun. lim, . p(n) = oo
esitligini kanitlayin.

7.46. p(X) = arXF + .-+ a1 X + ao bir polinom olsun. ax > 0 olsun. ¢(X) = beXt+ .+
b1 X 4 bo da bir polinom olsun ve b, > 0 olsun. Ayrica k > ¢ olsun.

lim p(n)

n—oo q(n)

esitligini kanitlayin.
7.47. «, bir 01-dizisiyse, fo(n), a’mn ilk n terimindeki 1 sayisi olsun. (fo(n)/n), dizisinin
wraksadig1 bir « dizisi yaratin. Verilmis bir p € [0, 1] say1s1 i¢in

lim fo() _
n— oo n

egitligini saglayan bir « dizisinin varhigini kanitlayin.

7.3 Cauchy Dizileri

Yakinsak dizinin tanimina bakilirsa, bir dizinin yakinsak oldugunu kanitla-
mak icin 6nce dizinin limitini bilmek lazim gibi bir hisse kapilabilir insan. Bu
boliimde, bir dizinin yakinsak oldugunu dizinin limitini bilmeden de kanit-
layabilecegimizi gorecegiz. Aslinda Teorem 7.1’de de yapmigtik bunu; orada,
rtan ve istten sinirli bir dizinin limiti oldugunu limiti bilmeden kanitlamistik,

ornegin
. 1 1 1 1
e\t T

limitinin kag¢ oldugunu bilmeden limitin varligini kanitlamigtik.
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Yakinsak bir dizi limitine ¢ok ¢ok ¢ok yaklagtigindan, dizinin terimleri
birbirlerine gok ¢ok cok yakinlagirlar. Nitekim eger € > 0 verilmigse, a sayisina
yakinsayan bir dizinin terimleri belli bir agsamadan sonra a’ya €/2’den daha
yakin olurlar;

dolayisiyla o agsamadan sonra, dizinin terimleri birbirlerine, yukaridaki gekilde
de goriilecegi iizere, €’dan daha yakin olurlar. Bu tiir dizilere Cauchy dizileri
denir. (Kosi diye okunur.) Matematiksel tanim soyle:

Tanim. (z,), bir dizi olsun. Eger her € > 0 icin,
|Ty, — x| < €

esitsizliginin her n, m > N i¢in saglandig bir N gostergeci varsa, (zy,), dizisine
Cauchy dizist denir.

Tanim, Cauchy dizilerinin terimlerinin belli bir zaman sonra birbirlerine
¢ok yakin olduklarini, daha dogrusu, Cauchy dizilerinin terimlerini birbirle-
rine istedigimiz kadar yaklagtirabilecegimizi soyliiyor, yeter ki gostergecleri
yeterince biiyiik secelim.

Cauchy olmak da, yakinsamak gibi, dizinin kuyrugunu ilgilendiren bir 6zel-
liktir. Bir dizinin bagindan istedigimiz kadar terim atalim ya da basina is-
tedigimiz kadar terim ekleyelim, dizinin kosiligi bozulmaz.

Bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak i¢in 6nce rastgele bir € > 0
sayist secilir. Ardindan,

| Ty, — Tm| < €

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n ve m’nin ne kadar biiyiikk olmas1 gerektigi
aragtirilir. Bunun igin de |z, — x,,| terimiyle dikkatli bir bi¢imde -terimi fazla
biiyiitmemeye calisilarak- oynanir.

Ornekler

7.48. (xn)n dizisinin Cauchy oldugunu kanitlamak i¢in, |zx4+1 —xr| ifadesini (ardigik terimlerin
farkim) kiigiikk yapmak yetmez, ¢iinkii |zx+1 — x| ifadesi gok kiigiik olsa da |z, — x|
cok kiigiik olmayabilir.

1 1
2 n
buna bir 6rnektir;
1

E+1

olur, dolayisiyla gok kiigiiliir ama m kag olursa olsun, n’yi ¢ok biiyiik alarak |z, — x|

sayisini diledigimiz kadar biiyiitebiliriz, 6rnegin 1’den biiyiik yapabiliriz. (Bkz. Altboliim

7.2))

Tk — Tra| =
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7.49. Ote yandan eger her k icin
|z — 2r41] < Qik
ise o zaman (x,)n dizisi Cauchy olur. Nitekim n > m olsun.
Tm — Tn = (Tm — Tmt1) + (Tms1 — Tmy2) + -+ (Tn1 — Tn)
oldugundan,

|xm - xn| S |xm - xm+1| + ‘mm+1 - xm+2| +--- |mn71 - mn‘

< 1 1 1
—27m+ Qm—+1 ++2n71
- om 2 22 Qn—m—1
1 1-1/2""™ 1 n—m 1
=— = 1-1/2 —
om 1/2 om—1 ( / ) < om—1
olur. Demek ki verilmig bir € igin N’yi N > 1/e olacak bigimde segersek, her n > m > N
icin,
1 1 1
|x”_wm|<2m71§27N§N<6
olur.

7.50. Her n > 0 i¢in a, € {0,1,2,3,...,8,9} olsun, yani a, bir rakam olsun. a¢ da herhangi
bir dogal say1 olsun.

Tp =a +£+£+ +ai
TR0 T 0 T 102 10m

tanimini yapalim. Daha ekonomik bir yazilimla:

Ty = i ail()*i.
i=1

(zn)n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlayalim. e > 0 herhangi bir pozitif gercel
say1 olsun.

|0 — Zm| < €
esitsizliginin yeterince biiyiik n ve m gostergegleri igin dogru oldugunu kanitlayacagiz.
Sanki bu dedigimiz dogruymus gibi davranip, bu esitsizligin dogru olmasi i¢in n ve m’nin
ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulalim. n > m varsayiminm yapabiliriz giinkii

|Tn — Tm| = |Tm — x|

Simdi |z, — x| ifadesiyle oynayalim:

zn:ailofi—iailofi zn: a;107"
i=1 i=1 i=m+1
= Zn: a; 107" < Zn: 9-107°=9- Zn: 107"

o

i=m+1 1=m+1 i=m+1
n ] n—m-—1 ]
=9.107"! Z 107"t =g.107™! Z 1077
i=m+1 j=0
—9.10"""} n_i_l L _g.gmlim
o - 109 1-— L1
j=0 10

_ —m—ll_ﬁ_ —m 1 —m
=910 = =107 (1 fn ) S 1077

10
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Ugiincii satirda son esitlikte j = ¢ — m — 1 degisikligini yaptik. Dérdiincii satirda Onsav
3.14’te kanitlanan esitligi a = 1/10 i¢in kullandik.

Yukaridaki hesaptaki egitsizliklerin her biri son derece ekonomiktir: Ikinci satirdaki eit-
sizlik zorunlu bir esitsizliktir, ¢linkii a;’lerin her biri bal gibi de 9 olabilirler. Son satir-
daki esitsizlik de zorunlu, ¢linkii m sabit kalip n ¢ok biiytidiiginde (sonsuza gittiginde),
1—1/10""™ sayis1 ’e kadar dayanir.

Bu hesaptan, 107"’yi €’dan kii¢lik yapmamiz gerektigini anliyoruz.

0<107" <1
oldugundan, Teorem 6.1’e gore,
lim 107" =0
m—ro0
olur. Dolayisiyla 6yle bir N vardir ki, her m > N i¢in, 10™™ < € olur. g

Alstirma 7.51. 0 < ¢ < 1 olsun. (an)n dizisinin terimleri n > 1 igin |ant1 — an| < "
esitsizligini saglasin. O zaman (an)n dizisi bir Cauchy dizisidir. Ipucu: Ornek 7.49.

Goriildigi gibi bir dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak her zaman
kolay olmayabilir. Ama ¢ogu zaman bir dizinin limiti bilinemeyeceginden, bi-
linebilse de bulmak kolay olmayabileceginden, Cauchy dizisi kavrami ¢ok ya-
rarhdir.

Ik paragrafta her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu soyledik ve
bunun edebi bir kanitin1 verdik. Bunu matematiksel olarak kanitlayalim:

Teorem 7.7. Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Kamit: (z,,), yakinsak bir dizi olsun. ¢ > 0, herhangi bir pozitif gergel say1
olsun. Dizinin limitine a diyelim. Demek ki, oyle bir N dogal sayis1 vardir ki,
her n > N igin,

|zy, —a| < €/2

olur. Dolayisiyla, n,m > N igin,

€ €
[Ty, — Tm| = [(xn, — a) + (@ — zp)| < |z —a| +]a — zm| < §+§:€.
Kanit tamamlanmigtir. O

Sonug 7.8. (ay), bir dizi olsun.
Sp,=ap+ a1+ ---+ay
olsun. Eger (sp)n dizisi yakinsaksa (ay,), dizisi 0’a yakinsar.

Kanit: € > 0 herhangi bir gergel say1 olsun. (s;,), dizisi yakinsak oldugundan,
bir Cauchy dizisidir, dolayisiyla, her n,m > N igin,

|sm — sn| <€
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esitsizliginin saglandig1 bir N vardir. Boyle bir N’yi sabitleyelim. Eger n >
N + 1 ise, yukaridaki m yerine n — 1 alarak,

|sn, — sp—1] < €

buluruz. Ama s, — s,—1 = a, oldugundan, bu da |a,| < € demek olur ve
boylece aradigimiz sonug kamtlanir.

Ikinci Daha Basit Kanit: Ap = Sp — Sp—1 ve limy, o0 Sp = limy,_voo Sp—1
oldugundan, sonu¢ hemen cikar. O

Sonug 7.9. Eger (ay)y dizisi 0’a yakinsamayorsa, terimleri
Sp=ap+ai+---+an
olarak tanvmlanan (s, )y dizisi yakinsak degildir. O

Yukaridaki sonuglarin tersi dogru degildir, yani bir (ay,), dizisi 0’a yakin-
sayabilir ama terimleri,

Sp=ap+ai+---+an

olarak tammlanan (s, ), dizisi yakisamayabilir. Ornegin, n > 1 iin,

1
n—+1

QAp =

alirsak (ay,), dizisi 0’a yakinsar ama terimleri

1 1 1 1
+ 5 + 3 +- 1t -
olan dizi bildigimiz gibi sonsuza gider (Altboliim 7.2), yakinsamaz.

Bir Cauchy dizisinin terimleri birbirlerine ¢ok yakin oldugundan, bir Ca-
uchy dizisinin sinirh olmasi sagirtict olmamali. Nitekim 6yledir, Cauchy dizileri
sinirlidir. Bunu simdi kanitlayacagiz.

Birkag sayfa sonra, Teorem 8.5’te her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu
kanitlayacagiz, bundan da her Cauchy dizisinin sinirhi oldugu ¢ikar, ama bu
bir kanit sayilmaz ¢iinkii zaten her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu kanit-
lamak icin agagidaki bu olguya gereksinecegiz.

Teorem 7.10. Her Cauchy dizisi sinwrlidar.

Kamit: (z,), bir Cauchy dizisi olsun. Tanimdaki €'u, 6rnegin, 1 segelim. De-
mek ki, 6yle bir NV gostergeci vardir ki, her n,m > N igin,

|zp — xm| < 1
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olur. Demek ki, her n > N igin,

|zn, —xn41] < 1

olur; bir bagka deyisle,

:cN+1—1<xn<xN+1+1

olur. Simdi
b = max{zo, 71, ..., TN, TN41 + 1}
ve
a = min{zg, 1, ..., TN, TN4+1 — 1}
olsun. O zaman, her n i¢in, a < xz, < b olur. O
Alistirmalar
7.52. Eger (zn)n bir Cauchy dizisiyse (|2 |)n dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlayin.
7.53. Eger (22), bir Cauchy dizisiyse (|zn|)n dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlaymn.
7.54. Monoton ve smirl bir dizinin Cauchy oldugunu kanitlayin.
7.55. 1ki Cauchy dizisinin toplaminin, farkinin ya da ¢arpimimin da Cauchy oldugunu kanit-
laymn.
7.56. Eger (zn)n bir Cauchy dizisiyse ve p(X) bir polinomsa, (p(zn))» dizisinin de Cauchy
oldugunu kanitlayin.
7.57. (zn)n bir Cauchy dizisi ve a € R olsun. Eger {n € N: 2z, < a} ve {n € N: z, > a}
kiimeleri sonsuzsa, o zaman (), dizisinin a’ya yakisadigin kanitlaym.
7.58. Eger (zn)n bir Cauchy dizisiyse ve 0’a yakmsamiyorsa, her n > N igin, |z,| > §
esitsizliginin saglandigy bir N dogal sayisi ve bir § > 0 oldugunu kanitlayin.
7.59. Eger (zn)n Cauchy dizisi 0’a yakinsamiyorsa ve her terimi 0’dan farkliysa, her n igin,
|zn| > &1 esitsizliginin dogru oldugu pozitif bir §; sayisinin varhgini kanitlayim.
7.60. Eger (zn)n ve (Yyn)n birer Cauchy dizisiyse, her n igin y, # 0 ise ve (yn)n dizisi 0’a
yakinsamiyorsa, (Zn/yn)n dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlayin.
7.61. Diziler kiimesi iizerine su iligkiyi tanimlayalim:
(@n)n = (Yn)n < (Tn — Yn)n Cauchy dizisidir.
Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayin.
7.62. Diziler kiimesi iizerine su iligkiyi tanimlayalim:
(zn)n = (Yn)n < lim (xn —yn) = 0.
n— oo
Bu iligkinin bir denklik iligkisi oldugunu kanitlayin.
7.63. (Zn)n bir dizi olsun. Sabit bir 7 € (0,1) ve her n i¢in, |#ni1] < r|aa| olsun. (37, :cz)n

dizisinin Cauchy oldugunu kanitlayn.
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Yakinsak bir dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu Teorem 7.7’de kanitlamigtik.
Bu béliimde her Cauchy dizisinin (gergel sayilar kiimesinde) yakinsak oldugunu
kamitlayacagiz. Once altdizi kavramimdan baglayacagiz, ana teoremimizi ikinci
altboliimde kanitlayacagiz.

8.1 Altdiziler

Herhangi bir dizi ele alalim:
Loy L1y L2y, T3y « ..

ve bu dizinin i¢inden gostergeci cift olan terimleri segelim:
Loy L2y L4y Ty « - -

Bu ikinci dizi, birincisinin altdizisidir. Bir bagka altdizi, gostergeci asal olan
terimlerden secilebilir:
Z2, 3, L5, L7y T115 - - -

Ya da dizinin ilk birkag¢ terimini silip bir baska altdizi elde edebiliriz:
Z3, T4, T5, L6y - - -

Ote yandan,
X3, T2, L5, L7, T11, - - -

dizisi yukaridaki ilk dizinin bir altdizisi olmayabilir, ¢iinkii gostergecler artan
bir bicimde secilmemis, ilk iki terimde terslik var. Ancak x3 terimi xy ya da
x1’e egitse bu dizi birinci dizinin bir altdizisi olabilir. Eger z3 terimi xg, 1 ya
da zo’ye esit degilse

I3, 3y, L5, L7y 11y « -«

dizisi de en bagtaki dizinin bir altdizisi olmayabilir.

Tanimi hissettirdikten sonra matematikselleselim. Bir (xy,),, dizisi verilmis
olsun. Ayrica, siirekli artan, yani her k igin nj < ny 1 esitsizligini saglayan bir
(ng)r dogal say1 dizisi verilmig olsun. O zaman, (x,, ) dizisine (z,,), dizisinin
altdizisi adi verilir.
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Eger yr, = zy, tanmmim yaparsak, (z,)r = (yx)r olur ve bdylece alisik
oldugumuz (yx)x yazilimina kavusuruz.

Tanimi g6yle de verebilirdik. A C N sonsuz bir altkiime olsun. O zaman,
gostergeglerine gore dogal olarak siralanmig (zy)gea dizisi (zy,), dizisinin bir
altdizisidir. Ornegin A = 2N ise, elde ettigimiz altdizi zg, o, z4, g, . . . altdi-
zisi olur.

Bir bagka deyisle, bir altdizi, bir

Zo, L1, T2, T3, T4, T5, - - -

dizisinden bazi terimlerin atilmasiyla elde edilen bir dizidir. Ornegin, yu-
karidaki diziden bazi terimleri silerek,

*0, L1, ¥2, T3, T4, ¥5, L6, - - -

altdizisini, yani
L1, T3, T4, L6, - - -

altdizisini elde ederiz.
Eger sansimiz yaver gider de, x3 = zg ya da x3 = x1 olursa, o zaman,

X3, L2, L5, L7, L11y---

dizisi (x,,)y dizisinin bir altdizisi olur, yoksa olmaz.
Altdizilerde sik sik kamit1 ¢ok basit olan su olgu kullanilir: Kesin artan

kanitlayabiliriz. Eger k = 0 ise sorun yok, ¢iinkii ne de olsa dogal say1 dizile-
rinden sozediyoruz. Eger k > 0 ise ve k < ny, ise, o zaman,

F+1<n;+1<ngq

olur ve istedigimiz kanitlanmig olur.
Ilk teoremimizde bu olguyu kullanacagiz.

Teorem 8.1. Bir Cauchy dizinin her altdizisi Cauchy’dir.

Kamt: (zy,)y, bir Cauchy dizisi, (zn,)) dizisi de bu dizinin bir altdizisi olsun.
€ > 0 herhangi bir say1 olsun. Oyle bir IV var ki, her n, m > N igin,

Ty, — Tm| < €.
imdi eger k, £ > N ise N < k < ng ve N < { < ny oldugundan,
di eger k, { > N N <k< N</t< ldugund
|y, — xn,| <€

olur. Bu da bizim kamtlamak istedigimizdi. O

Benzer sonug yakinsak diziler icin de gecerlidir.
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Teorem 8.2. Yakinsak bir dizinin altdizisi de yakinsaktir ve ki dize ayne limite
yakinsar.

Kanit: (z,),, bir a sayisina yakimsayan bir dizi olsun, (x,, ); dizisi de bu
dizinin bir altdizisi olsun. € > 0 herhangi bir say1 olsun. Oyle bir N var ki, her
n > N icin,

|zy, —a| <e.

Simdi eger k > N ise N < k < ng oldugundan,
|Tp, —al <€

olur. Bu da kanitlamak istedigimizdi. g

Teorem 8.2°nin tersi yanhgtir elbet, yani yakinsak bir altdizinin varlig
dizinin yakinsak oldugu anlamina gelmez, mesela ((—1)"),, dizisinin, sabit 1
dizisi ve sabit —1 dizisi olmak {izere iki altdizisi vardir. Ancak su teorem
gecerlidir:

Teorem 8.3. (), bir dizi ve A ve B, bilesimleri N olan iki sonsuz altkime
olsun. Eger (xn)nea ve (xn)nep oltdizileri yakinsaksa ve aymi saywya yakinsi-
yorlarsa o zaman (xy,), dizisi de yakinsaktir ve bu ortak limite yakinsar.

Kanit: Ortak limite ¢ diyelim. € > 0 olsun. Varsayima gore
(neAven>Ny)= |z, — L] <e¢

ve
(neBven> Np)= |z, —{| <e€

onermelerini saglayan N4 ve Np sayilari vardir. N = max{N4, Ng} olsun.
Eger n > N ise, |z, — {| < € olur. O

Simdi yukaridakilerden daha zor ve daha fazla uygulamasi olan bir sonug
kanitlayacagiz.

Teorem 8.4. Bir Cauchy dizisinin bir altdizisi yakinsaksa dizinin kendisi de
yakinsaktir ve her iki dizi de ayni limite yakinsar.

Kamit: (z,)y, bir Cauchy dizisi olsun. (z,, ) dizisi de bu dizinin yakinsak bir
altdizisi olsun, diyelim a’ya yakinsasin. (z,), dizisinin de a’ya yakinsadigin
kanitlayacagiz.

e > 0 herhangi bir say1 olsun. |z, — a| sayisiin bir zaman sonra, yani
belli bir gostergecten sonra e’dan kiigiik oldugunu gosterecegiz. Her zaman
yaptigimiz gibi,

|zn, —al <e.
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esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Bunun igin, soldaki |x,, — a| ifadesiyle oynayip, bu ifadeyi bildigimiz
kiiciik ifadeler cinsinden iistten simirlayacagiz.

k herhangi bir dogal say1 olsun. Ucgen esitsizliginde

|20 — al = [(xn — zn,) + (Tn, — @) < |20 — Ty | + |20, —a
elde ederiz. En sondaki
|y, — xp, | ve |2, — al

ifadelerinin her birini kii¢iiltmeye ¢aligmaliyiz. Birinci ifade (z,), bir Cauchy
dizisi oldugundan, ikinci ifade ise (xy, ) dizisi a’ya yakinsadigindan kiigiiliir.
Ayrmmtilar 6nemli, ayrintilar1 yazalim. Her iki ifadeyi de €/2’den kiiciik ya-
pacagiz.

Birinci ifadeden baglayalim. (x,), bir Cauchy dizisi oldugundan, 6yle bir
N vardir ki, her n, m > N igin,

|Ty — T | < €/2
olur. Demek ki eger k, n > N ise, ny > k > N olur ve
|y, — xp, | < €/2

esitsizligi elde edilir.

Ikinci ifadeye gegelim. (z, ) dizisi a’ya yakinsadigindan, dyle bir Ny vardir
ki, her £ > N; icin,
€
2
olur. Simdi k£, hem N’den hem de Nj’den biiyiik herhangi bir sabit gostergeg
olsun. Her n > k i¢in,

|xnk - a’ <

€ €

70— a = (@0 = 20y + (@, = )] < [ — | + [, —a] < S+ 5=
elde ederiz. Bu da teoremi kanitlar. O
Ornekler

n =1 olur.

8.1. a>0iselim,_a
Kanit: Gerekirse a yerine 1/a alarak a > 1 varsayimin yapabiliriz. Bu varsayimla
a™t > a™ > 1 cikar, dolayisiyla dizi azalir. Bundan da dizinin 1’den biiyiikesit bir limiti
oldugu ¢ikar. Limite x diyelim (al/Z")n dizinin bir altdizisidir, dolayisiyla Teorem 8.4’e
gore x’e yakinsar. Ote yandan al/? = Val/n oldugundan aym dizi \/z’e de yakinsar.
Demek ki z = y/z ve z = 1. O
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8.2.

8.3.

8.4.

limy, oo n'/™ =1 olur.
Kamit: Once dizinin zamanla azalan oldugunu, yani n'/™ > (n+ 1)1/<"+1)7 yani n" 1 >

(n+1)", yani
1 n
n > <1 + *)
n

esitsizliginin zamanla dogru oldugunu kanitlayalim. Ama Onsav 3.23’ten dolay1 bu son
esitsizligi n > 4 icin biliyoruz. Demek ki dizi zamanla azalir ve dizinin 1’den biiyiikesit
bir limiti vardir. Limite z diyelim. Terimleri (2n)'/?" olan dizi bu dizinin bir altdizisi
oldugundan Teorem 8.4’e gore bu altdizi de x’e yakinsar. Ote yandan

(Qn)l/Qn — 21/2nn1/2n

oldugundan, Ornek 8.1%¢ gore aymi dizi v/z’e de yakinsar. Demek ki x = /z ve z = 1. O
limp oo /12 + 22 + -+ n2 limitini bulun.

Birinci Coziim: 12 + 22 + .- 4+ n? = n(n +1)(2n + 1) /6 esitliginden ve yukaridaki iki
aligtirmadan sonug kolaylikla 1 bulunur.

ikinci Coziim: n < 12422 4+ ... + n? < n x n? = n? egitsizliklerinden ve yukaridaki
aligtirmadan kolaylikla ¢ikar.

[A] a1 =2, a2 = 8 ve her n > 1 igin,

az2n + A2n—1 a2n02n—1
———— veagp42 = —————

agan+1 =
2 a2n+1

olsun. (an)n dizisinin 4’e yakinsadigini kantlayin.
Cozim: Ikinci formiilden her n > 1 igin a2n+1a2n+2 = G2n—10a2, esitligi gikar, demek
ki a2n—-10a2n, = a102 = 2X 8= 16, yani

16
(1) agan—1 = 7&271.
Buradan ve birinci formiilden, kolaylikla,
a2n
nt2 = 32—5——
dzn+2 =3 a3, + 16

bulunur. b, = a2, olsun. O zaman (b, ), dizisi (an)n dizisinin bir altdizisidir ve by =
as = 8 ve

bn

2 bni1 = 32
(2) + 3b%+16

olur. (2)’den kolaylikla,
b1 > by &by, <4

cikar. Ne yazik ki b1’in 4’ten kiigiikesit oldugu dogru degil, ama

by 8 16
—=32 =392 =<4
b2 + 16 82+16 5 —

b2

olur. Bakalim b,, terimleri bir zaman sonra hep 4’ten kiigiik oluyor mu. (2) kullanilarak
yapilan kolay bir hesapla
boy1 <46 (b —4)>>0

bulunur. Demek ki (b,), dizisi n = 2’den sonra artan ve 4 tarafindan tstten sinirl,
dolayisiyla bir limiti var. (1)’e gére bu limit
T
=32~
r=3 z2 + 16
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esitligini saglamali, yani limit 4 olmali. Demek ki
lim ao, = 4.
n— oo
(1)’den dolay1 (agn+1)n dizisinin de limiti var ve bu limit de 16/4 = 4’e esit. Teorem
8.3’ gore (an)n dizisi yakimsaktir ve 4’e yakinsar. O
8.5. Artan bir dizinin yakinsak bir altdizisi varsa, dizinin de limiti oldugunu ve limitlerin
egit olduklariny kanitlayin.
Kanit: (an)n artan bir dizi olsun. Artan bir f : N — N fonksiyonu i¢in, (as(,))n altdi-
zisinin a’ya yakinsadigini varsayalim. (an)n dizisinin limitinin a oldugunu kanitlayacagiz.
Bu amagla bir € > 0 segelim. Oyle bir M segelim ki her n > M igin
a—€e<afqm) <a+te
olsun. N = f(M + 1) ve n > N olsun. O zaman, M + 1 > M oldugundan,
Gn 2 AN = Qf(M41) > A — €
olur. Bu, kanitlamak istedigimizin yarisiydi. Jimdi diger yariy1 kanitlayalim. Hala daha
n > N. Diyelim a,, > a + €. O zaman, n < f(n) esitsizliginden dolay,
a+e< an < agpm
olur. Aman > N = f(M +1) > M 4+ 1 > M oldugundan bu bir geligkidir. Demek ki
an < a+ e O
Alistirmalar
8.6. Her altdizisinin dizinin kendisine esit oldugu diziler hangi dizilerdir?
8.7. Sadece iki altdizisi olan tiim dizileri bulun.
8.8. Monoton bir dizinin yakinsak bir altdizisi varsa dizinin kendisinin de yakinsak oldugunu
kanitlayin.
8.9. (Zn)n ve (Yn)n dizileri sirasiyla a ve b sayilarina yakinsasin. Bu iki diziyi su yontemle
karalim: A ve B, N'nin N = AU B esitligini saglayan iki ayrik ve sonsuz altkiimesi olsun.
f:A—Nveg:B—N
iki artan egleme olsun. (f ve g biriciktirler.)
R O eger n € A ise
"7l Ygn) egern € Bise
olsun. Boylece (zn)n dizisini elde ederiz. Ornegin,
Zo, Yo, T1, Y1, T2, Y2, T3, Y3, T4, Y4, ...
bu yontemle elde edilmig bir dizidir ve burada A = 2N ve B = 2N + 1 alinmusgtir. (zn)n
dizisinin yakinsak olmas i¢in a = b esitliginin gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayin.
8.10. Eger her n igin zn < xn41 esitsizligi saglaniyorsa, (2, ), dizisine artan dizi adini veri-
yoruz. Azalan dizi de benzer gekilde tanimlanir. Her dizinin ya azalan ya da artan bir
altdizisi oldugunu kanitlayin. (Sonraki iki aligtirmaya bakabilirsiniz.)
8.11. (an)n, en bilyiik terimi olmayan bir diziyse (an),'nin artan bir altdizisi oldugunu ka-

nitlayin; yani yle artan bir (ny), dogal say1 dizisinin oldugunu gosterin ki, her k igin,
an,, < Gn,,, olsun.
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8.12.

8.13.
8.14.
8.15.
8.16.
8.17.
8.18.

8.19.

(an)n bir dizi olsun. Ilk k terimi atarak ax, axy1, axi2, .. . altdizisini elde ederiz. Bu diziye
(an)n dizisinin k-kesilmis altdizisi diyelim. Eger (an)n dizisinin her k-kesilmig altdizisinin
bir en biyiik terimi varsa ve bu terime gx adini verirsek, o zaman (g ), dizisinin (an)n
dizisinin azalan bir altdizisi oldugunu kamitlaym. (Bu altdizi elbette (an)n dizisinin bir
altdizisidir.)

0,1,0,1,0,1,... dizisinin altdizileri kiimesinin kardinalitesi kagtir?

Sonsuza 1raksayan bir dizinin her altdizisinin de sonsuza iraksadigini kanitlayin.
Ustten simirh olmayan bir dizinin sonsuza iraksayan bir altdizisi oldugunu kanitlayin.
Sinirl bir dizinin bir Cauchy altdizisi oldugunu kanitlayin.

Yaz1 gelene kadar yazi-tura atiyorsunuz. Ortalama kag kez para atarsiniz?

Yazi-tura atiyorsunuz. Yazi gelirse 1 puan, tura gelirse 0 puan aliyorsunuz. Ortalama
kag atigta n puani tutturursunuz?
Sandvig teoreminin su daha genel versiyonunu kanitlayin: (zn)n, (Yn)n ve (zn)n t¢ dizi

olsun. xn < yn < 2z esitsizlikleri sonsuz sayrda n i¢in dogruysa ve (Tn)n ve (Zn)n
dizileri aym saywya yakinswyorlarsa, (yn)n dizisi de yakinsaktir ve diger dizilerle ayna
sayrya yakinsar.

8.20. Boliim 7’nin sonundaki aligtirmalara yeniden goz atin. Belki simdi bazilarini daha kolay
yapabilirsiniz.

8.2 Gergel Sayilarin Tamlig:

Yakinsak bir dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu Teorem 7.7’de kanitlamigtik.
Bu altboliimde her Cauchy dizisinin (gergel sayilar kiimesinde) yakinsak oldu-
gunu kanitlayacagiz:

Teorem 8.5. Her Cauchy dizisinin R’de bir limiti vardar.

Aymni olgu kesirli sayilar kiimesi igin gecerli degildir, yani Cauchy dizisi olan
ama limiti kesirli say1 olmayan kesirli say1 dizileri vardir. Heniiz kanitlamadik
ama genel terimi (14 1/n)" olan dizi boyle bir dizidir. Ornek 9.1’de

Ty + 2
Ty + 1

ro=1ve xpi1 =

olarak tanimlanan kesirli say1 dizisinin kesirli bir say1 olmayan v/2’ye yakinsa-
digim1 gorecegiz. Demek ki Teorem 8.5’ kanmitlamak igin, gergel sayilara 6zgii,
kesirli sayilarda dogru olmayan bir olgu kullanilmali. Bu olgu da ancak SUP
aksiyomu olabilir.

Teorem 8.5’in Kaniti: Aslinda bu asamada teoremin kaniti oldukca ko-
lay. (x,), verilmig bir Cauchy dizisi olsun. Kanitimiz i¢in su asamalardan
gececegiz:

1. (zy)n nin monoton bir (y,), altdizisini bulacagiz.

2. (zn)n bir Cauchy dizisi oldugundan sinirhidir (Teorem 7.10). Demek ki
(yn)n altdizisi de sinirhdur.

3. Monoton ve smurh oldugundan, (yy,), dizisi yakinsaktir (Sonug 7.4).
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4. Yukaridaki maddeden (zy,), nin yakinsak oldugu ¢ikar (Teorem 8.4).
2, 3 ve 4’lincli asamalardan zaten ge¢migiz ve sadece birinci agamay1 ka-
nitlamak kalmig. Kantlayalim.

Teorem 8.6. Her dizinin monoton bir altdizisi vardur.

Kanit: (x,), herhangi bir dizi olsun. Eger bir n gostergeci i¢in, a, < am,
esitsizligi n’den biiyiik her m gostergeci icin saglaniyorsa, n’ye, bu kanitlk,
“iyi gostergeg” diyelim. Eger sonsuz sayida iyi gostergec varsa artan bir altdizi
segmek kolaydir: (a)y artan bir altdizidir. Eger sonlu sayida iyi gostergeg varsa
ve N iyi gostergeclerin sonuncusuysa, her n > N igin, a, > a,, esitsizliginin
saglandig1 bir m > n vardir. Bu durumda da (kesin) azalan bir altdizi kolaylikla
bulunur. O

Teorem 8.5, “R tamdir” olarak ifade edilir.

Aligtirmalar

8.21. r € (0,1) olsun. (nr"), dizisinin bir zaman sonra azaldigim kanitlayin. Bundan dizinin
limiti oldugunu ¢ikarin. Bundan da limitin 0 oldugunu kanitlayin.

8.22. r € (0,1) olsun. Terimleri
T =742+ "

olan dizinin iistten siirh oldugunu kanitlayin.

8.3 Onluk Tabanda Acilim

Ta ilkokuldan beri gercel sayilar
56,4593729889376283 . . .

gibi onluk tabanda yazmigizdir. Bu o kadar igimize islemistir ki, bircok kisi
bu tiir ifadeleri gergel sayilarin tanimi olarak kabul eder. Gergekten de boyle
ogretilmigtir ilk ve ortadgretimde ve bu yiizden de birgok kisi anlagilir (hatta
hakli!) ama yanlg olarak 0,9999... sayisini 1’den kiiglik zanneder. Ama bu
kitapta gercel sayilar1 boyle onluk tabanda yazilmig bigimde vermedik. Gergel
sayilar1 aksiyomatik olarak tanimladik. Dolayisiyla bizim tanimladigimiz gergel
sayilar kiimesiyle ilkokul O6gretmeninin tamimladigi gercel sayilar kiimesinin
ayni kiimeler olup olmadig1 yanit1 merakla beklenen bir soru olmalidir!
x > 0, herhangi bir dogal say1 olsun. z’in,

56,4593729889376283 . . .
gibi yazilan bir ifadeye esit oldugunu kanitlamak istiyoruz. Simdilik hem

96,4593729889376283 . . .
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ifadesinin ne demek oldugunu bildigimizi, hem de
x = 56,4593729889376283 . . .

esitligini varsayalim ve sagdaki sayinin 56’sin1 ve virgiilden sonraki rakamlarini
x cinsinden teker teker bulalim. En bastaki 56’nin x cinsinden nasil yazilacagi
belli: 56, x’in tamkismidir:

56 = [z].

56’y1 bagariyla bulduk.
Ya virgiilden sonraki ilk rakam olan 4’ nasil buluruz? Oldukca kolay:

x — [z] = 0,4593729889376283 . . .

oldugundan,
10 (z — [z]) = 4,593729889376283 . ..
olur ve
[10 (z — [z])] = [4,593729889376283...] = 4
buluruz.

Yukaridaki yontem,
ai, a2, az, a4, . .-

rakamlar1 igin,
0,a1a0a3ay4 . ..

olarak yazilan sayimmin a;’ini buluyor: Eger a = 0,a1a2a3a4 . . . ise,
a1 = [10 (a — [a])]

olur.
Bu yontemi tekrar tekrar uygulayarak x’in rakamlarim teker teker bulabi-
liriz. Bunun i¢in su tanimlar: yapalim:

2o = x = 56,4593729889376283 . . ., ao = [zo] = 56,
21 = 10(z — ag) = 4,593729889376283 ..., a; = [z1] = 4,
zo = 10(z1 — a1) = 5,93729889376283 ..., ap = [x2] = 5,
z3 = 10(z2 — ag) = 9,3729889376283 ..., a3 = [v3] =9,
x4 = 10(z3 — ag) = 3,729889376283 ..., a4 = [14] = 3,

Boylece x sayisinin onluk tabanda gosteriminin

56,4,95,9,3,7,...
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rakamlarinin her birini « cinsinden yazabiliriz. Bu rakamlara, yukarida yapti-
gimiz gibi,
ap, ai, a2, az, a4, ...
adlarini verelim. Simdi de,
ap, ai1aza3ay . . .

olarak yazacagimz sayiy1 tammlayalm. Ornek 7.50’de, terimleri,

ai a2 Qn

T TR T

olarak tanimlanan (y,), dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlamigtik.
Teorem 8.5'te ise, her Cauchy dizisinin gergel sayilarda bir limiti oldugunu
kamtlamigtik. Demek ki (y,,), dizisinin gercel sayilarda bir limiti vardir. Simdi
ag,a1a2a3ay4 . . . ifadesinin tanimini verebiliriz:

Yn = ao +

ap,ajaa3ay4 ... = lim Yn-
n—00

Birazdan bu limitin en bagta basladigimz say1 olan z oldugunu kamtlayacagz.
Once tanimlari tekrarlayalim ve bir érnek verelim.

Tanim. ap € N ve i > 0 i¢in a; € {0,1,...,9} olsun.
_ oo, %2,y O

Yo =0 o0 T g2 T T 1o
olsun. O zaman (y,), bir Cauchy dizisidir; dolayisiyla bir limiti vardir. Bu
limit,

ap,ai1a2a3a4 . . .

olarak yazilir. Demek ki, tanim geregi,
al a9 as

MR

10 1—02 +) = ap,a1020304 . . .

lim (ao +
n—oo
olur.

Ornek 8.23. Bu érnekte su teoremi kanitlayacagiz:

Teorem. 0,9999... = 1.
Kamit: Yukaridaki tanima gore, soldaki say1, terimleri
yn:0+i+i+...+i
101 102 10
olarak tanimlanan (yy), dizisinin limitidir. Demek ki,
. 9 9 9
0,999...:n11_)rr;o <170+1702++107")
- X lim (1+i+--~+;)
10 n—oo 10 101
B (SISO S,
10 © nooo \ 1-1/10 10~ 1-1/10

Ve boylece istenen esitlik kanitlanmig oldu. Esitligi kanitlamak igin 0,999999... ifadesinin
tanimini bilmemiz gerektigini dikkatinize sunariz. (]
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Simdi, her pozitif gergel sayinin ag,a1a2a3ay . .. tirtinden bir agilimi oldu-
gunu matematiksel olarak kanitlayalim.

Teorem 8.7. x > 0 bir gercel say: olsun. xg = x ve ag = [zg] olsun. Ven >1
icin, T, ve ap 'yi soyle tamimlayalim: Her n > 0 icin
Tpp1 = 10(xn — ap) ve ant1 = [Tpy1).
O zaman ag € N, her n > 1 i¢in a, € {0,1,...,9} ve
T = ap,01020304 - - .
olur.
Kanit: ag € N oldugu belli. n > 0 igin,
Tny1 = 10(xzy — ap) = 10(xy — [2,]) ve 0 < 2, — [m] < 1

oldugundan,
0<apye1 <10
olur ve buradan da,
an+1 = [Tn+1] €{0,1,...,9}
cikar.
Simdi kanitin 6nemli kismina gecgelim.
I = ap,a102a3a4 . . .
esitligini kanmitlayalim. Yani
il SR R
—gn 4 — A
Yn = 40T 701 T 102 107
ise,
= lim y,
n—oo

esitligini kanitlayalim. ()nce, n lizerine tiimevarimla,
10"(z — yn) = T — an

esitligini kanitlayalim. n = 0 ic¢in, * — yg = xg — ag esitligini kanitlamamiz
gerekir ki, bu da, x = zg ve yg = ag esitliklerinden hemen c¢ikar. Simdi esitligi
n igin varsayip n + 1 i¢in kanitlayalim:

An+1
10n+1

10n+1($ — Ynt+1) = 10"+ (a: —Yn — ) =10-10"(z — yn) — an41
= 10(3771 - an) — n4+1 = Tp+1 — Gpt1l

Istedigimiz kamtlanmstir.
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Simdi, yukaridakini kullanarak, her n igin,

10"(x —yn) Tp—an  Tp— [Ty

S T T N (0
buluruz ve bundan da 1
gikar. Sandvig Teoremi (Teorem 5.1) sayesinde teorem kanitlanmig olur. [

Eger © = ag,a1a2a3a4 . .. ise, ag,a1a0a3a4 ... gosterimine z’in onluk ta-
banda acilima denir.
Eger z < 0 ise ve —x’in onluk tabanda acilimi

ap,ai1a2a3aq . . .
ise,
T = —ap,a1020304 . . .
yazariz. Bu da negatif ’in onluk tabanda acilimidir.

Sonug 8.8. Her x gercel sayisi, bir kesirli sayr dizisinin limitidir. Kesirli
sayr dizisinin terimlerini, a, € {0,1...,9} rakamlars igin (onluk tabanda
yazilimyla),

Ty = [z],a102 ... an

olarak alabiliriz. O
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1. r € Rolsun. A, r’den kiiciik rasyoneller (kesirli sayilar) ve B, r’den kiigiik irrasyoneller
kiimesi olsun.
supA=supB=r
esitliklerini kanitlayin.
2. Asagidaki formiilleri n iizerine tiimevarimla kanitlayin:
a. Yy k=n(n+1)/2,
b. > kK> =n(n+1)(2n +1)/6,
¢ Xpo K =nf(n+ 1?4 = (S, k)%,
d. Yr_ k' =n(n+1)(2n + 1)(3n® + 3n — 1)/30.
3. A= {m2 +y?:zy € N} olsun. A’nin ¢arpma altinda kapali oldugunu kanitlayin.

4. B={2® +y*:z,y € Q}\ {0} olsun. B’nin carpma ve bélme altinda kapali oldugunu
kanitlayin.

5. R’nin (ya da Q'niin) ¢ikarma ve bdélme altinda kapali bir altkiimesinin toplama ve
carpma altinda da kapali oldugunu kanitlayn.

6. a. B, 4incii alistirmadaki gibi olsun. u,v € Q° i¢in, ya uBNvB = @ yadauB = vB
oldugunu kanitlaym. b. {uB : u € Q”°} kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlayin.

Limit Ahstirmalar:

1. Limitin tammina giderek (1/n), dizisinin 1’e yakinsamadigim gosterin.
2. Genel terimi (—1)"/n olan dizinin 0’a yakinsadigim kanitlaym.

3. Genel terimi (n+4)/(n*+41) olan dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu ve limitinin
0 oldugunu kanitlayin.

4. Her terimi pozitif olan ve 0’a yakinsayan ama bir zaman sonra hep azalmayan bir dizi
bulun.

5. Her terimi pozitif olan ve 0’a yakinsayan bir dizinin artan bir altdizisi olabilir mi?

6. Asagidaki dizilerin limitlerini (varsa) bulun.

3n—4 2n —7 3n?—4 wmr4+n n®
a. b. c. L e —
n+7 n? —10 n+7 n2+1 AL
Von -7 3" n! . on! Cont
f. —— h i — jo—

Vn—10 "l " (2n)! o n!
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7. Asagidaki limitleri bulun:

lim M, lim (\/n272n7n),

n— oo 3Tl + 5 n— oo

3n+5 ’ naoo2-5"*1+7.52n71'

n—r00

lim §/(3\/ﬁ)(2+7ﬁ) oy 405350

8. ap =1, ant1 = (2an + 5)/3 olsun.
a. Her n icin a, < 5 esitsizligini gosterin.
b. Dizinin artan oldugunu gosterin.
c. Dizinin limitinin oldugunu gésterin.
d. Dizinin limitinin 5 oldugunu gdsterin.

9. Asagidaki diziler yakinsak midir? Eger dyleyse limitlerini bulun.

ao =2 ve ant1 = (ban +7)/2;
bo =1 ve bn+1 =3 - l/bn;
co=1vecyy1 =3—2/cp;

do =1 ve dn+1 = (3dn + 2)/6,
eo =1 ve eny1 = 2en/(den + 1);
fo=2ve fasr1=1/2+VFfa.
go=1ve gny1=1/2+ \/gn.

10. ao = V6 , a1 = /6 + ax, olsun.
a. Dizinin ilk doért terimini yazin.
b. Dizinin artan oldugunu gosterin.
c. Dizinin iistten 6 tarafindan siirli oldugunu gdsterin.
d. Dizinin yakinsak oldugunu gosterin.

e. Dizinin limitinin 3 oldugunu gosterin.
11. ap = ﬂ, an+1 = v/2a, olsun. Yani

V2, \/ﬁ \/2\/%,...

dizisini ele alalim. Dizinin yakinsak oldugunu ve 2’ye yakinsadigini kanitlayin.
12. 21 =1, 2 = 2 olsun. Her n > 2 igin,
— Tn—1+ Tn—2

2

olsun.
a. Her n icin, 1 < z,, < 2 egitsizliklerini gosterin.
b. Her n i¢in, |2, — Znt1]| = 1/2"7 " esitligini gosterin.
c. Her m > n igin, |, — Tm| < 1/2"72 esitsizligini gdsterin.
d. (zn)n dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdsterin.
e. Her n igin, zn, — znt1 = (—1)"/2" ! esitligini gosterin.
f. Her n icin,

PR G
4 gan—1

1
$n+1—1=$n+1—$1=1—§
esitligini gosterin.

g. (zn)n dizisinin limitini bulun (5/3).
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13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

[Gauss] 0 < ag < by ve

Gn + by,

bn - nbn
3 ve b1 a

An+1 =

olsun.

a. Timevarimla a,, < ap41 < bnt1 < by, egitsizliklerini gosterin.

b. Hem (an)n dizisinin hem de (b, ), dizisinin yakimsakhgini kanitlayin.

c. Limitlerin esit oldugunu gosterin. Bu ortak degere ao ve by sayilarinin aritmetik-
geometrik ortalamast adi verilir.

0< by <apve
2anbn, an + by
atby T T
olsun. Hem (a,)» dizisinin hem de (b, ), dizisinin yakisakligini ve limitlerin egitligini
kanitlayin.

An+1 =

ao, bo, co verilmis olsun. n > 1 i¢in,

bn—|—Cn _Cln"’cn an"'bn
2 2

; Cnt1 =

Ant1 = CHE bnt1 =
olarak tanimlansin. Dizilerin yakinsakligini gosterin ve limitlerini hesaplayin. (énce
ao = bp = 0, co = 1 alabilirsiniz.)
a1 =1 ve

1 _ 2+ an
14+a, 1+ay,
olsun. Bu dizinin limitinin v/2 oldugunu [N2]’de gdstermistik, Béliim 9.1’de de goste-
recegiz. (azn)n ve (a2n+1)n altdizilerini ayri ayri ele alarak ayni sonucu bir bagka
yoldan elde edin. Buradan,

an+1 =1+

1
+2+2+1_._

esitligi elde edildigine dikkatinizi cekeriz.

a1 = V2 ve Ant+1 = V2 + a,, olsun. Dizi yakinsak midir? (")yleyse limitini bulun.
k € N ve z € R olsun. (n*z"),, dizisinin yakinsakhigini tartigin.

ap = a, a1 = b ve her n > 1 igin,

1+ an,

An—1

An+4+1 =

olsun. Dizinin yakinsakligini tartigin.
Eger sabit bir ¢ € (0, 1) sayis1 igin,
[Tni2 — Tri1| < clTrnyr — Tnl
her n igin saglaniyorsa, o zaman (z,), dizisine biizen dizi denir. (Bkz. Altbolim

9.1.) Biizen bir dizinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

Yazi-tura atiliyor. Yaz geldiginde 1 puan, tura geldiginde 2 puan aliyor. p(n), n
sayisina ulagma olasiligl olsun. p(n) dizisinin limitinin 2/3 oldugunu kanitlayin. Pu-
anlar degigseydi sonug ne olurdu?

Yukaridaki soru gene, ama bu sefer zar atiliyor ve gelen zar kadar puan kazaniliyor.
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23

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Vize Sinavi

. [Fibonacci Dizisi] fo =0, fi =1 ve her n > 0 igin,
fn+2 = fn + fn+l-
olsun. Bu diziye Fibonacci dizisi ad1 verilir.

lim frnt1 o 1+\/5

n—00 fn 2

esitligini kanitlayin. Sagdaki say1 altin oran olarak bilinen sayidir.

(an)n simirh bir dizi olsun. (a.)» dizisinin yakinsak her altdizisinin limitinin ayni say1
oldugunu varsayalim. Dizinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

(an)n siurh bir dizi ve S = {& € R : sonsuz sayida n i¢in < a,} olsun. (an), nin
sup S’ye yakinsayan bir altdizisi oldugunu kanitlaym. Bundan Bolzano-Weierstrass
Teoremi’ni kanmitlaymn: Siirl bir dizinin yakinsak bir altdizisi vardir. (Bkz. Teorem
9.4.)

limp 00 (v + 1—+/n) limitini hesaplayin. ipucu: Ifadenin eslenigiyle carpip eslenigine
boliin.

(¢n)n, limiti 0 olan pozitif bir kesirli say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin lima? =1
esitligini kanitlayin.

Bir (zn)n dizisinin yakinsak bir altdizisi olmasi igin yeter ve gerek kogulun

lim |an| = 00
n— o0

oldugunu kanitlayin.

Asagidaki limiti bulun:
1 (2 5 n®+1
lim = (24+ 2 4+...40 2 T~ )
e 1) (5 LTI 2n2+3)
[GL, Sayfa 63, Aligtirma 22] «, 8, v > 0 olsun. ap = « ve her n € N i¢in
a =
n+l — 5(171 ¥ y

olsun. (an ) dizisinin yakinsak oldugunu ve a’ya yakinsadigini varsayalm. Eger v > 1
ise a = 1 oldugunu, aksi halde a = (1 —v)/8 oldugunu kanitlaym. Ipucu: af +~v > 1
ve aff + v < 1 durumlarini ayr1 ayri inceleyin.

[GL, Sayfa 63, Alistirma 23] a;, 8 > 0 olsun. agp = « ve her n € N igin

an+1 = \/m

olsun. (an)n dizisinin yakinsak oldugunu gosterin. Limite a diyelim. Eger o = =0
ise @ = 0 oldugunu, aksi halde

. 1+v1I+48
o 2

oldugunu gosterin. ipucu: va+ B < aveya+ > adurumlarini ayr ayr inceleyin.
[GL, Sayfa 63, Algtirma 24] a, 8 > 0 olsun. agp = « ve her n € N igin

An41 = B + V an

olsun. (an)n dizisinin yakinsak oldugunu gosterin. Limite a diyelim. Eger o = =0
ise @ = 0 oldugunu, aksi halde

. 14+28++1+48
a 2

oldugunu gosterin. Ipucu: Va+ B < aveJa+ B > «adurumlarin ayr ayr inceleyin.



9. Simirli Diziler

9.1 Buzen Diziler
€ (—1,1) iken, hem
(r")n

dizisinin hem de
(I+r+- ")y

dizisinin yakinsakligini Boliim 6’da kanitlamigtik. Bu iki dizinin ortak bir 6zel-
ligini ortaya ¢ikaralim: Once birinci diziyi ele alalim.

Tp=1"

ise, 0 zaman,

n+2 Tn+1| — n+1l _ Tn‘ —

| T2 — Tny1| = ‘T 7| ‘T 7| |Tpy1 — op

olur. Simdi ikinci diziye bakalim. Bu sefer,
Tp=14+r+---4+1r"

olsun. O zaman da

[Tnt2 — Tns1| = ‘rn+2’ = |r| ‘Tm_l‘ = 1|1 — Ty
olur. Her iki durumda da
‘xn-&-? - xn-&-l‘ = ’7"H37n+1 - $n’

elde ettik. Aslinda bu iki dizinin yakinsamasini bu esgitlige borg¢luyuz, hatta
bundan daha zayif bir kosul olan,

|Znt2 — Tpta| < |r[|Tn1 — 2a|

esitsizligine borgluyuz. Bu 06zelligi saglayan dizilere, “ardigik terimler arasin-
daki mesafe belli bir orandan daha az biiziiliiyor” anlaminda, biizen dizi adi
verilir.
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Tanim. (z,,), bir gergel say1 dizisi olsun. Eger sabit bir r € (0,1) sayis1 igin,

|Tpyo — Tng1| < 7| — T4

her n igin saglaniyorsa, o zaman (zy,), dizisine biizen dizi, r’ye biizme kat-
sayist denir. Eger bu egitsizlik yeterince biiyiik n’ler icin saglaniyorsa, diziye
zamanla biizen dizi denir.

Zamanla biiziligen dizilerin yakinsak oldugunu kanitlayalim.
Teorem 9.1. Zamanla blizusen bir dizi yakinsaktar.

Kanit: (z,), biizen bir dizi olsun. (Zamanla biizen dizilerin yakinsakligi-
nin kanit1 aynidir.) Dizinin Cauchy dizisi oldugunu kanitlayacagiz ve boylece
teorem kanitlanmig olacak.
e > 0 ve n > m olsun.
|xn — x| <€

esitsizliginin saglanmasi icin m’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz
ama Once bir k gbstergeci igin,

|Tt1 — g
teriminin ne kadar kiigiik olabilecegini bulmaya caligalim.
|Th1 — ok < 7 lap — 21| ve |z — zp—1| < rlrp_1 — Tp—2

esitsizliklerinden,
|Tpr1 — zi] <P |vp—1 — T2

esitsizligini elde ederiz. Bu ve
|Tk—1 — Tp—2| <7 |TR—2 — Tp—3]

esitsizliginden,
|21 — ok < 7P v — 2p—s)

esitsizligini elde ederiz. Tumevarimla, kolaylikla, her £ = 1,2,...  k icgin,
0
|kt — 2k] <70 |TR_p1 — Tr—e]
esitsizligini ve £ = k igin de,
_ <k _
|Tks1 — p| <77 |21 — 20

esitsizligini buluruz. Dizinin Cauchy oldugunu gostermek icin, her k icin gecerli
olan bu son esitsizligi kullanacagiz. Fazla kalabalik etmemesi icin,

|1 — 20
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yerine a yazalim. Demek ki,
k
|Th1 — xk] < rVa

esitsizligi dogrudur. =, 0 ile 1 arasinda bir say1 oldugu icin k ¢ok biiyiik
oldugunda r*a'nin ¢ok kiiciik olduguna dikkatinizi cekeriz. Simdi n > m icin
|y, — x| terimini kiigliltmeye gegebiliriz. Bu terimin €’dan kii¢iik olmasi igin
m’nin ne kadar biiyiik olmas1 gerektigini bulacagiz.

|Tn — Zm| = (@0 — Tno1) + - + (@Tmy1 — Tm)|
<y — Tp—1] + -+ |[Tmt1 — T
<r"lad o rma =" 4 e
ml—rtm rm

1—r - 1-r

=M Da =

esitsizliginden dolay1,

7,‘7”rL

1—r

a

terimini €’dan kiiciik yapmak yeterli. Bunun i¢in de,

e(l—r)

r’m <

esitsizliginin saglanmasi gerekir. Ama (™), dizisinin 0’a yakinsadigini bildi-
gimizden, dyle bir N vardir ki, bu N’den biiyiik m’ler i¢in, 7™ < ¢(1 —r)/a
esitsizligi saglanir ve bu da kanit1 tamamlar. U

Ornekler

9.1. Bu onemli teoremin bir uygulamasim verelim hemen. a > 0 ise y/a ’ya yakinsayan bir
dizi bulalim.
a herhangi bir gergel say1 olsun. (z)» dizisinin terimlerini tiimevarimla soyle tanimla-
yalim:

(+) e
xT =
n+1 T + 1
Bu tamm sayesinde, eger dogru bir zo degeri verilmisse, tiim zy’leri hesaplayabiliriz.

Ama baz z¢ degerleri icin dizi sonsuza dek hesaplanamaz. Ornegin, o = —1 i¢in z
hesaplanamaz olur. Ya da

a+1
To = —
0 2
i¢in 1 = —1 olur ve bu sefer de x> hesaplanamaz olur. Dizinin sonsuza dek hesaplana-

mayacagl xo degerleri olsa da, dizinin sonsuza dek hesaplanabilecegi sonsuz sayida xo
degeri vardir. Ornegin eger a pozitifse, zo’1 pozitif secersek dizinin tiim terimleri pozi-
tif olur, dolayisiyla hicbir terimi —1 olamaz, dolayisiyla boyle bir se¢imle dizinin tiim
terimleri hesaplanabilir.
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Eger bu dizi yakinsaksa, limiti ancak /a olabilir. Nitekim eger dizinin limiti z ise, ()
esitligi bize, Teorem 5.4’ten dolay1

T+ a

buluruz. Demek ki eger a < 0 ise () dizisi (zo ne olursa olsun) yakinsak olamaz; do-
layisiyla Cauchy de olamaz. Ote yandan eger a > 0 ise, bundan, dizinin -eger yakinsaksa-
karesi a olan bir sayiya, yani ya /a ya da —/a’ya yakinsadig1 anlagilir.

Bundan bdyle a’nin pozitif oldugunu varsayacagiz. Ayrica xo > 0 varsayimini da yaparak
dizinin tanimli olup olmamasi sorunuyla muhatap olmak zorunda kalmayacagiz.

Eger a = 1 ise, ilk terimden sonra 1 olarak sabitlesen bir dizi elde ederiz ki bu da pek
ilging bir dizi degil, ayrica Cauchy oldugu da ¢ok belli. Dolayisiyla bundan boyle a # 1
varsayalim.

Simdi |Zp+2 — Tn41] ile |Tpt1 — xn| arasindaki biizme iligkisini bulmaya ¢aligalim. Kolay
bir hesapla,

(@ = 1)(@n — Tag1)

Tnt1+a  Tpta

xn+1+1 $n+1

|xn+2 - mn+1| =

_ (a—1)(zn — Tnt1) _ la — 1] nst — 2]
20, +a+1 20, +a+1 s "
elde ederiz. Demek ki,
la —1]
20, +a+ 1

terimine yogunlagmamiz gerekiyor. Bu terimin her zaman 1’den kiiciik oldugunu goster-

mek yetmez, bu terimin, n ne olursa olsun, 1’den kiiciik aymi r sayisindan kiigiik

oldugunu gostermek gerekir. Simdi bunu yapalim.

iki degisik durumu ele alacagiz: 1 < a ve 1 > a durumlarini.

Eger 1 < a ise, kolaylikla 1 < z,, esitsizligi kanitlanir, buradan da,
la — 1] 1—a l-a 1-a

20, +a+1 2z,+a+1 < 24a+1 a+3

<1

elde ederiz.
Eger 1 > a ise, kolaylikla a < z, esitsizligi kanitlanir, buradan da,
la—1] a-1 a—1 a—1

= < = <1
20, +a+ 1 20, +a+ 1 2a+a+1 3a+1

elde ederiz. Demek ki, r’yi,

1—a
1+4+3a

Z_‘__l eger 1 < a ise
r= o .
eger 1 > a ise

olarak tanimlarsak, o zaman 0 <7 < 1 ve
[Tn+2 — Tnta| < [rl|znis — zn]

olur. Sonug: Dizi biizen bir dizidir; dolayisiyla yakinsar. Dizinin hangi sayiya yakinsadi-
g biliyoruz: /a’ya.
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an=<1+2in) <1+2%>...(1+%)

formiiliiyle tamimlanmig diziye bakalim. (ay), dizisinin artan oldugu belli. Ama g¢ok
artmadigi da belli ¢linkii her terim bir onceki terimi 1’den biiyiik bir sayiyla ¢arparak

elde ediliyor:
1
ant1 = ( 1+ ont1 ) @ne

1
an+1 — AQn = Wan

9.2. Terimleri

Buradan

elde ederiz. Bu esitlikte n yerine n — 1 alirsak,

a a S
mn n—1 — on An—1
buluruz. Son iki esitlikten, n > 2 i¢in
_ n—1
Unil —Gn _ _Gn :1+1/2 S§<1
Apn — An_1 20n_1 2 4

elde ederiz. Demek ki zamanla biizen bir diziyle kars1 karsiyayiz. Dolayisiyla dizi yakin-
saktir ve elbette 1’den biiyiik bir sayiya yakinsar.

9.3. ao # 0 verilmig herhangi bir say1 olsun.
—_1)"
Un41 = (1 + %) Qn

olsun. Bu dizi artik artan bir dizi degildir, terimleri bir artip bir azalir. Tanimdan,

(=n"

An+1 — An = n

2n
cikar. Burada n yerine n — 1 alirsak,
-1 n—1
an — Qn—-1 = ( 271,)71 an—1

buluruz. Bu esitliklerden,

ant1 — an _ an_ _ 7; <1 N (_1)n71>

An — Gn—_1 2an_1 2 2n—1

1 1
S 5 (1+2n71)

ve yeterince bilyiik n’ler i¢in sag taraftaki say1 3/4’ten kiigiik olur. Demek ki dizi zamanla
biizen bir dizidir ve limiti vardir.

cikar. Demek ki

1
=_-11
2+

(_1)7171
gn—1

An+1 — An

An — An-—1

Alistirmalar

94. Tpt1 = 6 — 1/x, ve kg = 1 olsun. Her n > 1 igin x, ’nin tanimmlandigini ve z, > 5
esitsizligini kanitlayin; ayrica x, < 6 esitsizligini kanitlayin.

‘mn+1 - xnl < |xn - J3'nfl|

=25

(n > 1) esitsizligini kamtlaymn. (zn)n dizisinin limitini bulun.
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9.5. Fibonacci dizisini ele alalim: z,,+2 = ©,, + Tp4+1 ve xo = 21 = 1. Ve

Tn+1
Yn = Zntl
Tn
olsun.
1
Yn+1 = — + 1
Yn

ve yo = 1 egitliklerini gozlemleyin. Her n i¢in 1 < yn41 < 2 esitsizliklerini kanitlayin.
|yn+1 — yn| sayilarn arasinda bir 6nceki aligtirmadaki gibi bir esitsizlik bulun. (yn)n
dizisinin limitini hesaplayin.

9.6. Her n icin |an| < 3 ve |ant2 — ant1| < |a241 — aZ|/7 olsun. (ay)n dizisinin yakisak
oldugunu kanitlayin.

9.7. s > 0 ve 9 > 0 sayilar1 verilmis olsun. Her n > 0 igin

Tn+1 = \/S‘i’xn

tanimini yapalim. Bu diziyi Ornek 7.15’te de incelemigtik. O aligtirmay tekrar gézden
gegcirerek dizinin biizen olup olmadigini inceleyin.

9.8. zn, =1+41/2%+---1/n? olsun. (z,)n dizisi yakisaktir (Ornek 7.10) ama biizen bir dizi
degildir. Kanitlayin.

9.2 Kapali Kutular Teoremi

Bu altboliimde, birbiri igine ge¢mis kapali araliklarin kesigiminin boskiime ola-
mayacagini kanitlayacagiz.

Teorem 9.2 (Kapali Kutular Teoremi I). (a;); ve (b;), her i < j igin,
a; <aj <b; <b
egitsizliklerini saglasin. O zaman (2, [ai, b;] kesigimi bos degildir. Ayrica,

lim a; ve lim b;

1—00 1—00
limatleri vardur ve limitlere siraswyla a ve b dersek, a < b ve ()2, [ai, bi] = [a, D]
olur. Dahasi, eger lim; ,oo(a; — b;) = 0 ise, a = b olur ve kesisim tek bir
noktadan ibarettir.

[ 1177117
T CCCCC I R
a, > a b« bl

Kanit: (a;); dizisi artan ve her b; tarafindan tistten sinirhdir. Bundan da (a;);
dizisinin limiti oldugu c¢ikar. Eger a bu limitse,

a; <a<b

olur. Demek ki (b;); dizisi azalan oldugu gibi ayn1 zamanda a tarafindan da
alttan sinirhdir. Dolayisiyla
a<b<i
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olmak zorunda. Bu ikisini bir araya getirirsek,
a; <a<b<b

buluruz. Demek ki a < z < b esitsizliklerini saglayan her z tiim [a;, b;] aralik-

larindadir, yani
o0

[a7 b] - ﬂ [a’i7 bl]

=0
olur. Simdi diger tarafi kanmitlayahm. x tiim [a;, b;] araliklarinda olsun. O za-

man,
a; <x < b

olur ve taraflarin limiti alindiginda, Sandvig Teoremi'nden (Teorem 5.1),
a<x<b

bulunur, yani = € [a, b].
Eger lim;_,o(a; — b;) = 0 ise, elbette a = b olur ve kesigimde tek bir say1
vardir. O

Bu teoremden daha genel bir teorem kanitlayabiliriz. Yukarida sayilabilir
sayida aralik aldik, oysa buna gerek yoktu:

Teorem 9.3 (Kapali Kutular Teoremi II). (K;);cr bir kapaly araliklar ailesi
olsun ve her i,j € I icin ya K; C K; ya da K; C K; olsun. O zaman (o7 K;
kesisimi bos degildir.

Kamt: K; = [a;,b;] olsun. Her i,j € [ icin, ya K; C K; ya da K; C K;
oldugundan,

vaaj <a; <b; <bjyadaa; <a; <b; <b
olur. Ama her durumda, a; < b; olur. Demek ki
{ai 11 € I}

kiimesi tistten her b; tarafindan istten smirhdir. Dolayisiyla, {a; : i € I}
kiimesinin en kiiciik iistsiniri, yani sup{a; : ¢ € I} sayis1 vardir ve bu en kiigiik
ustsimira a dersek, her j € I icin

olur. Demek ki
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kiimesi alttan a tarafindan alttan simirhdir. Dolayisiyla, inf{b; : j € I'} vardir
ve bu en biiylik altsinira b dersek, a < b olur. Bundan da, her ¢, 5 € [ igin,

aigagbgbj

esitsizlikleri ¢ikar. Demek ki, her ¢ € [ igin [a, b] C K; ve sonug olarak,

[(I, b] - m Kz
iel
olur. Simdi diger tarafi kamitlayalim. x, kesigsimde olsun. O zaman her i € I
icin,
a; <x < b

olur. Bundan da a < x < b c¢ikar. O

9.3 Bolzano-Weierstrass Teoremi

Unlii Bolzano-Weierstrass Teoremi siirh her dizinin yakimsak bir altdizisi ol-
dugunu soyler. Degisik tiirden ve daha genel ifadeleri de vardir. Klasik analizin
temel teoremlerinden biridir. Bu boliimde bu teoremin birkag degisik kanitini
gosterecegiz. (Daha once sayfa 156’daki Aligtirma 25’te bunun bir kanitim
gostermigtik. )

Teorem 9.4 (Bolzano-Weierstrass). Swnurle bir dizinin yakinsak bir altdizisi
vardar.

Birinci (Standart) Kanit: (x,),, sinirh bir dizi olsun. Dizinin bir I aral-
ginda oldugunu varsayalim. I araligini tam ortasindan ikiye boliip sol ve sag
parcalarina bakalim. Bu parcalara Iy ve I diyelim.

Iy ve I pargalarinin yariacik ya da kapali araliklar olmas1 6nemli degil,
her ikisinin de kapali olduklarini varsayalim.

Eger sonsuz sayida n gostergeci igin, xz, terimi Iy’daysa, Ip’dan bir x,,
terimi secelim.

1
—_——
£ t 3
/‘IO Il
Eger sonsuz tane n Aksi takdirde, sonsuz tane
gostergeci icin, x, € I n gostergeci icin, x, € I;

ise, I,’dan bir x, seciyoruz. olur ve bu durumda
I,’den bir x, seciyoruz.
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Eger aksine, z,, € Iy 6zelligini saglayan sonlu sayida n gostergeci varsa, o
zaman sonsuz sayida n gostergeci i¢in, x,, terimi I’dedir ve bu durumda xz,,
elemanini /; araligindan secelim. Diyelim x,, elemanini /; araligindan sectik.
Bu eleman, kanitin sonunda bulacagimiz yakinsak altdizinin ilk terimi olacak.

Simdi bir sonraki x,, elemanini sececegiz. Bunun i¢in I; araligini tam ortadan
ikiye bolelim. Bu araliklara I1g ve I1; adini verelim. Eger sonsuz sayida n
gostergeci icin, x, terimi Ijg’daysa, I1¢ araligindan, ng < n; olacak sekilde
bir z,, terimi secelim. Eger aksine, z,, € I;g 6zelligini saglayan sonlu sayida n
gostergeci varsa, o zaman sonsuz sayida n gostergeci igin, x,, terimi I;;’dedir
ve bu durumda x,, elemanini I;; araligindan segelim. Diyelim z,, elemanini
I araligindan sectik. Bu eleman bulacagimiz yakinsak altdizinin ikinci terimi
olacak.

—_——
I() Il
IL,1

r G0 11,

T If *- )
xﬂz xnl

Her asamada, bir onceki araligi tam ortadan ikiye bolecegiz ve bu iki araliktan
hangisinde sonsuz sayida n gostergeci icin x,, terimi varsa, o aralig1 sececegiz.
(Eger her ikisinde de sonsuz sayida varsa, soldaki araligi segiyoruz. Boylece
Se¢im Aksiyomu’nu gereksiz yere kullanmamig oluyoruz.)

Kanitin sonunda bulacagimiz yakinsak dizinin bir sonraki terimini iste bu
sectigimiz araliktan seciyoruz.

Daha matematiksel olalim ve yukaridaki insay1 daha simgesel olarak ya-
palim.

Oyle bir (I},);, kapah araliklar dizisi ve (ny,); dogal say1 dizisi bulacagiz ki,

1. Her k i¢in ng < ngy1 olacak.

2. Her k icin Iy C Iy olacak.

3. Ij41’in uzunlugu I 'nin uzunlugunun yaris: kadar olacak.

4. Her k > 0 igin, z,, € I} olacak.

5. Her k i¢in, x,, € I iligkisini saglayan sonsuz sayida n gostergeci olacak.

Bu ingay1 k {izerine tiimevarimla yapacagiz. Once k = 0 icin: Iy = I olsun.
Sadece 5’inci kogulun dogrulugunu kontrol etmemiz gerekiyor ki bu da I’'nin
tanimindan dolay1 bariz: Her n igin x,, € I = Iy’dir.

Yukaridaki 6zellikleri saglayan,

I=1y,oLD>...01
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araliklarini ve
no<ng <...<ng

dogal sayilarimi (gostergeclerini) segtigimizi varsayalim. (k = 0 da olabilir.) Bir
sonraki Iy araligini ve ngy; dogal sayisini secelim. Tiimevarim varsayimina
gbre, sonsuz tane n igin, I araliginda z, teriminin oldugunu biliyoruz. I
araligin1 tam ortadan ikiye bolerek iki kapali araligin birlegimi olarak yazalim.
Bu iki kapali araliga Iy, o ve I, adim verelim (soldaki hep I} ¢ olsun mesela):

I, = Ik70 U Ik71.

Eger sonsuz sayida n gostergeci icin x,, € Iy ise, Iy4+1 = Iy olsun (bdylece
2, 3 ve 5’inci kosullar saglanmig olur). Eger aksine x, € I iligkisini sonlu
sayida n gostergeci sagliyorsa, o zaman sonsuz tane n gostergeci i¢in x,, € Iy, 1
olur.

Bu son durumda I = I olsun (2, 3 ve 5’inci kogullar gene saglanmis
olur).

Sonsuz sayida n gostergeci icin x,, € I;11 oldugundan

Ty € I ven < ng

iligkilerini saglayan bir n gostergeci vardir. Bu n’lerin en kiicligiine ng 1 diye-
lim. (Se¢im Aksiyomu’nu gene kullanmadik!) Boylece 1 ve 4’tincii 6zellikler de
saglanmig oldu.

Insaat tamamland.

Simdi (xp, ) dizisinin yakinsak oldugunu ya da (ayni sey) bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterelim.

Yakinsakligin Birinci Kaniti: € > 0 olsun. I'nin uzunluguna ¢ diyelim.
(3)’e gore, I} ’nin uzunlugu £/2% dir. Eger r > s ise,

Tpn, € I, C I ve xp, € I,

oldugundan,

L
’xnr - xns’ < ?

olur. (Bkz. agagidaki sekil.) Demek ki eger N dogal saysi,
2W <e€
esitsizligini saglayacak kadar biiyiik secilirse, o zaman her r > s > N igin,

1
|Tp, — Tn,| < = < =% <€

olur. Demek ki (z,, )5 bir Cauchy dizisidir.
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M
m
[

Yakinsakligin ikinci Kaniti: [, = [ak, bg] olsun. I'nin uzunluguna ¢ diyelim.
(3)’e gore, I 'nin uzunlugu £/2%dir, yani

bk—ak:?.

Ayrica, (2) ve (4)’ten dolay,
a, < apq1 < Ty, < b < by

Demek ki (ag)g tistten sinirh ve artan bir dizi, dolayisiyla yakinsak. Benzer
nedenden (b) dizisi de yakisak. Bu dizilerin limit a ve b ise,

b—a= lim (by —ar) = lim — =0
k—o0

k—o00 2k a

olur, yani a = b. Simdi sandvi¢ teoremine (Teorem 5.1) gore
lim z,,
—00

vardir (ve a’ya esittir). O

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin ikinci (daha basit) Kaniti: (z,)n,
siirl bir dizi olsun. Eger (), dizisi sonlu sayida deger aliyorsa, yani

{zp, :n €N}

kiimesi sonluysa, o zaman bu dizi sabit bir altdizi icerir ve bu durumda is-
tedigimiz yakinsak altdiziyi elde ederiz. Eger (), dizisi sonsuz sayida deger
aliyorsa, o zaman bu dizinin her terimi degisik olan bir altdizisi vardir. (Neden?
Ve bu altdiziyi Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadan bulabilir misiniz?) Gerekirse
(n)n dizisi yerine her terimi degisik olan bu altdiziyi alarak, (z,), dizisinin
her teriminin degisik oldugunu varsayabiliriz.

(n)n dizisinin bir [a, b] araligina sigdigim varsayalim.

A = {x < b: sonlu tane z,, terimi [a, z] aralhginda}

kiimesine bakalim. a € A oldugundan, A # &. Ayrica A kiimesi b tarafindan
istten siirli. Demek ki A’nin bir en kiigiik tistsinir: var.

c=supA
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olsun. Simdi c’ye yakinsayan bir altdizi oldugunu kanitlayacagiz. k£ > 0 her-
hangi bir dogal say1 olsun. ¢ — 1/k < ¢ oldugundan, ¢ — 1/k sayis1 A'nin bir
iistsinirt degildir. Dolayisiyla

c— % <d<ecg
esitsizliklerini saglayan bir d € A vardir. A’nin tamimina gore, [a, d] araliginda
dizinin sonlu sayida terimi bulunmaktadir. Ote yandan ¢ < ¢ + 1 /k oldu-
gundan, ¢ + 1/k ¢ A ve [a,c + 1/k] araliginda dizinin sonsuz sayida terimi
bulunmaktadir. Demek ki (d, ¢ + 1/k] araliginda dizinin sonsuz sayida terimi
bulunmaktadir. Bundan da

c—1 c—i—1
k’ k

araliginda dizinin sonsuz sayida terimi bulundugu ¢ikar. x,, bu terimlerden
biri olsun. Demek ki,

1 1
c—%gmnkgc—i-%

olur ve sandvi¢ teoremi sayesinde bundan da,
lim z,, =c
k—o00

cikar. O

Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin Ugiincii (en basit) Kamiti: (),
sinirli bir dizi olsun. Her dizinin oldugu gibi, bu dizinin de monoton bir altdizisi
vardir (Teorem 8.6). Her monoton ve siirh dizi gibi bu altdizi yakinsaktir
(Teorem 7.1).

Aligtirmalar

9.9. ¢ € R olsun. Eger bir dizinin c¢’ye yakinsayan bir altdizisi varsa, c’ye dizinin yogunlasma
ya da limit noktasa diyelim. Tek bir yogunlagma noktasi olan sinirli her dizinin yakinsak
oldugunu kanitlayin.

9.10. S C R olsun. Eger S’nin her dizisinin yogunlagma noktasi varsa S’nin sinirli oldugunu
kanitlayin.



10. Euler Sabiti ve exp
Fonksiyonu

Kitabin bu en uzun boliimiinde matematigin en {inlii ve en yaygin kullanilan
sabitlerinden biri olan e sayisin1 tamimlayacagiz. Ayrica halk arasinda daha
¢ok e” olarak bilinen exp fonksiyonunu tamimlayacagiz. Bu boliim sayesinde
okurun diziler konusunda belli bir ustalik kazanacagini da diiginiiyoruz.

10.1 Euler Sayisinin Tanimi

Teorem 10.1. ((1+ 1/n)"),>0 dizisi 2 ile 3 arasinda bir sayiya yakinsar.

Kamit: Karmasik hesaplar1 Altboliim 3.2’de yaptik. Simdi meyveleri topla-
yalim: Onsav 3.24’¢ gore dizi artiyor. Onsav 3.23’e gore dizi alttan 2’yle, tistten
3’le smirli. Demek ki dizinin 2 ile 3 arasinda bir limiti vardair. Il

Ikinci Kanit: Ornek 3.45 ve 3.46’da,

1 n 1 n+1

tanimlarin yapip, (x,), dizisinin artan, (y,), dizisinin ise azalan oldugunu
kanitlamigtik. Bundan,

1 n 1 n+1
2:x1<$n:<1+) <<1+> =y, <y =4
n mn

gikar. Demek ki (z,,), dizisi artan ve Ustten 4 tarafindan sinirli; yani 4’ten
kiigiik bir limiti var, diyelim e. Aym sekilde (yy), dizisinin 2’den biiyiik bir
limiti vardir, diyelim f. Su hesaplardan e = f esitligi ¢ikar:

. . "t 1\" 1
f=limy, =lim 1+ — =lm((1+=) -([1+=
n n n
zlim<1+1> -1im<1+1>:e-lim<1+1>:e.
n n n

e < 3 esitsizligi icin, e < y5 = (1 +1/5)% < 3 esitsizligini farketmek yeterli. [J
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FEuler sayist ya da Napier sabiti olarak bilinen ve matematigin 7’den
sonra herhalde en iinlii ve ilging sabiti olan bu limit, e harfiyle gosterilir. Ik
20 basamag soyledir:

e = 2,71828 18284 59045 23536 . . .

e sayisinin kesirli bir say1 olmadigini ileride kanitlayacagiz. e sayisinin 0 poli-
nomu hari¢ hicbir polinomun kokii olmadig da bilinmektedir.

Bundan boyle
1 n
e = lim <1 + )
n—oo n

olacak. e’nin bagka tanimlari1 da vardir; bunlar1 da ileride gorecegiz.

Her n > 0 i¢in
1n 1 n+1
() < (o)
n n+1

esitsizliklerine de dikkatinizi ¢ekeriz. Bu, Onsav 3.24’ten gikar. Yukaridaki te-
oremin kanitinda da kullanilmigti.

Ornekler

10.1. n! > (n/e)™ esitsizligini kanitlaywn.
Kanit: n tzerine tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 1 icin esitsizlik yukarida kanitla-
nan e > 2 > 1 esitsizliklerinden ¢ikiyor. Simdi esitsizligi n i¢in kabul edip n + 1 i¢in
kanitlayalim:
(1)l =nl(n+1)> (g) (n+1)

() oen= ()

esitsizligini, ya da sadelegtirerek,

egitsizliginden dolayi,

(n+1)"

n" >

esitsizligini kanitlamanin yettigini goriirliz. Ama bu esitsizlik, aynen, bildigimiz

62(1-{-1)
n

esitsizligine denktir. 0
10.2. n! > a(n/e)™ esitsizligi hangi a sayilars icin gecerlidir?

Yanit: Esitsizligin n = 1 igin dogru olmas: igin, e > a olmali. Simdi esitsizligin n i¢in

dogru oldugunu varsayip n + 1 i¢in kanitlamaya caligalim, bakalim a i¢in nasil bir kosul

bulacagiz:

(n+1)!:n!(n+1)2a<g)n(n+1)

(1) mrnza (")

oldugundan, eger
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ise istedigimiz kanitlanir. Bu egitsizlikte a sadelestiginden, a iizerine yeni bir kogul elde
etmeyiz. Bakalim esitsizlik dogru mu? Bu esitsizligin, sadelestirmelerden sonra,

(14—1) <e
n

esitsizligine esdeger oldugunu gérmek zor degil. Ama bu son esitsizligin dogru oldugunu
biliyoruz. Demek ki herhangi bir a < e igin sorudaki esitsizlik dogru. (]

nl > (LH) )
€

Kamit: Bir iistteki 6rnckte a = e alabilecegimizi gorditk. Oyle yapalim. Demek ki,

n
n!Ze(ﬁ) .
e

Sadelegtirmeleri yaparsak (n — 1 igin) istedigimizi elde ederiz. O
10.4. 300! > 10030 esitsizliging gosterin.
Kamit: e < 3 oldugundan, Ornek 10.1’den n! > (n/3)" ¢ikar. Bunu n = 300’¢ uygular-

10.3. Asagidaki esitsizligi kanatlayin.

sak istedigimizi buluruz. O
10.5. limy—e0(n!)Y/™ = oco.
Kamt: Ornek 10.1’den hemen cikar. O

10.6. lim,— o n!/n™ = 0.

Kamt: z, = n!/n" olsun. O zaman, (14 1/n)" dizisi artan oldugundan,

Tpt1 _ (n+DE A" ol o™ " 1 < 1
Tn  (m+Dntlpl T (4 Dnn! T (n+ D (1+1/n) T 2
olur. Demek ki
x < 1 T
n+1l > 2 n-.
Buradan tiimevarimla,
1
Tn+k S 2716 Tn
cikar. k’y1 sonsuza gotiirerek, istedigimizi kanitlamig oluruz. O

Biraz Tarih. e sayisinm ilk izlerine, logaritmay: icat eden Isvicreli matematikci John Na-
pier’nin 1618 tarihli bir kitabinin sonundaki ekteki cetvellerde rastlanir; o cetvelleri de Wil-
liam Oughtred’in hazirladigi saniliyor. Napier’nin kitabinda acik acik e’den bahsedilmemekte,
sadece baz1 logaritmalarin e sayis1 kullanilarak hesaplandigi anlagilmaktadir.

e’nin matematiksel bir sabit olarak ilk kullanimi 1690-1691 yillar1 arasinda, Leibniz’in
Christian Huygens’e yazdigi mektuplardadir. Bu mektuplarda sabite e degil b ad1 verilmigtir.

Jacob Bernoulli bilesik faizleri caligirken ((14-1/n)"),, dizisinin farkina varmigtir. Dizinin
yakinsak oldugunu kanitlamig ve limitini, yani e sayisin1 hesaplamaya caligmigtir.

Euler, e sayisini 1727°de kullanmaya baglamigtir. e sayisini basimevine ilk sokan da
Euler’dir, 1736’da yayimlanan Mechanica adli eserinde e olarak sézetmigtir bu sayidan.
Biiyiik olasilikla “iis” anlamina gelen “exponentiation” sézciigiiniin ilk harfi olarak e demistir.
Son derece algakgoniillii olan ve bagkalarinin galigmalarina gok saygili olan Euler’in bu sayiya
kendi adindan dolay1 e demis olmasi pek muhtemel degil.
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(1 4+ 1/n)™ sayilar e sayisina pek o kadar ¢abuk yakimsamaz. Dizinin ilk
k=1,2,3,4,5 terimini ve virgiilden sonraki ilk dogru rakamlar1 gosterelim:

n (1+1/n)"
12
74 2,70013967884683 . ..
164 2,71004043793275 . ..
4822 2,71800001954235.. ..
16609 2,71820000137902. ..

Goriildiigu gibi dizi e sayisina ¢ok yavas yakinsiyor. Tleride e’yve daha cabuk
yakinsayan bir dizi bulacagiz.

10.2 ((1+x/n)"), Dizisi

Bu altboliimde, bir = gergel sayisi igin

((+3)),

dizisine takilacagiz. Her bir z i¢in ayri1 bir diziden sozettigimizi anlamigsiizdir.
Eger x € QQ ise bu dizinin e* sayisina yakinsayacagini kanitlayacagiz. Once di-
zinin yakinsakligin1 gosterelim.

Onsav 10.2. Ejer z > 0 ise, (1 + x/n)"), dizisi artan ve istten simarl bir
dizidir; dolayrswyla yakinsaktar.

Kanit: Onsav 3.24%¢ gore dizi artar. Sonuca ulagmak icin dizinin iistten smirl
oldugunu gostermeliyiz. Bu amacla, x’ten biiyiikesit bir £ dogal sayis1 secelim.
k
1+2 <14~
n n
oldugundan, ((1 + k/n)"),, dizisinin iistten siurh oldugunu kamtlamak yeterli.
Onu da simdi kanitliyoruz:

Onsav 10.3. Ejer k bir dogal sayysa, (1 + k/n)"), dizisi €* tarafindan
ustten swnarhdar.

Kanit: (1+k/n)" teriminde n yerine kn alirsak, dizi artan oldugundan, daha
biiyiik bir say1 buluruz. Demek ki,

I 0 (0

Demek ki dizi tistten sinirhidir. Savimiz kanitlanmisgtir. U
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Bu yaptiklarimizdan, lim, o (142 /n)" limitinin varhg ve eger x < k € N
ise, bu limitin e* sayisindan kiiciikesit oldugu cikar, ciinkii artan ve iistten
siurli bir gergel say1 dizisi her zaman yakinsaktir (Teorem 7.1). Onsav 10.2’nin
kanit1 tamamlanmistir. g

Birazdan (Onsav 10.5) ¢ € Q igin lim, oo (1 + ¢/n)" = €9 esitligini kamt-
layacagiz.

Onsav 10.4. Ejer z > 0 ise, (1 —z/n)"), dizisi yakinsaktur ve

Jim (1= 2)" = [ (14+2)"]

olur.

Kanit: Eger lim,,_ (1 —z?/ n2)n = 1 esitligini kanitlarsak igimiz is, ¢iinkii o
zaman,

n/o (1+R)"
ve
i (1o EY (1_%)n fimn o0 <1_%)n 1
HE{}O( _ﬁ> Tt (T4 2)" T dimpae (11 2)7 limy e (14 2)"

olur. limy, (1 — :U2/n2)n = 1 egitligini kanitlayalim. Onsav 3.17’ye gore, her

n > x icin,
2 2 2\ "
T x x
1—:1—n2§(1—2> <1"=1
n n n

esitsizligi gikar. Bundan ve Sandvig Teoremi'nden (Teorem 5.1),

x2 "
lim (1 — 2) =1
n—00 n

bulunur. 0
Ve igte s0z verdigimiz esitligin kesirli sayilar i¢in kaniti:

Onsav 10.5. Egjer q € Q ise, lim,_,00(1 + q/n)" = e? olur.

Kanit: Birinci Durum. ¢ = 0 ise her sey apagik. Bundan boyle ¢ # 0 olsun.

Ikinci Durum. ¢ € N durumuna bakalim. Onsav 10.3’te,

q n
lim (1 + 7) < el
n

n—oo
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esitsizligini kanitladik. Simdi egitligi kanitlayacagiz. Bunun igin

/
lim (1+3)nq:e
n

n—oo

esitligini gostermek yeterli, clinkii bu esitligi gosterebilirsek, o zaman,

gim (14 )" = i | (14 D)) = i (1 )] e

olur. Dolaysiyla lim,, (1 + ¢/ n)”/ 7 = e egitligini gosterelim.
Eger ((1+q/n)"™1),, dizisinde tiim n’leri degil de sadece ¢’niin bir kat1 olan
n’leri alirsak (n = ¢gm), o zaman

(G

dizisinin,
altdizisini, yani,

altdizisini elde ederiz. Bu son dizi de Teorem 10.1’e gore e’ye yakinsar. De-
mek ki yakinsak oldugunu bildigimiz ((1+ ¢/n)™4),, dizisinin bir altdizisi ¢’ye
yakimnsiyor. Bundan ((1+¢/n)"™/9),, dizisinin de e’ye yakinsadig1 ¢ikar (Teorem

8.2). Yani ¢ € N i¢in,
n
lim (1 + g) =el
n—oo n

esitligi kanitlanmistir.

ﬂ'gﬁncﬁ Durum. Simdi de ¢ € Q% durumuna bakalm. a,b € N icin, ¢ = a/b

yazalim. O zaman,
q\™ a\"
(1+4) = (1+ )
n bn

olur. ((14-a/bn)"),, dizisine bakalim; bu ((1+a/n)"), dizisinin bir altdizisidir
ve o da bir 6nceki durumdan e® sayisina yakinsar. Boylece

bn
lim (1 n i) — et
bn

n—oo

bulunur. Ote yandan, ((1 4+ a/bn)"), dizisi Onsav 10.2’ye gére yakinsaktir.
Demek ki,

[hm (1+%)n]b= lim (1+i)bn= lim (1+%)m=ea

n—o0 m—o0
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ve her iki taraf da pozitif oldugundan,

hm(l+£ﬁn:&”

n—oo
bulunur.
Dérdiincii Durum. Son olarak ¢ € Q<% olsun. O zaman —¢ > 0 olur ve
iigiincii durumdan,
n
lim (1 - g) =e 1
n—oo

bulunur. Demek ki, Onsav 10.4’ten

n ny—1
tim (14 4)" = [1m (1-2)7] " = ()t =
n—00 n n—00 n

gikar. Onsav 10.5 tamamiyla kanitlanmigtir. O

Ornek 10.7. (=14 )" dizisi wraksar. (Bkz. Ornek 6.2.)

Kanit:
1\" . “1\"
(1) = (142)
n n
ve
—1\"
lim (1 + —) =e!
n— oo n
esitliklerinden ve limy oo ((—1)"),, dizisinin raksak olmasindan ¢ikar. O

Aligtirma 10.8. Terimleri (%1 + %)n olan dizi wraksar mi?

Gergel sayilarla iis almayr 6grendigimizde, Onsav 10.5'1 kesirli ¢ sayilari
yerine r gercel sayilar icin de kanitlayacagiz, yani

n
lim (1—1— f) =e"
n

n—oo

esitligi de dogrudur. Daha dogrusu, bu esitlik (neredeyse) e” sayisinin tanimi
olacak. Simdilik sunu kolaylikla kanitlayabiliriz ama:

Sonug 10.6. Eger p <r < q vep, q € Q ise,
r\n
e < Tim (1+2)" < et
n—00 n

olur.

Kanit: Varsayimdan, her n icin,

.
1+ 21414l
n n n

(o) < () < ()

ve
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cikar. I"Jg tarafin da limitini alirsak, sandvi¢ teoreminden ve Onsav 5.6’dan,

r\”n
ef < lim (1—|——) < et
n

n—oo
buluruz. O

Ornek 10.9. Asagqdaki limiti hesaplayin:

5n
fim (PEL3NT

(52) - G5m) - (6555)

Payin ve paydanin limitlerini ayr1 ayr1 hesaplayalim:

Coziim:

(1+1/3n)" = (14 1/3n)*")"° — /3

ve
(1—1/2n)" = (1 = 1/2n)*") "% = (e 1) /* — e V/2

5n 1/3 \° 5
n+1/3 _ (e _ (61/3+1/2) — o25/6
n—1/2 e-1/2

olur. Demek ki

Aligtirmalar

10.10. Asagidaki limitleri hesaplayin:

n n 2n
lim 1+i ,  lim 17l ,  lim 1Jri .
n— oo 2n n—00 n n—oo0 5n

10.11. lim,—eo (#) ve limy— oo (52%) limitlerini hesaplayin.

10.12. (n!/n™), dizisinin bir zaman sonra azaldigimi ve 1’den kiigiik oldugunu kanitlayin.
limp o0 n!/n™ = 0 esitligini kanitlaym.
10.13. k sabit bir dogal say1 olsun. ((kn)!/n"), dizisinin limitini -varsa- bulun.

10.3 ¢e’ye Yakinsayan Bir Baska Dizi

Bu altboliimde e sayisina daha cabuk yakinsayan bir baska dizi bulacagiz.
Tabii (14 1/n)™ dizisi yerine terimleri

- 1 2n - 1 n? - 1 n!
2n ’ n2 ’ n!

olan dizilerden birini alirsak, e sayisina ¢ok daha cabuk yakimsayan diziler
buluruz ama bu mizikcilik sayilir.
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Yukarida, e sayisini, terimleri

)

177

olan dizinin limiti olarak tanmimladik. Binom agilimini kullanarak bu terimi
acalim ve ortaya c¢ikan ifadeyle oynayalim:

(1+3) =0 ()

n

n

1 Z n!
ni il(n —1) 'nZ
1=0

1+Zn(n—1)--i-!(n—z+1)

Demek ki,

Sag tarafta buldugumuz dizinin terimlerini

© 0 Ttk WD+~ O3

—_ =
_ O

— = =
=W N

(1) =3t

=0
(Excel’de mesela) hesaplayalim:

1

n’inci terim (yaklagik)

1
2

2,5
2,6666666666667
2,7083333333333
2,7166666666667
2,7180555555556
2,7182539682540
2,7182787698413
2,7182815255732
2,7182818011464
2,7182818261985
2,7182818282862
2,7182818284468
2,7182818284582

+Zz‘n—z
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Eger kitaplarda yazan e = 2,71828 18284 59045 23536 . . . esitligi gbzontine ali-
nirsa, sagdaki dizinin de e’ye yakinsadigi tahmin edilir. Bu tahmin dogrudur
elbette; bu kadar da rastlanti1 olmaz... Ayrica, bu yeni dizinin e’ye eskisine
oranla daha cabuk yakinsadigi da belli, ne de olsa terimler hep daha biiytiikesit.

Bu yeni dizinin e’ye yakinsadigini kamitlayalim. Kanit biraz uzun stirecek.

10.4 exp Fonksiyonu

Yukarida,

1

25
=0

dizisine baktik. Bu altboliimde, bu diziyi genellestirip, her x € R igin, terimleri

n )

>3
i!

i=0
olan diziye bakacagiz. Bu dizi yakinsaktir; daha dogrusu bir Cauchy dizisidir

ve Cauchy dizisi oldugundan yakinsaktir. Bunu kanitlayalim.

Teorem 10.7. Terimleri 0
A

X
25

1=0

olan dizi bir Cauchy dizisidir, dolayisiyla yakinsaktur.

Bu dizinin limiti exp z, bazen de exp(z) ya da Exp(z) olarak yazilir:

n—oo

i 1L = z? x™
expxr = lim —I—E—I—E—i—---—&—a .
Bu boliimiin sonunda exp 1 = e esitligini kanitlayacagiz. Hatta daha da ileri
gidip, ¢ € Q igin, daha da sasirtici olan
expq = e?

esitligini kanitlayacagiz. exp0 = 1 esitligi daha simdiden bariz olmali. Gergel
is almasimi bilsek, = € R i¢in,

expr =

esitligini kanitlardik ama ne yazik ki heniiz bilmiyoruz! Ileride, bir gercel
sayimin gercel bir giiciinii tanimladigimizda bu esitligi de kanitlayacagiz. Bu
fonksiyon hakkinda, tiirevinin olmasi ve tiirevinin kendisine egit olmasi gibi
daha da sasirtici olgular: tigiincii cilde sakliyoruz.
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Teorem 10.7’nin Kaniti: Kanit pek kolay olmasa da zenginlestirici olacak.
Yavag yavag, yontemi tartiga tartiga kanitlayacagiz. © # 0 esitsizligini varsa-
yabiliriz. € > 0 herhangi bir gercel say1 olsun.

esitsizliginin saglanmasi i¢in n > m sayilarinin ne kadar biiyiik olmalar: ge-
rektigini bulacagiz. Soldaki (kii¢iiltmemiz gereken) ifadeyle oynayalim:

> ey i
il il

1=m-+1
En sagda n — m tane terim toplanmig. Bu toplami ta en bagta verilmisg olan
pozitif € sayisindan kiiciik yapacagiz. Toplamda bulunan bu n — m tane

"

7!
sayisinin her birini (€’a gore gok kiigiik) sabit bir « sayisindan daha kiigiik
yapmak ige yaramaz, ¢linkii o zaman e’dan kiiciik yapmak istedigimiz toplamin
(n —m)a’dan kiiglik oldugu ortaya gikar ki, m’yi sabit tutup n’yi biiyttiirsek,
(n—m)a sayist sonsuza kadar bityiir ve sadece e’u degil, her sayiy1 agar. Burada
kullanmamiz gereken bilgi,  ne kadar biyiik olursa olsun, ¢ ¢ok ¢ok biiyiik
oldugunda, |z|*/i! say1sinin ¢ok ¢ok kiigiik oldugu ve bir sonraki |z[*+1 /(i +1)!
sayisinin bundan daha daha kiicilik oldugu. Bu dedigimizi matematiksel olarak
ortaya cikaran kiiciik bir hesap yapalim gimdi:

e £ S S £
= — =T
(i+1)! i+14d N il il

Burada, 7’yi daha sonra belirleyecegimiz belli bir N sayisindan biiyiikesit aldik;
ayrica r = |z|/N aldik. N dogal sayisin1 da, zaman geldiginde

_ el

1
N<

r

esitsizligini saglayacak kertede biiyiik segecegiz, yani N sayisi, |z|'ten biiyiik

bir dogal say1 olacak; hatta N’yi daha simdiden |z|ten biiyiik bir dogal say1

olarak secelim. Birazdan N’nin seciminde bir bagka belirleyici kisitlama daha

bulacagiz. Simdilik sadece r = |z|/N < 1 kisitlamasiyla yetinip N'nin daha

bagka hangi kisitlamalara maruz kalmas: gerektigini -sabirla- aragtiralim.
Her ¢ > N igin gecerli olan

|$|i+1 |x‘z

<
G+ >l
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esitsizliginden, kolayca, ¢ > j > N igin,
i i—1 i—2 RRPAT
m <r m <r? m <...< r’ﬂﬂ
il (i —1)! (1 —2)! J!
esitsizliklerini elde ederiz.
Bagladigimiz hesaplara devam edelim: n > m > N igin, 0 < r < 1 oldu-

gundan,

n 7 m 7 n 7 n m+41

x r| x |LL“ i—(m—+1) |$|
Z T R Z al < Z T Z (m +1)!

=0 =0 i=m+1 i=m+1 i=m-+1
n n—(m+1)
_ ||+ Z 1) _ ||t Z g
| |
(m+1)! L= (m+1)! =
’x|m+1 1 — pn—m ‘m|m+1 1

(m+1)! 1—7r (m+1!1—r
buluruz. En sondaki ifadeyi €’dan kiiciik yapmaliyiz, yani N sayisini, her m >
N igin,
|x|m+1
i nd I 1—
(m+1)! (1=

esitsizligini saglayacak bicimde se¢meliyiz. Ama

lal*
n /.,
dizisi 0’a yakmsadigindan (Ornek 6.1), béyle bir N sayis: bulmak miimkiindiir:
N sayisi, r = |z|/N sayisim 1’den kiiciik yapacak kadar biiytik secildigi gibi,
bir de ayrica, her m > N igin,
e
mr1y <)

esitsizligini dogru kilacak kadar da biiytik secilsin. Bu durumda, hesaplardan
devam ederek, n > m > N igin, istedigimiz,

n 2 m 2
D

=0 =0

‘x|m+1 1
(m+1!'1—r

< €

esitsizligini elde ederiz.

Kanitimiz tamamlanmistir. Bu 6nemli kaniti kitabi bir sekilde yazalim.
Teorem 10.7’nin Kitabi Kamiti: z # 0 esitsizligini varsayabiliriz. € > 0
herhangi bir gergel say1 olsun. |z|'ten biiyiik bir N; tamsayisi vardir.

_ Ial
N
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olsun. Demek ki
0<r<l1.

Ayrica, (|z["™), dizisi de 0’a yakinsadigindan (bkz. Ornek 6.1), her n > Ny
icin
|z|"
n!
esitsizligini saglayan bir Ny sayisi vardir. Son olarak, N = max{Ny, N2} olsun.
Her ¢ > N icin,

<e(l—r)

e N o | S 1

G+ i+ld SN &l
bulunur. Demek ki, ¢ > j > N igin,

T N o SRS 7
i! (1 —1)! (i—2)! J!
olur. Boylece, 0 < r < 1 oldugundan,
noi n i m+1
x _ x ‘33| i—(m+1) |$‘
Srlaly de s By 11
=0 i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1
|x’m+1 zn: (1) ’x‘m—H ”_(zm:'*‘l) _
— pi=(m — Pt
| |
(m+1)! A= (m+1)! =
‘.%"erl 1 — pn—m - |x’m+1 1 _
€
(m+1)! 1—r (m+1)!I1—r
elde ederiz. Kitabi kanitimiz tamamlanmigtir. Climleten ge¢mis olsun. g

Artik

n—0o0 2! n!

tanimini verebiliriz. e sayisina geri donmeden 6nce, x > 0 igin,

. x? x"
expr = lim (1—1—1‘—1——1— +)

x? "
1|—|—§+ +H

esitsizligine dikkat edelim. Teorem 10.8’in kanitinin son hamlesinde gerekecek.

expxr > 1+

érnek 10.14. Eéer Yo, Y1, -3, Yn 2 0 ise
(I +y0) A +y1) - (1+ya) < exp(yo + - + yn)

olur ¢iinkii
3
1+yz<1+*+f+§+ - = expYi
ve

(I+yo)X+y1) - (14+yn) <expyo expyr---expyn =exp(yo + - + yn)

olur.



182 10. Euler Sabiti ve exp Fonksiyonu

10.5 e’ye Yakinsayan Bir Baska Dizi (devam)

S6z verdigimiz gibi,
n
. 1
lim — =
n—o00 &— ¢!
1=0

(&

esitligini, yani exp 1 = e esitligini kanitlayacagiz. Bir 6nceki altboliimde limitin
oldugunu kanitladik (z = 1 alin.) Geriye limitin e oldugunu kanitlamak kaldu.
Bunu kanitlamak icin, terimleri

(35) (2

olan dizinin 0’a yakinsadigimi kanitlamamiz yeterlidir. Ama elimiz degmisken,
en genel geyi kanitlayalim, cok daha zahmetli olmayacak:

Teorem 10.8. expx = lim,,_,o (1 + %)n

Kanit: exp’in tanimindan dolayi,

i ((£5) - 005)) =

=0

esitligini kanitlamaliy1z. Hesaplara baglayalim. Daha once de sik sik yaptigimiz
gibi, (1 + x/n)" ifadesinin yerine bu ifadenin binom a¢ihmim yazacagiz.

Nl T\ Nl "L /0 2 /1 n\ 1 ,

- - 1 *) - - - =5 - s v

5)- - (252 (05) -2 G- ()
Taraflarin mutlak degerlerini alirsak,

=0 =2
n_ n nq N ' . N1
Y _ (41 7) 1 1Y 1 1
‘(; “) ( T ;(u <Z>nl)$ il (z)n’

buluruz. En sagdaki ifadeyi (n’yi biiylitmeyi goze alarak) diledigimiz kadar
kiigiiltebilecegimizi géstermemiz lazim.

Bu agsamada kanit1 nasil bitirebilecegimizi tartigalim. Bu tartigmanin ya-
rarli olduguna da inaniyoruz. Bilingsizce yapilan hesaplarin bir sonug verme-
sini beklemek mucize beklemek gibi bir seydir. Hesaplara girismeden 6nce ne
yapmak gerektigini bilmek, en azindan ii¢ agag1 beg yukar: hissetmek gerekir.

Cok kiictiltmek istedigimiz bu ifadede, tam tamina n — 1 tane terim top-
laniyor. igte o terimler:

n

<
=2
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(1 =2,...,n). Eger bu n — 1 terimin her birini diledigimiz kadar kiigiiltebi-
lirsek, igsimiz ig, o zaman toplami da istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz... demek
igimizden geciyor hemen ama bu yanhs. £ = 1 olsa bile yanls. Clinkii eger her
bir terimi, 6rnegin, asagr yukar1 1/n kadar kii¢iiltiirsek, o zaman n — 1 tane
terimin toplaminmi agag1 yukari

1
- 1) x —=1
(n—1)x

kadar kiigiiltmiig oluruz ve 1 gok g¢ok kiigiik bir say1 olmadigindan (ve ¢ok
¢ok kii¢iik bir say1 olmadigindan!) bu kii¢iilltme bir igimize yaramaz. Burada
yapilmasi gereken, her bir terimi, mesela, eger miimkiinse, 1/n? kadar kiiciilt-
mektir, ¢clinkii o zaman n — 1 tane terimin toplamini

kadar kiictiltmiis oluruz ve n c¢ok biyiik oldugunda ifade de ¢ok kiiciik olur.
Demek ki her n ve her : =1,2,...,n igin

()

esitsizligini kamtlamamiz yeterli. (x = 1 6zel durumuna bile raziyiz!) Eger
bunu kanitlamay1 beceremezsek, ki beceremeyiz, ciinkii yanls, o zaman, 1/n?

1 n\ 1
7! 1) nt

lim nf(n) =0

n—oo

: 1
lz]" < o)

1
nt

yerine,

|z|* < f(n)

esitsizligini ve

esitligini saglayan 1/n?’den daha kiiciik bir f fonksiyonu bulmamiz gerekecek.

Yukaridaki tartigma aydinlaticidir aydinlatici olmasina ama ayni zamanda
beyhudedir! Yéntemimiz yukarida tartigtigimiz gibi olmayacak ama ona yakin
olacak. Oyle bir f fonksiyonu bulacagiz ki, hem her 2 < i < n icin

()2

n
olacak, hem de her n > 2 igin,

<
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ifadesi n’den bagimsiz bir B(z) sayisi tarafindan tistten smirh olacak. Eger
bunu basarabilirsek, o zaman,

olur ve n ¢ok biiylik oldugunda, bu say1 ¢ok kiigiik olur. i§te plan bu. Planimizi
gerceklegtirmeden Once oldukca kolay bir savi aradan c¢ikaralim.

Sav 1. 0 < q; < x ise

(x—al)-"(a:—ak)Zxk—(al—i—'-‘—l—ak)xk*l

olur.
Kanit: Esitsizligi k lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. Eger k = 1 ise esitlik
sozkonusu ve her sey cok bariz. Simdi

(x—ay) - (x—ap) >aF = (ag +-- 4 ap) 2" !
esitsizligini varsayip,
(r—a1) - (x—app) > 2" — (a1 + -+ ap)

esitsizligini kanitlayalim.

(@—a1) (@ —aps1) =(x —a1) - (x — a) (v — ap41)

> (xk (a1 4+ ak) xk_l) (z — ag+1)
=z — (a4 Fapp) 2 + (a1 4 -+ ap) FLagg
> (a4 Fapy)

Esitsizligimiz kamitlanmigtir. O

Ve canalici sav:

Sav 2. Her 2 <1 < n dogal sayisi i¢in,

1 n\ 1 1 1
— ! i)nt 7~ 2n(i—2)!

esitsizligi gecerlidir.
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Kanit: Sav 1’den yararlanip ortadaki terimle oynayacagiz.

i~ (w1 wtgme — 1 (0 )
1 (1_n(n—1)(n—2)...(n—z’+1)>

nt

Int—nn—-1n-2)---(n—i+1)

i nt
o Int—(n—1)(n—-2)---(n—i+1)

i ni—1

In=t— (=t —(1+2+4-+(i—1)n""?)

— 4! ni—1
11+24+--+@GE—-1)n"2 (G-1)i 1 1
il ni-1 T2.iln 2n(i—2)0

Kanitlamamiz gereken birinci esitsizlik, yani ifadenin > 0 oldugu yukaridaki
hesabin daha ikinci satirindan anlasiliyor. O

Simdi artik Teorem 10.8’in kanitina nihai noktay1 koyabiliriz. Her zamanki
gibi kii¢iik bir hesap yapacagiz. x’i sabitleyip hesaplara devam edelim:

7t T "1 " /1 n\ 1 i
Y- ()]s .—<> ‘Z(u‘@m)"’”’
=0 2

n n ;
11 2l |z[~2
) P i 2
_Z2n(i—2)!|x| 2n Z(i—?)!
=2 =2
PR el _ 2
o JZOJ' < o oxplel:

Simdi € > 0 verilmis olsun. N’yi,
2Ne > |z|* exp |z

esitsizligini saglayacak kadar biiyiik secelim. Her n > N icin,

no_; p
Y1)
Zi! <+n

jz?
‘ exp|z| < — 2N
=0

x
<...§2 exp |z| < e

buluruz. Son olarak, her iki tarafin n sonsuza giderken limitini alalim. Teorem
10.8 kanitlanmigtir. O
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Sonug 10.9. Eger x € Q 1ise,

. x x2 x"
expr=lim [1+ =+ "+ -+ = | =¢"
n—oo 1! 2! n!

olur.

Kanit: Onsav 10.5’ten ve Teorem 10.7 ve 10.8’den cikar. g

Not: Bu kitapta elimizden geldigince teoremlerin “dogal kanitlarini” vermeye galigtik. Dogal
kanitla kestettigimiz, illa analizci olmasi gerekmeyen ortalama bir matematik¢inin, eline
kalem kagit aldiginda genellikle aklina gelen ilk kamit yolu. Ciinkii dogal kamtlarin ¢ogu
zaman bagka sonuglarin kanit yollarini da gosterdigi icin daha egitici olduklarina inaniyoruz.
Yoksa bir analizci ya da analiz dersini sik sik vermis ve konunun kisa yollarini bellemis biri
zekice hilelere bagvurarak kanitladiklarimizi ¢ok daha kolay ve estetik bicimde kanitlayabilir.
Ornegin, [LW, Ap2]’den hafifce degistirilerek alinmig asagidaki kant,

) n 1 ) 1 n
Jm S =t (14 7)
k=1
egitligini ¢cok daha kisa yoldan gosteriyor.

A, = lve B, = 1—&—1
k! n
k=0

olsun. (A,), dizisinin artan oldugu belli. k& > 4 icin 2* < k! oldugundan,

1 1 1 1 1 1 1 67
Ap=Y = <1414+=+= — <1414+ 4+>=-—
kZ:Ok!— * +2+6+kzz42k_ Tl st ts T x

oldugu da belli. Demek ki (A, ), dizisinin bir limiti var. B,’yi bir de goyle ifade edelim:

B 1\" (n)1 _ “nn—-1)---(n—k+1) 1
Bn7(1+;) Z(k)nku — o

k=1

Buradan B, < A,, gikar ¢linkii
" 1 E—1\ 1 "1
+;( n) < n )k!* k!

Ote yandan bir de su hesaplar1 yapalm: k > 1 igin

(1-%)...(1_’“;1)21_(%+..‘+k;1):1_%

olur. (Esitsizlikte Aligtirma 2.2’yi kullandik.) Bu esitsizligi k! sayisina boliip k = 1’den
k = n’ye kadar toplayalim:

" 1 E—1\ 1 1 1 & 1
' = = )... X )= > - -
B ”};(1 n) (1 n )k!—kzok! 2n;(1€—2)!

1 1 An—2
A, - —S 4, —
2nz(kj—2)! 2n

k=2

elde ederiz. Boylece limy, o0 By, = limy,— 00 Ay, bulunur. O
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Ornekler

10.15.
10.16.

10.17.

10.18.

2 < e oldugundan, her n > 0 i¢in n < 2" < e" ve dolayisiyla lim,_,~ expn = oo olur.

2 < e oldugundan, her n > 0 igin 1/n > 27" > e~ " ve dolayisiyla lim, o exp(—n) = 0
olur.

limy, 00 n(n'/™ — 1) = 0o esitligini kanitlayin.
Kanit: A € N olsun. Onsav 10.2, 10.3 ve 10.5% gore terimleri (1 + A/n)" olan dizi
artarak exp A’ya yakinsadigindan, her n > exp A i¢in (1 + A/n)" < expA < n olur.
Buradan, her n > exp A igin,

A< nn" —1)
cikar. d
exp fonksiyonu polinomiyal bir fonksiyon degildir.
Kanit: p, derecesi d olan gercel katsayili bir polinom olsun. p’yi acik bigimde yazalim:

p(X) =po+mX +p2X* + -+ paX?.
p’yi bir n > 0 dogal sayisinda degerlendirelim:
p(n) = po + pin + pan® + - - - + pan®

sayisini buluruz. p'nin derecesi d oldugundan, pg # 0’dir. Cikan sayiy1 n%’ye bolelim:

p(n) _ Dbo P1 Pd—1
T _ﬁ+nd*1+..'+ + P4
elde ederiz. Simdi n’yi sonsuza gotiirelim:
. p(n
Jtim B2 = pato
bulunur. Ote yandan eger k > d ise,
lim 20—

n— oo ’rLk

bulunur ve k < d ise, pq’nin pozitif ya da negatif oluguna gore, +oo bulunur. Demek ki
p polinomunun derecesi,
. p(n)
nh_)rr;o il R\ {0}

iligkisini saglayan yegéane dogal sayidir. Dolayisiyla bir f fonksiyonunun polinomiyal
olmadigini kanitlamak igin, yukarida bulduklarimizin dogru olmadigini kanitlamak ye-
terlidir. Demek ki eger her k dogal sayisi icin,

lim &P

n—oo M

=00
oldugunu kanitlayabilirsek, o zaman exp fonksiyonunun polinomiyal bir fonksiyon ol-

madigini da kanitlamig oluruz. Bunun da kaniti kolay, ¢linkii her k£ > 0 dogal sayis1 igin
su olur:

o ni i k—
expn_zi_07;>2fj01?!:<zll 1 > 1 n

el R i %)
nk nk nk il mk—i

v B (k+1)!
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10.6 expz’in Yaklasik Degerini Bulmak

exp x’in yaklagik bir degerini bulmak igin,

. x x2 x"
expr=lim (1+—=+—+---+ —
n—00 1! 2! n!

esitliginden yararlanip, biiylik bir n sayisi icin, exp x yerine,

x  x? z"
1+ T + o + -+ P
sayisini hesaplayabiliriz. n’yi ne kadar biiyiik alirsak, exp z’e o kadar yakin bir
say1 buluruz. Ancak yaptigimiz hatanin tstsinirimi bilmezsek, bu kestirimiz
(vaklagik hesabimiz yani) uygulamada higbir ise yaramaz. Sosyologlar bile,
bir anket yayimladiklarinda hata payini, dérnegin, “sonuclarimiz %95 olasilikla
+%3 dogrudur” diyerek belirtirler... Once agina oldugumuz tiirden hesaplar
yaparak
x oz "
1+ T + Bl + -+ P

terimleri arasindaki fark: bulalim. n > m olsun.

n xi m xi n xi n |x‘z _— n |x|ifm71
> TG T2 | X ekt Y S
=0 =0 i=m+1 i=m-+1 i=m-+1
Ml ...
= (j+m+1)!
‘$|m+1 nil (m—l—l)! ’ ‘j
= —_— —_— T
(m+ 1! & G+m+1)
o[ IS Gl m+ D) Jaf
 (m+1)! = (G+m+1) j!
R R W
T (1) GFmAny
(m+1)! = (’ ’;L ) g
R L
(m+1)! = TS ) P
Demek ki,
no_; m. m+1
——Z,— < exp |x|
‘i:O 7! — 7! (m+1)!
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(Eger = > 0 ise tim mutlak degerler kalkabilir.) Her iki tarafin da n sonsuza
giderken (m sabit kalacak) limitini alalim. Sag taraf hi¢bir yere gitmediginden,

+

(£ £ < 2

elde ederiz. Limiti mutlak degerinin icine sokabiliriz (Onsav 5.2.iv):

m+1
s 35 -3 = e
yani,
mod m+1
expr — ;f‘ < (|Tiz|+1)!exp|x|
buluruz. Bu bize, exp x ile
PO i
1 2 m!

sayis1 arasindaki azami fark: veriyor. m ¢ok biiyiik bir say1 oldugunda bu fark
gorildiigii gibi kiiciliiyor. Bir sey kanitladik:

Sonug 10.10. Her x € R ve m € N igin,

M ||+
_ T
exp ; e (m+1)!exp|a:|
olur. g

Buldugumuz bu sonucun ne ige yarayabilecegini sorgulayabilir okur. Ni-
tekim, exp x sayisiyla exp z’in yaklagik degeri arasindaki farki, iginde exp |z|
bulunan bir ifadeyle sinirladik; biz zaten exp x’i tam olarak bilmedigimizden,
bu yaptigimiz ne ige yarayabilir ki? Yarar! |z|'ten biiyiikesit bir ¢ kesirli say1
bulalim. O zaman

exp |z| < expgq = e? < 31

olur (neden?) ve yukaridaki sonugtaki esitsizligi

mo_i m+1
x 2] ¢
expx—zﬂ _(m+1)!3
=0

olarak yazabiliriz. Ornegin exp 1’1, yani e’yi en fazla 1000’de 1 hatayla bulmak
istiyorsak, yukarida ¢ = z = 1 aliriz ve

m

expl—zzl'

=0

m

exp1—2$:

=0

3

=t )
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buluruz; ardindan,

3 1
<
(m+ 1)! ~ 1000

esitsizligini saglayan bir m bulmak gerekiyor. m = 6 yetiyor. Demek ki,

1 1 1
1+ﬂ+§+”'+@:2’7180555'”

sayisi e’'ye 1000°de 1 yakin, yani,

2,7170555 ... < e < 2,7190555. ..

Fena bir ig yapmadik dogrusu.

Tabii Sonug 10.10’dan daha ince ve daha dogru kestirimler yapilabilir. Ama

amacimiz bu degil.

Matematigin daha ileri safhalarinda, exp = ifadesi, daha dogrusu,

. x  x? z"
lim <1++2'+---+ >

ifadesi x, kare bir matrisken, ya da = bambaska uzaylardayken (6rnegin karma-
sik bir sayiyken) de anlamh olacak. Bunu dogru kilan n! sayisinin ¢ok biiyiik
bir say1 olmasidir, ayni olgu n! yerine érnegin n? alirsak dogru olmaz, nitekim,

. €T 2 23 "
lim 1+ﬁ+?+§+”‘+ﬁ

n—oo

limiti ancak ve ancak |z| < 1 ise vardir, yoksa dizi waksaktir. Ileride bu ve

benzer ifadeleri kanitlamanin kolay yontemlerini gorecegiz.

Aligtirmalar

10.19.
10.20.

10.21.

limp oo [ [ o(1 — %) limitini bulun.

Her z, y € Rigin, exp(z+y) = (exp x)(expy) esitsizligini kamtlayin. Bundan exp(—z) =
(expz)™! esitligini cikarin.

Her z € R ve her ¢ € Q igin, expgzr = (expx)? esitsizligini kamitlayin. (Bir onceki
aligtirmay1 kullanarak once ¢ € N i¢in, sonra ¢ € Z i¢in kanitlayin.)

10.22. Her x € R igin, expx > 0 esitsizligini kanitlayin.

10.23. Her z, y € R igin, eger = < y ise, expx < expy esitsizligini kanitlayin.

10.24. lim,— o exp(—n) = 0 esitligini kanitlaymn.

10.25. lim,— o exp(1/n) = 1 esitligini kamitlayin. (Dikkat: exp 0 = 1 esitligi yetmez, exp fonksi-

10.26.
10.27.

yonunun siirekli oldugunu (hatta stirekliligin tanimini bile) hentiz bilmiyoruz; tanimlara
geri déniin.)
e? sayismi en fazla milyonda 1 hatayla hesaplaym.

e sayisiin virgiilden sonraki k’inci basamag1 9 degilse, bu basamagi bulmak i¢in,
m
1
i=0

kestiriminde m ka¢ olmalidir?
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10.28.
10.29.

10.30.

10.31.
10.32.

10.33.

10.34.
10.35.

10.36.

exp e sayist en fazla on binde 1 hatayla bulun.
0 <a<1olsun. 1 —«a < exp(—a) esitsizligini kanitlaymn. ipucu:

a2n a2n+1

S )
2n)!  @Cn+1)! —
Sayfa 186’daki kaniti exp z = limp— o0 (1 4+ x/n)" esitliginin kanitina uyarlayabilir misi-
niz?
limp o0 €™ = 1 ve limp_ oo n(el/" — 1) = 1 esitliklerini kanitlayin.

Her = € R icin,
1
lim (n (exp (a: + 7) — exp x)) =expx
n—oo n

(nl/")n dizisinin“ zamanla azaldigimi kanitlayin. Buradan lim, nt/m =1 esitligini
kanmitlaym (bkz. Ornek 8.2).

limp, o0 (n + 1)1/"

Her z € R igin, terimleri

esitligini kanitlayin.

ve limn%oo(n!)l/m*l)! limitlerini bulun.

n 24 n x2i+1

Z(*l)iéi)! ve ;(*Ui (2i+1)!

1=0

olan dizilerin yakinsak olduklarimi kanitlayin (Ornek 15.29). Bu dizilerin limitleri sira-
siyla cos x ve sinz olarak yazilir. sin z + cos? z = 1 esitligini kanitlaym.

(zn)n, yakinsak ve pozitif bir dizi olsun. Limitin 0 ve 1’den farkli oldugunu varsayalim.
limy, 00 x}/" =1 esitligini kanitlayin. Limit 0 ya da 1 olursa ne diyebiliriz?

10.7 exp(x +y) =exprexpy

Bagliktaki egitligi kanitlayip bu egitligin 6nemli birkag¢ sonucunu verecegiz. Ka-
nitimizda okurun hoglanacagini umdugumuz giizel hesaplar yapacagiz. Bu tiir
hesaplarla arasi hog olmayan matematikci aday1 okurun dikkatlice okumasinda
sonsuz yarar vardir. Bolim 16’da Cauchy carpimini gordiigiimiizde, burada
yaptigimiz ¢cok daha basit bicimde gikacak.

Teorem 10.11. Her z, y € R i¢in, exp(x+y) = expxexpy esitligi gecerlidir.

Kamt: Kanitlamak istedigimiz egitligin sagindaki ve solundaki ifadelerin ikisi
de birer limit. Nitekim, soldaki ifade, exp fonksiyonunun tanimi geregi,

n

. (x +y)
2
1=

olur. Sagdaki ifade de, gene tanim geregi,

no n
. iy . Y
lim — lim =
n—o0o 7! n—00 Al
1=0 =0
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ifadesine esittir; ama bunu,

we ((552) (52))

olarak da yazabiliriz. Demek ki birinci limitle bu son limitin birbirine esit
oldugunu gostermeliyiz. Bir bagka deyisle,

= (S5 (55) - (557)) -

esitligini gostermeliyiz. Demek ki, terimleri

() (zn) (E)

olan dizinin (0’a yakinsadigin gostermeliyiz. Oldukca karmasik goriintimli bir
dizi... n = 0,1, 2, 3 icin dizinin terimlerini hesaplamakta yarar var.
n = 0 igin,
1-1=0

elde edilir.
n =1 igin,
(I+2)1+y) -1+ (@+y)] =1y

elde edilir.
n = 2 i¢in, ilk elde,

<1+m+$22> <1+y+y22> - [lﬂt(mnty)nt(w;y)2

elde edilir. Carpmalar ve sadelegtirmeler yapildiginda da geriye sadece,

kalir.
n = 3 igin, ilk elde,

a? a2 vy (z+y)? | (z+y)?
l4a4+—4+")(14y+Z=+Z )=|1+ (z+y) + +
( T 6)( YT 6> [ (+9) 2 6

elde edilir. Carpmalar ve sadelestirmeler yapildiginda da geriye sadece (!),

2 2 3,3

3 2,3 3
Ty T4y 2y 2y
+ 6 + 12 + 12 + 36

3 2
Xz
oy o'y
6 4

kalir.
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n = 4 i¢in sonucun ne g¢ikacagim bulmayi okura birakiyoruz. (Hesaplari
yapmakta ¢ok yarar vardir. Siddetle éneririz.)

Okur elini camura bulayip hesaplar1 gergekten yaparsa, iki ilging tespitte
bulunacaktir.

a. Birinci terimden ¢ikarilan ikinci terim tamamen sadelesmekte ve ortadan
kaybolmaktadir. Ornegin n = 3 durumunda,

:L‘2 $3 y2 y3

ifadesinden cikarilan

(z +y)? N (z+y)?

1
Haty)+— 5

ifadesinin her terimi birinci ifadede de aym katsayiyla bulundugundan sa-
delegerek yok olmaktadir.

b. Hesap sonucu bulunan ifadedeki terimlerin en kii¢iik derecesi giderek
biiytimektedir. Ornegin,

n = 1 i¢in 2'nci dereceden (zy),

n = 2 i¢in 3’iincii dereceden (22y/2+ ---)

n = 3 i¢in 4’iincii dereceden: (z3y/6 +---)
kalan bulunmaktadir. Okur hesaplar1 yaparsa n = 4 igin en kii¢lik derecesi 5
olan bir kalan bulacagini gorecektir.

Kalanin en biiytiik dereceli teriminin,

" y"
n! n!

oldugu belli.

Henitiz baglamadigimiz kanita devam edelim. x ve y iki sabit say1 olsun.
Birazdan bu sabit sayilar1 pozitif alabilecegimizi gorecegiz, yani teoremi pozitif
x ve y sayilar i¢in kanitlamanin yeterli oldugunu gorecegiz. Ama simdilik z
ve y herhangi iki gercel say.

€ > 0 herhangi bir gercel say1 olsun.

(Ea) ) &)

esitsizliginin dogru olmasi i¢in n’nin ne kadar biiylik olmasi gerektigini bu-
lacagiz. Kollar1 sivayip, mutlak deger igindeki canavari1 acalim ve birgok teri-
min sadelegecegini umalim.

€
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Canavar1 parga parca acalim. Once ilk ifade:

0 () -5 (B5)-S5w

ily!
i=0 i=0 j=0 "/
Simdi ikinci ifade:

> o
Z(lﬁ—;y) :Z j= i" :Z Txy

0<i<n, 0<j<n

=0 ' =0 ' i=0 j=0
n i il no i i,
_ PG i 'y
- I y = I l
: i i — j)
=0 5=0 =0 j=0
n ik k i

Il
ol 8
EAAS

Il
<|'

&~

|
8

il

s
Il
o
.
¥
bl
Il
-

0<j+k<n 0<i+j<n

Ve simdi o kapsamindaki ifadeleri kisaltmak amaciyla
A={(i,j):0<i<nm,n<i+j<2n}
tanimini yapip iki ifade arasindaki farka bakalim:

(Zu> (,zog!>_<z( i!y)>: > i!;‘/! 2 z‘!jl'/!

i=0 1<i,5<n 0<i+j<n

=X 3

(i,5)€n

z'j

Goriildiigii ve denemelerimiz sonucu tahmin ettigimiz gibi derecesi n’den kiicii-
kesit olan terimler kayboldu ve geriye dereceleri n+ 1’den 2n’ye kadar uzanan
terimler kaldi.

Hesaplarimiz sonunda buldugumuz ifadenin mutlak degerinin €’dan kiigiik
olmasi i¢in n'nin ne kadar biiylik olmas1 gerektigini bulacagiz (belli bir N
sayisindan biiyiik olacak, igte o N’dir bulmak istedigimiz.)

U(;gen esitsizliginden,

Z 2|37 |

ilg!

il

bulunur. Dolayisiyla sagdaki terimi €’dan kiiglik yapmaliy1z ve dolayisiyla x ve
y sayilarinin pozitif olduklarini varsayabiliriz ve dolayisiyla mutlak degerleri
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kaldirabiliriz. (z ya da y sifirsa yukaridaki toplam da 0’dir ve kanitlayacak bir
sey kalmaz.) Bundan boyle, =,y > 0 sayilar: igin,

1g/J
o

5!

ifadesini (n’yi yeterince biiyiik alarak) e’dan kiigiik yapmaya ¢aligacagiz.
x ya da y sayilarindan biri digerinden biiyiikesittir. Diyelim z, y’den bii-
yiikegit olsun. O zaman,
<X

il
— ilj!

P

ifadesi yukaridaki ifadeden biiyiikesittir. (Formiiliin bagina koydugumuz “<”
simgesi, bir 6nceki formiilden devam ediyoruz anlamina geliyor.) Demek ki bu
son ifadeyi e’dan kiigiik yapmahylz. Bu son ifade de guna esit:

B A z']' Z+j)!_ A i )i+

i ve j'yi n ile simirlamazsak daha biiytik bir ifade buluruz, yukaridaki hesabi

devam ettirelim: w
t+35\ =¥/

< .

< ¥ (V)i

n<i+j<2n

Simdi bu son ifadeyi €’dan kiiciik yapmaliyiz. z*’larin katsayilarimi bir paran-
tezde toparlayarak bu son ifadeyi g0yle de yazabiliriz:

2n k k xk 2n $k 2n 2$k
- Z <Z<Z>>k'_ Z zkﬁ: Z (k‘)

k=n+1 \i=0 k=n+1 ) k=n+1

€’dan kiigiik yapmamiz gereken bu son ifadeye alic1 gozle bakalim. Bir gey anim-
satiyor mu? (“Evet” deyin!) exp 22’e yakinsayan dizinin terimlerini animsiyor
musunuz? exp fonksiyonunun tanimini animsatalim:

n k
2
exp 2z = lim E ( ]Z)

n—o0

Yani, terimleri

zn: (22)*
k!
k=0
olan dizi yakinsak bir dizidir (exp 2z’e yakinsar) ve yakinsak oldugundan bir
Cauchy dizisidir. Bu ytizden, 6yle bir N vardir ki, her m > n > N igin,

 (22)F S (22)F
k! _Z k!
k=0 k=0
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fark: €’dan kiigiik olur. Eger burada m = 2n alacak olursak, her n > N igin,

k=0 k=0
farki, yani
5 e
k=n-+1 !
toplami e’dan kiiciik olur. Istedigimiz en sonunda kamtlanmistir. g

Bu 6nemli teoremin 6nemli sonuglarini irdelemeden 6nce kanitina bir goz
atalim. Kanitta elde edilen

) D gl "Lyt ~(z+y)t)
m((£9)(£1) £ -

yakinsakligin aslinda gergel sayilarla pek ilgili olmadigini gordiintiz mii? = ve
y’nin birer say1 olduklarii unutun ve bunlari iki bilinmeyenli (ya da degiskenli)
bir polinomun degigkenleri olarak gorelim.

(20) () &

1=0 =0 =0

ifadesini hesaplamak icin yaptigimiz iglemlere yakindan bakacak olursaniz, her
2’y teriminin belli bir n’den sonra kayboldugu goriilecektir. Nitekim, exp
fonksiyonu bambaska uzaylarda da tanimlanacak ve bu béliimde kanitladigimiz

exp(z +y) = (expz)(expy)

esitligi bu uzaylarda da gecerli olacaktir. Simdi teoremin 6nemli sonuglarini
¢ikaralim:

1
exp

Sonug 10.12. exp0 = 1 ve her z € R i¢gin exp(—z) = olur.

Kanit: Birinci esitlik aslinda exp 2’in tanimindan belli: Bu tanimda z = 0
almak yeterli.
Ikinci sonug bunun bir sonucu:

1 =exp0 =exp(z —x) =exp(z + (—z)) = (exp z)(exp(—x)).
Demek ki exp(—x) = (expz)~!. O

Sonug 10.13. Her x € R i¢in, expx > 0. Hatta ejer x > 0 ise expz > 1,
yoksa 0 < expx < 1.
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Kanit: Eger z > 0 ise, expx’in pozitif, hatta 1’den biiyiikesit oldugu tani-
mindan ve her geyinden belli:
n
(1+§> > 1.
n

Bir bagka kanit: Eger « > 0 ise,

42,7 o
ittt 2l

Eger x > 0 ise, —x > 0 oldugundan, bu bulgudan ve Sonug 10.12’den,

1
expr = ——— >0
exp(—)
cikar. Kanitlamamiz gereken exp x < 1 esitsizligi de bundan cikar. g

Sonug 10.14. exp kesin artan bir fonksiyondur, yani x < y i¢in expx < expy
olur.

Kanit: Teorem 10.11°den ve Sonug 10.13’ten,

expy = exp (x4 (y — z)) = (expx)exp (y —z) <expx

bulunur. O

Sonug 10.15. Her z € R ve her q € Q i¢in expgr = (expx)? ve dolayisiyla
expq = efd.

Kanit: Once ¢’niin bir dogal say1 oldugunu varsayalim. Bu durumda sonug,
q iizerine tiimevarimla, teoremin dogrudan bir sonucu olan,

exp (¢ + 1)z = exp(qx + z) = (exp gx)(expx)

esitliginden gikar.
Simdi ¢ € Q> olsun. a,b € N icin ¢ = a/b yazalim. O zaman, yukarida
yapilana gore,
(exp qz)” = exp bgz = exp ax = (exp x)*

olur ve exp hep pozitif oldugundan,

exp qr = (exp a:)“/b = (expx)?
elde edilir.
q¢ € Q<Y durumu, bundan ve Sonu¢ 10.13’ten cikar. Ayni sonug Sonug
10.9’dan da cikar. O

Alistirmalar

10.37. Bir kumarbaz kazanma sansinin milyonda 1 olan bir oyunu 1 milyon kez oynuyor. Ku-
marbazin tek bir oyun bile kazanamama olasilig1 asag1 yukar: kagtir?
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10.8 e Sayis1 Hakkinda

Bu altboliim acelesi olan okur tarafindan atlanabilir. Gene de boliimiin igeriginin
farkinda olmasinda yarar vardir.

10.8.1 e Kesirli Bir Say1 Degildir

Bagliktaki 6nermeyi kanitlayacagiz. Aslinda bu énermeden ¢ok daha giiglii bir
onerme dogrudur: e sayisi sadece kesirli olmamakla kalmaz, cebirsel bir say1
bile degildir, yani hi¢cbir n > 1 ve ag,...,a,—1 € Q igin,

ap +aje+ -+ ae' + -+ ag_1e" e =0

esitligi saglanmaz. Cebirsel olmayan sayilara agkin sayilar denir. e’nin agkin-
ligim1 1873’te Charles Hermite kamitlamistir ve e, tarihte askin oldugu kanitla-
nan ilk sayidir. 7’'nin agkinligin1 daha sonra, 1882’de Ferdinand von Lindemann
kanitlamigtir. Ama Hermite’in teoremini kanitlamak ¢ok zor oldugundan, biz
sadece bagliktaki 6nermeyi kanitlamakla yetinecegiz.

Teorem 10.16. e kesirli bir sayr degildir.

Kanit: Sonug 10.9’da kanitladigimiz

n
lim - =€
n—00 7!
i=0
esitligini kullanacagiz. e’nin kesirli bir say1 oldugunu ve p ve g pozitif dogal
sayilar1 i¢in p/q sayisina esit oldugunu varsayalim. Demek ki,
n

|
'e—hmzq q'+ + + —|—hm Z%

n—00 n—00
i=q+1

olur. Hem ¢le hem de esitligin sag tarafindaki ilk toplamlar dogal say1 olduk-
larindan, kuyruktaki

limiti de bir dogal sayidir. Toplamdaki terimleri sadelestirirsek,

n

1
R=lim > .
oo Lt (g 1) (g4 )

sayisinin bir dogal say1 oldugunu buluruz. Ama j > 1 icin,

1 o1
(q+1)---(g+7) (¢g+1)
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oldugundan,
n

1
R< I —
<l o

olmali. Sag taraftaki limiti hesaplamay biliyoruz (bkz. Teorem 6.2):

" 1 " 1\’
< R S
. nlinéo — (g + 1)) nhi]%oz<q+1>
1 " 1\’ 1 1 1
- lim § =- <1
q+1n—>oo q+1 q—i—ll—— q

q+1

R pozitif dogal sayisimin 1’den kiigiik oldugunu kanitladik! Daha neler! O

Biraz Tarih. Lindemann aslinda e sayisiyla ilgili cok daha genel bir teorem kanitlamigtir:
Eger 0 # « cebirselse (yani katsayilar1 Q’da olan ve 0 olmayan bir polinomun kékiiyse), e
sayist agkindir (yani cebirsel degildir). Kanitlamadigimiz ve bu ders notlarinda kanitlamaya-
cagimiz (ama kitabi ¢ok degil yirmi sayfa daha uzatarak kanitlayabilecegimiz) meghur Euler
esitligine gore '™ = —1 oldugundan, im cebirsel olamaz, dolayisiyla 7 de cebirsel olamaz...

Bundan da, sadece gentiksiz cetvel ve pergel kullanarak, verilmig bir dairenin alanina
esit bir karenin cizilemeyecegi gikar...

Madem ki e ve 7 cebirsel degil, o zaman e + 7w ve err sayilarinin her ikisi birden cebirsel
olamaz, yoksa, hem e hem de 7,

2’ —(e+mz+er=0

denklemini saglard: ve her ikisi birden cebirsel olurdu... Tabii bu akil ytiriitme, e + 7 ya da
em sayilarindan hangisinin agkin oldugunu séylemiyor. Her ikisi birden de agkin olabilir ve
muhtemelen de Oyle.

1897°de ABD’nin Indiana eyaleti az kald1 7’yi kesirli bir say1 olarak kabul eden bir yasa
cikariyordu. Rastlant1 eseri o anda mecliste bulunan bir matematik¢i rezaleti engellemigtir.

10.8.2 Bilesik Faizler

Bankaya A lira yatirdigimizi ve bankanin yiizde yiiz faiz verdigini diisiiniin. Bir
yil sonunda bankada 2A liraniz olur. Eger banka %15, yani 0,15 faiz verseydi,
o zaman yil sonunda bankada A + 154/100 liraniz olurdu, ilk yatirdigimz A
lira ve buna ilaveten faizden gelen 154/100. Bankanin yillik faizi z ise, (%100
faiz x = 1 demektir) bir y1l sonra paraniz Az artar ve toplam

A+ Az = A(1 +2)

kadar paraniz olmus olur. Paranizi bankadan ¢ekmez de, faiziyle birlikte bir yil
daha bekletirseniz, o zaman ikinci yilin faizi bu A(1 4 x) istiinden hesaplanir
ve ikinci yilin sonunda

A +2z)(1+z) = A(1 +z)?
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kadar paraniz olur. Faizine hi¢ dokunmadan parayi bankada n yil birakirsaniz
ve faiz bu n yil i¢inde degigmezse, n yil sonra bankada,

A1+ 2)"

liraniz birikmis olur.
Simdi de bankanin faizi miigterilerine alt1 ayda bir 6dedigini varsayalim. O
zaman, alt1 ay sonra bankadaki paraniz

A(1+g)

lira olur, ¢linkii yillik faiz z ise, alt1 aylik faiz bunun yaris1 kadar, yani /2’dir.
Eger bu para bir sonraki alti1 ay boyunca da bankada igletilirse, o zaman ban-
kadan z’ten daha fazla yillik faiz alirsimiz, ¢iinkii banka, ikinci alt1 ayda ilk
alt1 ay sonunda verdigi faize de faiz igleyecektir. Boylece yil sonunda paraniz

A<1+§>2

lira olur ki bu da elbette yillik 6denen z faizden daha fazla para getirir.
Ya faiz ii¢ ayda bir 6édenirse? O zaman bir yil sonra,

A<1+£>4

liraniz olur. Eger faiz her ay 6denirse ve anaparaya ve faizine hi¢ dokunmaz-

saniz, yil sonunda,
Al1s® 12
( * 12)
kadar paraniz olur. Faiz giinliik de 6denebilir ve o zaman bankada yil sonunda
T 365
A1+ 35)
* 365

kadar paraniz birikir. Genel olarak, eger faizler yilda n kez 6denirse, o zaman

n

kadar paraniz birikir. §imdi, yil baginda 1 liramzin (A = 1) ve faizin %100
(x = 1) oldugunu varsayalim. O zaman yil sonunda bankada

(1)

liraniz olur. n ne kadar biiyiikse, yani banka faizi ne kadar sik oderse, yil
sonunda bankada biriken paraniz o kadar artar. n’yi sonsuza gotiiriirsek, e
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buluruz. Yani banka paramzi %100 faizle igletirse ve faizi her an oderse, o
zaman yil sonunda,
e=27T1828...

liraniz olur. Faizin ne kadar siklikla 6dendigi pek biiyiik bir fark yaratmiyor:

Yillik: 2 10 glinliik:  2,68200
6 aylik: 2,25 5 giinlitk:  2,699894
3 ayhk: 244141 1 giinlikk: 2,71457
1 ayhk: 2,61304 stirekli: 2,71828

10.8.3 ¢ Sayisinin Farkli Gosterimleri

Bu altboliimde, okurun merakini gidiklamak amaciyla, e sayisinin gesitli goste-
rimlerini kanitlamadan verecegiz.
Asagida, > 0 x; ifadesi,

n
lim g T;
n—00 4

=0

anlamna kullanilacaktir. Once bildiklerimizi yazalm.

1\" 1 1\
o=t (1) =3 g =pm (1)

=0

o \ -1 . o o\ 1/2
B (—1)¢ s 2 /2 B o1
_<z_; il = pm (1) = z_%' '

Benzer esitlikler:

o0 -1 [e'e] o0
1—-2s 1 1+ 1 1+ 1
=(2 SRS
| | |
<@-:o (2i) ) 24 i £ (20 +1)
2
_i 3 — 42 i9i2+1 (i 4i+3 )
=20 1) YR 9211 (9; L 1)
=20+ 1)1 = (3i) £ 224121 + 1)
S
CLa2.gl < gl 15 - 4!
=1 =1 =

Bu tiir esitlikler cogaltilabilir.
Bir bagka tiirden belki ama gene de standart sayilabilecek bir esitlik:

n+1 n
e = lim (n+1) B n
nn (n—1)n—1
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n-inci Bell sayisi, n elemanlh bir kiimenin toplam parcalanig sayisidir, yani
kiime iizerindeki degisik denklik iligkisi saywsidir. (Bu ad tinli Isko¢ mate-
matikgi yazar Eric Temple Bell’in (1883-1960) onuruna verilmigtir.) Ornegin,
n = 3 ise, {1,2,3} kiimesinin parcalaniglar,

{1,2,3};
{1}, {2,3h
{2}, {1,3}
{34 {1,2}
{1}, {2}, {3}

olmak {izere 5 tanedir, yani p3 = 5. Ilk Bell sayilar soyledir:
1,1,2,5,15,52,203,877,4140,21147,115975.
Bell sayilar1 arasinda kanitlamas: oldukca kolay olan su iligki vardir:
" /n
Bpi1 = ;} <i>BZ-.

Biraz once verdigimiz esitlikler soyle genellestirilebilir:

1
Bn:gZ%.

1=0

Simdi tuhaf bir esitlik verelim. px, k'inc1 asal olsun. (")rnegin pL = 2, po = 3,
p3 = 5 vs. Eger n > 2 bir dogal sayiysa, nf, n’den kiigiikesit asallarin ¢arpimi
olsun. Ornegin,

paf =T =2x3 x5 x7=210.

Simdi carpici egitligi verebiliriz:

e = lim (ppt)'/P.
n—oo
Bir sonraki altboliimde e’nin neden ilging bir say1 oldugu bir kez daha giin
yliziine gikacak. Buna baglantili olarak: 1/n kazanma olasiligiyla kumar oy-
nayan bir kumarbazin n kez oynadiginda hi¢ kazanmama olasiligi, n biiyik
oldugunda, yaklagik 1/e’dir.
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10.8.4 Yer Bulma Olasihigi

Kendi adlarini okuyacak kadar bile okuma yazmasi olmayan n kisi bir ziyafete
davet edilmigler. Davet eden kisi, davet edilenlerin okuma yazma bilmedigini
tahmin edemediginden, ziyafet masasindaki yerleri belirlemek i¢in konuklarin
adlarimi bir kartona yazip tabaklariin iistiine koymus. Hicbir seyin farkinda
olmayan ve varmayan konuklar masaya rasgele yerlesmigler. En az bir kiginin
dogru yere oturma olasiligr kagtir?

Yanit1 6nce kiigiik n’ler igin bulalim. Belki bir fikir verir. (Acemice bir
yaklagim!)

n = 1 ise, gelen tek davetlinin yanlig yapma ihtimali yoktur, mecburen
kendisine ayrilan yere oturacaktir. Bu durumda en az bir kisinin dogru yere
oturma olasilig1 1°dir.

n = 2 ise, ya ikisi de dogru ya da ikisi de yanhs oturacaktir; olasihik %50,
yani 1/2dir.

n = 3 ise gesitli yerlesme bigimlerini gizelim. Sol tarafa kisileri 1, 2, 3 diye
yazalim, sag tarafa da kartonda yazan adlari. Ok da kiginin oturdugu yerin
kartonunu gostersin. Iste 6 durum:

| N N T N T D T N
2—2 2542 23542 2> 240 a2
33 37%X3 373 33 37%3 343

Sadece ilk 4 yerlesmede en az bir kigi dogru oturmus. Son iki yerlesmede
herkes yanlig yere oturmus. Demek ki en az bir kiginin dogru yere oturma
olasilig1 4/6, yani 2/3. Olasilik bu sefer artti.

Simdi n = 4 olsun. Yukaridaki gibi gekil yaparsak, ¢ok uzar, igin i¢inden
c¢ikamayiz. Yerlesimleri daha cebirsel bir bicimde simgeleme yontemi bulmali-
y1z. Yukaridaki 6 yerlesimi goyle gosterelim:

R s P e P B T L B SR I

22 2y 2 234 120 2 axp

33 37%3 3/7%3 33 37w3 383
( ( (

(12)3)  (1)23) 13)(2) (12)(3) 123) 132)

Ornegin (123) yerlesimi, 1 numarali konuk 2 numarali iskemleye, 2 numarali
konuk 3 numarali iskemleye ve 3 numarali konuk 1 numarali iskemleye oturu-
yor demektir. (13)(2) ise 1 numara 3 numaranin yerine, 3 numara 1 numaranin
yerine oturmusg ve 2 numara da kendi yerine oturmusg demektir. Kendi numa-
rasina oturanlar1 hig gostermesek de olur. O zaman (13)(2) yerine kisaca (13)
yazabiliriz. Herkesin kendi yerine oturdugu durumu da Id olarak gosterelim.
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Bu anlagmayla n = 4 igin tiim durumlar teker teker yazabiliriz:

1d,

(12), (13), (14), (23), (24), (34),

(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Sadece ilk ii¢ satirda en az bir kigi kendi yerine oturmug, yani toplam 24
durumun 15’inde. Olasilik bu sefer 15/24 = 5/8 bulunur. Bir 6nceki olasiliktan
daha disiik.

Bir de n = 5 igin bulalim ama bu sefer daha ¢abuk olalim. (Bu, matematik
yapalim demektir!) En az 1 kiginin dogru yerlestigi yerlesimleri sayalim:

Id: 1 tane.

Tipi (12) olan yerlegimler, yani tam 3 kiginin dogru yere oturdugu yerle-
simler, bunlardan toplam

5
(2) 10

Tipi (123) olan yerlegimler, yani tam 2 kiginin dogru yere oturdugu yerle-

simler, toplam
5
x 2=20
(5

Tipi (12)(34) olan yerlesimler, toplam

0@ .

tane var.

tane.

tane.
Tipi (1234) olan yerlesimler, toplam

(i) x 3! =30

1+10+20+15+30=76

tane.
Demek ki

degisik yerlesimde en az 1 kisi kendine ayrilan yere oturuyor. Toplam yerlesme
sayist da 5! = 120 oldugundan, bu durumda olasilik 76/120 = 19/30’dur. Bu
sefer olasilik artti, ¢clinkii

ot

19

8 30
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Buldugumuz olasiliklar teker teker yazalim:

n =1 icin 1,

n =2 i¢in 1/2,

n = 3 icin 4/6,

n =4 igin 15/24,
n =5 igin 76,/120.

Sanki hicbir kural ya da formiil yok... Var ama. Bulacagiz. En azindan pay-
daya n! koyabilecegimiz belli! Bunun nedeni ¢ok bariz olmali: Toplam yerlesme
sayist n! ¢linkl ne de olsa n kigi ve n yer var, dolayisiyla n elemanl bir kiime-
nin eglemeleri s6z konusu. Bu toplam n! tane eglemenin kaginin en az bir ele-
mani sabitledigini bulmaliyiz. Bu sayiy1 n! sayisina boldigiimiizde istedigimiz
olasilig1 buluruz.

{1,2,...,n} kiimesinin eglesmelerinden olusan kiimeye S,, diyelim. |S,| =
n! oldugunu biliyoruz.

T;, Sy, nin, i sayisi sabitleyen eslemelerinden olugan kiime olsun. Ornegin
eger n =4 ve t = 2 ise,

Ty = {1d, (13), (14), (34), (134), (143)}

olur. |T;| = (n—1)! ¢iinkii 7; kiimesi, n — 1 tane elemani olan {1,2,...,n}\{i}
kiimesinin eglemelerinden olusur.
Hesaplamak istedigimizin,

n
Uz
i=1

kiimesinin eleman sayisi olduguna dikkatinizi ¢cekerim. T;’lerin bir resmi asa-
gida.

Ty

T
T N

Ts

Eger degisik #’ler i¢in T; kiimeleri kesigmeseydi, bu birlesimin eleman sayist
tam tamina 7; kiimelerinin eleman sayisinin toplami, yani

n
> I
=1
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olurdu. (|7;| = (n — 1)! oldugundan, bu toplam tam n! olur.) Ama maalesef
T;’ler kesisiyorlar.
T; j, hem i’yi hem de j’yi sabitleyen eslemelerin kiimesi olsun, yani

T, =TNT,
olsun. Eger i # j ise,
T4l = (n—2)!
olur.
Ty
T3
T.
T, 4
15
Bu tamimu genellegtirelim. i1,...,4; € {1,...,n} gostergecleri icin, T, i,
kiimesi Sy ’nin i1, . . ., i sayilarin sabitleyen eglemelerinden olugan kiime olsun.
Yani
T, =15, NTi, NN T,
olsun. Eger i1, ..., sayilar: birbirinden degisikse,
Tis,..six| = [Sn—k| = (n — k)!
olur.

T Tip3

T
T }

Ty

Elbette, ornegin, 11 42 = T4 12 = T2 41 = T124. Bundan boyle T;, _ ;, yazli-
min1 sadece
1< <o <... < <n

esitsizligini saglayan 41,49, ..., gostergecleri icin kullanacagiz.
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T;’lerin birlesiminin eleman sayisimi bulmak icin [N1]’de kanmitladigimiz

I¢indelik-Digindalik Teoremi’ni kullanacagiz:

U

11 <i2 11 <t2<13
yani

= Z(—l)k Z ‘Tih---,ik|

k=1 1<ir<...<ip<n

U

Bu teoremi durumumuza uygulayalim. Eger

1<y <in<... <y, <n
ise, gostergecler birbirinden degisik olacagindan,
T | =[St = (n = k)!
esitligini biliyoruz. Ayrica her k' =1,...,n i¢in, tam
n
(+)
tane 1 <41 <o < ... <1 < n egitsizligini saglayan

{i1,92, ..., ik}

kiimesi oldugunu biliyoruz. Demek ki,

L:JT =S (§)

k=1
olur. Bu sayiy1 daha tikiz bir bicimde hesaplayalim:

Ur =Z(—1>’“(Z)<n—k>'
i=1 k=1
n nl
_g( 1)kk!(n—k)'(n k)t
" n! “L(=1)k
_Z<_1)kg —nl ( k')
k=1 k=1

buluruz. Demek ki, hesaplamak istedigimiz olasilik,

Ui il <=~ (=D)F
n! _kz k!
=1

olur. Istedigimizi bulduk.

:Z‘Tl‘_ Z ‘Tih’i2|+ Z ’Ti1,i27i3‘_”'
7
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Ancak, n ¢ok biiyiikken, 6rnegin n = 1000 iken ya da n = 1.000.000 iken
bu sayiy1 hesaplamak cok zordur. Matematikciler bu gibi durumlarda n’yi
sonsuza gotiiriirler ki n ¢ok biiyiikken yaklagik bir deger bulunabilsin. Ayni
seyi faiz hesaplarinda da yapmistik. Yukarida n’yi sonsuza gotiiriirsek e~!
buluruz (bkz. Sonug 10.9).

Teorem 10.17. Rastgele eslenen n ¢iftten en az birinin kendi esiyle eslenme

olasiligi, n sonsuza giderken 1/e’ye yakinsar, yani n ¢ok biyikken bu olasilik
yaklagik 1/e’dir. O

Ik Goriiniige Aldanma! f(n) = [¢®/2~1/20] 41 olsun. Buradaki [z], 2’in
tamkismini ifade etmektedir. f(1), f(2), ..., f(9) degerleri soyledir:

1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55;

yani Fibonacci dizisinin ilk sayilari. Ama bir sonraki deger f(10) = 144
olur! Demek ki neymis? Ilk goriiniigse aldanmamak lazimmusg!
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Yakinsaklik konusunu birkag 6rnekle percinleyelim. Orneklerden bazilarimi gec-
miste gormiigtilk ama burada degisik yontemler deneyecegiz.

Ornekler

11.1.

Eger a > 0 ise limy, o0 a'/™ =1.

Kanit: Eger a = 1 ise kanitlayacak bir sey yok. Bundan bdyle a # 1 olsun.

a > 1 durumunda esitligi kanitlamamiz yeterli, nitekim bu durumda kanitladigimizi
varsayarsak, 0 < a < 1 ise, b = 1/a olsun; o zaman b > 1 olur ve

/m 1 1 1

=lim —— =-=1

lima bi/m T Lhmbl/n 1

elde ederiz.
Bundan bdyle @ > 1 esitsizligini varsayalim.
(a'/™),, dizisi azalan bir dizidir, ¢iinkii

esitsizliginin taraflarinin n(n + 1)’inci kuvvetini alirsak, bu esitsizlikle,

n

1
a” <a"t

esitsizliginin birbirine denk olduklarini goriiriiz; ama a > 1 oldugundan bu son esitsizlik
dogrudur. (al/")n dizisi ayn1 zamanda pozitif bir dizi oldugundan, dizi yakinsaktir.
Simdi de dizinin limitini bulalim. Dizinin limitine z diyelim. ¢*/™ > 1 oldugundan,
x > Ddir. (a'/?"),, dizisi (a'/™), dizisinin altdizisi oldugundan, (a*/?"), dizisi de z’e
yakinsar. Bu zekice gézlemden «x’i bulacagiz.

2

z° = (lima =lima®?" =lima'/"

]./2TL)2 —

esitliginden dolay1, 2 = z buluruz. Ama x > 1 oldugundan, buradan = = 1 cikar.

Climy oo nt/m = 1.

Kanit: Dizinin bir zaman sonra azalan oldugunu kanitlarsak o zaman dizinin yakinsak
oldugunu da kanitlamig oluruz. Kanitlayalim.

1 1
(n+1)»+1 < nn»
esitsizliginin her iki tarafinin da n(n 4 1)’inci gliciinii alacak olursak, bu esitsizlikle,

(TL+ 1)71 S nn+l
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esitsizliginin denk olduklarini goriiriiz. Simdi bu son esitsizligi n"™’ye bolecek olursak,

bu son egitsizlikle,
()
1+—-) <n
n

esitsizliginin denk olduklarini goriiriiz. Ama sol taraftaki

)

terim n sonsuza gittiginde (e sayisina) yakinsar, dolayisiyla bir zaman sonra
1 n
(1 + *) <n
n

Dizinin yakinsak oldugunu artik biliyoruz. Limite x diyelim. Dizinin terimleri de z,
olsun:

esitsizligi dogru olur.

™ ve lim n'/" =z > 1.
n—r oo

1
Tn =1
Ama (x2n)n, (5 )n dizisinin bir altdizisi, dolayisiyla bu altdizinin limiti de « olmal. Bu
zekice gozlemi ve Ornek 11.1'i de kullanarak z’i bulacagiz:
@ =1im z2, = lim(2n)"/?" = lim(2"/?"n*/?") = lim((v2)"/" (n*/™)"/?)
=1im(v2)"" lim(n*™)*? = lim(n'/™)"/? = (lim n'/™)"/? = 2'/2.
Dolayisiyla 22 = x ve & > 1 oldugundan, z = 1 bulunur.

11.3. limn oo (14 5)" =1
Kanit: ¢ > 0 olsun.

n2
lim (1 + %) =e.
n—oo n

oldugundan, yeterince biiylik n icin,

2\ 1/n
1 " 1 " 1/n
1§(1+§) —<<1+nQ) ) <(e+e¢)

olur. Ornek 11.1% gore en sagdaki dizi 1’e yakinsadigindan, istedigimiz sonug Sandvig
Teoremi’'nden ¢ikar (Teorem 5.1).
2
11.4. limpooo (14 1) = oo,
Kanit: e —1 > € > 0 olsun.
1 n
lim <1 + 7> =e.
n— oo n

oldugundan, yeterince bliytik n igin,
2

1 n
— )< 14+ =
olur. e — € > 1 oldugundan, en soldaki terim sonsuza gider.
. —1\" 1
115, limnooe (352)" = &

Kanit: Asagida. (Okun, yani — iminin anlami belli: n sonsuza giderken dizinin limiti
anlamina geliyor.)

n—1 n_ n+1-—2 n_ 1_ 2 "
1+n B n+1 a n+1
n+1 —1
=(1- 2 X (1— 2 —eixl=¢2
n—+1 n+1
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T+4n
Kamnit: Parantezin i¢indeki ifade 1’den kiigiik olan 3/4’e yakinsar. Eger 3/4 < a < 1

ise, belli bir agamadan sonra,
3n—5\"
0< "
< (8222) <

olur ve sag taraf 0’a yakinsadigindan sonu¢ bulunur.

. 3n-5)\" _ -4
11.7. limy oo (7+3n) =e °.

11.6. limy, o (3"—5)" —0.

Kanit: n degiskenini degistirerek (6nce m = 7 + 3n, sonra p = m/3) limiti alinmasi
gereken ifadeyi daha asina oldugumuz bir sekle getirelim:

3n—5\" (m—12\"%  [(m—12\F (m—12
7T+3n) m n m m
PR oy »
() () e
m 3p p

(Bkz. Onsav 10.5.) Buradaki ~ igareti “aymni limiti var” anlamia gelmektedir.

m
3

Alistirmalar

11.8. Agagidaki limitleri hesaplayin:

1/n n n 2n
lim l , lim 1+ i , lim (11— l , lim 1+ i .
n— 00 n n—r oo 2n n—o00 n n— oo 5’[’L

11.9. lim, oo (nL_H)n ve limy, o0 (%)n limitlerini hesaplayin.

11.10. (n!/n™),, dizisinin bir zaman sonra azaldigini ve 1’den kii¢lik oldugunu kamtlayin.
limy,— 00 n!/n™ = 0 esitligini kamtlaymn.

11.11. a1 = V6 ve k > 1 icin,

ar+1 = V6 +ag

olsun. ag, as ve a4’li yazin. lim, o an, = 3 egitligini kanmitlayimn. ipucu: Dizi artar ve
6’dan kiicliktiir.

11.12. a >0, a1 = v/a ve k > 1 igin,

ar+1 = V6 +ag

olsun. (an)n dizisinin yakinsak olmasi igin a’nin alabilecegi degerleri bulun.






12. Sonsuza Iraksayan Diziler
ve Sonsuzlar

Bu boéliimde, bagliktan yanlighkla anlagilabilecegi gibi sonsuzlugu filan tanim-
lamayacagiz. Sonsuzlugun analizi kiimeler kuramina aittir ve [N3]’te yapilmig-
tir. Bu boliimde iki gsey yapacagiz: Bir, sonsuza (giden degil) gitmeye egilimli
dizileri inceleyecegiz. 1ki, bagi sonu olmayan gercel sayilar kiimesinin en bagina
ve en sonuna, yapay bir miidaheleyle ve sadece ve sadece duyularimizla daha
uyumlu olmak amaciyla oo ve —oo gibi iki “anlamsiz gsey” ekleyecegiz.

12.1 Sonsuza Iraksayan Diziler 11

Her terimi .

_L ol
=775 n

olan dizinin stirekli artan bir dizi oldugu belli, ¢iinkii ne de olsa bir sonraki
terim bir 6nceki terime pozitif bir say1 eklenerek elde ediliyor. Benzer gekilde,

her terimi
1 1 1

yn=§+?+---+$

olan dizi de stirekli artar. Ancak bu iki dizi arasinda 6nemli bir fark vardir,
ikinci dizi iistten simirhidir, ¢linkii her n icin,

Un < 2

esitsizligi saglanir, oysa birinci dizi tstten smirli degildir, yani her sayiy1 bir
zaman sonra agar; nitekim, Altboliim 7.2’de, her n dogal sayis1 igin,

Ion 21—{—71/2

esitsizligini kanitladik; dolayisiyla dizinin terimleri zamanla her sayiy1 asar
ve dizinin bir limiti olamaz. (x,), dizisi zamanla her sayiy1 agmakla kalmaz,
bir defa bir say1iy1 agti mi1, ayni sayiy1 siirekli agar. Bu tiir dizilerin sonsuza
wraksadigr soylenir. Matematiksel tanim goyle:
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Tanim. (z,)y, bir dizi olsun. Hangi A sayis1 verilirse verilsin, eger her n > N
icin,

T, > A
esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (x,), dizisinin sonsuza
(c0’a) waksadigl ya da sadece raksadigi soylenir ve bu,

lim z, = co

n—,oo
olarak yazilir.
%23 A IN+1
—————e% ¢ —90¢ 9o —| —¢ —>
X0 X100 Y66 X5 T

Eger n > N ise, x, burada

Bir dizinin sonsuza gitmesi icin, A hangi sayi olursa olsun,
belli bir gostergecten sonra dizinin terimleri A’y gecmeli.

Demek ki boliimiin baginda verdigimiz ornekte,

) (1 1 1>
lm - 4+=-4+--+—) =00
n—soo \ 1 2 n
“egitligi” sozkonusu. Benzer bigimde,
0,1,2,3,4,5,6,...
dizisi de sonsuza iraksar elbet. Ancak,
0,1,1,1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,1,...

dizisi sonsuza iraksamaz, ciinkli her iki terimin arasina konmus olan koyu
puntolu 1’ler dizinin sonsuza gitmesini engeller; dizi hi¢bir zaman, 6rnegin
2’yi hep asmaz.

Dikkat: Burada “sonsuz” diye bir kavrami tanimlamadik, sadece bir “dizinin
sonsuza gitmesi’nin ne demek oldugunu soyledik, yani “dizi-sonsuza-gidiyor”
kavramini tamimladik. Tanimimiza gore, “sonsuza gitmek” demek, dizinin her
A sayisin belli bir N gostergecinden sonra hep (yani her n > N igin; sadece
baz1 n’ler icin degil) agmas1 demektir.

“limy, 00 T, = 00" ifadesinde aslinda bir esitlikten sézedilmemektedir, ¢lin-
kii oo diye 6zel bir matematiksel nesne tanimlanmamistir. Ama lafin gelisi ve
aligkanliklardan dolay:

“ lim x, = 00
n—oo

esitliginden bahsedecegiz. Bir sonraki altboliimde oo diye bir nesneyi yapay
(hem de ¢ok yapay, alabildigine yapay, daha yapay: olamaz) bir bicimde var
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ettigimizde, o zaman “lim, oo z, = 00"

meye biraz daha fazla hak kazanacagiz.

Bu oo simgesi bir say1 olmamasina karsin o kadar bir sayiymig gibi algilanir
ki, bazen “sonsuza iraksar” yerine “sonsuza yakinsar” dendigi bile olur; sagda
solda bu ifadeye rastlarsaniz sasirmayin.

ifadesinden bir esitlikmis gibi sozet-

Tanimin Tartigsmasi. Bir (z,), dizisinin sonsuza iraksadigimi kanmitlamak
icin, 6nce herhangi bir A sayis1 secilir ve ardindan,

Ty, > A

esitsizliginin saglanmasi i¢in n gostergecinin ne kadar biiyiik, yani esitsizligin
saglanmasi i¢in n’nin hangi N sayisindan daha biiyiik olmas: gerektigi aragti-
rilir. Bulunan N sayisi (yani gostergeci) elbette A’ya gore degisir; A ne kadar
biiyiikse, N gostergeci de o kadar biiyiik olmalidir. Bu ylizden N yerine, N 'nin
A’ya gore degistigini gostermek amaciyla N4 yazilabilir. Ama dikkat, bu ya-
zilhim, A verildiginde igimizi goren tek bir N vardir anlamina gelmez. Nitekim,
eger A sayis1 N gostergecinden sonra asiliyorsa, ayni sayi elbette N’den biiyiik
herhangi bir N’ gostergecinden sonra da asilir. Yani verilmis bir A i¢in igimizi
gbren sonsuz sayida N gostergeci vardir. Amag, isimizi géren bu N’lerin en
kiigliglinii bulmak degildir. (Bu en kiigiik NV gostergecinden sadece bir tane
vardir ama kimsenin umurunda degildir kendileri ve boyle bir ugrasa girmek
genellikle ¢ok zahmetli ve zahmetli oldugu kadar da gereksiz bir istir.)

Eger bir A igin, istedigimiz egitsizlikleri gerceklestiren bir N gostergeci
bulmussak, aym gostergeci elbette A’dan kiiciik sayilar icin de kullanabiliriz;
dolayisiyla marifet kiiglik bir A sayisi i¢in ilgili NV’yi bulmak degil, biiyiik A’lar
icin ilgili N’yi bulmaktir. Ornegin eger 8000’den biiyiik her A icin istedigimizi
saglayan bir N bulabilirsek, bu, her A i¢in bir IV bulabiliriz demektir.

Sonsuza 1raksamanin dizinin kendisiyle degil, kuyruguyla ilgili bir 6zel-
lik oldugunu anlamigsinizdir, yani sonsuza iraksayan bir dizinin terimlerinin
arasina sonlu sayida terim sikigtirirsaniz ya da diziden sonlu sayida terim silse-
niz, elde ettiginiz dizi gene sonsuza iraksar. Geriye sonsuz sayida terim kalacak
sekilde terim silsek de sonsuza iraksaklik degigsmez.

Artan bir dizinin sonsuza iraksadigini gostermek igin, her A sayisi igin
xn > A esitsizligini saglayan tek bir N gostergeci bulmak yeterlidir, ¢iinkii o
zaman, eger n > N ise, x, > xxy > A egitsizlikleri de saglanir.

Azalan diziler sonsuza gidemezler, ama “arada bir azalan diziler” sonsuza
gidebilirler; 6rnegin,

1,0,2,1,3,2,4,3,5,4,6,5,....,n,n—1,...

dizisi azalan bir dizidir ama sonsuza iraksar.
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Teorem 12.1. Artan bir dizi ya yakinsaktir ya da sonsuza wraksar.

Kanit: Dizi sinirhysa, o zaman limitinin oldugunu biliyoruz (Teorem 7.1).
Eger dizi sinirsizsa, o zaman verilmis herhangi bir A sayisini belli bir N goster-
gecinden sonra agar. Ama dizi artan oldugundan, o gostergegten sonra dizi A
sayisini stirekli agar. O

Aligtirmalar
12.1. Sonsuza iraksayan bir dizinin bir zaman sonra pozitif olmas: gerektigini kanitlayn.
12.2. Sonsuza raksayan bir dizinin alttan sinirhh oldugunu kanitlayin.
12.3. limp—o0 n = 00 ise limp o0 |Zn| = 00 oldugunu kanitlayin. Tersi dogru mudur?
12.4. Sonsuza iraksayan bir dizinin artan bir altdizisi oldugunu kanitlayin.
12.5. Sonsuza raksayan bir dizinin her altdizisinin de sonsuza raksadigini kanitlayn.
12.6. limn_)oo(n2 —n) = oo esitligini kamtlaymn.
12.7. limn oo % = 00 egitligini kanitlayn.
12.8. lim, 0o % = 00 egitligini kanitlayin.
12.9. Sonsuza iraksayan iki dizinin toplaminin da sonsuza iraksadigini kanitlayin.
12.10. Sonsuza iraksayan iki dizinin ¢arpiminin da sonsuza iraksadigini kanitlayin.
12.11. limy, 00 T = 00 ise ve r > 0 ise, lim,, oo 72y, = 00 esitligini kanitlayin.

12.12. p(X) = arXF 4+ +a1 X +ao bir polinom ve k > 0 olsun. aj > 0 olsun. lim,_, p(n) =
oo egitligini kanitlayn.

Bir onceki sayfada, “Bir (z,), dizisinin sonsuza iraksadiginmi kanitlamak
igin, 6nce herhangi bir A sayis1 secilir ve ardindan,

T, > A

esitsizliginin saglanmasi icin n’nin ne kadar biiylk, yani hangi N sayisindan
daha biiytlik olmas1 gerektigi aragtirilir” demistik. Bu aragtirma su isten ibaret-
tir: Yeterince biiyiik n gostergecleri icin, x,, teriminden daha kiiclik, ama gene
de n’yi biiyiiterek istedigimiz kadar biiyiitebilecegimiz ve goriiniimii x,,’den
daha sade bir g, terimi bulmak. Boylece, yeterince biiyiik n’ler igin,

Tn 2 Yn

olur. Simdi z,, > A esitsizligi yerine y,, > A esitsizligini elde etmeye ¢aligma-
liyiz. y,’nin gériinimi x,,’den daha sade oldugundan, problemi daha basite
indirgemis oluruz. Eger bu indirgeme sonuca ulagmak icin yeterli degilse, ye-
terince biiyiik n’ler icin,
Yn = Zn

esitsizliginin saglandig1 daha basit goriinimli bir z, ifadesi aranir. Ama dik-
kat, z,’yi ornegin hep 5000’den kiiclik bir sey secerseniz, bu, hap1 yuttugu-
nuzun resmidir, o zaman bu secimle x,’nin 5001’den biiyiik oldugunu goste-
remezsiniz! Ornegin z,’yi n ya da /n gibi bir gey segebilirseniz, o zaman
sorun ¢oziildii demektir, ne de olsa bunlar bir zaman sonra her A sayisini
gececeklerdir.
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Dikkat ettiyseniz yukarida onerdigimiz yontem sunu soyliiyor:
lim z,, = o0
n—oo

esitligini kanitlamak icin, bir zaman sonra

Tp 2 Yn

esitsizliginin saglandig1 ve

lim y, = o
n—oo

esitliginin saglandigi bir (yy, ), dizisi bulmak gerekir. Eger

lim y, = o
n—oo

esitligini kanitlayamiyorsaniz, ayni yontem (2, ), yerine (yn ), dizisiyle denenir.
Onerdigimiz bu yontemin dogrulugu bir teoremle saptanabilir.

Teorem 12.2. Eger lim,_, y, = 00 ise ve bir zaman sonra (yani yeterince
biiyik n’ler igin) x, > vy, esitsizligi saglanwyorsa, o zaman lim,_c T, = 00
olur.

Kamit: Rastgele bir A sayisi alalm. N7 sayisi, her n > Ny i¢in y,, > A
olacak bigimde segilsin. (yy,), dizisi sonsuza gittiginden boyle bir N; vardir.
Ayrica Na, her n > Ny igin, z, > y, esitsizligi saglayacak bigimde secilsin.
Varsayimdan dolay1 boyle bir Ny vardir. Nihayet N = max{Ny, No} olsun.
Simdi her n > N igin, z, > y, > A olur ve kanit tamamlanir. O

Benzer sonuclar1 cogaltabiliriz ve cogaltacagiz. Ancak Once sonsuza irak-
sadig1 yukarida sundugumuz orneklerdeki kadar bariz olmayan bir 6rnek su-
nalim.

Ornekler
12,13, limp o0 252247 = oo,
Kanit: A verilmig herhangi bir say1 olsun.
3
n’ —2n+7
— > A
3n2+n+4

esitsizliginin saglanmasi igin N’nin ne kadar biiyiik olmasi gerektigini bulacagiz. Soldaki
terimle oynayalim:

n®—2n+7 n® —2n

3n?2+n+4 - 3n2+n+4
Sagdaki terim, soldakinden daha sade ama sadece biraz daha sade, yeterince sade degil,
devam edelim. Eger n’yi yeterince biiyiik almay1 goze alirsak, ki goze almaliyiz, payday1
4n%’ye cikarabiliriz ve o zaman sagdaki terim hem kiiciiliir hem de sadelesir.

3 +n+4<4n?

olmasi igin, n? > n 44 olmali ve bunun i¢in de n > 3 yeterli. Demek ki n’yi 3’ten biiyiik
almay1 kabullenirsek,
n®—2n+7 n® —2n n®—2n n?-2

> >
n?2+n+4" 3n2+n+4 4n? 4n
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elde ederiz. Paydadaki n’yi sadelestirmek i¢in paydaki 2 yerine n koyabiliriz, ¢iinkii n >
3>2:
nd—2n+7 n —2n nP—2n n?-2_ n:-n n-1

3n2+n+4>3n2+n+4> 2 4n > an 4

Yiizdiik ylizdiik kuyruguna geldik. En sagdaki ifadeyi A’dan biiyiik yapmaliyiz, bu ¢ok
kolay, n’yi 4A + 1’den biiyiik secelim. Artik N’nin ne olmasi gerektigi belli,

N = max{[4A+ 1]+ 1,3}

olsun. O zaman, her n > N igin,

n3—2n+7> n3 —2n >n3—2nin2—2
?2+n+4" 3n2+n+4 4n2 4dn
2
n®—n n—1 N -1
= > A
Z T i - -
olur ve kamit tamamlanir. O

Yukarida verdigimiz kanittan ¢ok daha bagkalar:1 ve muhtemelen daha kisalari vardir.
Amacimiz sadece yontemi 6rneklendirmekti.
Aymni 6rnegi bir bagka yontemle kanitlamaya galigalim.

n3 —2n+47
3n2+4n+4

Kanit: Limiti alimacak ifadenin paymi ve paydasmi n?’ye bélelim:

limy, 00 = 0.

N

n’—2n+7 n-2+.5

3n2+n+4  3+14 47

n sonsuza giderken, sagdaki ifadenin paydas: 3’e yakinsiyor. Payin n sonsuza giderken
tam ne yaptigr belli degil, ama ¢ok da belirsiz degil. Paydaki

2 7

n——+—

n o n
ifadesi, sonsuza iraksayan n terimiyle, limiti 0 olan —2/n—|—7/n2 teriminin toplami. Boyle
bir toplamin da sonsuza gitmesini beklemek, imkansiz1 istemek olmasa gerek! Nitekim
birazdan kanitlayacagimiz iizere bu boyledir. Demek ki pay sonsuza iraksar. Payda da
3’e yakinsiyordu. Bu iki bilgiden baslangictaki ifadenin sonsuza iraksadig ¢ikar. Biitiin
bunlar1 birazdan asagida gorecegiz.
Bu oOrnek, tahmin edilecegi lizere polinomlarla ilgili genel bir teoremin 6zel bir halidir

(bkz. Teorem 12.10 ve Teorem 12.11).
limn_mo(n!)l/"

Kanit: Once dizinin artan oldugunu, yani

(n!)l/" < (n+ 1)!1/(n+1)

= OQ.

esitsizligini kanitlayalim. Her iki tarafin da n(n + 1)’inci giiciinii alacak olursak, kanit-
lamak istedigimizin,

()" < (n+ )"
esitsizligine doniigtligiini goriirtiz. Bu esitsizligi,

n!"n! <n!"(n+1)"

olarak yazip gereken sadelestirmeyi yaparsak, bu sefer,

nl < (n+1)"
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egitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriiriiz. Ama her 1 < ¢ < n dogal sayis: igin,
i < 1 + n oldugundan, bu son esitsizlik elbette dogrudur. Demek ki artan bir dizi
sozkonusu. Dolayisiyla eger dizinin limiti yoksa, dizi sonsuza gider.

Bir an i¢in dizinin limitinin oldugunu varsayalim ve limite x diyelim ve x,, = n!*/™ olsun.
Elbette x > 0 olmak zorunda.

lim z, ==«
n—r oo

oldugundan,

lim z2, =
n—r oo

olur. Simdi x2, terimini agalim:

Tan = 2n)1?" = (n(n+ D)(n+2) - (n + n))*/*"
=" (n+ D(n+2) - (n+n)" /"

> n!1/2n(nn)l/2n _ 1'71/2711/2

elde ederiz. Sag taraftaki z)/*n'/? teriminin limiti elbette co’dur (giinkii > 0). Demek

ki sol taraftaki xz2, terimi de co’a gider. Bu da istedigimizi kanitlar.
Simdi sonsuza iraksamayla toplama ve carpma gibi iglemler arasindaki
iligkileri irdeleyelim.

Toplamayla ili§kiler. Ik olarak sonsuza wraksamakla dizilerin toplanmas
konusuna egilelim.

Onsav 12.3. Sonsuza waksayan bir diziyle alttan sinwrl bir dizinin toplama
sonsuza wraksar.

Kanit: (z,), sonsuza wraksayan, (y,), de B tarafindan alttan simirl bir dizi
olsun. A herhangi bir say1 olsun. Belli bir zaman sonra,

Tn+yn > A
esitsizliginin gegerli oldugunu kamtlamak istiyoruz. y, > B oldugundan,

dogrudur. Demek ki,
T, + B> A

yani,
T, >A—B

esitsizliginin belli bir zaman sonra gegerli oldugunu kanitlamak yeterli. Ama
(n)n sonsuza wraksadigindan bu dogru: Oyle bir N vardir ki, her n > N igin,
Tn > A — B esitsizligi gegerlidir. O

Sonug 12.4. Sonsuza wraksayan bir diziyle yakinsak bir dizinin toplams son-
suza wraksar.
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Kanmit: Yakinsak bir dizi sinirli oldugundan istedigimiz sonug Onsav 12.3’ten
cikar. O

Sonug 12.5. Sonsuza wraksayan iki dizinin toplama sonsuza wraksar.

Kanit: Sonsuza iraksayan bir dizi alttan sinirli oldugundan istedigimiz sonug
Onsav 12.3’ten c¢ikar. O

Carpmayla ili§kiler. Sonsuza iraksayan bir diziyle terimleri negatif olan
bir diziyi ¢arparsak, sonsuza iraksayan bir dizi elde etmeyiz elbette. Sonsuza
iraksayan bir diziyle terimleri pozitif olan bir diziyi carparsak da her zaman
sonsuza 1raksayan bir dizi elde etmeyiz. Ornegin, sonsuza wraksayan (n)n>0
dizisiyle terimleri pozitif olan (1/n),so dizisini ¢arparsak, sonsuza iraksayan
bir dizi degil, sabit 1 dizisini buluruz. Demek ki ¢arpmada toplamadan biraz
daha dikkatli davranmaliyiz.

Bir sonraki énsavi ifade etmek i¢in bir tanima ihtiyacimiz var. (x,), bir
dizi olsun. Eger bir € > 0 igin, |zn| > € oluyorsa, o zaman (x,), dizisi i¢in
“0’dan uzak duruyor” denir. Limiti 0 olan diziler 0’dan uzak duramazlar.
Ote yandan limiti 0’dan degisik olan ve hicbir zaman 0 olmayan diziler 0’dan
uzak dururlar.

Eger |z,| > € esitsizligi belli bir gostergegten sonra saglaniyorsa, dizinin
zamanla 0’dan uzak durdugu soylenir. Limiti 0 olan diziler zamanla da
0’dan uzak durmazlar ama limiti olan ve limitin 0’dan degisik oldugu diziler
0’dan uzak dururlar.

Dizinin zamanla 0’dan uzak durmasiyla, dizinin 0’a yakinsayan bir altdi-
zisinin olmamasi ayni seydir.

Biitiin bunlar1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Omnsav 12.6. Sonsuza yakinsayan bir diziyle, zamanla hem pozitif olan ve hem
de 0°dan uzak duran bir dizinin carpime sonsuza wraksar.

Kanit: (y,), zamanla pozitif olan ve 0’dan uzak duran bir dizi olsun; diyelim
bu dediklerimiz N gostergecinden sonra gergeklegsin, yani bir € > 0 ve her
n > N icin,

hem y,, > 0 hem de |y,| > €

olsun. Demek ki her n > N igin,
Yn > € >0

olur.

Bir de sonsuza wraksayan bir (z,), dizisi alalim. (z,,), dizisinin terimleri
her sayiy1 bir zaman sonra astigindan, 0’1 da bir zaman sonra agarlar, yani
pozitif olurlar. Yukaridaki N’yi gerekirse daha da biiyiik secerek, her n > N
icin,

Ty >0
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varsayimini yapabiliriz. Bu hazirliklardan sonra gsimdi artik igin 6ziine inebili-
riz. A, herhangi bir say1 olsun. Belli bir gostergecten sonra

TpYn > A

esitsizliginin gecerli oldugunu kanitlamak istiyoruz. Bu gostergeci N’den bii-
yiikesit alacagimiza soz verirsek,

TplYn > Tp€

olur. Simdi sagdaki x,e€ terimini A’dan biiyiik yapmaliyiz, yani z,,’yi A/€e’dan
biiyiik yapmaliyiz. Ama (x,,), dizisi sonsuza raksadigindan, bu miimkiindiir.
Yukaridaki N’yi bir de ayrica, her n > N igin,

zy, > Afe
esitsizligi gerceklesecek kadar biiyiik secelim. O

Sonug 12.7. Sonsuza wraksayan bir diziyle pozitif bir sayya yakinsayan bir
dizinin ¢arpymi sonsuza raksar.

Kanit: Pozitif bir sayiya yakinsayan bir dizi zamanla hem pozitiftir hem de
0’dan uzak durur. g

Sonug 12.8. Sonsuza wraksayan iki dizinin ¢arpims sonsuza iraksar.

Kanit: Sonsuza raksayan bir dizi zamanla 1’1 (6rnegin) asar, dolayisiyla za-
manla pozitiftir ve 0’dan uzaktir. Yukaridaki 6nsavi uygulayalim. U

Sonug 12.9. Eger (zy,), sonsuza wraksayan bir diziyse ve r > 0 ise, (rzy)y
dizisi de sonsuza raksar.

Kanit: Sabit r dizisi, » > 0 oldugundan pozitif ve 0’dan uzaktir. U
Teorem 12.10. £ > ¢ ve prqe > 0 olmak dizere,
p(X) =peX¥+ -+ p1X + po

ve
AX)=qX'+ - +aX+q

ki polinom olsun. O zaman

olur.
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Kanita girismeden 6nce biraz diigiinelim. Teoremin dogru olmasinin nedeni,
n ¢ok biiyiik oldugunda,

p(n) Zpknk-i-"'-i-pln-i-po

sayisinin ppn® Slgeginde bir sey olmasidir. Aym sey ¢(n) icin de gecerli oldu-
gundan, n ¢ok biiyiikken,

p(n) pknk i @nk_g

~
~

a(n) — pent  pe
agag yukarihigi gegerlidir. En sagdaki terim de elbette her A sayisimi gegtigin-
den teorem dogrudur.

Teorem 12.10’un Kaniti: Gerekirse p ve ¢ polinomlarinin her ikisini de —1’le
carparak pg ve gy katsayillarimin pozitif olduklarim varsayabiliriz. p(n)/q(n)
ifadesinin payim ve paydasini n’’ye bolelim:

p(n) _ penf + -+ pen” +pean® -+ po

q(n) gen’ + qi_in’~1+ -+ qo

pent et pr b peanT 4+ pon”
Ge+ qeant 4+ gon ’

Demek ki (p(n)/q(n)), dizisini terimleri
(P~ o4 pe) + (e ™!+ pon”)

ve
1

g+ qe—an~ 4 4 gont

olan dizilerin carpim olarak gorebiliriz. Ikinci dizinin pozitif bir say1 olan
1/q¢’ye yakimsadigini biliyoruz. Birinci dizinin sonsuza iraksadigini kanitlarsak,
sonucumuz Sonug 12.7’den ¢ikacak. Birinci dizi, terimleri

prnt e peve poan T 4 pon

olan iki basgka dizinin toplami. Terimleri

peoan 4+ pont

olan dizinin 0’a gittigini biliyoruz. Terimleri

nk—é

pen®

olan dizinin sonsuza iraksadigini kanitlarsak, Sonug 12.4’ten istedigimize ula-
SIT1Z.
e pe =0 e+ o + -+ penF)
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esitliginden ve Sonug 12.7’den dolayn,

lim nf—¢

=oo ve lim (pg —i—pkn*l 4+ +penefk) = Dk
n—00 n—00

esitliklerini kanitlamak yeterli. Tkinci limitin dogru oldugunu biliyoruz. Birin-
ciyi kanitlamali. k > ¢ oldugundan,

nk—é >n
olur ve Teorem 12.2’den dolay1 birinci limit de dogru. O

Kanitim1 okurlara birakacagimiz ve kaniti1 yukaridaki kanittan pek degisik
olmayan bundan daha genel bir teorem gecerlidir aslinda.

Teorem 12.11. k > £ ve prqe > 0 olmak tizere,
p(X) =peX¥+ -+ p1X + po
ve
qX)=qX+ - +aX+q
ki polinom ve lim,_,oo T, = 00 olsun. O zaman
lim p(zn)
n—oo q(xy,)

olur. Dolayisiyla eger prqe < 0 ise, limit —oo olur.

= 0

Sonug 12.12. p, derecesi en az 1 olan ve baskatsayist pozitif olan bir polinomsa
ve limy, o0 Ty, = 00 ise limy, o0 p(x,) = 00 olur. Baskatsayr negatifse limit —oo
olur.

Okur herhalde 0’a yakinsamakla sonsuza iraksamak arasinda yakin bir ilig-
kinin oldugunu diigiiniiyordur. Biraz dikkat etmek kosuluyla bu dogrudur.

Teorem 12.13. Eger lim, oo x, = o0 ise, lim, yo0 1/x, = 0 olur. Eger
limy, 00 2, = 0 ise ve (zy,)y, dizisi zamanla pozitif oluyorsa, limy, oo 1/, = 00
olur.

Kanit: Okura birakilmistir. O
Sonug 12.14. ¢ > k ve prqe > 0 olmak tizere,

p(X) =pp X"+ + p1 X +po
ve

9(X) =X+ +aX +q

ki polinom ve lim, o x, = 00 olsun. O zaman

lim p(zn)

n—oo (¢ 1371)

=0

olur.

Kanit: Teorem 12.11 ve 12.13’ten cikar. U
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Benzer bicimde “eksi sonsuza iraksama”y1 da tanimlayabiliriz:

Tanim. (z,)y, bir dizi olsun. Hangi A sayis1 verilirse verilsin, eger her n > N
icin,
T, < A

esitsizligini saglayan bir N gostergeci varsa, o zaman (z,,), dizisinin eksi son-
suza (ya da —oo’a) wraksadigi sOylenir ve bu,

lim x, = —
n—o0

olarak yazilir.
Eksi ve arti sonsuza iraksamak elbette birbirine ¢ok yakin iki kavramdir:

Teorem 12.15. (xy,), bir dizi olsun. O zaman,

lim z, = < lim —xz, = —o0.
n—ro0 n—oo

olur.

Kanit: Soldan saga kanitlayalim. A herhangi bir say1 olsun. lim,_, z, =
oo oldugundan, 6yle bir N vardir ki, n > N ise, z, > —A olur. (Sonsuza
gitme’nin taniminda, yani (*) kogulunda A yerine —A alin.) Demek ki n > N

igin —z,, < A oluyor, yani lim,_,. —x, = —o00. Sagdan sola da aym bi¢imde
kanitlanir. O
Aligtirmalar

12.16. Eger lim,— o0 xn, = 00 ve her n igin x, > 0 ise ve ¢ > 0 kesirli bir sabit sayiysa,

limy, 00 % = 00 oldugunu kanitlayin.

12.17. Eger r > 1 ise ve lim, o0 ¢ = 00 ise limy,— 00 7™ = 00 oldugunu kanitlayin.
12.18. 0 < r < 1ise ve limy 00 gn = 00 ise limy—y 00 79" = 0 egitligini kanitlayin.
12.19. Oyle (n)n ve (yn)rn dizileri bulun ki,
a. her n icin y, > 1,
b. her n i¢in z,, € Q,
c. limp 00 n, = 00,
d. lim,, ey € R
olsun.
12.20. Eger p polinomunun derecesi en az 1 ise ve bagkatsayisi negatifse, lim, o p(n) = —o0
egitligini kanitlayin.
12.21. Eger limp o0 Tn = —00 ise, limp 00 1/2, = 0 esitligini kanitlayin.
12.22. Coo, o0’a raksayan diziler kiimesi, C,, zamanla pozitif ve sifirdan uzak diziler kiimesi
olsun. CooCy = Coo 4 Coo = Coso esitliklerini kanitlayin.
12.23. z, = (n!)l/" olsun. (z,)n dizisinin artan oldugunu ve sonsuza wraksadigini kanitlaymn.
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12.2 Sonsuzlar1 R’ye Eklemek

R Tamsiralamasi. Gercel sayilar kiimesi R’ye yepyeni bir eleman ekleyelim.
oo simgesiyle gosterecegimiz bu yeni elemana “sonsuz” adini verelim. oo, gercel
bir say1 degildir, yepyeni bir seydir, daha dogrusu yepyeni bir simgedir, o kadar
bambagka bir seydir ki bu yeni simgeye “say1” bile denmez.

R tamsirali bir yap1 oldugu icin, R’ye ekledigimiz bu yeni eleman: R’de is-
tedigimiz herhangi bir yere yerlestirebiliriz. Mesela v/2’den hemen sonra (ya da
hemen Once) yerlestirebiliriz. Ama Gyle yapmayalim, dyle yaparsak amacimiza
ulagmayiz. oo elemanini R'nin en sonuna koyalim, yani R’nin bildigimiz sira-
lamasini, R U {oo} kiimesine soyle genisletelim: Her r € R igin,

r < oo

olsun. Boylece R'nin eski siralamasini korumug oluruz ve R U {oo} kiimesi
tamsiralanmig! bir kiime olur. Bu tamsiralamada, oo, her gercel sayidan daha
biiytktiir.

R U oo}

oo

R U {eo} tamsiralamasi

X, RU{oo} kiimesinin bog olmayan herhangi bir altkiimesi ise o zaman sup X
mutlaka vardir, nitekim eger X C R ve X {stten sinirliysa o zaman sup X,
R’nin bir elemanidir, 6te yandan oo € X ise ya da X NR {iistten sinirh degilse,
sup X = oo olur.

Tamsiralanmig RU{oo} kiimesine —oo diye gosterecegimiz bir bagka eleman
daha ekleyelim ve yukarida tanimlanan R U {oo} kiimesinin tamsiralamasini
RU{o0, —oo} kiimesine gu kuralla genigletelim: —oo, RU{oo} kiimesinin biitiin
elemanlarindan daha kiiciik olsun. Boylece

R U {00, —00}

kiimesi tamsiralanmig olur. Bu tamsiralamada —oo en kiigiik eleman, oo en
biiytlik elemandir.

R U foe, —<o)
—oc0 R o
L] > o

R U {0, —o} tamsiralamasi

R U {00, —0o} kiimesini R simgesiyle gosterelim: R = R U {oo, —00}.
R kiimesinde toplama, g¢ikarma, ¢arpma ve bolme gibi temel iglemlerden
sozedecegiz; bir sonraki altboliimde de inf, sup ve limit alma gibi islemlerden.

Yani her z, y € RU {co} i¢in, yaz <y yaz =y yaday < z.
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Temel i§lemler. Toplamayi, ¢ikarmay1 ve garpmay1 goyle tanimlayalim:

+ |—o| re R |e —|—o| re R | oo

—oo | —co —oco —oco oo [

se R|—o 7+ ) se R|—co| 7r=s )
o oo oo oo | —o° —oo

x | [re RO| 0 |[re R o

se RO| o rs 0 s —o0
0 0 0 0
se R0 [—e rs 0 rs oo

+ |0 [re RO| 0 |7€ R>0 | o

—oo 0 0
se RO o rls rls  |—oo
0
se R0 [—e 7ls 0 rls o
oo 0 0 0

x sttunuyla y sirasinin kesigtigi yere x *y igleminin sonucunu yazdik. Carp1
olan yerleri tanimsiz kabul ediyoruz. Goriildiigii gibi R’deki islemler aynen R
kiimesinde de gecerli.

Bu islemler rastgele tanimlanmadilar. Bu iglemler, agagidaki teorem dogru
olsun diye tanimlanmislardir.

Teorem 12.16. (xy,), ve (Yn)n iki gercel sayr dizisi olsun.

lim z,, lim y, € R
n—oo n—oo

olsun. Eger x iglemi yukardaki +, —, x ve / iglemlerinden biriyse ve

(lim xn> * (hm yn>
n—oo n—oo

islemi tanimliysa,

lim (2, * yp) = ( lim a:n) * ( lim yn>

n—oo n—oo n—o0

olur.

Kanit: Bu teorem biiyiik 6lgiide 6nceki altboliimde kanitlandi. Olas: eksiklik-
ler okura birakilmigtir. O

Aligtirma 12.24. R kiimesinde “kesirli sayiyla iis alma” islemini tanimlamak isteseydiniz
nasil tanimlardiniz?



13. Dizilerin Alt ve
Ustlimitleri

(A, <) herhangi bir tamsiralama olsun; yani X bir kiime ve <, bu kiime
lizerine bir tamsiralama. X C A bir altkiime ve a € A olsun. Eger her
x € X i¢in, z < a oluyorsa, a’ya X'in dstsinere denir, daha dogrusu (A, <)
tamsiralamasinda tistsinir denir, ¢iinkii tistsimir A’ya ve A lizerine konulan
siralamaya gore degisir. Eger a, X’in bir iistsiniriysa, a’dan biiyiik her eleman
da X'in bir tistsiniridir, yani istsinirdan tek bir tane olmayabilir. A’nin her ele-
man1 bogklimenin tstsiniridir, ¢inkii bogkiimede z < a esitligini saglamayan
x yoktur! Ama bazen de hig tistsinir yoktur; érnegin A = R ise ve X, Nyi
iceriyorsa X'in bir iistsiir1 olamaz. Ote yandan eger A = R U {co} ise,
(tiim gergel sayilardan daha biiyiik olan) co eleman, A'nin bosg olmayan her
altkiimesinin bir tistsiniridir.

X

a A

a, X’in bir tistsiniridir

X’in tistsimirlarinin en kiigtigiine -eger varsa- en kii¢tik tistsinir denir ve
en fazla bir tane olan bu eleman sup X olarak gosterilir. Bilindigi iizere R'nin
bog olmayan ve iistten sinirli her altkiimesinin bir en kiiclik iistsimir1 vardir.
Bu 6zellik, R'nin aksiyomlarindan biriydi.

Benzer gekilde tanimlanan en biiytik altsinir da -oldugunda- inf X olarak
gosterilir.

Ornek 13.1. Bir énceki boliimde tammladigimiz R = R U {00, —00} tamsiralamasini anim-
sayalim: co’un her gergel sayidan biiyiik, —co’un ise her gergel sayidan kiiciik olmasina karar
vermistik. R tamsiralamasinin her X altkiimesinin en biiyiik ve en kiiciik altsmirlar1 vardir.
Agagidaki 6rneklerde sup ve inf, R tamsiralamasinda almmistir.

supR = oo, infR = —00, supR = oo, infR = —o0,
supZ = oo, inf Z = —oo, supN = oo, inf N =0,
sup[—o0, 5] = 5, inf[—00,5] = —o0, sup(—o0,5) =5, inf(—o00,5) = —oo,

sup{—00,5,7} =7, inf{—00,5,7} = —
X={-1/n:n=1,2,...}ise, supX =0, inf X = —1.
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Alistirmalar

13.2. z € R ve A(x

(z) :n € N} olsun. sup A(x
13.3. z € R ve A(x)

(@)

(

: —n € N} olsun. sup A

~

ve inf A(x)’1 -eger varsa- bulun.

—

x) ve inf A(x)’i -eger varsa- bulun.
13.4. x € Rve A(x
13.5. =z € R ve A(x)
Eger @ # X CY C Rise, supX < supY ve inf X > infY olur elbette,

bir bagka deyisle sup artan, inf ise azalan bir fonksiyondur.

:n € Z} olsun. sup A(z) ve inf A(z)’i -eger varsa- bulun.

{="
{="
{="
{xQn

:n € Z} olsun. sup A(x) ve inf A(x)’i -eger varsa- bulun.

inf Y infX sup X supY

Limit. Terimleri R kiimesinden olan dizilerin limitlerinden s6z edebiliriz. Acik-
layalim: (x,),, terimleri R kiimesinde olan bir dizi olsun ve

I={n:z, eR},
I ={n:xz, = o0},
I o ={n:z,=—o0}

tanmmlarini yapalim. (yn)n = (2n)ner olsun, yani (yn)n, (n)ner dizisinden
—oo ve oo’lart gikardigimizda kalan dizi olsun. Ama dikkat (yy,)y, dizisi sonlu
olabilir, hatta bosdizi bile olabilir.

e Eger I, ve I_,, kiimelerinden ikisi birden sonsuzsa, o zaman -tanim
geregi- (x,,)p dizisinin limiti yoktur.

e Eger I, ve I_o kiimelerinin ikisi birden sonluysa, o zaman (z,,), dizisi-
nin limitinin olup olmadigina ve varsa limitin ne olduguna (yy, ), dizisine bakip
karar verelim:

lim z, = lim y,.

n—oo n—oo
Sonug co ya da —oo da ¢ikabilir; ya da limit hig olmayabilir, bu durumda (z,)s,
dizisinin de limiti olmadigini sOyleyecegiz.

e Eger I, sonsuz, I_, sonluysa, o zaman diziden co ve —oc’lar1 atalim,
geriye kalan dizi sonluysa ya da oo’a wraksiyorsa, o zaman (), dizisinin limi-
tinin oo oldugunu soyleyelim:

lim z,, = oo.
n—oo
e Fger I_, sonsuz, I, sonluysa, o zaman diziden co ve —oo’lar1 atalim,
geriye kalan dizi sonluysa ya da —oo’a wraksiyorsa, o zaman (z,,), dizisinin
limitinin —oo oldugunu soyleyelim:

lim z, = —oc.
n—roo
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Bu limit kavrami bir énceki boliimde R {izerine tanimlanan dort iglemle
uyumludur, yani Teorem 12.16, R icin de gecerlidir.

Terimleri R’de olan ve artan bir (x,), dizisinin limiti dizinin en kiigiik
tstsimridir elbette: limy, o0 x,, = sup{z, : n € N}.

Limsup ve Liminf. (x,),, terimleri R kiimesinden olan bir dizi olsun. Bizi
asil ilgilendiren, dizinin gercel say1 dizisi oldugu durumdur ama simdilik bu
genellikte almanin bir mahsuru yok. Gene de okur siirekli olarak (x, ), dizisinin
gercel say1 dizisi oldugu durumu irdelemesinde yarar vardir.

{zy :n € N}
kiimesi R kiimesinin de bir altkiimesidir. Dolayisiyla her n € N icin,
Xp ={zm :m >n}

kiimesinin R kiimesinde en biiyiik altsinir1 vardir: inf X,,. (Eger dizinin terim-
leri gercel sayilar olsaydi, o zaman inf X,,, R U {—oco} kiimesinin bir elemamn
olurdu.)

(zpn)n dizisinin belki ilk birka¢ terimi diginda tiim terimleri inf X,,’den
biiyiikesittir; nitekim her m > n igin,

inf X, <z,

olur. Sekil agsagida:

Her m > n igin x,, aralikta

Her n igin X,, O X,,11 oldugundan, (inf X,), artan bir dizidir.

inf X, inf X,
v . R
——t+HtH o
- . / . «

Benzer gekilde X, kiimesinin en kiiciik iistsinir1 vardir: sup X,,. (Eger di-
zinin terimleri gercel sayilar olsaydi, o zaman sup X,,, RU {oo} kiimesinin bir
elemani olurdu.)

(xn)n dizisinin belki ilk birka¢ terimi diginda tiim terimleri sup X,,’den
kiigiikesittir; nitekim her m > n igin,

sup X,, >z,

olur.
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sup X, R

Her m > n igin x,, burada

Ayrica, (sup X, ), azalan bir dizidir.

sup X5 sup X, R
he P g

sup X, sup X,

Alstirma 13.6. (z.)» bir gergel say1 dizisi olsun. Eger belli bir n i¢in sup X,, = oo ise her
n igin sup X,, = oo olmasi gerektigini kanitlayin. Eger belli bir n i¢in inf X,, = —o0 ise her
n i¢in inf X,, = —oo olmas: gerektigini kanitlayin.

Sonug olarak, belki dizinin bagindaki sonlu sayidaki terim diginda, (),
dizisi inf X, ile sup X,, arasina sikismistir: Her m > n igin,

inf X,, < z,, <supX,

olur.

B

L 4 >0
- \T_/ h

Her m > n igin x,, bu aralikta

inf X sup X, R U {—oo, oo}
—

Yani dizinin kuyrugu, her n icin, R kiimesinin
[inf X,,, sup X,

kapali araligindadir. n biiyiidiikge bu araliklar kiiciiliir ve dizinin “6ziiniin” (ya-
ni kuyrugunun, yani bizi ilgilendiren kisminin) ne kadar kiigiik bir araliga si-
gigtigini gorebiliriz.

inf X, sup X,
X, | [ X, RO ()

L k — 'Y

e I~ —t— e

—00 (o]
,

n>n

inf X,, € R oldugundan, (inf X,,),, dizisinin R kiimesinde en kiiciik {istsmir
vardir. (z,,), dizisinin altlimits,

sup{inf X, : n > 0}

olarak tanimlanir ve
lim x,, ya da liminf z,
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olarak gosterilir. Demek ki

liminf x,, = sup{inf{x,, : m >n} :n >0} = lim {inf{z,, : m > n}:n > 0}.
n—oo

liminf i¢in su yazilimlarin da kullanildig: olur:

liminf x, = lim inf X,, = lim inf z,, = lim inf z,, = sup inf x,,.
n—oo n—oo m>n n—oo m>n n>0 m>n

Elbette her n icin, inf X,, < liminf z, olmali.

liminf x,, = sup inf X,

inf X, inf X,
v/

=L

g e

o————1—H—»-Hilk
oo AR *_
inf X, inf X5 inf _ x

(n)n dizisinin dstlimiti de benzer gekilde tanimlanir:

limsupz, = lim sup X,, = lim sup x,, = lim sup x,, = inf sup z,.
n—r00 n—=00 ;y>n n—00 m>n n>0m>n

Elbette her n i¢in sup X,, > lim sup z,, olmali.

limsup x,, = inf sup X,
sup X3 sup X, _
N, v K
it +—+——— J
—oo ba A
sup X, sup X, sup X,

Dolayisiyla her n icin
inf X,, <liminf z,, <limsupz, < sup X,

olur.

Dikkat: Dizi gercel say1 dizisi olsa da, liminf z, ve limsupz,, R kiimesinin herhangi bir
elemani olabilir, yani herhangi bir gercel say1 olabilecegi gibi, co ya da —oco olabilir.

Kimi zaman liminf x,, ve limsup x,, ifadelerindeki n yaniltici olabilir, olmasin! Bu ifa-
delerde aslinda n yoktur! Yani bu ifadeler n’den bagimsizdir, aynen lim, o zn ve |, An
ifadelerinin n’den bagimsiz oldugu gibi... Ornegin lim inf &,, = lim inf 2,,.

Ornekler

13.7. limsupn = liminf n = oco.
13.8. limsup (—1)"n = oo, liminf (-1)"n = —oo.
13.9. limsup1l/n =liminf1/n = 0.

13.10. Eger n ciftse x,, = n, tekse x,, = 0 olsun. O zaman lim sup z,, = oo, liminf x,, = 0 olur.
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13.11.
n

n? +4
In =19 1—-1/n egern=1 mod 3 ise
24+1/n egern=2 mod 3 ise

eger n =0 mod 3 ise

olsun. O zaman limsup z, = 2, liminf z,, = 0 olur. Dizinin 0’a, 1’e ve 2’ye yakinsayan
altdizileri vardir.

13.12. p,, ’inci asal say1 olsun. lim inf (p,+1—prn) = 2 esitligi matematikte ikiz asallar sanisa
olarak bilinir ve matematigin bugiine kadar kanitlanmamig en énemli ve en iinlii 6ner-
melerinden biridir.

Ahstirma 13.13. Terimleri verilmis su dizilerin limsup ve lim inf’ini bulun: (-1)" + 1/n,

27" 437", gn 437, GON G (] (1) (2 4 3 /), mEHELIGnED,

liminf ve lim sup’iin 6nemini daha iyi kavramak icin kolaydan zora dogru
giden birkag sonug kanitlayalim.

(2n)n ve (yn)n iki dizi olsun. Dizinin terimleri R ya da R kiimelerinden
olabilir, elde edecegimiz sonuclar degismeyecek. X,, ve Y, kiimeleri yukarida
verilen anlama gelecekler, 6rnegin,

Yo =A{ym :m >n}
olacak.
Onsav 13.1. liminf T, < limsupz,.
infX, sup X,
inf Mp X,  RU e, o]

5>
N ) | =
d

—oo oo

liminf x,  limsup x,,
m > n durumu
Kanit: Her m > n igin,
inf X,, <inf X,,, <sup X,, <sup X,
oldugundan, her m > n igin,
inf X,,, <sup X,

olur. Eger n’yi sabitleyip her iki tarafin da m’ye gore limitini (ya da en kiigiik
tistsiuirini) alirsak
liminf x,, <sup X,

buluruz. Sol taraftaki ifade m’den ve n’den bagimsizdir. Simdi her iki tarafin
da n’ye gore limitini (ya da en biiyiik altsinirini) alalim.

liminf z,,, < limsupz,

buluruz ki bu da aynen liminf z,, < limsup x,, anlamina gelir. O
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Bu onsavdan dolayz,
liminf z,, = co ise limsup x, = oo

ve
limsup z, = —oc0 ise liminfz, = —oco

onermeleri dogrudur.
Onsav 13.2. Ejer (z,)n ve (yn)n iki diziyse, o zaman
lim sup (2, + y») < limsup x,, + limsup y,,

ve
liminf (z,, + y,,) > liminf z,, + lim inf y,

olur.

Kanit: Birinci egitsizligi kanitlamakla yetinelim. Elbette, her n igin,
sup{Tm + ym : m > n} <sup{zy :m >n} +sup{x, : m >n}.
Simdi her iki tarafin da limitini alirsak, istedigimiz kanitlanmis olur. O

Yukaridaki egitsizlik egitlige gevrilemez:
Y B R
olsun. O zaman x, + y, = 0 ve
limsup (zp, + yn) =0,

limsupx, =1
limsupy, =1

olur.
Alstirma 13.14. —liminf z,, = limsup (—x,) esitligini kanitlayin.

Onsav 13.3. liminf z,, = co ancak ve ancak lim,_, o x, = co. Velimsup x, =
—oo ancak ve ancak lim,,_oo T, = —00.

Kanait: Birincisini kanitlamak yeterli, digeri birincisine ¢ok benzer. lim inf z,, =
oo varsayimini yapalim. Tanima gore,

sup inf z, = oco.
N>0 n>N

A herhangi bir gercel say1 olsun. Demek ki belli bir N icin,
A < inf xp;
n>N

yani her n > N ic¢in, A < x,, ve dolayisiyla lim, . z, = oo.
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Simdi de limy,_,o x, = 0o varsayimini yapalim. inf,< ny x, sayilarinin her
sayiy1 agtiklarim gostermek gerekiyor; yani A hangi gergel say1 olursa olsun,
belli bir N igin inf,syx, > A esitsizligini, yani her n > N igin x, > A
esitsizligini gostermeliyiz, ki bu da lim,_ . =, = oo varsayiminin dogrudan
sonucu. U

Onsav 13.4. i. Eger liminf z,, # oo ise, € > 0 hangi gercel sayr olursa olsun,
dizinin sadece sonlu sayida terimi liminf x,, — € sayisindan kiigtiktir.

ii. Eger liminfx, # —oo ise, dizinin sonsuz sayida terimi liminfx, + €
sayrsindan kictktir.

iii. Eger liminf x,, = oo ise, r hangi gercel sayr olursa olsun, dizinin sadece
sonlu saynda terimi r’den kiictktir.

sonsuz sayida # gostergeci i¢in x, < b

liminf x,

sonlu sayida » gostergeci iin x, < a

a < liminf x, < b ise

Kanit: i. Eger liminf z,, = —o0 ise, tamim geregi,
liminfz,, — € = —c0
oldugundan, énerme bariz. Bundan boyle
{=liminfz, € R

olsun.
{—e< l=sup inf z,,
n>0 m>N

oldugundan, ¢ — € sayis1 {inf,,~ N &y, : n > 0} kiimesinin bir {istsinir1 olamaz.
Demek ki,

{—e< inf xz,
m>N

esitsizligini saglayan bir NV vardir, yani, her m > N igin, ¢ — € < x,, esitsizligi
gecerlidir. Dolayisiyla ¢ — € sayisindan kiiciik en fazla N + 1 tane x,, terimi
olabilir.

ii. Eger liminf z,, = oo ise, liminf x,, + € = co olacagindan, 6nerme bariz.
Bundan boyle

{=liminfx, € R
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olsun. Dizinin sadece sonlu sayida teriminin ¢ + € sayisindan kiigiik oldugunu
varsayalim. Demek ki Oyle bir n var ki her m > n igin, z,, > ¢ + € olur.
Dolayisiyla,

inf X;, >/f+¢e¢>/{=supinf X,

ve bu bir celigkidir.
iii. Bu aynen Onsav 13.3. 0

Asagidaki 6nsav da benzer sekilde kanitlanabilir.

Onsav 13.5. i. Eger limsup x,, # —oo ise, € > 0 hangi gercel sayr olursa
olsun, dizinin sadece sonlu sayida terimi lim sup x,, 4+ € saysindan buyiktir.
ii. Eger limsup x,, # oo ise, dizinin sonsuz sayida terimi limsup x, — € sayi-
sindan bliyuktir.

iii. Fger limsup x, = —oo ise, r hangt gercel sayr olursa olsun, dizinin sadece
sonlu saynda terimi r’den biliyuktir. O

sonsuz sayida # gostergeci igin ¢ < x,

limsup x,,

sonlu sayida 7 gostergeci igin d < x,

¢ < limsup x, < d ise

Yukaridaki iki 6nsava gore,
a < liminf z, <limsupz, < d

esitsizliklerini saglayan her a ve b sayilar igin, sonlu sayida terim diginda,
dizinin tiim terimleri (a,d) arahgindadir. Yani,

[lim inf z,, lim sup 2,
kapali araligini igeren her (a,d) acik araligi dizinin hemen hemen tiim terim-
lerini igerir. Ayrica [liminf z,,, lim sup z,,] kapali aralig1 bu 6zelligi saglayan en

kiiglik kapali araliktir. (Okura aligtirma.)
Bir sonraki onsavin gekli agagida:

- —
liminf Mup X,

(x,,), dizisinin altdizilerinin limitleri
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Sekil gsunu anlatmak istiyor: limsup x,, (z,), dizisinin yakimsak altdizilerinin
en biiyligiidiir (sonsuzlar dahil olmak iizere) ve liminf z,, en kiigligiidiir.

Onsav 13.6. i. Her (Tn)n dizisinin lim, oo Yy, = liminf 2, ve limy, o0 2, =
limsup x,, egitliklerini saglayan (ypn)n ve (2n)n altdizileri vardr.
ii. Eger (Yn)n, (zn)n dizisinin yakinsak bir altdizisiyse

liminf z, < lim y, <limsupx,
n—o0

olur.
Yani liminf x,, ve limsupz,, (x,), dizisinin yakinsak olan ya da sonsuza
yakinsayan altdizilerinin limitlerinin siraswyla en kicugu ve en buyugudir.

Kanit: i. Eger limsup z, = —oo ise, Onsav 13.1’den, liminf z,, = —oo bulu-
nur ve istedigimiz, Onsav 13.3’ten cikar.

Simdi lim sup z,, = oo varsayimini yapalim. Demek ki her n i¢in (ya da tek
bir n i¢in), sup X,, = co. Oyle artan bir (ny,);, gostergec dizisi bulacagiz ki, her
k > 0 igin,

Ty, >k

olacak ve bu da kamti tamamlayacak. sup Xy = oo oldugundan, dizinin pozitif
terimleri olmal. ng gostergeci x,, > 0 olacak bigcimde secilsin. Istedigimiz
kogullar: saglayan,

ngo<ng<ng <...<nNg_-q

sonlu bir gostergecler dizisinin secildigini varsayalim. Bir sonraki nj goster-
gecini segecegiz. sup Xog = oo oldugundan, {n : z,, > k} sonsuz bir kiimedir,
dolayisiyla np_1’den biiyiik bir elemani vardir. ng bu tiir elemanlardan biri
olsun, ornegin en kii¢iigii.

Simdi de limsup x,, € R varsayimini yapalm.

{ = limsup x,,

olsun. Oyle artan bir (ny), gostergec dizisi bulacagiz ki, her k > 0 icin,

1
‘xnk - £| < %
olacak ve bu da kamti tamamlayacak. ng = 0 olsun. Istedigimiz kosullari
saglayan,
ngo<ng<ng <... <nNg-q

sonlu bir gostergegler dizisinin secildigini varsayalim. Bir sonraki gostergeg
olan ny’y1 segecegiz. Onsav 13.5.i'e gore, £+ ﬁ’den biiyiik sadece sonlu sayida
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,, terimi var. Ote yandan, Onsav 13.4.ii’ye gore, dizinin sonsuz sayida terimi
l— i sayisindan biiyiiktiir. Demek ki oyle bir ng > ng_1 gostergeci vardir ki,

1 1
- — < <l+ —
ok =T S PR
olur. Bu da istedigimizi kanitlar.
(p)n dizisinin liminf z,’ye yakinsayan bir altdizisi oldugu benzer sekilde
kanitlanir.
ii. (Yn)n, (xn)n dizisinin yakinsak bir altdizisi olsun.

€= Jm un

olsun. £ < limsup z,, esitsizligini gosterelim. Eger limsupz, = co ya da £ =
—o0 ise sorun yok. Eger lim sup 2, = —oo ise, Onsav 13.3’ten dolay1, £ de —co
olmak zorunda ve gene sorun yok. Eger ¢ = oo ise, X,, kiimesi hicbir n igin
sinirh olamaz ve lim sup x,, = oo olur. Bundan bdyle lim sup z,, ve £ birer gercel
say1 olsunlar. Bir celigki elde etmek icin lim sup x,, < £ esitsizligini varsayalim.
e >0,

limsupz, < {—¢

esitsizligini saglayan herhangi bir say1 olsun. Varsayimdan dolayi, sonsuz sa-
yida n gostergeci icin
xn € (L—e€,0+€)

olur. Demek ki, sonsuz sayida n igin,
limsupz, <{f—€e<x,

olur. Ama bundan da her n i¢in, £ — ¢ < sup X,, ¢ikar, yani £ — e < lim sup x,,,
bir celigki. O

Bir sonraki teorem onemli.

Teorem 13.7. (z,,), dizisinin bir gercel sayiwya yakinsamase ya da £00’a wrak-
samast i¢in gerek ve yeter kosul, liminf x,, = limsup x,, esitligidir ve bu du-
rumda, lim,,_, - x, = limsup z,, olur.

Kamt: Onsav 13.6'nmn bir sonucudur. Ama bu sonucu bir de tammlardan
hareketle kanitlayalim.
limy, 00 T, = £ olsun. Demek ki € > 0 ne olursa olsun, 6yle bir N var ki
her n > N igin,
l—e<xp<fl+e

olur. Demek ki
sup X, <f+eve inf X, > ¢ —e.
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Dolayisiyla
{—e<inf X, <liminfz, <limsupz, <sup X, </{+c¢,
yani
{—e<liminfx, <limsupz, < {+e.
Bu her € > 0 i¢in gegerli oldugundan, lim inf z,, = lim sup x,, bulunur.

Simdi liminf x,, = lim sup z,, = £ esitligini varsayalim.

lim z,, =/
n—oo

olmasin. Demek ki oyle bir € > 0 var ki, sonsuz sayida n icin,

|$n - é‘ > €
yani ya sonsuz sayida n i¢in

Tp > l+e€
ya da sonsuz sayida n icin

Ty <0 —e.

(Ikisi birden de sonsuz defa gerceklesebilir.) Birinci durumda
limsupz, >£+¢e> ¢,

ikinci durumda
liminfx, <f—e</

bulunur. Her ikisi de bir geligki. O

Onsav 13.8. (Tn)n ve (Yn)n iki pozitif dizi olsun. Eger limsup x,, # 0 ise ve
lim,, 00 Y, varsa ya da sonsuzsa, o zaman,

lim sup x,¥y, = limsupz, - lim y,
n—oo

esitligi gecerli olur.

Kanit: (<) esitsizligini kanmitlamak kolay:

lim sup z,y, = lim (Sup xmym> < lim <sup Ty SUP ym>
n

=00 \'m>n n—=00 \m>n m>n

= lim (sup :Em> - lim (sup ym) = lim sup z,, - lim sup y,,.
n

n—oo m>n —00 m>n

Ayn esitsizligi goyle de kamtlayabiliriz: limsupx, = x ve lim, o0 Y = ¥
olsun. x ya da y’nin sonsuz oldugu durumlar oldukga kolay, kendimizi = ve
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y’'nin sonlu oldugu durumla kisitlayalim. Herhangi bir € > 0 alalim. Demek ki
yeterince biiylik n’ler i¢in,

O<zp<z+evel<y,<y+e
ve dolayisiyla
O0<zpyn < (x4+€)(y+e)=zy+e(x+y+e)

olur. Ama e sayisini istedigimiz kadar kiiciik secebilecegimizden, bu hesaptan,
(ZnYn)n dizisinin altdizilerinin en biiyiik limitinin zy oldugu gikar. Demek ki,

lim sup xpyn < 2y
esitsizligi gegerlidir.
Kanitlanan bu esitsizlikten, y = 0 ise de istedigimiz esitsizligi elde edece-
gimiz ¢ikar. Bundan bdyle y’'nin pozitif bir gergel say1 oldugunu varsayalim.

Simdi € > 0 sayisi, 0 < x — € ve 0 < y — € esitsizliklerini saglayacak kadar
kiiciik secilsin. 2’in tanimindan dolay:

T —€e<xp
esitsizliginin saglandig1 sonsuz sayida n vardir (Onsav 13.4.i). Ama
Y—€<Yn
esitsizligi bir zaman sonra hep saglandigindan,
T—e<xpvey—e<yYn
esitsizliklerinin ikisi birden sonsuz sayida n gostergeci icin saglanir. Dolayisiyla,
(z —€)(y —€) < Tnyn,

yani
zYy < TpYn +€(x+y —€)

esitsizligi sonsuz sayida n ic¢in saglanir. Demek ki,
xy < limsup x,y, + €(z +y — €)

olur. €’'u diledigimiz kadar kii¢iik alabilecegimizden, zy < lim sup z,¥, bulu-
nur. Onsavimiz kanitlanmigtir. O

Ornekler
13.15. Eger (sn)n pozitif bir seriyse, asagqidaki esitsizlikleri gosterin:

Ti+- -+ Tn T+t T

x
liminf z,, < liminf < lim sup L N < limsup x,,.
n n
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13.16.

13. Dizilerin Alt ve Ustlimitleri

Kanit: Ortadaki esitsizlik bariz. Sonuncu esitsizligi géstermekle yetinelim. N < M <n
olsun.

ZN+1+ -+ 2o < (n— N)max{zni1,...,Zn} < (n— N) sup 2 < n sup zx

k>N k>N
oldugundan
$1+~~-+$n_$1+“'+$1\1+$N+1+"'+$n
n n n
<$1+"'+$N+$N+1+"'+$n
- M n
1+ +aN
<— 4+ sup«zx
o M k>g »

olur. Demek ki,
1+ -+ Tn _ 1+ -+ TN
sup < + sup xx
n>N n M k>N

olur. Simdi N’yi sabitleyip M’yi sonsuza gotiirtirsek, bu esgitsizlikten

T1+ -+ Tn
sup ——— < sup Tx
n>N n k>N

esitsizligini ve bu son esitsizlikte N’yi de sonsuza gotiiriirsek istedigimizi elde ederiz. O

Eger (xn)n pozitif bir diziyse,
lim inf =2+t < liminf ¥z, <limsup ¥z, < limsup Zntl
In Tn
olur.

Kanit: Ortanca esitsizlik bariz. Birinciyle {i¢iincii benzer. Ugiincilyii kanitlayahm.

. . Tn+1
a = limsup ¥z, ve b= limsup ——~

olsun. a < b egitsizligini kanitlayacagiz. Bunun igin her ¢ > b i¢in a < ¢ egitsizligini
kanitlamamiz yeterli. Boyle bir ¢ alalim. Demek ki 6yle bir N vardir ki, her n > N igin

x
n+1 S c
Tn
ve
TN4+1 TN42 Tn n—N IN n
Tpn = TN SxNC :7NC
TN TN+1 Tn—1 T

olur. Eger d = :rN/:cN tanimini yaparsak, x, < dc" ve aci/n < d*™c elde ederiz. Demek
ki

limsupxi/" < lim sup dV"c = climd™ = ¢

olur. O
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14. Seriler

14.1 Tanmimlar

Iki say1y1 toplamay1 herkes bilir. [“JQ ya da dort sayiy1 da kolaylikla toplayabi-
liriz. Ama sonsuz sayida say1 toplamak cok daha getin bir ugrastir, hatta bagh
basgina bir sanattir diyebiliriz. Bu boliimde bu sanata bir giris yapacagiz ve
ileriki boliimlerde konuyu ¢ok daha derinlemesine igleyecegiz.

(n)n bir gercel say1 dizisi olsun. Iste bu dizinin acik hali:

Zo, L1, T2, T3, T4, T5, - - -
Bu dizinin terimlerini en soldan baslayarak teker teker toplayalim.

S0 = To,
51 = xg + 1,
Sg = xo + x1 + X2,

§3 = xo+ 1+ T2+ 23

n
Sp = TotxT1+ -+ T = g T
i=0

dizisini elde ederiz. Toplamlar sonlu olduklarindan, dizinin varhigiyla ilgili her-
hangi bir sorun yoktur.
Boylece elde edilen

(1‘0+§C1+"'+wn)n

toplamlar dizisinin bir limiti oldugunda (bu limit illa R’de olmak zorunda
degil, R’de de olabilir, yani +00 da olabilir), bu limit,

ixi ya da Zx, ya da sz hatta Zx, ve hatta le
i=0

i>0 i
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olarak gosterilir, yani tanim geregi,

- n
ZZ;M :Z-Ti :Zi:$i :Zﬂznli_g)lo;xi :nli_>ngo(;p0+...+xn)

>0

olur. Eger metinde satirlar tarafindan alttan ve tistten sikigtirilmigsak > a;
yazilimini tipografik nedenlerden dolay: 6zellikle tercih edecegiz. Ayni yazihi-
mi1 gostergeg kiimesinin ne oldugunun 6énemli olmadigi durumlarda da kulla-
nacagiz.

Eger limit bir gergel sayiysa, bu gergel sayiya > z; “serisi”’nin limiti ya da
toplama denir ve ) x; “serisi”nin bu limite yakinsadigs soylenir. Bu limiti,

Ly L1y L2y, L3y L4y L5y -«

sayilarinin “hepsinin birden toplami” olarak algilamak istemek dogaldir. Ni-
tekim Oyle algilanir ve -biz pek yapmayacagiz ama- kimileyin > x; yerine,

:E0+£U1+“‘+I‘n+"'

yazilir.

Eger limit bir gercel say1 degilse, yani +c0 ise o zaman serinin +oo0’a 1rak-
sadigr sOylenir.

lim, 00 $p = ¢ € RU {£o00} ise

inze

yazilir.

Ornekler
14.1. >~ i = oo olur ¢iinkii bu durumda

n(n+1)

Sn=0+14---4n= B)

olur ve bu dizinin limiti oo’dur.
14.2. > 1/i = oo esitligini Altboliim 7.2’de gostermistik. Bu seriye harmonik seri denir.
14.3. Eger her n igin z, > 0 ise, kismi toplamlar dizisi artan bir dizidir, dolayisiyla > x; ya
bir gergel sayidir ya da sonsuz.
14.4. z € R\ {1, -1} olsun.

N | 1
2217:1021‘+1 Tl-x 12
i=0
esitligi n iizerine tiimevarimla oldukca kolay bir bicimde kanitlanabilir. Demek ki
¢S] xg'i
2

=0
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serisi eger |z| > 1 ise

1
11—z
sayisina ve eger |z| < 1 ise
1 1= T
11—z Tl-x
sayisina yakinsar.
14.5. > (V142 — i) serisi yakinsak madur?

Yamit:

m_i:(x/1+i2—i)(\/1+i2+i): 1 - 1 _ 1

(VI+4®+1i) (Vi+e+4) (V34 +1) 30

oldugundan ve Ornek 14.1%¢ gore >~ 1/3i serisi sonsuza raksadigindan, sorudaki seri de
sonsuza 1raksar. O

Herhalde anlagilmigtir: > x; ifadesine seri denir. Bir serinin limitinin he-
saplanmasi i¢in limiti alinan
n
D i
i=0

sonlu toplamlarina serinin kismsi toplamlar: adi verilir. Kismi toplamlar: s,
(ya da t,,) olarak gostermek bir gelenek haline gelmistir:

n
Spn — E Zi.
=0

x; ise serinin genel terimadir.
Diziyi toplamaya xg’dan degil de, x1’den ya da belli bir xj teriminden
baslayabiliriz. Bu durumda, seri,

o0
Z x; ya da Z T;
i=k i>k

olarak yazilir. Bazen de gostergeci ¢ift olan terimleri toplamak isteyebiliriz; bu
durumda,

[o.¢]
g x; ya da E T9;
i€2N i=0

gibi yazilimlar uygulanir. Tanim geregi,
o0 n
ZZ’QZ‘ = E To; — lim E T
n— o0
=0 i=0

olur. Onemli olan “toplanacak” terimlerin en fazla sayilabilir sonsuzlukta ol-
mas1 ve (simdi sOyleyecegimiz 6nemli) dogal sayilar gibi iyisiralanmig olma-
laridir. Bu 6nemli konuyu biraz daha acalim.
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xg, 1, T2, ... sayllarini bu sirayla topladigimiza dikkatinizi g¢ekeriz. Sa-
yilarl xo4 + xo + x342 + - -+ gibi rastgele bir sirayla toplamiyoruz, cilinkii ne
de olsa x; sayilariin siralamasina gore s, kismi toplamlari degisebilir ve si-
ralamaya gore farkl bir lim, .~ S, limiti yani degigik bir toplam bulabiliriz.
Biraz yukarida soziinii ettigimiz ), oy @ serisi igin g, w2, 24, ... siralamasi
sec¢ilmigtir. Daha genel olarak eger A C N sonsuz bir dogal say1 kiimesiyse,
> ica T serisi A kiimesi dogal siralamayla siralanmig olarak toplandig varsa-
yilacaktir, yani f : N — A siralamay1 koruyan (yegane) eslemeyse, ) .. 4 x;
toplamimin ;2 s(;) anlamima geldigini agik agik sdylemeden varsayacagiz.

Kalanlar. Eger > x; serisi yakinsaksa, R,, sayilari, > x; olarak tanimla-

nir:

i>m
oo n
R, = E T, = E r; = lim E ;.
4 ) n—00
>m i=m+1 i=m-+1

Bu sayilara ) x; serisinin kalanlar: adi verilir. Elbette,

in:nli_{r;onz —nhngO sz Z T;

1=m+1
m
:E z; + lim E E T; + E T; = Sm + R
n—00
=0 i=m-+1 i=m-+1

olur. m ¢ok biiyilik oldugunda, s,, sayisi serinin limitine ¢cok yakin oldugundan,
R, kalani ¢ok kiigiiliir:

lim R, =0

m—r00
olur.
o 1 1 1 1 S
Ornek 14.6. — + — 4+ — 4 —_ 4 ...=1 ; — 1 olur
e 12te3 325" ’y“m;i(iﬂ) omr
Kanit:

1 _1 1
i(i+1) i i+l
esitligini gbzoniine alarak kismi toplamlar: hesaplayalim:

SN SR S S S
"T1.2 2.3 3.4 n(n+1)

— l_l _|_ 1_1 + 1_1 + _|_ l_ 1 —1_ 1
T\l 2 2 3 3 4 n n+1l) = n4+1

Kismi toplamlarin limitinin 1 oldugu bariz; demek ki serinin limiti 1’dir.
Buldugumuz esitligi yazalim:

Sag taraftaki seriye teleskopik seri adi verilir. Teorem 14.2 ve sonrasinda teleskopik serilere
daha yakindan bakacagiz.
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Simdilik bir seriyi, sadece kismi toplamlarin limiti oldugunda tanimladik.
Simdi bu tanimi anlamsiz bir bigimde genisletelim ve herhangi bir (x;); gergel
say1 dizisi verildiginde,

> =i

ifadesine de sert diyelim. Eger kismi toplamlarin limiti yoksa, bu ifadenin
higbir anlami1 yoktur, tanimsizdir, ama bu yazilim 6ylesine pratiktir ki yazma-
mak yazmaktan daha biiyiik bir giinahtir.

Eger kismi toplamlar dizisi yakinsaksa ya da 4oo’a iraksiyorsa, tanim
geregi,

in = lim Zl‘l = nli_)rn (xo+ -+ xy)

olur; birinci durumda Y z; serisi

lim (zg 4+ 214+ - + xp)

n—oo
sayisina yakinsar, ikinci durumda +oo’a 1raksar denir. Ornegin,

1 J—
2=

(Sonug 10.9) ve birazdan Ornek 14.7°de kanitlayacagimiz (ama aslinda Teorem
6.2’de kanitladigimiz) iizere, eger —1 < r < 1 ise,

- 1
Zrl:l—r

olur. Ote yandan,

. . — 1
Zz-oo, Z(—z) = —00, ;z =00
olur. (Ilk ikisi bariz, sonuncusu i¢in bkz. Altboliim 7.2.)

Ama mesela,
> (=)

ifadesi anlamsizdir ¢iinkii kismi toplamlar dizisi 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... diye gider
ve limiti yoktur. Kismi toplamlar bir sayiya yakinsamadiginda, > z; serisinin
wraksadigr soylenir.

Yukarida verdigimiz ikinci 6rnek, Y r? serisi, basit ama son derece énem-
lidir. Bu ornekteki seriye geometrik seri denir.

Ornek 14.7. Eger —1 <r <1 ise,

; 1
ZTl:l—r

olur. Aksi halde seri wraksar. Eger r > 1 ise seri sonsuza wraksar.
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Kanit: Bu 6rnekte toplanan dizi,

2 3 n
Lr,ro,r, . ..,r ...
dizisidir. Kismi toplamlar dizisinin genel terimi ise

1—pntl

1—|—T+7"2—|—---+r"—{ = eger r # 1 ise

n+1 eger r =1 ise

14. Seriler

olur. Iste bu dizinin limitini bulmaliyiz. Bu limiti bulmak pek zor degildir, Teorem 6.2’de

bulmugtuk:
= eger |r| < 1ise
lim (147474 +7")={ oo egerr>1ise
e yok eger r < —1 ise

Eger bu ornekte r = 1/2 alirsak,
1
Z P
buluruz. Toplami ¢ = 1’den baglatirsak sonug 1 ¢ikar:

21

L

i=1

Eger r =1 ise, kismi toplam,

L+r+ri4. 4" =n+1

bulunur; bu durumda kismi toplamlarin limiti yoktur, kismi toplamlar sonsuza iraksarlar.

Genel olarak, eger r > 1 ise,
Ltr+ri4 4" >n+1
bulunur, ve bu kismi toplamlar dizisi sonsuza raksadigindan, r > 1 iken,
Zri =00
bulunur. Eger r < —1 ise, n iizerine tiimevarimla, kolaylikla,

> 1 eger n ciftse

2 n o __ =
lT+rtri4--ar _{ < 0 eger n tekse

esitsizlikleri kanitlanabilir ve dolayisiyla bu durumda,

>
ifadesi anlamsizdir, seri iraksar. Bunun béyle oldugu, r # 1 iken dogru olan

1— 7An-‘,—l

n
> =
; 1—r
1=0

egitliginden de bellidir.

Bu o6rnekte bulduklarimiz ileride ¢ok 6nemli olacak. Bir teorem

toparlayalim:

altinda
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Teorem 14.1. > r" serisi sadece —1 < r < 1 iken yakinsar ve bu durumda

- 1
Zrl:l—r

olur. O

Aligtirmalar

14.8. x; € Z olsun. Y x; serisinin yakinsak olmasi i¢in (z;); dizisinin zamanla sabit 0-dizisi
olmasinin gerek ve yeter oldugunu kanitlayin.

14.9. Agagidaki resimdeki gibi bir ABC dik {iggeni alin. C’den AB’ye bir dik inin. Bu dik-
menin ayagindan BC’ye dik inin. Bu dikmenin ayagindan AB’ye dik inin. Bu dikmenin
ayagindan B(C’ye dik inin. Bunu bdyle sonsuza kadar devam ettirin. Elde edilen zikzak
¢izginin uzunlugunu bulun.

c

A >l\B

14.10. Asagidaki koyu renk spiral yarim gemberlerden tahmin edilecegi bicimde inga edilmistir.
Bu spiralin uzunlugunu bulun.

Seriler limitlerden ¢ok daha ilging ve zor ve dolayisiyla eglenceli bir konu-
dur. Cogu zaman serinin toplamim bulamayacagiz, sadece yakinsak oldugunu
kanitlamakla yetinecegiz.

Gegmis boliimlerde seri adini anmadan birgok yakinsak seri 6rnegi vermis-
tik. Bu 6rneklerin birkacimi siralayalim. Teorem 10.7’de her x € R i¢in

)

X
25
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serisinin yakinsadigim ve Sonug 10.9’da her z € Q igin,

)

T
DR
7!

oldugunu kamitlamigtik. Cok daha fazla seri 6rnegi gorecegiz.

Bir seri 6ziinde bir dizidir. Bunu gordiik. Ama bir dizi de istenirse bir seri
olarak goriilebilir. Nitekim eger (sy,), dizisi verilmigse, xg = sg ve n > 0 i¢in
Tp = Spn — Sp—1 tammlarim yapalim. O zaman s, = Z?:o x; olur. Bir sonraki
altboliimde bu fikri somiirecegiz.

14.2 Teleskopik Seriler

Bir ornekle baglayalim.

Ornek 14.11. Ornek 7.10’da,
1
>4

serisinin yakinsak oldugunu kanitlamigtik ama hangi sayiya yakinsadigini gosterememistik.
Yakinsakligi bir kez daha ama bu sefer degigik bir kanitla kanitlayalim. Kismi toplamlar

olsun. (sn)n pozitif ve artan bir dizidir. Her ¢ > 1 i¢in,

11
Tttt

Sn =

1
32
(P (A e
2 2 3 n—1 n

1—

—1r1-tooloy
n n

oldugundan, (sn)n dizisi istten 2 tarafindan sinirhidir; dolayisiyla lim, o sn limiti vardir ve
2’den kiigiiktiir. Boylece

[e'<]

<Z%2§2

egitsizligini kanitlamig olduk. Kismi toplamlar sayesinde seriyi alttan daha iyi sinirlayabiliriz:

—1 _ 1 1 1 49
Z? ety T

Ornek 7.10’un sonunda yaptiklarimizdan serinin alttan 3/2 ile simirlandigl gikar. Ama kismi
toplamlarda ne kadar ileri gidersek serinin toplamina o kadar yakinsariz, 6rnegin buldugumuz
bu 3/2 altsinirini hentiz yedinci kismi toplamda agariz. Daha da ileri gidelim: s100 & 1,634984.
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Seriyi iistten de daha yakindan siirlayabiliriz:

1,1 1 1,1 1
sn:( +—+—)+—+—+---+—2
n

12722 "32) T 42 " 52
SR S B

36 3-4 4-5 (n—1)n
49 1 1 1 1 1 1
*%*(5‘1)*(&‘5)* +<n_1‘a>
49 1 1 61 1 61

3673 n 36 n 36

Demek ki,
61

=1
1,63498 ALy
) <;i2<36

Birinci ornegimizi genellegtiren basit ama c¢ok yararli bir teorem sunalim
simdi.
Teorem 14.2 (Teleskopik Seri). > (z; — xiy1) serisinin yakinsamast igin,
(Tn)n dizisinin yakinsak olmast yeter ve gerek kosuldur. Bu durumda,

Z(CCZ —Tit1) =z — lim x,

n—oo

olur.

Kanit: > (z; — x;41) serisinin kismi toplamlarma bakalim:

n

Z(»Ti — Tity1) = To — Tni1-

i=0
Kismi toplamlar dizisinin yakinsamasi i¢in, belli ki lim,, o =, limitinin olmasi

yeter ve gerek kosuldur ve bu durumda kismi toplamlarin limiti ancak

To — lim x,
n—0oo

olabilir. 0

Teoremde, ilk gostergeg olarak 0 yerine herhangi bir k sayisi alabilir ve o
zaman

E (x; — xiy1) = xp — lim x,
n—oo
i>k

bulurduk.

Ornekler

14.12. Eger Teorem 14.2’de x; = 1/i alirsak ve serinin toplamim 0’dan degil de 1’den basglatir-

sak
= 1
=1
Z i(i+1)

i=1

buluruz.
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Daha ilging bir 6rnek bulalim.

(i+1)?
Ti = —
i(i+2)
olsun. Teoreme gore,
Z(mi*a?iﬁ»l) :mlfnli_)rr;oxn:%flzé
1>1
olur. Kolay bir hesapla,
I 2+ 3
U TG D+ 2)(i + 3)
bulunur. Demek ki,
i 2 +3 1
L R IR
olur.
14.13. Ornekleri cogaltabiliriz. Teoremi 3 (z; — zi12) durumuna da uyarlayabiliriz:
2 1 1
i(i+2) i i+2
esitliginden,
o2 1,18
Zoiti+2) 12 2
buluruz. (Neden?) Bundan da,
SR
P i(i+2) 4
gikar. (Neden?)
14.14. S3(Vi+ 1 — /i) serisi raksaktir.
Kanit: Teorem 14.2’den hemen gikar: lim, o /i = 0. O
14.15. 372, % serisini hesaplayin.
Hesap:
o 2i+1 (1 1
Saiiir L (F @) -
olur.
14.16. Asagidaki seriyi hesaplayin:
> T
22T 3)
Céziim: Once her i igin,
1 a b c

i(i+2)(i + 3) i it i
egitligini saglayan a, b ve ¢ sayilarini bulalim. Yukaridaki egitligi ¢ ile garparsak,
1 bi ci

i+26+3 “Tir2Tits

buluruz ve sonra 7 = 0 alirsak
a=1/6
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bulunur. b’yi bulmak i¢in i ile yaptigimiz1 7 + 2 igin yapip, sonra da i = —2 alalim;
sonucta
b=-1/2
buluruz. Benzer sekilde ¢ bulunur:
c=1/3.
Demek ki,
I SR S S
iE+2)(i+3) 60 26@+2)  3(G+3)
Boylece seri biraz daha teleskopik seriye benzer ama heniliz tam anlamiyla degil. Bu
agamada

Jr

Wl
[N
V)

esitligini kullanip sagdaki terimin

1/1 1 n 1 11
6 \i i+2 3\t+3 i+2
terimine esit oldugunu kanitlamaliyiz. Simdi
n 1 11
3\t+3 +2
serisini hesaplarsak bir¢ok sadelestirme olur ve
[N A WA A )
6 2 3 3) 36

elde ederiz. g
14.17. (an)n herhangi pozitif bir dizi olsun.

n

Zm—i(é(hb)

=1

a_ | ar N a ey
14+a0 (I4+ao)(l4+a1) (A+ao)(d+a)(l+a2) ‘ H;:0(1+aj)

serisi yakinsaktor.
Kamnit: p; = [[;_,(1 + a;) olsun. Demek ki

oo
a;

izo Pi
serisinin yakinsakligini kanitlamamiz lazim. Her ¢ > 1 icin,

pi = pi—1(1 + a;)
ve
Pi —Pi—1 =pi—1(1 + as) — pi—1 = aipi—1
olur. Bu esitligi p;p;—1 ifadesine bolersek,

1 1 ai

pic1 pi P
olur. Demek ki

i%:%+i%:@+i(l-JO—@+i—i:“i*
° .

— pi “pi po Z\pi-1 pi) P P pa Pn
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ve
Z ai_ 1— lim —
—o pz n—oo pn

Son olarak (pn)» dizisinin ya sonlu bir sayiya yakinsadigini ya da sonsuza iraksadigini
gbstermemiz lazim. Ama bu dizi artan bir dizi oldugundan bu bariz'. Demek ki mesela
a; = 1 alirsak,

ii_lfg_’_i_’_ 2 +..o=1
~ 4! 1 1-2 1-2-3 B

buluruz. Ama e sayisini kullanarak bunun daha kolay bir kanitini bulabiliriz tabii. O

Eger bir serinin sonlu sayida terimi diginda her terimi 0 ise, o zaman

sonlu bir toplam elde ederiz ve bu durumda seri elbette bu sonlu toplama
yakinsaktir. Aksi durumda, seride 0’a egit olan terimleri silersek fazla bir gey
kaybetmeyiz. Yakinsakligi ya da iraksakligi bozmayan, yakinsak oldugunda
toplamin da bozulmadig: bir seri elde ederiz. Dolayisiyla gerektiginde serileri-
mizde hicbir terimin 0 olmadigini varsayabiliriz.

T’e

Seriler, dizilerden ¢ok daha zor ama daha eglenceli bir konudur. Ozellikle

gore degisen

g ;!

tiirlinden seriler eglenceyi doruk noktasina cikarir.

Alistirmalar

14.18.
14.19.
14.20.

14.21.
14.22.

14.23.
14.24.

S L serisini hesaplaymn
n=0 (@n+1)(2n+3) playin.

D WM serisini hesaplayn.

S Ll serisini hesaplaymn
n=0 (3n+2)(3n+5) playin.

> m serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.
Su esitligi kanitlayin:
S
= i+ 1)(i+3) 36
Ipucu: Once
I S R S
i+ 1D)E+3) 30 206@+1)  63G+3)

esitligini bulun ve sag tarafi

1 l B 1 _ 1 1 _ 1
3\n n+1 6\n+1 n+3
olarak yazin (bkz. Ornek 14.16).
> x; = sise, her r € Rigin Y rz; = rs, yani, Y ra; =r Y x; esitligini kanitlayimn.

Sxs=sved y; =tise, » (x; +y;) serisinin s + t’ye yakinsadigin, yani > (z; +y;) =
Sxi 4+ Y ys esitligini kanitlayin.

1Q6ziim igin Yusuf Unlii’ye tegekkiir ederiz. Daha sonra gorecegimiz d’Alembert, Cauchy
ve Raabe kistaslar1 bu serinin yakinsakligina karar vermeye yetmiyor. Bu da teleskopik seri
yonteminin ne kadar giiclii oldugunu gosterir.
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14.25. > x; = sve ). y; = tise, Y x;y; serisinin st’ye yakinsamak zorunda olmadigini gosterin.
(Bu konuda bkz. Béliim 16.)

14.26. Teorem 14.2’de

.2
7

(i+1)G+2)

i 3i+1
GE+1D(E+2)(i+3)

i=1

Tr; =

alarak

serisini hesaplayin.

14.27. % + i + ﬁ + ﬁ 4= g esitligini kanitlayin. (ipucu: Ornek 14.6°daki gibi.)
- 1 1

14.28. —————— = — esitligini kanitl .
Z: GEDGTY 4 esitligini kanitlayin

14.29. Teleskopik serilerden esinlenerek, bir k£ > 0 tamsayisi icin,

3 k

i=1

esitligini kanitlayin.

14.3 Serilerle Ilgili ki Basit Gozlem

Cauchy Kistasi. Bir serinin yakinsak olup olmadigini bilmek kolay olmayabi-
lir, ama yakinsaksa hangi sayiya yakinsak oldugunu bulmak bambaska diizeyde
bir problemdir; ¢ok zor oldugu gibi bu miimkiin de olmayabilir ¢iinkii 6rnegin
o giine dek kimse serinin yakinsak oldugu sayiya bir ad vermemistir, yani
seri bugiine dek insanoglunun dikkatini ¢gekmemis bir sayiya yakinsayabilir ve
elbette bu durumda yapacak fazla bir sey yoktur.

Serinin hangi sayiya yakinsadigi bilinmese de, serinin yakinsak oldugu ka-
nitlanabilir. Bunun icin kistaslar -yakinsama kistaslari- vardir. Iste bunlardan
¢ok sik kullanilanlardan biri:

Teorem 14.3 (Cauchy Kistasi). Bir Y x; serisinin bir ger¢el saywya yakinsa-
mast i¢in yeter ve gerek kosul sudur: Her € > 0 i¢in oyle bir N olmals ki, her

n>m > N i¢in,
n
ZIL’Z' <€
i=m

olsun.

Kanit: Serinin yakinsamasi demek, tanim geregi, kismi toplamlar dizisi olan

(),
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dizisinin yakinsamasi demektir. Bu dizinin yakinsamasi da, dizinin Cauchy
dizisi olmasiyla egdegerdir; yani her € > 0 icin Gyle bir NV olmali ki, her n >

m > N icin,
n m
Z XT; — Z Ti| <€,
=0 =0
yani,
n
Z Ti| <€
=m
olmali. ]

Bu kistasin uygulanigina gegmiste birgok ornek vermigtik. érnegin Teorem
10.7°de

2
2

serisinin yakinsadigini aynen bu yontemle gostermistik.
Bu kistasla .
25

i>1

harmonik serisinin yakinsamadigini da gosterebiliriz. Nitekim eger teoremde

0< <1
€< =
2

ve her N i¢in, (N’den biiyiik olan)

m=N+1ven=2N+1

alirsak,
n 4 2N41 2N+1 1 N1 1
- = Z -2 Z = > - 2€
— 4 4 T 2N +1 2N +1 7~ 2
i=m i=N+1 i=N+1
buluruz.

Bu kistastan ) z; ve > y; serileri yakinsaksa, » (x; + y;) serisinin ve eger
r € R ise ) rax; serisinin yakinsak oldugu ¢ikar. Ama bu sonuglar ileride,
Boliim 16’da ¢ok daha dogal bigimde (sadece tanimlara bagvurarak) bulacagiz.

Bu Cauchy kistasinin, Altboliim 18.2’de s6zedecegimiz ¢ok daha oénemli
Cauchy kistasiyla karigtirilmamasi gerekir.

Ornekler

14.30. (zn)n artarak sonsuza wraksayan bir diziyse
Ti+1 — T4 Ti+1 — T4
Do ve y T
T; Tit1

serileri wraksaktur.
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Kanit: (s, )n, birinci serinin kismi toplamlar1 dizisi olsun. Eger m < n ise

n n
Ti+1 — T4 Ti4+1 — X4 In+1 — Tm
Sn — Sm = 2 2 E -
Tit+1 Tn+1 Tn+1

i=m i=m

olur. Simdi n’yi 41 > 2x,, olacak kadar biiyiik secelim. O zaman, bir 6nceki satirdan

devam ederek
2x7n — Tm _ Im 2 1
Tn+1 Tn+1 2

\Y

buluruz. Demek kj kismi toplamlarin dizisi (sn)n. Cauchy dizisi degildir ve birinci seri

yakinsak olamaz. Ikinci serinin raksakliginin kanit1 da benzerdir.
14.31. Bir 6nceki 6rnekte x; = ¢ alarak, . 1/i serisinin bir kez daha wraksak oldugu anlasilir.
14.32. [Stieltjes] Eger (an)n azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, sonsuza wraksayan éyle bir

> by pozitif serisi vardir ki, Y anbn yakinsak olur.

Kamit: u, = 1/a, ve

- Un+1 — Un
Un+1

olsun. O zaman lim,, ;e t, = oo olur. Dolayisiyla Ornek 14.30°a gore > bn = oo olur.

Ama
bn Un4+1 — Un 1 1
anbn == = — —
Un UnUn+1 Un  Un+1

oldugundan Y a;b; teleskopik bir seridir. Ve limp— o0 1/un = 0 esitliginden dolay1 > a;b;
yakinsar. 0

14.33. [Stieltjes] Ejer (an)n artarak sonsuza wraksayan bir diziyse, éyle bir yakinsak > bn
pozitif serisi vardir ki, Y anby wraksak olur.

Kanit: b, = ﬁ — anlﬂ olsun. Teleskopik seri oldugundan ) b; yakinsar. Ama
anb, = dntt = adn
An+1
oldugundan, Ornek 14.30’a gore > by waksaktir. O
Alistirmalar

14.34. > x; yakinsaksa, limp_ o Zfﬁn x; = 0 egitligini kanitlayn.
14.35.

N = S
n—oo \n2  (n+1)2 (n+mn)?
esitligini gosterin.
14.36. (Abel) (z,)n azalarak 0’a yakimsayan pozitif bir dizi olsun. Eger > w; yakinsaksa
limy, s 00 nZ2n = 0 esitligini gosterin. Ipucu: nzan, < > | Tntr — 0. (Teorem 14.6’ya
ve kanitina da bakin.)

Genel Terimin Sifira Yakinsamasi. Bir seride bir anlamda sonsuz sayi-
da say1 toplanir. Bu “sonsuz toplam”in sonlu bir say1 olabilmesi igin, gittikge

kiiciilen sayilar toplamak gerektigi hissedilebilir. Nitekim oOyledir de.

Teorem 14.4. Eger Y x; serisi yakinsaksa, o zaman lim, o x, = 0 olur.
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Kanit 1: € > 0 olsun. Bir 6nceki teoreme gore 6yle bir N vardir ki, her m > N
icin,
m+1

>
=m

yani |zp,41| < €. Buda her n > N + 1 i¢in, |z,| < ¢ demektir.

<€

Kanit 2: s serinin limiti olsun. € > 0 olsun ve

olsun. Tanimlar geregi,

s= lim s,
n—o0

olur. Ve tabii ki (altdizi oldugundan),
lim sp41 = lim s, = s
n—oo n—oo

olur. Demek ki,

lim z, = lim (sp41 —sp) =s—s=0.
n—oo n—oo

Teorem bir kez daha kanitlanmistir. O

Sonug 14.5. Eger (xy), dizisi 0’a yakinsamuyorsa (yakinsak degilse de), o
zaman Yy x; serisi yakinsak degildir. O

Ama teoremin ters istikameti dogru degildir, yani lim,— x, = 0 esitligi
dogru olsa da, ) z; serisi yakinsamayabilir. Ornegin, limy, 00 % = 0 olmasina
kargin yukarida gordiigiimiiz iizere ZiZI % = 00 olur.

Bu sonug sayesinde, yakinsamaktan oldukga uzak olan serilerin iraksadik-
lar kolaylikla kamitlanabilir. Ama, >, % serisi, genel terimi 0’a gittiginden
bu sonucun kapsamina girmiyor. Bu serinin yakinsamadigin1 Teorem 14.4’{in
kamitindaki fikri kullanarak goyle de gosterebiliriz:

Teorem 14.6. Eger > x; yakinsak serisinin terimleri pozitif ve azalansa o
zaman lim,, o nx, = 0 olur.

Kamit: s, kismi toplamlar olsun. (z,), dizisi azalan oldugundan,

Nxop < Tpgl + 0+ Tap = S2n — S

olur. Demek ki lim,, o nxo, = 0 ve dolayisiyla lim,_, o, 2nxs, = 0. Simdi tek
sayilara gecelim. Benzer sekilde

(n+ Dxopt1 < Tpt1 + -+ Toapt1l = Sopt1 — Sn-

Demek ki lim,, o0 (n+1)x2,4+1 = 0. Buradan kolaylikla lim,, o0 (2n+1)x2,41 =
0 gikar. (Nasil?) O
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0’a

Biitiin bunlardan su ¢ikiyor: ) z; serisinin yakinsamasi i¢in z; sayilarmin

azalarak yakinsamasi yetmez, ayrica bu sayilarin 0’a “hizli” yakinsamasi

da gerekir. Ornegin 1 /i%, 0’a yeterince hizli yakinsadigindan, Zizl 1/4% serisi
yakinsaktir. Yakin gelecekte s > 1 ise, > .., 1/7° serisinin yakinsak oldugunu
gorecegiz.

Sonug 14.7. "%, 1/i serisi wraksar. O

Ornekler

14.37.

14.38.

14.39.

14.40.

> (\/i +1— \ﬂ) serisi 1raksar.

Kanit: Sonug 14.5’i uygulamaya caligalim:

T Vi Wit —Vi)(Vi+1+Vi) 1
it1-Vi= Vitl+i 7\/i+1+\ﬁ_>0

Genel terimin limiti 0 oldugundan, serinin yakisak mi yoksa iraksak m1 oldugunu So-
nug 14.5’in ydntemiyle anlayamayiz. Ama Ornek 14.14’ten serinin iraksak oldugunu
biliyoruz.

Eger 0 < a <1 iselimpoo(l +a™)™ =1.
Kanit: Asagidaki hesaplar: yapalim:

0<(1+a™)"—1=a" (1+a")" ' +(1+a")"?+ -+ (1+a")+1)
<a"n(l+a™)"" "
Demek ki 1
——— < na".
(1 +an)n—1 = na
Ama Teorem 14.6’dan dolay1 lim,,_, o, na™ = 0 oldugundan, sandvi¢ teoremine goére

Jim ((1+a”) - ;) ~0

n— oo (1 —‘,—a")”L*l

0<(1+a")—

olur. lim, o0 (1 + a™) = 1 oldugundan, bundan,

lim ————— =1
oo (1 am)n—1
ve
lim (1+a")" " =1
n— oo
cikar. Bu son esitlik de istedigimizi verir. ]

limy— 00 (nl/" — 1)1/" limiting bulun.

Coziim: Herhangi bir @ < 1 alalim. Bir 6nceki 6rnege gore yeterince biiyiik n goster-
gecleri icin (1 + a/™)" < 2 < n olur. Buradan a < (n*/™ — 1)¥/™ ¢ikar.

Ote yandan (n'/™ — 1)Y/" < (/™)1 = nt/m* = (112)1/"2 ~pt/m 1

Son iki paragraftan istenen limitin 1 oldugu kolaylikla ¢ikar (bkz. Ornek 4.16.) g
[Abel] Her (an)n dizisi i¢in, “limanb, = 0 = > a; yakinsak” dnermesini saglayan bir
(bn)n dizisi yoktur.

Kanit: Tam tersine boyle bir (by, ) dizisinin oldugunu varsayalim. Elbette sonsuz sayida
bn = 0 olamaz, yoksa bu n’ler icin a,’yi ¢ok biiylik segerek yakinsamamasi gereken
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serilerin yakinsadigini kanitlamig oluruz. Dolayisiyla her n i¢in b, # 0 varsayimini ya-
pabiliriz. lim anb, = 0 ile lim ay|by| = 0 Onermeleri arasinda fark olmadigindan, b, > 0
varsayimini yapabiliriz. a, = 1/nb, gibi, lim a,b, = 0 esitligini saglayan pozitif bir seri
alalim. € > 0 rastgele olsun. O zaman a,b, < € oldugundan i > 2 dolayisiyla

olur. Bundan da

LR
bi
cikar. Demek ki
1 1
Cn % +-F E
dizisi sonsuza waksar. Ornek 14.30’a gore terimleri
Cn — Cpn—1
ap = ———
Cn

olan seri iraksar. (Eski a,’yi unutun!) Ama

bnan:bnmzi —50
Cn Cn,
oldugundan bir geligki elde ederiz. d
14.41. [Abel] Sonsuza wraksayan her Y a; serisi i¢in, lim by, /an = 0 esitligini saglayan sonsuza
waksayan bir Z b; serisi vardar.
Kanit: a; > 0 varsayimin yapabiliriz.

Sn=ao+ -+ an

ve
Gn  Sp — Sn—
by = -~ = Zn " on—d
Sn Sn
olsun. O zaman
bn 1
—=——0
Gn  Sn
olur. Ayrica Ornek 14.30’a gore Y by, serisi wraksar. g

Birkag ilging Seri. Ya kanitlama yontemi igin heniiz yeterince matematik geligtiremedi-
gimizden ya da 7 gibi baz1 matematiksel nesnelerin tanimlarini heniiz vermedigimizden su
anda kanitlayamayacagimiz birkag esitlik sunuyoruz.

11 1 1 1 1
17273 1 5 6t
serisinin yakinsakhigim1 Boliim 17’de kamitlayacagiz. (Limit In2'dir ama hentiz In diye bir
fonksiyon gormedigimizden su anda bu olgu okura bir anlam ifade etmeyebilir.)
Tek sayilarla 7 sayis1 arasinda bir iligki var midir diye sorulsa, akli baginda herhangi biri

yok der herhalde! Ama yanls!
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1/n’lerin toplaminin sonsuz oldugunu biliyoruz:

i1or 1.t
172737 - o

Bu seride toplanan terim sayisini azaltalim... Tim 1/n’leri toplayacagimiza, asal n’ler igin
1/n’leri toplayalim; bakalim ne oluyor...

ol L
p 2 3 5 7' 11 o
p asal

Gene sonsuz ¢ikar... Demek ki asal sayilarin sayisi ¢cok az degil, terslerinin toplamini sonsuz
yapacak kadar cok asal say1 var...

3 ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 11 ve 13 gibi, 17 ve 19 gibi, aralarinda 2 fark olan asallara ikiz asal-
lar denir. Sonsuz sayida ikiz asal oldugu saniliyorsa da, bu san1 bugiine dek kanitlanamadi.
Brun 1919’da, ikiz asallarin bir anlamda o kadar ¢ok olmadigimi kamitlamigtir. Su anlamda

cok degillerdir:
[ AN U A B U S A
3 5 5 7 11 13 17 19
serisi yakinsaktir, yani bu toplam sonlu bir sayidir. Brun sabiti ad: verilen bu sayinin degeri

agagl yukar1 1,902160583104’tiir. Bu yaklagik deger, 10'®’ya kadar olan asallar bulunarak
hesaplanmigtir.

14.4 Serilerin Terimleriyle Oynamak

Bu altboliimde amacimiz bir serinin terimleri gruplandiginda ya da terimleri-
nin yerleri degistiginde ya da seriye yeni terimler eklendiginde seride ne gibi
degisikliklerin oldugunu anlamaya calismak. Ik okumada bu altbdliim tistiin
korii okunabilir.

Seriden Terim Atmak. Bir onceki altboliimde kanitlanan Teorem 14.3,
bir serinin yakinsakliginin ya da iraksakliginin, toplanan diziden c¢ok, dizi-
nin kuyruguna gore degistigini de soyliiyor: Kuyruklar: ayni olan iki diziden
birinin toplami yakinsaksa digerinin de toplami yakinsaktir ve biri iraksaksa
digeri de wraksaktir. Yani bir seriye sonlu sayida terim eklersek ya da bir se-
riden sonlu sayida terim silersek ya da her iki iglemi birden yaparsak, seri-
nin yakinsakliginda ya da iraksakliginda bir degisiklik olmaz. (Tabii yakinsak
oldugunda elde edilen toplam degisebilir.) Bu o kadar bariz ki teorem adi
altinda yazmiyoruz bile.

Serinin Terimlerini Gruplamak. Yakinsak serilerin terimlerini teker teker
toplayacagimiza ikiger ikiser toplayabiliriz, yani yakinsak bir seriyi

sonsuz toplami olarak gosterecegimize,

(xo+ 1) + (22 +23) + - - + (22 + T2ig1) + -+
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sonsuz toplami olarak da gosterebiliriz, ¢linkii ne de olsa, kismi toplamlar di-
zisi (sp)n yakimnsaksa, bunun bir altdizisi olan (s2,,41), dizisi de ayni sayiya
yakinsar. Bu buldugumuz sadece ikiser ikiser toplama icin degil, ikiger tiger
gruplama ve hatta her tirlii gruplama icin de gegerlidir elbet, ¢linkii grupla-
narak elde edilen serinin kismi toplamlar1 basladigimiz serinin kismi toplam-
larinin bir altdizisidir. Bir teorem daha kanitladik:

Teorem 14.8. Eger bir seri yakinsaksa, serinin terimlerini gruplayarak elde

edilen seri de ayni saywya yakinsaktur. (]
Ornegin,
po (2i)2 (204 1)2

serisi yakinsaktir ¢iinkii,

i <(21)2 - (2ii1)2> - illg

i=1 =2

esitligi gegerlidir ve sagdaki serinin yakimsak oldugunu biliyoruz (Bélim 7).
Gruplayarak ayr: sayilara yakinsayan (dolayisiyla yakinsak olmayan) seri or-
negi icin bkz. Ornek 17.2.

Ama dikkat: Bir seri gruplanarak yakinsak oluyorsa, bu, gruplanmamig
orijinal serinin yakinsak oldugunu gostermez. Ornegin, z; = (—1)" ise 3.
yakinsamaz; ama terimleri ikiger ikiger gruplarsak, terimleri 0 olan dizi buluruz
ki bu da elbette 0’a yakinsayan bir seri verir.

Aym felaket, serinin genel terimi 0’a yakinsiyorsa da bagimiza gelebilir.
Ornegin,

1 1 1 1 1 1 1 1
<1‘1>+<2+3+“'+11‘11""‘3‘2>
1 1 1 1 1 1
+(12+13+"'+231_231_'”_13_12>+'”

serisine bakalim. k’inc1 parantezdeki

1

a
toplaminin a < b sayilar1 soyle seciliyorlar: a, toplamda daha once belirmeyen
ilk dogal say1 (bir sonraki parantezde a = 232 olacak 6rnegin); b ise,

L, o]
a a-+1 b




14.4. Serilerin Terimleriyle Oynamak 263

toplamini £’dan biiyiikesit yapan en kiicitk dogal say1. )., 1/i serisi sonsuza
raksadigindan her a icin boyle bir b bulmak miimkiindiir. Serinin yukaridaki
gibi gruplasmis hali, terimleri siirekli 0 olan seridir ve elbette bu gruplagmis seri
0’a yakinsar; ama aym seriyi parantezlerden arinmig bigimde goriirsek, bu sefer
seri yakinsamaz, ¢iinkii parantezsiz serinin kismi toplamlar: belli agsamalarda
her k dogal sayisin agar. (b sayilar itinayla segilmislerdir.)

Ote yandan gruplanan terim sayis1 sinirh tutulursa ve serinin genel terimi
0’a yakinsiyorsa, her sey yolunda gider:

Teorem 14.9. Eger bir serinin genel terimi 0’a yakinswyorsa ve terimler en
fazla b terim iceren bloklar halinde (terimlerin siralar: bozulmadan) grup-
landrginda seri yakinsak bir seriye doniisuyorsa, o zaman baslangictaki seri de
(yani gruplasmamas seri de) yakinsaktur; dstelik gruplanmas ve gruplanmamag
seriler aym sayya yakinsarlar.

Bu teoremi kanitlamadan once kaniti ¢ok daha kolay olan su teoremi
kanitlayalim:

Teorem 14.10. > x; bir seri olsun. lim, o x,, = 0 varsayymini yapalim. Bir
k > 0 dogal saysi i¢in (Skn)n kismi toplamlarn bir s sayisina yakinsadiging
varsayalim. O zaman > x; serisi de s sayisina yakinsar.

Kanit: ¢ > 0 olsun. lim,,,o x, = 0 egitliginden dolay1 her n > Nj icin
|z, | < €/2k esitsizligini saglayan bir Ny vardir. lim, o Sk, = s esitliginden
dolay1 her n > Ny igin |s — s, | < €/2 esitsizligini saglayan bir Ny vardir. N =
(k+1)-max{Nyi, Na} ve n > N olsun. n’yi k’ya bolelim: Bir ng > max{N, N2}

ve bir r =0,1,...,k — 1 igin, n = kng + r olur. Buradan da
|s = snl = |8 = (Skno + Thno+1 + *** + Thng+r)|
< 18 = Skno| + [Trno 1]+ + [Thng 4o
< S+ttt
= €
¢ikar, ki bu da istedigimizi kanitlar. O

Simdi yukaridaki fikri genellegtirip Teorem 14.9’u kanitlayalim.

Teorem 14.9’un Kaniti: Seri > z; olsun. s, de > z; serisinin kismi toplam-

lar1 olsun:
n
Spn — Z Zi.
i=0
Simdi 0 < jx — jr—1 < b esitsizligini saglayan bir

O=jo<ji<j2a<js<...
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gostergeg dizisi ele alalim ve ) z; serisini
(w0 + 1) + (T, + A Tjy1) +
biciminde gruplayip béylece elde edilen
oo fIk+1—1
> 2w
k=0 \ i=jg

serisinin bir ¢ sayisina yakinsak oldugunu varsayalim. ¢,, bu gruplasmig serinin
kismi toplamlarini simgelesin:

m [ Jk+1—1 Jm4+1—1
tm = E E x| = E Ti = Sjpi1—1

Varsayimdan dolay1

esitligini biliyoruz ve

lim s, =t
n—oo

esitligini kanmitlamak istiyoruz. Bunun igin s,’lerle t,,’ler arasinda bir iligki
bulacagiz.

n verilmis olsun. jy,+1 < n < jpmao esitsizliklerini saglayan m sayisin se-
gelim. O zaman,

n Jm+1—1 n n
Snzzxi: Z Hﬁi-i- Z l"iztm-i- Z ZT;
=0 =0 1=Jm+1 1=Jm+1
buluruz. Demek ki,
n n
|8 — tm| = E x| < E ||
i:jm+1 i:jm+1

olur. m’nin se¢iminden dolay1, en sagdaki toplamda en fazla b terim vardir.
(n)n dizisi 0’a yakinsadigindan, n’yi bityiiterek (ki o zaman m ve j, de biiyiir)
|$n, — tm| sayisim diledigimiz kadar kiigiiltebiliriz, yani

lim s, —tm| =0
n—oo

ve dolayisiyla
lim (s, —tm) =0

n—oo
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olur. Belki soylemeye bile gerek yok ama m sayis1 n’ye bagimlidir ve n son-
suza gittiginde m de sonsuza gider (¢iinkii n < (m + 2)b esitsizligi gegerlidir);
dolayisiyla,

lim s, = lim (s, — t) + lim ¢, = lim ¢, = hm tm, =1

olur. Kanmitimiz tamamlanmistir. O

Eger serinin terimleri > 0 ise, gruplanan terim sayisina sinir koymak ge-
reksizdir. O zaman da her sey yolunda gider:

Teorem 14.11. Eger terimleri negatif olmayan bir serinin genel terimi 0’a
yakinswyorsa ve terimler (swralary bozulmadan) herhangi bir sekilde gruplan-
diginda seri yakinsak bir seriye donustyorsa, o zaman baslangictaki seri de
(yani gruplanmamag seri de) yakinsaktur; tstelik gruplanmas ve gruplanmamag
seriler aym sayya yakinsarlar.

Kanit: Bir onceki kanittaki gésterimi kabul edelim ve ayni fikri devam etti-

relim.
s—tul= Y @

—]m+1
asamasina kadar geldik. Bundan sonra,
]m+2 1
’571 - tm‘ = E x; < 5 Ti =tmt+1 — tm
= ]m+1 1= .]’m+1

seklinde devam edelim. (¢, )., dizisi Cauchy oldugundan, n’yi, dolayisiyla m’yi
de yeterince biiyiik alirsak, t,,11 — t,,, saywsini her sayidan kiigiik yapabiliriz.
Simdi bir énceki teoremin kanitindaki gibi devam edelim. O

Serinin Terimlerini Karmak. Yukarida serinin terimlerinin yerlerini de-
gigtirmemistik. Simdi serinin terimlerinin yerlerini degistirdigimiz zaman ba-
simiza geleceklere bakalim.

Terimleri 6zel bir bicimde kararak, serinin yakinsakliginin ya da iraksakli-
ginin bozulmayacagini gorebiliriz. Ornegin

To+ 21 +x2+x3+ -+ T2 +Toi41 + -

serisi yerine
r1+xo+ a3+ T2+ -+ X241 + T2 + -

serisine bakabiliriz. Eger birinci seri yakinsaksa ikinci seri de yakinsaktir. s,
ve t,, bu iki serinin (bu sirayla) kismi toplamlar1 olsun ve birinci serinin s’ye
yakinsadigini varsayalim. t,,’leri s,, cinsinden hesaplamaya caligalim.

ton+1 =21 +To + -+ + Ton+1 + Ton = Son+1
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olur. Ama t9,’de kiigiik bir diizeltme pay1 gerekir:

ton =21+ 20 + -+ + Ton—2 + Tont1 = lon—1 + T2nt1 = S2n—1 + T2n41-
Demek ki, Teorem 14.4’ten dolayz,

lim t9, = (S2n—1 + Top41) = s.

lim
n—oo n—oQ
Ayn1 zamanda
nh_{lgo ton+1 = nh_{rolo Sopt+1 = S
oldugundan, (t,), kismi toplamlar dizisinin limiti de vardir ve bu limit s’ye
esittir (Aligtirma 8.9).

Ayni bigimde, eger ikinci seri yakinsaksa birinci seri de yakinsaktir.

Yukarida serinin terimlerini ikiger ikiger kardik. Beser beger de karabilirdik,
bir gsey degismezdi. Ayrica beger beser hep ayni bicimde de karmak zorunda
degiliz, her seferinde ayri1 bir karma kullanabiliriz. Bunu birazdan kanitlaya-
cagiz.

Ama okur dikkatli olmalidir, terimler rastgele uzunlukta gruplar halinde
karilirsa yakinsak seriler iraksayabilir. Birazdan bir 6rnek gorecegiz. Yakinsak-
ligin degismemesi icin ya yukaridaki gibi 6zel karmalar1 ya da bazi 6zel serileri
almak gerekir. Teorem 14.13’te gorecegimiz lizere, terimleri pozitif olan bir
seriyi istedigimiz gibi karabiliriz, yakinsaklhigi/iraksaklhigl degismez. Ama te-
rimleri negatif ve pozitif olan serileri kararken dikkatli olmak gerekir.

Teorem 14.12. j > 0 bir dogal say ve her k > 0 i¢in o, {0,1,...,5 — 1}

kiimesinin bir eslesmesi olsun. Her i dogal sayst icin, r; sayist 0 < r; < j ve
1= kj + 1; olacak bigimde secilsin.

Yi = Thkjtop(r:)

olarak tanvmlansin. Eger > x; ve Y y; serilerinden biri yakinsaksa digeri de
yakinsaktir. Ayrica bu durumda her iki seri de aymi sayrya yakinsar.

Kanit: > z; serisinin s’ye yakinsadigim varsayalim. Yaptigimiz karma, > z;
serisinin terimlerini, en bagtan baslayarak, j’li bloklar halinde kariyor, ama
her j'lik blogu degisik bicimde karabilir. Her k& dogal sayisi igin,

Lkj> Lhj+1s -5 Lhj+(j—1)
terimleri
Lkj+oro) Thj+or(1)s -1 Thjto,(j—1)
terimlerine dontigiiyor. Dolayisiyla eger s, ve t, sayilari > z; ve Y y; seri-

lerinin (bu sirayla) kismi toplamlariysa, her £ ve 0 < r < j dogal sayilar
icin,

Skjtr = thjtr — Thj = = Thjtr T Thjtor(0) T+ Thjron(r)
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elde ederiz. Teorem 14.4’ten dolay:r her 0 < r < j igin,

lim t3;4, = lim sgjq, = s
J]—00 J—00
olur. Demek ki ) .. y; serisi de s’ye yakinsiyor.
Simdi 3" y; serisinin yakinsadigini varsayalim. > z; serisi de Y y; serisin-
den yukaridaki bicimde elde edilir. Bunun i¢in oy yerine ok_l almak yeterlidir.
Dolayisiyla ayni sonug Y y; serisi igin de gegerlidir. O

Bu teoremi hafifce genellegtirmek miimkiindiir. Karmalarin hep j tane te-
rim iizerine olma kogulunu, karma yapilan terim sayisini sinirli tutmak kosu-
luyla degistirebiliriz.

Eger karma yukaridaki gibi terbiyeli bir bicimde yapilmazsa, baslangictaki
seri yakinsak bile olsa, kararak elde edilen seri bir bagka sayiya yakinsayabilir,
hatta iraksak olabilir. Bir 6rnek verelim.

i+1

Ornek 14.42. Boliim 17°de Dot <711). serisinin yakinsak oldugunu gorecegiz, simdilik bu

serinin yakinsadigini varsayalim. §imdi serinin terimlerini karacagiz. j = 0,1, 2 igin,
s eger j =1 ise
241 CBCT I =
Y3itj = Ttz eger j=2ise
—1 v . A
Tia  eger j =0ise

olsun. (y;); dizisinin ((—1)***/4);>; dizisinin bir karmasi oldugunu kanitlamak oldukca kolay.
Simdi 2121 y; serisine bakalim:

(Yn)n>1 dizisi 0’a yakinsadigindan, Teorem 14.9’a gore, yakisakligi bozmadan, 2121 yi se-
risini gOyle gruplayabiliriz:

R ATEE DS U O W U I B U
2 4 3 6 8 5 10 12

11,1111
2 4 6 8 10 12

serisini, yani >, (—1)"*"/i serisinin yarisi olan

L1111 1
2 2 3 4 5 6

serisini buluruz. Goriilldiigi gibi toplam yariya indi!

ve

Ote yandan eger serinin terimleri negatif degilse terimlerini istedigimiz gibi
karabiliriz, yakinsaklik ve toplam degismez:

Teorem 14.13. > z;, terimleri pozitif olan bir seri olsun. o, N’nin bir es-
legsmesi olsun. O zaman, eger Y xz; ve Z:L‘U(i) serilerinden biri yakinsiyorsa
digeri de yakinsar ve yakinsadiklarinda ayni sayya yakinsarlar.
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Kamt: s, ve t, sirasiyla ) x; ve >, To(s) serilerinin kismi toplamlari, s ve ¢
de serilerin limitleri olsun. Her iki kismi toplamlar dizisi de artan dizidir. (¢,)
dizisinin iistten s tarafindan siirl oldugunu kanitlayacagiz.

m(n) = max{c(0),...,0(n)}

olsun. Hesaplayalim:

n m(n)
ln = j{:lxo(n < zz: Li = Sm(n) <s
=0 1=0

Demek ki (t,,),, dizisi de, dolayisiyla }  x,;) serisi de yakinsak. Eger limite
t dersek, yukaridaki egitsizlikten ¢ < s elde ederiz. Ama simdi s, t ve o ile
yaptigimizi ¢, s ve o~ ! ile de yapabiliriz ve bu sefer s < t elde ederiz. O

Bu teorem biraz daha genel bir haliyle de dogrudur (bkz. Teorem 15.9).
Kimi zaman gostergeg kiimesini sonsuz parcalara ayirmak zorunda kalabili-
riz. Eger serinin terimleri pozitifse bu bir sorun tegkil etmez. Kanita gegmeden
once bunun yararini gosteren bir 6rnek verelim.
Ornek 14.43.
2 22 23 24

serisini toplamak istedigimizi varsayalim. Bu seriyi soyle agalim:

AN S W S NN W S B S B W
2 22 22 23 23 23 24 24 0 24 0 24
Teorem 14.8 ve 14.11’e gore bu serilerden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir ve iki seri
de bu durumda ayni sayiya yakinsarlar. Simdi bu ikinci serinin yakinsakligini kanitlamaya
caligalim.
Ikinci serideki her parantezin ilk terimini alarak
2 22 23 24

serisini, (ikinci parantezden baglayarak) her parantezin ikinci terimini alarak

serisini, (liglincii parantezden basglayarak) her parantezin tiglincii terimini alarak
1 1 1 1
PO TR TR

serisini alalim ve bunu boylece sonsuza kadar devam edelim. Elde ettigimiz seriler yakinsaktir:

+5 o5+

+
I

+o+

+
I

1

2
1

tos
1

+ 50 +

+
Il
—
N

R =R = o) =
') =g 12
SIS

7T

[}
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Bunlar: toplarsak da 2 buluruz. Bu bulgudan, birinci ve ikinci serilerin 2’ye yakinsadigini
sOyleyebilir miyiz?
Ne yaptigimizin farkina vardiniz mi?

T R NS RS N NS NS S N O
2 22 22 23 23 23~ 24 24 24 24
2 adet 3 adet 4 adet

serisini hesaplamak icin, sayilari, seride 6nerildigi ve her Avrupalinin yapacag: gibi terimleri
soldan saga dogru teker teker toplayacagimiza, agagidaki gibi dizip
1

21 1

¥IT,

37 T35 T a3
Ttk g

|

Cinliler gibi en sol siitundan baslayarak yukaridan agagi topladik ve sonra siitunlarin top-
lamlarini topladik:

En sol siitunun toplami 1.

Bir sonraki siitunun toplami 1/2.

Soldan tiglincii stitunun toplami 1/4. Vs.

Soru belli: Bunu yapmaya hakkimiz var mi1? Yani satirlarin toplaminin toplami, siitun-
larin toplaminin toplamina egit midir? Yamt: Evet var! Bir sonraki teoremde bunu kanitla-
yacaglz.

Teorem 14.14. Y. x; terimleri negatif olmayan bir seri ve
N=AgUA 1 UAs ...,

N'’nin herhangi bir parcalanisy olsun.

i. Eger > x; serisi yakinsaksa, her j igin Zz’eAj x; serisi de yakinsaktir.
Ayrica, eger y; = Zz‘eAj x; tanwman yaparsak, Y y; serisi de yakinsaktir ve
bu seri Y x; toplamana egittir.

ii. Her j icin ZieAj x; serisi yakinsak olsun. y; = Zz‘eAj x; tanwming yapalim.
Eger Y y; serisi de yakinsaksa o zaman ) x; serisi de yakinsaktir ve bu seri
Y-y, toplamina esittir.

Kamt: i. ), A, Ti serisinin kismi toplamlar1 elbette »_ z; serisinden kii-
clikesittir. Kismi toplamlar1 artan bir dizi olusturdugundan, ) ;. A, Ti serisi
yakinsaktir (Teorem 7.1) ve toplami ) z; serisinden kiiglikesittir. Demek ki

wé}:%

> y; serisinin kismi toplamlar: ) x; serisi tarafindan tistten sinirlanmigtir ve
> yj; serisi yakinsar (Teorem 7.1) ve

§2%§§:%
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olur. Simdi esitligi kamitlayalim. € > 0 olsun. £’y1 yeterince biiyiik secerek

> mi— Yo+ +yn)

farkin1 €’dan kiiciik yapabilecegimizi kanitlamaliy1z. Ama tek bir &k igin fark:
€’dan kiiciik yapmak yeterli, ¢iinkii k biiytidiikge yukaridaki fark kiigiiliir. Once
Oyle bir n bulalim ki,

Z:ﬂif(q:0+-~-+xn) <€
olsun. Ardindan 6yle bir &£ bulalim ki,
0,1,...,n€e AgU A1 UAs ... U A,
olsun. O zaman elbette,
o+ +Tn <yo+ -+ Yk

olur. Dolayisiyla,

Dowi— (ot ot ) S Y @i — (w0 Fan) <e
>0

olur. Birinci 6nerme kanitlanmigtir.
ii. Verilmis bir 4 icin, j(i) gostergeci, i € Aj(;) icindeligini saglayacak bi-
¢imde segilmis olsun. O zaman z; < y;(;) olur. Dolayisiyla,

x0+---+xnSyj(o)—i—---—i—yj(n)SZyj

olur. Demek ki ) z; serisinin kismi toplamlar: iistten ) y; tarafindan smirlh-
dir. Bundan da, Teorem 7.1 yardimiyla, > x; serisinin yakinsak oldugu ve

Z%’ < Zyj

esitsizligi ¢ikar. Simdi esgitligi gosterelim. € > 0 olsun. n’yi yeterince biiyiik
secerek

Zyj_($0+"'+$n)

farkimi €’dan kii¢iik yapabilecegimizi kamitlamaliyiz. Ama tek bir n i¢in farki
e’dan kiiciik yapmak yeterli, c¢iinkii n biliyudiikce yukaridaki fark kiigiiliir.
Hatta sagda toplanan x;’lerin gostergeclerinin illa 0’dan n’ye gitmeleri gerek-
mez, aradan sadece baz1 gostergecleri secsek de yeter. Once dyle bir k secelim
ki

)

N

D yi— (ot o+ <
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olsun. Her j =0, ...,k i¢in Oyle bir sonlu I; C A; gosterge¢ kiimesi vardir ki,
€
PR . <
y] Z Zq Q(k + 1)
’LEIj
olur. O zaman
I=L)JLU...UI

tanimini yaparsak,

€
(ot tu) = D_wi <3
el
olur. Demek ki,

Zyj_zmi:(Zyj_(y0+"‘+yk))+((y0+"'+yk)_z$i>

iel el
<€/2+4€/2=c¢.

Simdi n’yi o kadar biiyiik secelim ki
I=LhUuLU...Ul;C{0,1,...,n}

olsun. Bu durumda,
Zyj*(fUOwL---Jrﬂfn) SZyj*ZSCi <e
i€l
olur. Teorem kanitlanmistir. O

Teorem 14.14’{in ikinci kismi herhangi bir seri i¢in ve sonlu sayida parca-
lanma ic¢in de dogrudur:

Teorem 14.15. > x; herhangi bir seri olsun. N = AU B, N’nin herhangi bir
parcalanmigy olsun. Eger ) .., x; ve Y, px; serileri yakinsaksa ve toplamlar a
ve b’ye esitse, o zaman Y x; serisi de yakinsaktir ve bu seri a + b toplamina
esittir.

Kanit: s,, Y z; serisinin kismi toplami olsun.
A, =An{0,1,...,n} ve B, =BnN{0,1,...,n}

olsun. Ayrica
ap = invebn: le
1€EAy i€By,
tamimlarini yapalim. Her a,, > ,c42; serisinin bir kismi toplamidir. (ay)n
dizisinin ), 4 #; serisinin kismi toplamlar dizisinden tek farki, (a,), dizi-
sinde bazi kismi toplamlarin tekrar etmesidir, nitekim A,, = A, +1 oldugunda
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dizisi a’ya ve (by), dizisi b'ye yakinsar. Tanimdan dolay1
Sp = Qyp + by
oldugundan, lim,, ., s, vardir ve a + b’ye esittir. O

Sonug 14.16. > x; herhangi bir seri olsun. N = Ay U. ..U Ak, N'nin herhangi
bir parcalanist olsun. Eger her j = 1,...,k icin ZieAj x; serisi yakinsaksa ve
toplamlar a; ye esitse, o zaman Y x; serisi de yakinsaktur ve bu seri

a;+ -+ ag
toplamana egittir. O

Teorem 14.14% ileride Teorem 15.10 olarak genellestirecegiz.



15. Pozitif Seriler ve Mutlak
Yakinsaklik

15.1 Pozitif Seriler

Terimleri negatif olmayan serilerin analizi oldukca kolaydir. Nitekim, boyle
bir serinin yakinsamasi igin, kismi toplamlarinin sinirli olmasi yeter ve ge-
rek kosuldur. Bunun c¢ok kolay kanitini birazdan verecegiz. Boylece, terimleri
negatif olmayan bir serinin yakinsakligini, serinin hangi sayiya yakinsadigini
bilmeden de bulabilme imkanina sahip olacagiz. Gegmiste bunun 6rneklerini
¢ok gordiik. Ornegin,

=1
25
=1

serisinin terimleri pozitiftir ve bu serinin kismi toplamlar

1 =1
d5<) m<?
i=1 i=1

esitsizligini sagladigindan (Ornek 7.10), Teorem 7.1’den dolay1, seri yakinsar.
Ancak, birakin hangi sayiya yakinsadiginin bilinmesini, serinin ne tiir (6rnegin
kesirli) bir sayiya yakinsadig bile bilinmiyor... Bu ve benzer konular bugiin
revagta olan aragtirma konularidir. Terimleri negatif olmayan bir seriye kisaca
pozitif seri diyecegiz. Boyle bir ) .., x; serisinin kismi toplamlar dizisi

Sp =29t T1+ -+ xp

artan bir dizidir elbet. Dolayisiyla pozitif bir seri iraksaksa ancak oo’a wraksa-
yabilir (Teorem 12.1). Ornegin },~; 1/i = oo (bkz. Altbéliim 7.2).

Teorem 15.1. Pozitif bir serinin yakinsamast icin kismi toplamlar dizisinin
ustten sinarl olmast yeter ve gerek kosuldur.

Kamnit: Eger seri s’ye yakinsiyorsa, kismi toplamlar dizisi (sy,), artan bir dizi
oldugundan, s,, < s elde edilir.
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Simdi de, artan bir dizi olan kismi toplamlar dizisi (sy,), nin tstten sinirh
oldugunu varsayalim. O zaman Teorem 7.1°e gore, (sy), dizisi, yani seri ya-
kinsaktir. O

Kanittan da anlagilacag: tizere, Teorem 15.1 bize aslinda biraz daha fazla
bilgi veriyor:

Teorem 15.2. Eger Y xz; pozitif bir seriyse, Y x; serisinin yakinsamast i¢in
kismi toplamlar dizisinin dstten sinarly olmast yeter ve gerek kosuldur. Ayrica
eger M, kismi toplamlarin bir dstsiniriysa,

olur ve eger m, kismi toplamlarin en kiicik tustsimiriysa,

E Ty =M

olur. Ayrica her n i¢in
n
dowi <)
i=0

olur. O

Tabii biitiin bu dediklerimizin dogru olmasi i¢in, serinin terimlerinin hep
degil, sadece “bir zaman sonra” negatif olmamalar: yeterlidir.

Sonug 15.3. > x; pozitif bir seri olsun. (x4, )k, ()i dizisinin bir altdizisi
olsun. Eger ) x; serisi yakinsaksa, Y, x;, serisi de yakinsaktir ve limiti ) x;
sayisindan kiicikesittir. Eger Y, x;, serisi wraksaksa, ) x; serisi de wraksaktur.

Kamt: ) xz; = s olsun. s, ve t, sayilan sirasiyla, > x; ve ), x;, serilerinin
kismi toplamlar: olsunlar. Elbette,

tnIJIiO—FCEil—i—"'—Fl’inSIIZ0+$1+"'+$7;7L:52‘,L§3

olur. Teorem 15.2°ye gbre » z;, serisi yakinsaktir. Ikinei kisim birincisinden
gikar. O

Ornekler
15.1. Ornek 6.8’de, terimleri
1—1

1 1 1 1 1
=X iy w-n oyt Y-t Ut e

Jj=1

olan dizinin 0’a yakinsadigini, yani,

lim z; =0
1—00
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15.2.

15.3.

esitligini kanitlamigtik. Demek ki,
oo
>
i=2

serisinin yakinsak olma ihtimali var (Sonug 14.5). Bu seri yakinsak midir? Degildir:

1 1 ( 1 1)
. N . -+ =
Ji—=3) i \i—=j J
oldugundan,

i—1 i i—1
1 1 1 1 1 2
i = v N — 3 . - >T1 1 = =
v Z](Z—J) l—1<ZZ—J+ZJ)_Z( TH=3>

j=1 j=1 J=1

S| =

olur. Ama >.7 | 1/i dizisinin tistten simirh olmadigimi biliyoruz (Béliim 7.2). Demek ki
terimleri >

?_1 —L _ olan seri sonsuza raksar.
J=1 j(i—3)

(zn)n sonsuza wraksayan artan bir dizi olsun. Eder q > 0 bir kesirli sayu ise
Z Ti+1l — X4
x? Ti+1
serist yakinsaktir. Eger q < 0 ise seri wraksaktar.
Kanit: ¢ = 0 durumunu Ornek 14.30’da irdelemistik. Bundan ¢ < 0 durumu da gikar

ciinkii eger x; > 1 ise,
Titl = Ti o Lit1 — T

izt T mig
olur.
Simdi ¢ = 1 olsun. O zaman, teleskopik seri elde ederiz:

Z$i+1_mi _Zwi+1_xi _Z : - = :
=\ it T o —
ziwiga TiTita T 0

Ti+1

ve seri yakinsar. Buradan kolaylikla serinin ¢ > 1 i¢in de yakinsadig1 goriiliir.
Son olarak 0 < ¢ < 1 olsun. Sonug 3.20'de x = z;/x;4+1 alirsak,

. N
()
Tit1 q Tit+1
elde ederiz. Bu esitsizligin taraflarini z? sayisina bolersek,
Ti4+1 — Tq 1 1 1
i = \-7" 3
T;Ti+1 q \7T; Tiyq

buluruz. Terimleri sagdaki ifade olan seri teleskopik seridir ve yakinsar. Demek ki te-
rimleri soldaki ifade olan seri de yakinsar. g

[du Bois-Reymond] Yakinsak her Y a; pozitif serisi i¢in, lim b, /an, = oo egitligini sag-

layan yakinsak bir > b; serisi vardar.

Kanit: Her i i¢in a; > 0 varsayimini yapabiliriz. s, = ao + -+ an, s = lim, 00 S, Ve
1 1

Up = = =
S—Sn-1 D, G

olsun. O zaman lim, .« u, = 0o olur. Bir ¢ > 0 kesirli sayis:1 segelim.

Un+1 — Un
bp=—5——
UnUn+1

YYusuf Unlii’ye ve Ilham Aliyev’e tesekkiirler.
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olsun. Ornek 15.2’ye gore > b; yakinsaktir. Ayrica

Un+1 — Un 1 1 1
bn=—g—— ="~ 37— =(—8n-1) = (8= sn-1)" (s —sn)
UnUn+1 Un Un Un+1
= (5 - Sn—l)q (Sn - Sn—l) = Un qan
oldugundan, eger q < 1 ise
b _
L e
Qn
olur. O

Alistirmalar

15.4. Teorem 15.2’yi kullanarak > x; ve ) y; pozitif yakinsak serilerse, > (z; + y;) serisinin
de yakinsak oldugunu kanitlaymn. (Bir sonraki aligtirmaya da bakin mutlaka.)

15.5. Serinin yakinsakliginin tanmimini kullanarak, > z; ve > y; serileri yakinsaksa, Y (x; +y;)
ve > ra; serilerinin de yakinsak oldugunu ve Y (zi+y:) = Y. xi+Y yi ve Y 1T, =Ty T4
esitliklerini kanitlayn.

Teorem 14.13 ve 14.14°e gore pozitif bir serinin terimlerini istedigimiz sira-
da ve istedigimiz gibi gruplayarak toplayabiliriz. Bu da serinin yakinsakligina
karar vermede hatir1 sayilir bir kolaylik saglar. Hatta bu durumda seriyi yaz-
mak da kolaylagir: Eger X C R=Y sayilabilir bir kiimeyse, > zex * anlamhdir;
nitekim X'i nasil iyisiralarsak siralayalim, diyelim

X ={zo,x1,...,%n,...},

olarak iyisiraladik, o zaman, Teorem 14.13’e gére, ) x,, serisinin degeri (bir
gercel say1 ya da c0), X'in secilen iyisiralamasindan bagimsizdir. Dolayisiyla
bu seriyi ) .y = ya da )y = hatta ) X olarak tanmimlayabiliriz. Hatta eger
0¢ X ise 3,y 1/ ifadesi de anlamhdur. Iste bir srnek:

11 1
Lfgtgto= > .
neN\{0}

Bir bagka 6rnek: Eger P asal sayilar kiimesiyse,

ETE S S L S
Pp_2 3 5 7 13

Ve son ornek: Eger K, dogal sayilarda pozitif karelerin kiimesiyse,

Zlf 1+ I R
— & 9" 16 " 25

anlamina gelir.
Altbolim 7.2’de >, -, 1/n serisinin toplaminin sonsuza raksadigin gor-

diik. Peki tiim n’leri degil de baz1 n’lerin terslerini toplarsak ne olur? Ornegin
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P asal sayilar kiimesi olmak tizere ) P% serisi yakinsak midir, yoksa irak-
sak mudir? ) -, 1/n = oo oldugundan, hislerimiz, eger “cok” asal varsa seri
sonsuza 1raksamali ama “az” asal varsa seri yakinsamali diyor. Bu durumda
seri gergekten sonsuza iraksar (bkz. [T3]) ama bunun kaniti kolay degildir?.
Asagida bu minvalde bir soru ve gik ¢6ziimiinii bulacaksiniz.

Ornek 15.6. B, onluk tabanda yazildiginda iginde 0 rakami belirmeyen dogal sayilar kiimesi

olsun. )
20

neB

serisinin yakinsakligini inceleyelim.

Once hislerimizi konusturalim. B kiimesinde dogal sayilarin bir¢cogu var midir, yoksa
tam tersine B kiimesinde az mi1 say1 vardir? n basamakli bir dogal sayida 0 belirmeme
olasiligl, n gok biiyiik oldugunda ¢ok kiigiiktiir. (1 milyar defa zar attiginizda, en az bir defa
ses geleceginden emin olmalisiniz. Neredeyse...) Dolayisiyla B kiimesinde az say1 oldugu ve
serinin yakinsak olmasi gerektigi sOylenebilir. Gorecegiz...

olsun.

n€B,n<10kF

olsun. Bulmak istedigimiz elbette limy_ oo G limitidir. Her k i¢in G < 10« esitsizligini
kanitlayacagiz ve bdylece serinin yakinsak oldugunu kanitlamig olacagiz. k£ = 1 igin Gy =
G1 = a < 10a oldugundan esitsizlik dogru. Simdi esitsizligin k i¢in dogru oldugunu varsayip
k + 1 igin kanitlayalim. 1,...,9 sayilarin1 muaf tutarak B’deki n sayilarinin son hanelerini
0’a doniistiirelim ve boylece elde edilen sayiy1 n' olarak gosterelim. Elbette n’ sayis1 10’a
boliintir ve n” = n’/10 € B olur. Ayrica elbette 10n” = n’ <n < n'+9 = 10n” +9
olur; dolayisiyla tam 9 tane n € B sayisi ayn1 n” € B sayisi verir. Simdi hesap yapalim
(asagrdaki toplamlarda dogal sayilarin istisnasiz hep B kiimesinden alindigimi varsayacagiz,
yani 1/1205 gibi sayilar belirmeyecek):

1 1
Gry1 = Z o + Z n
n<10k+1 110<n<10k+11 1
< at+ > T > o~
18<n<10k+1 1 oG 10<n<10k+1
k
= a4+ — Z j:CM-|—7<CM+90¢Z].OCM.
10 n”<10k n 10

Demek ki seri 10a’dan daha kiigiik bir sayiya yakinsar.

1
neC n

1/n serisinden kiiglik miidiir?

Alstirma 15.7. C, i¢inde 1 rakami bulunmayan pozitif dogal sayilar kiimesi olsun. )

serisi yakinsak mudir ve yakinsaksa Ornek 15.6’da verilen 3 neB

2Bugiin artik kanit1 bilinen Bertrand Postulati’na gére her n > 1 dogal sayisi icin n ile 2n
arasinda bir asal vardir. Bu serinin sonsuza iraksadigi Bertrand Postulati’'ndan g¢ikar. Ikinci
cildin ek boliimlerinden birinde bu serinin sonsuza iraksadigi kanitlanacak.
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15.2 Kiyaslama Teoremleri

Agagidaki yakinsaklik kistasinin gok sik uygulamasi vardir:

Teorem 15.4 (Karsilagtirma/Kiyaslama Kistast). > x; ve > y; iki pozitif seri
olsun. Eger yeterince buyik i’ler icin x; < y; oluyorsa, o zaman,

i. Eger > vy, serisi yakinsaksa Y x; serisi de yakinsaktur.

il. Eger >  x; serisi wraksaksa > y; serisi de wraksaktor.

Kamit: Ik birka¢ terimi yok sayarak, x; < y; esitsizliginin her ¢ icin vuku
buldugunu varsayabiliriz.
i. Teorem 15.2’ye gore

n n
sz‘ < Zyi < Zyz
i=0 i=0

esitsizliklerinden dolay1, > x; serisinin kismi toplamlar dizisi, ) y; serisi ta-
rafindan tstten smirlanir. Gene Teorem 15.2°ye gore > x; serisi yakinsar ve

Yoz < y; olur.

ii. Birinci kissmdan ¢ikar. O

Ornekler

15.8.
LN S S SR
Ix3 5x7 9x11  13x15

serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

Cozum: Seri

1

Z (44 1)(4i + 3)

olarak yazilabilir. Ama
1 1
<
(46 4+1)(4i+3) ~ (4i+1)2

oldugundan ve sagdaki terimlerden olusan seri yakinsadigindan, Teorem 15.4’e goére
sorudaki seri de yakimsar®.

15.9. 3.5, v [i serisi —1 < r < 1 i¢in mutlak yakwnsakter, v > 1 i¢in sonsuza wraksaktur.
Kanit: 0 <r < 1ligin, 7*/i <r’ ve bu durumda 3", , r* yakinsak oldugundan, Teorem
15.4% gbre 3, ' /i serisi de yakmsaktur. B
r > 1 igin, ri/i_z 1/i oldugundan ve ). ; 1/i iraksak oldugundan, Teorem 15.4’e gére
D ;>1 7'/i serisi de wraksaktir.

15.10. >°°° Z

i=—2 3:3+4
Kanit: Bu seri pozitif degildir, ama sadece ilk iig¢ terimi pozitif degildir ve bdylece

Kargilagtirma Kistasi’ni uygulayabiliriz.

serisi yakinsaktor.

20 _ 3 _ 1

33 +4 = 33 42

3Sorudaki serinin m/8e yakisadig bilinmektedir. Bir bagka kitabimizda kantlariz.
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oldugundan ve
(oo}

1
5
i=1
yakinsak oldugundan Teorem 15.4’e gore seri yakinsaktir.

15.11. 37,4 \/% serisi 1raksaktir ciinkii i — 1 < i? ve dolayisiyla
1 S 1
2—1 1
olur.
15.12. > ;+1 serisi 1raksaktir ¢iinkii ¢ > 0 igin
3
1 1 11

> =—=
V1432 T Vi2+i2 V21

olur ve " 1/i serisi wraksaktir.

Algtirma 15.13. r < —1igin ) .o, % /i serisinin raksadigini kanitlaym. (Ama seri —oo’a
iraksamaz. ) a

Simdi pozitif seriler iizerine hayati kolaylagtiran birkag kolay sonug kanit-
layalim.

Sonug 15.5. > x; ve >y, iki pozitif seri olsun.

i. limsup z;y; # oo olsun. Eger Y 1/y; yakinsaksa Y x; de yakinsaktir. Eger
> x; wraksaksa D 1/y; de wraksaktur.

ii. Eger liminf z;y; # 0 ve > 1/y; waksaksa Y x; de wraksaktur.

Kamit: i. limsup z;y; # oo oldugundan (z;y;); dizisi tstten sinirhdir. Demek
ki 6yle bir A > 0 vardir ki her i gostergeci i¢in z;y; < A olur. Demek ki
Y x; < A) 1/y; olur. Sonug bundan ve Teorem 15.4’ten gikar.

ii. liminf z;y; # 0 oldugundan liminf x;3; > 0 olur. Demek ki &yle bir A
vardir ki her i gostergeci igin A < x;y; olur. Demek ki > a; > A> 1/y; = o0
olur. O

Buna benzer bir sonug igin bkz. Teorem 15.7.

Sonug 15.6 (Oran Kiyaslama Testi). Y x; ve Y y; iki pozitif seri olsun. Bir

zaman sonra
Ti4+1 < Yit+1

Ty Yi

olsun.
i. Eger > y; yakinsaksa Y x; de yakinsaktar.
ii. Eger Y  x; waksaksa Y y; de waksaktur.

Kamt: Esitsizlik, N — 1 gostergecinden dogru olsun ve b = yy/xx olsun.
Varsayimdan dolay1, her ¢ > N igin,
Ti L IN _y,
Yi YN

)

yani z; < by; olur.
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i. Eger Y y; yakinsaksa o zaman ) | by; serisi de yakinsaktir. Sonug, z; < by;
esitsizliginden ve Teorem 15.4’ten gikar.
ii. Eger > x; waksaksa, x; < by; esitsizliginden ve Teorem 15.4’ten, > by;

serisinin de oo’a wraksadigr gikar. Demek ki ) y; serisi de co’a raksar. U

Ornekler

15.14. Sonug 15.5.i’deki kogul yeterlidir ama gerekli degildir. Ornegin_m =1/2 ve y; = 7!
olsun. O zaman ) 1/y; yakinsaktir ve limsup z;y; = limsupi!/2" = limi!/2° = co olur
(Ornek 6.1) ama gene de Y x; yakinsar.

15.15. Eger i bir kare degilse x; = 1/i% olsun, eger i bir kareyse, x; = 1/1’2/3 olsun. Ve
yi; = % olsun. Bu durumda Zl/yi iraksaktir ve limsupz;y; = oo olur ama Ornek
19.5’te gorecegimiz lizere Y x; serisi yakinsar. (Bu arada lim inf z;;3; = 0 esitligine dikkat

gekelim.)

Sonug 15.5.ii i¢in de gerekliligin gegerli olmadigini géstermeyi okura birakiyoruz.
15.16. S2(i*/* — 1) serisi yakinsak madur?

Yamt: Ornek 10.17’ye gore

olur. Demek ki bir A > 0 i¢in, mesela A =1 igin,
/1> Al
n

olur. 3" 1/i sonsuza raksadigindan, $(i'/* — 1) serisi de sonsuza raksar. O

Teorem 15.7 (Kummer Kistasy, 1837). > x; ve Y y; iki pozitif seri olsun.
Eger lim; o z;/y; = ¢ # 0, 0o ise, serilerden biri yakinsaksa digeri de yakin-

saktir. Ayrica
Z 1 Z Z i

esitligt gecerlidir.

Kamt: ¢ > 0 olmak zorunda. €’u, £ — € > 0 olacak bi¢imde segelim, mesela
e = ¢/2 olabilir. a = ¢ — € olsun. Oyle bir N vardir ki, her n > N igin,

azﬁ—egﬂgﬁ-f—e,
Yi

ve dolaysiyla ay; < z; olur. Eger > x; serisi yakinsaksa ya da ) y; serisi
wraksaksa, sonu¢ Teorem 15.4ten cikar. Eger ) y; serisi yakinsaksa ya da
> x; serisi wraksaksa, aynm kanit ¢ yerine 1// ile yapilir. Boylece birinci kisim

kamtlandi. Ayni seyi ve daha fazlasimi soyle de kanitlayabiliriz:
> x; serisinin yakinsak oldugunu varsayalim (meselal) O zaman,

You=Y <£yz»+ (1—@) x> =0 gty (1—@2{2) ;
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olur. Ama '
lim —% =1
n—oo I;
oldugundan, bir zaman sonra
P
-
T

olur ve en sagdaki serinin terimleri x;’den kiiciik olurlar ve boylece Teorem

15.4’e gore, en sagdaki
> (1-e2)s
T

serisi mutlak yakinsak olur. Demek ki,

Z%ZE(Z%—Z(l—KﬁZ) a:z>

Istedigimiz kanitlanmigtar. O

Bu teorem siirsel bir dilde sunu séyliiyor: Eger (x;); ve (y;); dizileri “son-
suza dogru esdegerlerse”, yani (x;/y;); dizisinin limiti varsa ve bu limit 0 (ya
da oo) degilse, o zaman Y x; ve Y y; pozitif serilerinin “dogalar1” aymdir.
Ornekler

15.17. z; = ve y; = %2 olsun. O zaman £ = lim; .o ;/y; = 1 olur ve teoremdeki formiil,

i%:ii(iil)ii(liitl) i(ijrl)

=1

1
i(i4+1)

esitligini verir. Bu esitlikten de,

oo o0 1
-§=: z—i—l ;::172_1

™

esitligi elde edilir. Eger sagdaki toplamin ?2 — 1 oldugu biliniyorsa, bu bize daha fazla
bilgi verir elbette.

15.18. 31314 serisi yakinsaktr.
Kamt: >, 1 /% yakinsak oldugundan, Teorem 15.7’den cikar. O

15.19. > 122:7321“ serisi yakinsaktar.

Kanit: . o . . .
4 31-{-1 21 + 31-{-1 21 31+1 21 31+1
i2 1 72itl Titl . qitl + Tit1 < 7i + o 7it1

oldugundan ve 37(2/7)" ve 3(3/7)" geometrik serisi yakinsak oldugundan seri yakin-
saktir. O
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15.20. > x; pozitif ve yakinsak bir seriyse > \/TiTit1 serisi de yakinsaktor.
Kanit: vab < ‘%rb egitsizliginden c¢ikar. O
15.21. 0 < g < p iki kesirli sayr olsun.
1
Z nP — nd

n>1
serisinin yakinsakliging tartigin.
Tartigma: "pn;"q =1-1/n?P"9 — 1 oldugundan, teoreme gore, eger p > 2 ise seri
yakinsar ve eger p < 1 ise seri iraksar. Diger durumlar icin bkz. Ornek 19.10. g

15.22. 37, ﬁ serisi yakinsar mi?
Yanit: Yakinsamaz. Bunu gérmek igin seriyi iraksak oldugunu bildigimiz }_,_ i seri-
siyle kiyaslamak yeterli:

1/i ARy
oldugundan, Teorem 15.7’ye gore seri iraksar. g

Aligtirmalar
15.23. > x; pozitif ve yakinsak bir seriyse },_, %t serisinin de yakinsak oldugunu kanitlaym.

15.24. Asagidaki serilerin yakinsak olup olmadiklarini belirleyin.

1 1 (26 4 1)?
ZiQ—i—S Z1'2—101 Z['ﬁz—i—l

i 2 +1 Zz +i+1 ii3+i+l
—i?(i+1) i+ 1)! i+ 2

i=1 i=1

5itl 4 34 5 43¢ 42i—1
pREARES SLIES S o F
15.25. > ‘;’23:7: serisinin toplamini bulun.

15.26. Her k£ > 1 dogal sayisi icin,
Z i(i+1 (i+k)

i=1
toplamini bulun.
15.27. H,=14+1/2+---+1/nolsun. ) ., 1/Hy, serisinin iraksadigini kanitlaym.

15.3 Mutlak Yakinsakhik

Pozitif serilerin 6nemi agagidaki teoremle daha da belirginlegecek.

Teorem 15.8 (Cauchy). Eger > |x;| serisi yakinsaksa > z; serisi de yakin-
saktir ve =Y x| <> @i <> |ay| olur, yani

DR

<> luil

olur.
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Kanit: Toplamlar arasinda bir iliski olmadigindan, ) |z;| serisinin kismi top-
lamlar: dizisinin Cauchy oldugunu kullanabiliriz ancak; bunu kullanarak > x;
serisinin kismi toplamlar:1 dizisinin de Cauchy oldugunu kanitlayacagiz. € > 0,
herhangi bir gercel say1 olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her n > m > N icin,

m
— Z x| <€
i=0
yani,
n
(1) > oal<e
i=m-+1

olsun. Ama
n

>

n

< > il

=m-+1 i=m-+1
oldugundan, her n > m > N igin,
n
Z ]azz\ <€
1=m-+1

esitsizliginin saglandigi bir N bulmak yeterli, ¢linkii o zaman (1) elbette sag-
lanir. Ama ) |z;| serisi yakinsak oldugundan, boyle bir N vardir (Teorem

14.3).
Toplamlar arasindaki esitsizlik bariz olmali ¢linkii benzer esitsizlik kismi
toplamlar arasinda vardir. U

Teorem 15.8’in Ikinci (Zeki) Kamiti: 0 < z; + |z5] < 2|a;| esitsizlikle-
rinden, Y 2|x;| serisi yakinsak oldugundan (bkz. Ahstirma 15.4 ya da 15.5),
Teorem 15.4%¢ gore S_(x; 4 |;]) porzitif serisi de yakimsaktir. Ote yandan

n
zxz—z zi+ fail) = 3 e
=0 =0

oldugundan,

Y=y (@it |zil) =) |l
olur. O

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani > z; serisi yakinsak olsa da

>l
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serisi raksayabilir. En standart kargiornek,
o
1+1
serisidir. Bu serinin yakinsak oldugunu Altboliim 17.1’de gorecegiz ama

—1)¢
Zu

141

)

yani

1
2%
serisinin raksak oldugunu biliyoruz (Altbolim 7.2).

Eger > |x;| serisi yakinsiyorsa, > z; serisine mutlak yakinsak denir. Yu-
karidaki teoreme gére, mutlak yakinsak bir seri yakinsaktir. Y., (—1)?/i serisi
gibi yakinsak olan ama mutlak yakinsak olmayan serilere kosullu yakinsak
sert denir. Kogsullu yakinsak serilerin analizi mutlak yakinsak serilerin anali-
zinden daha zordur.

Ornekler

15.28. >, (;;)i serisi mutlak yakinsaktir.
15.29. (Trigonometrik Fonksiyonlar.) Her = € R igin,

2 o p2iHl

i L . o [3
cosx = Z(—l) @) ve sinz = Z(—l) Qv
serileri mutlak yakinsaktirlar. Nitekim,
i in |x|2z ‘3;‘|1
| G| = Z iy < = e

olur ve Teorem 15.1’e gbre cos x serisi mutlak yakinsar. Bu arada, ¢ok daha iyisini kanit-
layacagimiz | cos z| < exp |z| esitsizligine dikkatinizi ¢ekerim. sinz i¢in kamt benzerdir.

Bunlar gergekten lise yillarindan agina oldugumuz siniis ve kosiniis fonksiyonlaridir. Bu
kitapta, her ciddi matematik kitabinda oldugu gibi, boyle tanimlanacaklar. Bir sonraki
ciltte sin ve cos fonksiyonlar: {izerine ¢ok daha fazla sey kanitlayacagiz.

15.30. exp fonksiyonunun serisi mutlak yakinsaktir. Bariz.

Bu orneklerde oldugu gibi, mutlak yakinsak bir seri yardimiyla tanimlan-
mig fonksiyonlarin ¢ok hog 6zellikleri vardir ve diger fonksiyonlara goére daha
hog davranirlar. Bir sonraki ciltte mutlak yakinsakliktan ¢ok yararlanacagiz.

Teorem 14.13’e gore mutlak yakinsak bir serinin terimlerini kararsak gene
mutlak yakinsak (dolayisiyla yakinsak) bir seri elde ederiz. Simdi Teorem
14.13’1 genellestirerek terimleri karilmig iki mutlak yakinsak serinin ayni sa-
yiya yakinsadigini gosterecegiz:

Teorem 15.9. > x;, mutlak yakinsak bir seri olsun. o, N’nin bir eslesmesi
olsun. O zaman, ejer > x; ve Yy To(;) serilerinden biri yakinswyorsa digeri de
yakinsar ve yakinsadiklarinda ayni saywya yakinsarlar.
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Kanit: > z; serisinin s’ye yakinsadigini varsayalim. € > 0 olsun. Seri mutlak
yakinsak oldugundan, 6yle bir M; vardir ki, her n > M icin

Z |x;| < €/2

i>n

olur. Ayrica, seri s’ye yakinsadigindan, Oyle bir Ms vardir ki, her n > Ms igin,

n
E Tr; — S
1=0

<e€/2

olur.
M = maX{Ml, Mg}

N = max{o"1(0),07(1),..., 07} (M)}

olsun. ¢ bir egleme oldugundan, N > M olur. Herhangi bir n > N > M sayisi
alalim ve

A={oc"Y0),07(1),...,07 Y (M)} € {0,1,...,n},
B={0,1,...,n}\ A4,

u=mino(B) = min({c(0),0(1),...,0(n)} \ {1,...,M}) > M,
v =maxo(B) = max({c(0),0(1),...,0(n)} \{1,...,M}) >u

tanimlarini yapip hesaplayalim:

Y Toty =8| =D Tty — S+ Y Toi)
=1

i€A i€B

< +

Zxcr(i) -9

€A

Z Lo (i)

i1€B

M
< Zxa(i)—s +Z‘Z’U(i)‘ < ij—s +Z’xa(i)‘
i€A icB j=1 i€B
M M v
= ij—s + Z |zj] < ZJU]'_S +Z’$j‘
j=1 j€a(B) J=1 Jj=u

IN

M v
ij—s+ Z |zj| <e€/2+€/2=¢
7j=1

J=M+1

Demek ki ) z,(; = s olur. O

Son olarak Teorem 14.14’i genellestirelim:
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Teorem 15.10. >, ; bir seri ve
N=Aou A UAU...

N'’nin herhangi bir parcalanisy olsun.

i. Eger )  x; serisi mutlak yakinsaksa, her j i¢in Zz‘eAj x; serisi de mutlak ya-
kinsaktir. Ayrica, egery; = ;¢ A, Ti tansmane yaparsak, Y y; serisi de mutlak
yakinsaktir ve bu seri Y x; toplamana egittir.

ii. Her j icin ZieAj x; serist mutlak yakinsak olsun. y; = Zz’eAj x; tanwming
yapalim. Eger ) y; serisi de mutlak yakinsaksa o zaman ) x; serisi de mutlak
yakinsaktir ve )" y; = > x; olur.

Kamit: i. Her j icin ) ;. A T serisinin mutlak yakinsak oldugu bariz ¢linkii ne
de olsa ) ;. A |x;| serisinin kismi toplamlar1 > |z;| sayisindan kiigiikesittir.
> y; serisinin mutlak yakinsakhig1 da Teorem 14.14’ten cikiyor.

Simdi ) y; = > x; esitligini gosterelim. € > 0 olsun. Oyle bir N; secelim
ki, her n > Ny icin,

n
€
> il —Z|xz‘| = Z|$z‘| <3
=0 >n
olsun. Buradan,
€
cikar.
Oyle bir Ns secgelim ki,
{O,l,...,Nl} - AOU...UAN2

olsun. N = max{Nj, N2} olsun. Eger n > N ise,

n n
1=0 0

1€Ap i€An i=
ifadesinde xg, ...,z N terimleri sadelesir ve dolayisiyla serilerdeki liggen esit-
sizliginden
n
€
3/0+"'+yn—zﬂci SZ\%‘! <3
1=0 i>N

esitsizligi cikar. Demek ki,
o+ Fyn—dwl < Yo+t yn — Do ml + i m — Do @il
< §+5=¢€
olur. (i) kanmtlanmgtir.

ii. > ax; serisinin mutlak yakinsakligi Teorem 14.14’ten gikar. Simdi (i)’i
uygulayip kanit1 bitirebiliriz. O



16. Serilerle iglemler

Serilerle toplama ve ¢ikarma yapabiliriz. Carpma da yapilir ama carpma iglemi-
nin tammlanmasi toplama ve ¢ikarma kadar kolay degildir. Once toplama ve ¢i-
karmayla baglayalim, ardindan carpmaya el atacagiz. Bu arada, biraz daha zor
olan carpma boliimiiniin hayat1 ¢ok kolaylagtirdigini, gecmiste kanitladigimiz

exp(z +y) = (expz)(expy)

gibi egitlikleri kanmitladigi gibi bir¢ok trigonometrik esitligi de bir ¢irpida kanit-
ladigini soyleyelim. Yani Cauchy carpimi boliimii ciddiyetle ve dikkatle okun-
malidir.

16.1 Toplama, Cikarma ve Bir Sayiyla Carpma

Kolay olan iglemle baglayalim: Toplama.

Teorem 16.1. Eger Y x; ve > y; serileri yakinsaksa, o zaman, > (x; + y;)
serisi de yakinsaktir ve

D (wity) =) wi+) v
esitligi gecerlidir.
Kanit: Kanit ¢ok kolay:

n

Z(iﬁi +yi) = Jim Z(ffi +yi) = Jim (; T + ;ﬂ yz)

1=0
n n
=l Y @i+ lm Y =) wit ) i
1=0 =0
Teorem kanitlanmigtir. O

Ayni teorem ) x; ve Y y; serileri +oo’a wraksadiklarinda da dogrudur,
yeter ki biri oo digeri —oo olmasin:
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Teorem 16.2. Eger Y. x; ve Y. y; serileri R'de deger alwyorlarsa ve Rde
ST x4+ >y toplama tanumbiysa, o zaman, Y (x; +y;) serisi de R’de deger alir

ve
D (@ity) =) wi+ ) v
esitligi gecerli olur.

Kanit: Okura birakilmigtir. g

Alstirma 16.1. Eger Y z; serisi +o00’a yakinsiyorsa ve Y y; serisinin kismi toplamlari
(alttan/tistten) sinirliysa, o zaman Y (z; + y;) serisinin de +oo’a yakimsadigim kamtlayin.

Teorem 16.3. Eger Y x; serisi yakinsaksa ve r € R ise, o zaman, > rz;

serist de yakinsaktir ve
E T, =T E xX;

egitligi gecerlidir.

Kanait:
n n n
SRS DT O BT SRS o
esitliklerinden hemen cikar. =

Ayni sonug Y x; serisi +o00’a raksadiginda da dogrudur:

Teorem 16.4. Egjer > x; serisi R kiimesinde dejer alyorsa ve r € R ise,
o zaman, Y rxz; serisi de R kimesinde deger alir ve Y rx; = Y x; esitligi
gecerli olur.

Kanit: Okura birakilmistir. O

Sonug 16.5. Eger > x; ve Y. vy; serileri R’de deger alwyorlarsa ve R’de

Z$z’—zyi

toplama tanamlysa, o zaman, > (x; — y;) serisi de R’de deger alur ve

Z(mi_yi) ZZ%’—Z%

esitligi gecerlidir.
Kanit: Teorem 16.2 ve Teorem 16.4’ten cikar. U

Bunlar kolaydi. Cok daha giiclii bir sonuca geciyoruz.
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16.2 Cauchy Carpimi

Serilerde carpmay1 tamimlamak biraz daha zordur. Ik akla gelen

() (S w) =S

taniminda ig yoktur, hem de hi¢ ig yoktur, hichbir ise yaramaz. Carpmanin
tanim igin biraz daha diigtinmeliyiz. > 2; ve > y; serilerinin n-inci kismi
toplamlarimi garpalim:
(z0)(y0) = Toyo
(zo + 21)(yo + y1) = oyo + (Zoy1 + z1Y0) + 2191
(zo + 21+ 22)(yo + y1 + y2) = Zoyo + (Toy1 + 190) + (zoy2 + T1y1 + 2290)
+(x1y2 + z2y1) + T2y2
(zo + 21 + 22+ 23) (Yo + ¥1 + Y2 + y3) = zoyo + (Zoy1 + z1Y0)
+(zoy2 + 21y1 + 2290) + (Toys + T1y2 + X291 + T3Y0)
+(z1y3 + 22y2 + 23y1) + (¥2y3 + T3Y2) + T3Y3
Yukarida, carpimdaki x;y; terimlerini ¢ + j'nin degerlerine gore grupla-
yalim. Bir anlamda x;, y; ve x;y; terimlerine sanki sirasiyla ¢, j ve i + j’inci
“dereceden” terimlermis gibi davranalim
1+ j’nin 0 oldugu grup, tiim kismi ¢arpimlarda hep ayni kaliyor: xgyo.
1 + 7’nin 1 oldugu grup ikinci satirda beliriyor ve o satirdan sonra hig
degisiklige ugramiyor: zoy1 + x1yo.
Ote yandan i + j degerinin 2 ya da daha biiyiik oldugu gruplar bir siire
degisiyorlar, ama bir zaman sonra da sabitleniyorlar. Ornegin i+ nin 2 oldugu
grup, ikinci adimda x7y; olarak beliriyor, ama bir sonraki adimda

ToYy2 + T1Y1 + X2Yo

oluyor ve bundan sonra hi¢ degismiyor. Ve ¢ + j'nin 3 oldugu grup dordiin-
cii adimda sabitleniyor, o adimdan sonra hep

(xoys + x1y2 + 211 + 23Y0)

oluyor.

Genel olarak, ¢ 4+ j'nin k oldugu grup k + 1’inci adimda sabitlenecek, daha
once degil.

Anlagilacag tizere, Y x; serisinin n’inci kismi toplamiyla ) y; serisinin
m’inci kismi toplamini carpip, carpimi yukaridaki gibi ¢ + j degerine gore
gruplarsak,

n+m

k=0 \i+j=k ,i<n ,j<m



290 16. Serilerle islemler

esitligini elde ederiz. Sag tarafta toplanan
> T
i+j=k,i<n,j<m

terimleri n ve m’ye gore degigir. Ama n > k ve m > k ise bu terim artik
degismez, yani n ve m’yi k’dan biiyiikesit alirsak degismez. Ayricai+j =k <n
ise, zorunlu olarak ¢ < n olur. O halde, k¥ = n = m alarak, su tanim1 yapmak
igin yeterli nedenimiz var:

k
2k = Z LiYj = Z LilYj = sz‘yk—i.
i+j=k,i<k, j<k i+j=k =0
i§te, iki serinin Cauchy carpiminmi bu zi’lerin toplami olarak tanimlayacagiz:

(5e) (Sn) =S a=5 [ 3w
k k  \itj=k
Tanimin boyle yapilmasinin nedeni agagidaki teoremde gizli:

Teorem 16.6 (Cauchy). > x; ve Y y; serileri mutlak yakinsaksa ve

k
%= Tk
i=0
olarak tamimlanmigsa, o zaman Y z; serisi de mutlak yakinsaktir ve

Sa= () (Xw)

olur.

Kanit: Bu teoremin kaniti, daha 6nceki teoremlerin kanitindan gok daha fazla
dikkat ve yogunlagma gerektirir. Ama kanit1 muhtegsem giizelliktedir.
x;y; sayilarim bir tablo halinde yazalim:

Xo % X Xpooo Xy
Yo | *0Yo *1Yo *2Yo 0 XYoo XVo
Y| %Y1 %Y1 Y1 XY X))
Yo | X0Y2 X1V XYy v XYy vt X))
Yj XoY; XY XY x; *ndj
yn x()yn xlyn xzyn xiyn xnyn
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Ve
Xn=x0+21+ -+ Ty,

Yo=v+y1+ -+ Un,
Zn:ZO+Zl+"‘+Zn7

olsun. Simdi X, Y,, carpimini ve Z,, toplamim bir tablo iistiinde temsil etmeye

caligalim.

O =xp¥, A= X0y, Agn = XYy
Bn = xnyO Cn = xnyn
By, = %390

Her zj, yukaridaki sekildeki k'inci1 caprazin tistiindeki sayilarin toplamidir
(ve agagidaki sekilde gosterilmiglerdir). Ornegin, z,, A,B, caprazinm {istiin-
deki sayilarmn toplamidir. Demek ki Z,, ve Zs, sayilar, sirasiyla OA,B, ve
O Ay, By, liggenlerinin iginde bulunan sayilarin toplamidir. Ayrica, X,,Y,, sa-
yisi, OA,Cy, B, dortgeninin igindeki sayilarin toplamidir.

O =xy, A= XY, Ay = XY2,
2k
anxnyO T anxnyn
XnYn

By, =%,
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Eger her z; ve y; > 0 ise, sekilden de goriilecegi tizere, her n icin,
Zn < XnYn < ZQn

ve dolayisiyla
XnYn < ZQn < X2nY2n

esitsizlikleri dogru olur. Eger X ve Y sayilar sirasiyla > x; ve Y y; serile-
rinin limitleriyse, son esitsizlikten ve Sandvi¢ Teoremi'nden, (Z,,), dizisinin
limitinin XY oldugu cikar.

Simdi, x; ve y; sayilarimin pozitif olduklarini varsaymaktan vazgecelim.

902 = |@y], yi = |4
ve

/ /] ! ! ! !
2 = Z Y = Ty + o+ Ty
i+j=k

olsun. Sekilden de goriilecegi tizere, eger
A=Np={(i,7):1<n,j<n,i+j>n}

tanimini yaparsak,
XY, — 2, = inyj
A

esitligi ve ayni nedenden,

XY, - 7y =Yy,
A

esitligi gecerlidir. Demek ki,

S owiyi| <D |yl = lwillys| = > 2y = XY - 2,
A A A A

olur. Ama kanmitimizin birinci kismindan yukaridaki esitligin en sagdaki teri-
minin 0’a yakinsadigini biliyoruz. Demek ki

0= lim (X,Y, — Z,) = XY — lim Z,,

n—oQ n—oo
yani
lim Z, = XY.
n—oo
Kanitimiz bitmistir. O
Ayni sonucu [N4, Altboliim 22.7)’de bagka bir kanitla kanitlayacagiz.
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Bu teoremi, yakinsak olsunlar veya olmasinlar, Y z; ve ) y; serilerinin
carpiminin tanimi olarak kullanabiliriz. Eger

k
Rk = Z TiYj = Zl’z‘yk—i
0

itj=k i=

ise z; serisine ) x; ve ; serilerinin Cauchy carprmae adi verilir. Teorem
)

16.6’ya gore eger
e Y

serileri mutlak yakinsaksa, Cauchy garpimiyla limitlerin (sayisal olarak) gar-
pimlar: arasinda bir fark yoktur.

Ornekler

16.2. Teorem 16.6’nin bir uygulamasi olarak, (exp z)(expy) = exp(z + y) esitligini (bir defa
daha) kanitlayalim.
Kanit: exp serisinin mutlak yakinsak oldugunu bildigimizden, Teorem 16.6’y1 uygula-
yabiliriz. z; = /4! ve y; = y*/i! olsun. O zaman,

i, k k
a= D e = D G = 2w T )T T

iti=k i+i=k itj=k

olur ve Teorem 16.6’dan dolayi,

cvreony= (L5 (L4) =a=3 4 <ot

elde ederiz. O

16.3. |r| < 1 olsun ve Cauchy ¢arpiminda z; = y; = r* alalm. 3" 2; mutlak yakisak oldugun-

dan ve ﬁ sayisina yakinsadigindan, Cauchy carpimi da mutlak yakinsaktir. Cauchy

carpiminin terimleri,
n

Zn=y r'r" T = (n 4 )"
i=0
oldugundan,
n 1
olur. Ama bunu daha kolay yoldan goyle de bulabilirdik: Y (n + 1)r™ serisinin yakinsak
oldugunu biliyoruz. Seriyi 1 — r ile carparsak, kolay bir hesapla

1
1—r

(T+2r+3° + 4+ ) (L—r)=1+r+r" 4. =

buluruz.
16.4. Yakinsak iki serinin Cauchy ¢arpimi yakinsak olmak zorunda degildir. C)rnegin7
(=)'
Vi+1
olsun. Gelecek boliimde gorecegimiz Teorem 17.1°e gore > x; = > y; yakinsaktir. Ca-
uchy carpiminin terimi

2= (et et )



294 16. Serilerle islemler

olur. Ama 1 <i<n+1 igin
i(n+l1—i)<(n+1)-(n+1)=(n+1)>

oldugundan

ol > e =1
(nt1)2

olur ve genel terimi 0’a yakinsamadigindan ) z; yakinsak olamaz.

Ancak birazdan Cauchy carpiminin yakinsak olmasi i¢gin iki diziden sadece birinin mutlak
yakinsak olmasinin yettigini gorecegiz.

Aligtirmalar

16.5. Ornek 15.29’dan

ZCZH_l

2i
x .
_ 1 [3 . — -1 1
cosw E (-1) e sinz E (-1) QT
tanimlarini animsayalim. Teorem 16.6’y1 kullanarak, her z, y gercel sayilar: icin,
sin(z + y) = sinz cosy + siny cosx ve cos(z + y) = coszcosy — sinzsiny

esitliklerini kamitlayin. (Bkz. [N4, Teorem 9.6].)

16.6. Bir 6nceki alistirmada y = —z alarak her x gercel sayis1 icin, cos? z+sin? z = 1 esitligini
kanitlayin. Demek ki cos ve sin fonksiyonlar1 —1 ile 1 arasinda deger alirlar.

16.7. |r| < 1 igin
S =
(1—r)2
esitligini kamtlaymn. Ipucu: Ornek 16.3.

16.8. |r| < 1 igin Cauchy carpim formiiliinii terimleri ; = r ve 3; = ir’ olan serilere uygu-
layin. Ipucu: Aligtirma 16.7.

Teorem 16.6'nin gecerli olmas: icin, serilerin ikisinin birden degil, sadece
birinin mutlak yakinsak olmasi yeterlidir:

Teorem 16.7 (Mertens). > z; mutlak yakinsaksa, »  y; yakinsaksa ve
k
= D Ty = Y Tk
i+j=k i=0

olarak tamimlanmigsa, o zaman Y z; serisi de mutlak yakinsaktir ve

Sa=(Ta) (Xw)

olur.

Kanmit: Teorem 16.6'min kanitindaki X,,, Y, ve Z, tanimlarmm kabul edelim.
Herhangi bir € > 0 segelim. |Z,, — XY| sayisinin bir zaman sonra €’dan kiigiik
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oldugunu kanitlayacagiz. Bunun i¢in, énce Z,, ifadesiyle oynayalim:

Zn Z Z‘C%% Z mZZy]
k=0

i+j<n =0

X n i — Z Ykmn k — Z[(Yk - Y)xn—k + ka—n]

:uM:
o

k=0

n
(Vi =Yty p+Y an_k => (Y= Y)zn g+ VX,
k=0 k=0 k=0
Demek ki,
n
Zy— XY =Y (Vi = Y)tp_p +Y(Xy - X)
k=0
ve

n
|Zy — XY [ <Y Vi = Y|2ni| + [V]| X5 — X].
k=0

Sagdaki toplami, n’yi yeterince biiyiik secerek e’dan kiiciik yapacagiz. En sag-
daki |Y]|X,, — X| teriminde bir sorun yok. Sorun, toplanan |Y; — Y||z,_k]|
ifadelerinde. Eger k biiyiikse, |Y; — Y| kiigiik olur; eger k kiigiikse, n — k biiyiik
olur ve o zaman da |z,,_| kiiglik olur; yani her iki durumda da |Yy — Y'||2;, k|
ifadesi kiigiiktiir. Bu iyi haber. Ama bu kiciik ifadelerden az buz degil, tam
n+1 tane var; her biri ¢ok kiigiik de olsa, n ¢ok biiyiik oldugundan, bu ifadeler
toplandiginda e’u asabiliriz. Bu sorunu agmanin bir yolu var.

limy, 00 Y, = Y oldugundan, oyle bir N; vardir ki, her k£ > Nj igin,

€/3

V-V < —ncr—
’k ‘ 1—|—Z‘l’i|

olur. lim,, o ¥;, = Y oldugundan, {|Y;, — Y| : n € N} kiimesi tistten simirhdir.
lim, 00 T, = 0 oldugundan, 6yle bir Ny vardir ki, her £ > Ny igin,

€

14+3(N1+1)suplY, - Y|

]a:k] <

olur. lim,, o, X;, = X oldugundan, Oyle bir N3 vardir ki, her n > N3 icin,

€/3

X, - X
[Xn |<1+|Y\
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olur. Simdi N = Nj + N2 + N3 olsun. Her n > N igin,

n
|Z = XY | <> Vi = Y |zpi| + V]| X5 — X|

k=0
N1 n
= Vi = Yllzngl+ D Ye = Yzail + V|| X, — X]|
k=0 k=Ni+1
ol €Yy = Y] = €/3
L
< + ——|Tn—k]
kz_o 1+3(Ny+1)supl|Y, — Y| k_%:ﬂ T+ "
€/3
+|Y
| |1 + Y|
(N 1)y Y] € 2=y [P0kl v e/3
1+3(Ny+1)sup |V, = Y| 3 14 |ay) 1+ |Y]

e e e
373737°¢

esitlik ve esitsizliklerini elde ederiz ve boylece kanitimiz tamamlanmig olur. U

16.3 Cesaro Ortalamasi ve Toplami

Bir (2, )n>1 dizisinin Cesaro ortalamas, eger varsa,

XA Ty
lim ———

n—00 n

limitidir, yani dizinin ilk n teriminin aritmetik ortalamasinin limitidir. Belki
beklenmedik bir gekilde, dizinin ortalamalarinin limiti dizinin limitidir. Eger
dizinin limiti varsa elbette... Ama dizinin limiti olmasa da Cesaro ortalamasi
olabilir. z; = (—1)**! ise, dizi yakinsak degildir ama kolayca goriilecegi iizere
dizinin Cesaro ortalamasi 1/2’dir.

Bu altboliimde bu sonucu ve bu sonucun serilere olan ilging bir uygula-
masini kanitlayacagiz.

Cesaro ortalamalarinin hem soyut hem de uygulamali matematigin ¢ok
onemli bir konusu olan Fourier serilerine énemli uygulamalar: vardir.

Teorem 16.8 (Cauchy, 1821). Eger lim,_,~ x, varsa, Cesaro ortalamas: da
vardwr ve tki sayr birbirine esittir. Yani lim, o x,, varsa,

N e :
lim —— = lim z,
n—o00 n n—00

olur.
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Kamit: lim,_ . x,, = x olsun. z’i 0 alabilecegimizi gosterelim once. vy, = z,—
olsun. O zaman,
ittty (@m—o)t o+ @n—2)  mittan

= = — X
n n n

olur. Demek ki (x,),, dizisinin Cesaro ortalamasmin = oldugunu gostermekle
(yYn)n dizisinin Cesaro ortalamasimin 0 oldugunu kanmitlamak ayn sey. Dola-
yisiyla, (yn)n dizisinin limiti 0 oldugundan, (z,), dizisi yerine (yy), dizisini
alarak bundan boyle lim,, o £, = 0 varsayimini yapabiliriz.

€ > 0 verilmis olsun. s,, = x1 + - - - + x,, olsun.

limy, 00 T, = 0 oldugundan, her n > N igin,

€

|z, | < 5

esitsizliklerinin saglandigi bir N vardir.

lim;,, o0 sn/n = 0 oldugundan, her n > M icin, |sy/n| < €/2 esitsizlik-
lerinin saglandigi bir M vardir. M’yi N’den biiyiik alabiliriz. O zaman, her
n > M igin,

Sn| _[sN  AN41t ot n é‘sﬂ‘+‘$N+1’+"'+’$n’
n n n n n
n — N tane
<cELE +6_6+(n—N)e/2<e+ne/2_e+e_
272 272 n 2 Th T 2727 °
olur. Bu da, lim,_,~ s, /n = 0 esitligini, yani teoremi kanitlar. [l
Ornekler

16.9. x; = 1/i olsun. Teorem 16.8’¢ gore,

olur.
16.10. Asagidaki limiti gosterin:

ol
Jm g2 Vist

(Bkz. Ornek 5.2.)
Cozum: lim, o Vi=1 esitliginden ve teoremden hemen cikiyor. O

16.11. Eger limy, oo (Tnt1 — Tn) = £ ise limp oo o = { oldugunu kanatlaywn.
Kanit: y, = Tn4+1 — T» olsun. O zaman

l‘n_mU:ynfl"_yan"_"""yO
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olur. Ama teoreme gore,

Yn—1 T+ Yn—2+- -+ Yo

lim =/
n— 00 n
olur. Demek ki,
lim 2 = fim 20 gy Ynot Yoz g0
n—oo 1 n— oo n n—oo n
Istedigimiz kanitlanmigtir. (]

Geometrik ortalama da aritmetik ortalama gibi davranir ama terimleri ve
limiti pozitif alma koguluyla. Yeri gelmigken bunu da kanitlayalim:
Teorem 16.9. (xy,),, limiti x olan pozitif bir dizi olsun. O zaman

i AL
A1 o)

limiti vardwr ve x’e egittir.

Kamit: Once z > 0 varsaymmmni yapalim. Kiiciik bir € > 0 sayisi secelim. Bu
€ sayisinin 0 < x — € esitsizligini sagladigin1 varsayabiliriz. Her n > N igin
|z, — x| < € esitsizliginin saglandig1 bir N segelim. xjx---xx carpimina a
diyelim. O zaman her n > N igin,

xlxz...xn:x1x2...xN$N+1...xn:a/xN_,’_l...xn

yazarsak,
a(z — )" N <ayzyay <alz eV

esitsizliklerini buluruz. Bu esitsizlikleri biraz daha diizgiin yazalim:

a a
W(m - G)n S XL1X Ty S m($+€)n

Her ii¢ tarafin da n’inci kokiinii alirsak
a 1/n a 1/n
<(x—e)N> (z—€) < (z1xp - 2,) /" < (M) (x +€)
buluruz ve n sonsuza giderken limit alindiginda (6RNEK 6.3’ten dolay),

z—e< lim (xlajg--~33n)1/n§x—l—e
n—oo

cikar. Bu da istedigimizi kanitlar.

Eger x = 0 ise, x, < € esitsizligini kullanip ayni1 sonucu elde edebili-
riz. Daha kolay olan kamit1 okura birakiyoruz. Aym sonug, Teorem 3.26’da
kanitlanan

)

3=

(AGn) (z122 -+ wn)n <

esitsizliginden ve Teorem 16.8’den de cikar. U
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Ornekler

16.12. Teorem 16.9’dan lim, o nt/m =1 esitligini bir kez daha kanitlayabiliriz. Nitekim

n+1
n

n =

olsun. O zaman x = 1 ve

olur. Teoremi uygulamak yeterli.
16.13. Aymn sonucu kullanarak

esitligini kanitlayabiliriz. Nitekim

(n—i—l)n
Tn =
n

olsun. O zaman x = e olur. Ayrica sadelestirmelerden sonra,

(n+1)"
TiTg Ly = L
n!
bulundugundan, Teorem 16.9’dan,
. n+1
lim =e
n—oo /)l
bulunur. Bu da tabii n
lim —— =
nee W ¢

demektir.
Tanim. (x;);>1 bir dizi olsun. 2121 x; serisinin kismi toplamlarina s, diyelim:
Sp =21+ T2+ + Tp.
Bu (z;);>1 dizisinin Cesaro toplama, eger varsa,

. S1+ -+ 8y
lim —

n—oo n

limitidir, yani kismi toplamlarin aritmetik ortalamalarinin limitidir.

Teorem 16.10. Eger ) .., x; serisi yakinsaksa, Cesaro toplam da vardur ve

n—oo

o
. S1+ -+ 8y
lim ——— = E X;
n :
1=1

esitligi saglanar.

Ote yandan > ;> %; serisi yakinsak olmasa da Cesaro toplami olabilir.
Ornegin, z; = (—1)"*! ise, > i>1 %; serisi yakinsak degildir ama kolayca gorii-
lecegi lizere dizinin Cesaro toplami 1/2’dir.
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Kamt: )., z; serisi z’e yakinsasin. s, = 21 + -+ -+ x;, olsun. O zaman, var-
saymma gore, lim, oo s, = . Simdi (sy,),, dizisine Teorem 16.8’i uygulayalim:

.Sttt Sy

llm —_— =X

n—00 n
buluruz. O
Aligtirmalar

16.14. z, = (—1)"n ve
op="—"—"-—
n

olsun. limsup o, ve liminf o, sayilarini bularak (z,), dizisinin Cesaro ortalamasinin
olmadigini gosterin.

16.15. Cesaro ortalamasi olmayan ve sadece 0 ve 1’den olusan bir dizi bulun.
16.16. Limiti olmayan ama Cesaro ortalamasi olan bir dizi bulun.

Cesaro’nun Diger Toplamlari. Italyan diferansiyel geometrici Ernesto Ce-
saro (1859-1906) bagka toplamlar da bulmustur.
Bir (ay )y dizisi verilmis olsun.

Qp,—1 = Qn

olsun ve her & > 0 dogal sayis1 i¢in, (ay x)n dizisini s0yle tanimlayalim:

n
Qnp Lk = g Qg f—1-
i=0

Eger k = 0 alirsak,
ano=0ao+ -+ an =38y

esitligini elde ederiz. Ayrica,
an1 =80+ +58n

olur, yani a, 1 kismi toplamlarin toplamidir.
Bir bagka tanmima daha ihtiyacimiz var, (e,), dizisi, timevarimla,

eo=1ven>1ligine, =0

olarak tanimlanmig olsun. O zaman e, j sayilar: soyle olur:

pl[012 3 45 6 738
-1[100 0 0 0 0 00
o111 1 1 1 1 11

123 45 6 7 809
213610152128 36 45

€k sayilari
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k > 0 i¢in (ay), dizisinin (C, k)-toplamimni soyle tanimlayalim:

. an k
lim =,
n—o0 6n7k

(ap,)n dizisinin (C,0)-toplami bildigimiz sonsuz toplamdar:

n

n
. Qan,0 . . .
lim = lim an,o0 = lim E ap.—1 = lim g a; = E a;
n—00 €, 0 n—oo n—o0 4 5 ’ n—o0 4 5
’ 1= 1=

(an)n dizisinin (C, 1)-toplami bu boliimde ele aldigimiz Cesaro toplamidir.

n

. an,0 . i—0 @n,0 . Sn . Sn
lim 280 _ fig =000 _ .
n—00 ey () n—oo n—+1 n—oon + 1 n—oo n

Genel bir teoreme gore, bir dizinin (C, k)-toplami varsa (C, k + 1)-toplami da
vardir.






17. Dalgalanan Seriler

17.1 Leibniz Testi

Onceki béliimlerde daha ok terimleri pozitif sayilar olan serilere bakmsgtik. Bu
boliimde terimleri bir pozitif bir negatif olan serilere bakacagiz. Bakacagimiz
seriler, a,, > 0 gergel sayilar1 igin,

Y (1)a;

biciminde yazilan serilerdir. Bu tiir serilere dalgalanan ya da alterne seri-
ler denir. Perihan Magden’in tabiriyle iclerinden en en ennnnn bilineni,

-1 i+1
Z( Z»)

=1

serisidir. Bu seri yakinsaktir. (Ve limiti In 2’dir, yani 2’nin dogal logaritmasidir.
Ama heniiz logaritma mogaritma gérmedigimizden bu In 2 sayis1 okura gsimdilik
bir sey ifade etmeyebilir.)
Yukarida ele alman " (—1)a; tiiriinden bir serinin yakisak olmasi icin,

Teorem 14.4’te gordiigiimiiz {izere,

lim a, =0

n—oo
olmalidir. Ancak bu kosul yetmez, daha fazlasina gerek var.

Teorem 17.1 (Leibniz). (a;); azalarak 0’a yakinsayan pozitif bir dizi olsun.
O zaman, > (—1)%a; serisi yakinsaktor.

Kamt: s, = a9 — a1 +---+ (—1)"a,, kismi toplamlar olsun.
(52n)n ve (32n+1)n

dizilerine bakacagiz.
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0 aja T T a4y
ay-a,+a,—da, ag—a,+a,

(s,), dizisi a;’ler eklenip ¢ikarilarak olusturulur

Birincisinin azalan, ikincisinin artan oldugunu ve her ikisinin de ayni limite
yakinsadigini kanitlayacagiz. Elde ettigimiz bilgiler agagidaki sekli verecek.

e

0 Sy 838 Sy S S

(S9,41),, dizisi artarak, (s,,), dizisi azalarak

ayni sayiya yakinsayacak.

Sav 1. (sg25,), azalan bir dizidir.
Kanit: s9, > s9,19 esitsizligini géstermeliyiz. Ama so,2'nin igindeki sgp,’yi
ortaya ¢ikarirsak, (a, ), dizisinin azalan olmasimi kullanarak bunu kolaylikla
gorebiliriz:

Sont2 = Son + (—1)*"agni1 + (—1)*"agno

= Son, — G2n+1 + G2n+2 = Son — (A2n41 — G2n42) < Sop.

Sav 2. (sop+1)n artan bir dizidir.
Kanit: son41 < sop43 esitsizligini gostermeliyiz. Kanit aynen yukaridaki gibi:

Mm+2 2n+3
Son+3 = Son+1 + (= 1) agn 10 + (1) Pag, 13
= Sop+1 + A2n+2 — A2n+3

= Sop+t1 + (A2nt2 — A2n43) > Sont1-

Sav 3. Son > Son+1-
Kanit: Cok kolay: so, — san+1 = aan+1 > 0.

Sav 4. Her n ve m i¢in, Sop+1 < Som.-
Kanit: n < m varsayimini yapalim. O zaman yukaridaki {i¢ savdan,

Son+1 < Soma1 < Som < Sop

¢ikar. n > m varsayiminda kanit benzerdir.
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Simdi teoremin kanitini bitirebiliriz. Sav 2 ve 4’e gore, (S2,41)n artan ve
iistten simirli bir dizidir; demek ki bir limiti vardir. Bu limite u adim verirsek,
Sav 4’e gore, her m igin,

u < Som

olur. Sav 1’e ve bu egitsizlige gore, (s2,)m azalan ve alttan simirh bir dizidir;
demek ki bir limiti vardir. Bu limite v adin1 verirsek, yukaridaki esitsizlikten
dolay1

u<v

olur. Simdi Sav 3’ kullanalim:

v—u= lim sy, — lim Sopt1 = lim (s2;, — S2p41) = lim agp+1 = 0.
n—oo n—oo n—o0 n—oo

Demek ki u = v ve (S2p41)n Ve (S2n)n dizileri aymi sayiya yakinsiyorlar. Do-
laysiyla (sp,), dizisi de aym sayiya yakinsar. Teorem kanitlanmigtir. O

Yukaridaki kanittan, her n ve m igin,
Son+1 < Z(_l)iai < Som
bulunur. Demek ki ayrica,
0< s — Y (—1)'a; < Son — Sop—1 = a2

ve
i
0< E (—1)'a; — s2n—1 < Sgp—2 — Sop—1 = G2p—1

olur. Yani her n € N icin
> 1)iai = 5| < an

olur. Bunu da not edelim.

Sonug 17.2 (Kamitin Sonucu). (an), azalan ve 0’a yakinsayan pozitif bir
diziyse, > (—1)'a; serisi yakinsaktir ve

' D o(=Diai =Y (~1iai| < an
=0
olur.
Boylece,
2 (—1) 1 1 1 1
=14+ -4y _...
Z ? 2 + 3 4 + )

=1
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toplamina, yani heniiz bilmedigimiz In 2 sayisina diledigimiz kadar (1/n kadar)
yakinsayabiliriz. Bu seriyi soyle yazalim:

(-1)’
2. i+1

ve kismi toplamlar1 (Excel kullanarak) hesapladim:

S0 = 1 S1 = 0,5

S2 = 0,83333... S5 = 0,73333...
S9 ~ 0,645634... si0 ~ 0,736544...
S11 ~ 0,653210... sg9 ~ 0,688172...
5100 ~ 0,698073 ... Sg999 =~ 0,692647. ..
S1000 ~ 0,693646 Ce

Ornegin, Sg99 = 0,693647 ... esitliginden,

(=1

0,692647 < E <0,693647

Y — 2~+ 1 — Y
bulunur. Nitekim gercek deger sudur:

—1)¢
> 1" _ (,69314718055094 ...
1+ 1

Alistirma 17.1. Asagidaki serilerin yakinsak olup olmadigini belirleyin.

S (;\}i) ’ Zl (—;)17 ) (_;)Zv Z (z‘_31—s)—li 5 i4(:3;llil7 ;(71)2'21/17

=1 =1

(=1’ i24i—1 Vi (—1)% (-1)%
Zm’ VTR Y e

k3

Ornek 17.2. Genel terimi 0’a gitmeyen
1,2 3,4 5,
2 3 4 5 6

serisine bakalim. Bu seriyi dnce g0yle parantezleyelim:

(- (-2 (D)

Bu durumda sunu elde ederiz:

Bir de goyle parantezliyelim:

-(-D)-(-9-6-9)-
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Bu durumda sunu elde ederiz:

IR
2-3 2.3 23 '

Iki farkh parantezlemeyle farkli toplamlar elde edildigine gore baglangictaki seri yakinsamaz.
(Bkz. Teorem 14.8.)

17.2 Riemann Diuzenleme Teoremi

Pozitif bir serinin terimlerinin yerlerini degistirirsek yakinsakligin bozulma-
yacagini ve limitin degigsmeyecegini gordiik (bkz. Teorem 14.13). Yakinsak olan
ama mutlak yakinsak olmayan seriler (bu tiir serilere kosullu yakinsak seri
denir) bu konuda dramatik bir fark gosterirler: Boyle bir serinin terimlerinin
yerlerini degistirirsek seriyi diledigimiz sayiya yakinsatabiliriz, hatta dilersek
+oo’a bile wraksatabiliriz!

Teorem 17.3 (Riemann Diizenleme Teoremi). Y a; kosullu yakinsak olan bir
seri olsun. b € R, rastgele olsun. O zaman dogal sayilar kimesi N’nin

Z ao‘(i) =b

esitliging saglayan bir o eslesmesi vardar.
Kamit: P={ieN:a; >0} ve N ={ieN:a; <0} olsun. Once
D aive ) a
icP iEN
serilerinin sirasiyla +o0o ve —oo’a yakinsadiklarini kanitlayalim. Nitekim, eger

P,=Pn{0,1,...,n}

ve
N, =Nn{0,1,...,n}

ise, Y a; serisinin kismi toplami olan s, sayisi,
Sp = E a; + E a;

1€EP, 1€ENR

esitligini saglar. (s,)n dizisinin bir limiti oldugundan, » ;. p a; ve > ;o a;
serilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir, biri iraksaksa digeri de 1rak-
saktir. Ote yandan ) a; serisi mutlak yakinsak olmadigindan,

D laif = oo
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olur, yani
2 ai= ) a
i€Py, i€Ny,
serisi +-00’a raksar, yani hem } ;. p a; hem ), a; dizisi yakinsak olamaz.
Demek ki } ;cp a; ve D, a; serilerinin ikisi birden iraksaktir, biri +o0’a,
digeri de tabii ki —oo’a 1raksar.
b’nin bir gergel say1 oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ € P icin, a;’leri topla-
yarak toplami istedigimiz kadar biliyltebiliriz, 6rnegin b’den biiyiik yapabiliriz
ve daha sonra bu toplama ¢ € N igin, a;’leri ekleyerek toplami istedigimiz ka-
dar kiigiiltebiliriz, ornegin b’nin altina inebiliriz. Bu prosediirii béyle, bir ileri
bir geri devam ettirecegiz.
Aklimiza ilk geleni denersek bagariya ulagiriz. P ve N kiimelerini artan bir
sekilde gostergecleyelim:

p(0) <p(l) <p2)<...<plk)<...

ve
n(0) <n(l)<n(2)<...<n(k) <...
icin,
P ={ay;:i€ N} ve N={ayq :i€N}
olsun.

b’nin pozitif oldugunu varsayalim.

Ap(0)> Ap(1)> Ap(2)> - - -

sayilarini b’yi agsana kadar toplayalim ve 0’yi astigimiz ilk yerde duralim. Di-
yelim,
Ap(0) T+ F Ap(ko—1) < b = (o) + 0 (g
Simdi
Ap(0) T+ Ap(ko)
toplamina, negatif olan
Un(0)s An(1) On(2)s - - -

sayilarini, toplam b’nin altina inene dek toplayalim. Diyelim
Ap(0)+ * Fap(ko) Fn(0)H Fln(eg) <D < ap)t Hp(ko) Fan) T Fan(e-1)

oluyor. Simdi
ap(o) T+ Ap(k) T An(o) T F An(ey)

toplamina
Ap(ko+1)> Ap(ko+2)s - -
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terimlerini b’yi gecene dek ekleyelim ve b’yi gecer gecmez duralim. Bu pro-
sediirii boyle siirekli devam ettirirsek, elde edilen

Ap0) T+ Ap(ko) + An(0) T+ + An(r)
tUp(kot1) T F Apky) T An(o+1) T+ An(ey)
tap(ky 1) T Qpho) T Angeyr) Tt Aney) o0

serisi kg + 1 adimda b’yi asar, kg + o + 2 adimda b’den kiicik olur, sonra
ko + fo + k1 + 3 adimda tekrar b’yi agar... Ve sonunda b’ye yakinsar... Ama
sOylemek yetmez, bu serinin gercekten b’ye yakinsadigini kanitlamak gerekiyor.
Kanitlayalim. Burada 6nemli olan nokta, her ¢ igin ¢ < k; ve ¢ < ¢; egitsizlikleri
ve

‘lim |a1] =0
1—00

esitligidir (glinkii > a; serisi yakinsaktir). Yani € > 0 ne kadar kiigiik olursa
olsun, eger M yeterince biiyiikse i > M igin, eklenen ay, 1 ;) sayilariin mutlak
degerleri €’dan kiiciik olurlar, ¢iinkii

p(kiv;) > pki) > 1> M

olur. Dolayisiyla kismi toplamlar b’yi agtiklarinda b 4 € sayisin1 gecemezler,
b’nin altina indiklerinde de b — € sayisindan kiiciik olamazlar, yani kismi top-
lamlar bir zaman sonra (b — €,b+ €) araliginin i¢inde kalmak zorunda kalirlar.

Ornekler

17.3. 0 < a < b < 1 olsun.

1 n 1
l1—a 1-0b

I+ld+a+tbt+a’+b>+a’+b>+- = a'+> b'=

olur.

17.4. > (;_121 serisinin terimlerini iki pozitif terim ve bir negatif terim olarak karalim:

—_
—_

(IR SIS I VU VR B
372 74 16

ot
Nej

> (;_137 serisinin toplamina ¢ dersek, bu serinin 3¢/2 sayisina yakinsadigini kanitlayaca-
g1z. Bunun igin, Teorem 14.10’a gore s3,, kismi toplamlarimin 3¢/2 sayisina yakinsadigini

kanitlamak yeterli. Yani

4—-3 4i—1 2i) 2

i=1
egitligini kanitlamaliy1z. Parantezi hesaplayalim 6nce. Kolay bir hesapla,

1 11 8 —3 =0
4i—3  4i—1 20 2(4i—3)(4i—1)
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¢ikar. Kummer Kiyaslama Kistasi'na gore (Teorem 15.7), 3" 1/4i% yakinsak oldugundan
bu seri de yakinsaktir. Simdi limiti zekice bir hesapla bulalim:

S T I I [T (I I
Sn = 372 577 1 911 6 n—-3 " dn—1 2n

1 1 1 1 1 1
+.”+<4n—3_4n—2+4n—2+4n—1_E_E)

S N IR ()
2 3 4 2 4 5 6 7 8 6 8
1 1 1 1 1 1

*((@To*?ﬁ)*(ﬁ*ﬁ))

1 1 1 1 1 1
+”'+(<4n—3_4n—2+4n—1+%>+<4n—2_ﬁ>)
(et Dy (ot

2 3 4 5 6 4n 2 4 6 8 4n

En sondaki dizi de £ + £/2 = 3¢/2 sayisina yakinsar.




18. d’Alembert ve Cauchy
Kistaslari

18.1 d’Alembert Yakinsaklik Kistasi

Bir serinin yakinsak olup olmadigini anlamak i¢in en pratik yontemlerden biri
bu béliimde kamtlayacagimiz d’Alembert Yakinsaklik Kistasty'dir. Ornegin
bu kistasla, yakinsakligini kanitlamak i¢in Bélim 10’da bayag1 ugrastigimiz
3" 2t /i! serisinin yakmsakhgi kolayca kanitlanir.

Teorem 18.1 (d’Alembert Yakinsaklik Kistasi). Eger

lim \90i+1’

1—+00 ’1‘,‘

limiti varsa ve 1’den kii¢iikse, o zaman Y x; serisi mutlak yakinsaktir. Eger
limit varsa ve 1’den biytkse ya da limit sonsuzsa o zaman seri wraksar. Eger
limit 1°e dstten yakinswyorsa da seri iraksar.

Limit olmadiginda ya da limit 1’e esit oldugunda teoremin ) x; serisi

hakkinda hicbir ipucu vermedigine dikkatinizi ¢ekeriz. Nitekim limit olmadi-
ginda ya da limit 1 oldugunda, seri yakinsayabilir de iraksayabilir de.

Ornekler

18.1.

18.2.

x; = 1 ya da 1/i ise bildigimiz iizere seri waksar, z; = 1/i? ise seri yakmsar (Ornek
7.10) ve her ii¢ durumda da oranlarin limiti 1’dir. Demek ki limitin 1 oldugu durumda
teoremin bir gey sOylememesi, teoremin bir eksikligi degil, doga 6yle emrediyor. Bu arada
x; = 1/i oldugunda, % < 1 olur ama gene de Y x; serisi wraksar, yani d’Alembert
kistasini kullanmak icin oranlarin 1’den kiigiik olmasi yetmez, illa limitin 1’den kiigiik
olmas: gerekir.

a € (—1,1) olsun. Zai serisinin yakinsadigini biliyoruz. Bu serinin terimlerini ikiger
ikiger karalim:

a+l+a®+a®+a°+a* +--

Teorem 14.12’ye gore bu seri de yakinsar. Ama terimlerin oram teklige ya da ciftlige
gore 1/a ya da a® olur ve oranlar dizisi yakinsamaz.
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18.3. k € N olsun. Eger |z| < 1 ise 3"z’ serisi mutlak yakinsar. Nitekim bu durumda
katsayilarin mutlak degerlerinin orani

(i 4+ 1)k ||+ i+1\"
z’“\m||l = - lz] — Jz| < 1

olur.

Teoremin son Onermesinin kamti kolay: Eger |z;41/x;| dizisi 1’e {istten
yakinsiyorsa, yani yeterince biiyiik ¢’ler igin |x;41/x;] > 1 oluyorsa, o zaman
seri wraksar, ¢iinkii o zaman, (|z;|); dizisi artar ve 0’a yakinsayamaz.

Teoremde x; # 0 esitsizligi gerekiyormus gibi goriinse de bu esitsizligin bir
zaman sonra dogru olmas: (elbette!) yeterlidir.

Teoremi kanitlamadan 6nce birkag standart 6rnekle teoremin nasil uygu-
lanacagim gosterelim. Ileride baska ornekler de gorecegiz.

Ornekler

18.4. [Geometrik Seri]. 3. z" serisi || < 1 ise mutlak yakinsar. |x| > 1 ise seri wraksar.
Kanit: z; = o oldugundan,
_ i+1
li |1’7,+1| — 1 ‘1,‘| :‘ |

olur ve x # =+1 ise her gey teoremden gikar. z = +1 durumlar kolay. (Ama teoremin

kanit1 bu 6rnegi kullandigindan, bunu teoremin bir uygulamasi olarak sunmak bilimsel

ahlaksizlik simifina girer!) O
18.5. "' /i! serisi her x i¢in mutlak yakinsaktor.

Kanit: z; = 2 /i! oldugundan,

‘z|i+l
fim el g GO o 2L g

il
olur ve teoreme gore seri her z i¢in mutlak yakinsaktir. Bu seriye exp  adini vermistik
ve belli bir e gergel sayisi ve her z € Q igin expx = e” egitligini kanitlamigtik. x € R
igin, e” ifadesini tamimladigimizda, exp x = e” esitligini her = € R i¢in de kanitlayacagiz.
O

18.6. Her x gercel sayist i¢in,

2 24l

cosx = Z(_l)i (Zl)' ve sinz = Z(—l)lm

serileri mutlak yakinsaktor.

Kanit: Aym yontemle kanitlanir. Bu 6rnegi Alistirma 16.5’te bagka bir yontemle gos-
termistik. O

—  (-5)’
; 32i+1(5 + 1)

18.7.

serisi yakinsak madir?

Coziim: Teoremde ,

_ (-5)
32i+1(3 4+ 1)

T4
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alalim. O zaman,

. i+1 2i41 .
|Zita| _ . 5 ‘ 3 (?—1—1) _ 5(z‘+ 1) . 5 <1
|4 32i+3(4 + 2) 50 32(i + 2) 9
olur. Teoreme gore seri yakinsaktir. g
18.8. ol % serisi yakinsak madir?

Co6ziim: Teoremde z; = i!/15° alalim. O zaman,

lzip1] G+ DI 41
- = . — — 00 1
o] st 15 >

olur ve teoreme gore > i!/15% serisi raksaktir.

Bir bagka kanit: >0, 1%,1 serisi bilindigi {izere e'® sayisina yakimsar. Dolayisiyla
lim 15'/i! =0
1—> 00

ve buradan

lim i!/15" = oo
1—> 00

¢ikar. Genel terimi 0’a yakinsamadigindan 3 4!/15° serisi yakinsayamaz. g
18.9. k € N olsun. d’Alembert kistasina gore, eger |z| < 1 ise

21

serisi mutlak yakinsar, eger |x| > 1 ise wraksar. z = 1 ise de serinin wraksadigi belli.
x = —1 ise de seri waksaktir (Aligtirma 14.8). O

Aligtirmalar

18.10. > >° | % serisinin yakinsak oldugunu gosterin.

18.11. k € Q verilmig olsun. 7, Z—: serisinin yakinsak oldugunu gosterin.
18.12. >, % serisinin 1raksak oldugunu gosterin.
18.13. Y% | ™ serisi hangi z sayilan i¢in yakinsaktir?

n=1 zn

18.14. a € Q”° verilmisg olsun. Y~ a™n® serisi hangi a sayilar icin yakinsaktir?

Teorem 18.1’in Kaniti: Limite ¢ diyelim ve 6nce ¢ < 1 varsayimini yapalim.
Her z; yerine |z;| koyarak, terimlerin pozitif olduklarini varsayabilir ve mutlak
deger isaretlerinden kurtulabiliriz.

{+ e < 1 egitsizligi gegerli olacak sekilde pozitif bir e sayisi secelim. Mesela
e = (1—4)/2 olabilir.

T
lim =4 —¢
1—00 Iy

oldugundan, belli bir N gostergecinden sonra, yani her ¢« > N igin,

Ti+1

{—e< <fl+e€

Xy
olur. (Asagidaki sekle bakin.) Burada 6nemli olan sadece, her ¢ > N i¢gin
0< P cpte<t

Zg

esitsizlikleri olacak. £ 4 € sayisina s adini verelim.
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x,,,1/x, sayilari bir zaman
sonra bu aralikta

Demek ki 0 < s <1 ve her ¢ > N i¢in, ;41 < sz;. Yani,

TN+l < STN
IN+2 < STN+1

TN+3 < STN42

Ik iki esitsizlikten,
TN+2 < 8TN+1 < s*ay

elde ederiz. Uciinciisiiyle birlikte
TN4+3 < STN12 < 82£CN+1 < 83$N
elde ederiz. Genel olarak, kolay bir tiimevarimla, her j7 > 0 icin,
TN+ < Sj TN

elde ederiz. Simdi, Y z; serisinin n > N igin s,, kismi toplamlarina bakalim:

n N-1 n N—-1 n—N N-1 n—N
8n22$i: E x; + E €X; = E + E TN+j < E ZL‘i—FZS]ajN
i—0 i—0 =N i—=0 =0 i=0 §=0

sn—N+1 N-1

N—-1 n—N . 1
—;xﬂrxzv;%sjzxﬂrxzv T <;xz+$N1_

En sondaki ifade n’den bagimsiz oldugundan, boylece (s,), artan dizisinin
tistten sinirh oldugunu kanitlamig oluruz. Demek ki (sy,),, dizisinin limiti vardir
ve Y x; serisi mutlak yakinsaktir.

Simdi ¢ > 1 olsun (¢ = oo da olabilir.) Serinin yakinsak olmadigim kanit-
lamak i¢in, (|zy|), dizisinin limitinin 0 olamayacagini kanitlayacagiz (Teorem
14.4). Demek ki gene x,, > 0 varsayimini yapabiliriz.

Once ¢'nin bir gercel say1 oldugunu varsayalim. ¢ — e > 1 esitsizligi gecerli
olacak kadar kiiciik pozitif bir e sayisi secelim. Mesela € = (¢ — 1)/2 olabilir.

. Ti41
lim —“t 4

1—00  Tj
oldugundan, bir zaman sonra, yani belli bir N gostergecinden sonra, yani her
¢ > N icin,
T
l—e< ™ cpqe

Z;
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olur. Burada 6nemli olan sadece, her ¢ > N igin

Ti41
T

l<l—e<

esitsizlikleri olacak. £ — e sayisina s adini verelim. Demek ki s > 1 ve her i > N
icin, x;41 > sx;.
Aym esitsizliklerin ¢ = oo ise de gegerli oldugunu kanitlayalim. Nitekim,
"y
lim 2l

i—o0 I

= 0

oldugundan, s > 1 ne olursa olsun, yeterince biiyiik ¢ gostergecleri icin,

s g
T

olur.
Demek ki ¢, bir gercel say1 da olsa, oo da olsa, 6yle bir s > 1 ve N vardir
ki, her ¢ > N icin
Tiy1 > ST

olur. Buradan, ¢ = N icin,
IN+1 > STN

elde ederiz. Bunu ve ¢ = N + 1 igin elde edilen esitsizligi birlestirerek,
TN42 > STN+1 > s’rN
elde ederiz. Devam edecek olursak,
2 3
TN+3 > STN42 > STTN41 > STTN
elde ederiz. Genel olarak, kolay bir tiimevarimla, her j > 0 igin,
IN+j > ijN > TN

elde ederiz. Demek ki (x,,), dizisi 0’a yakinsayamaz. O

Yakin gelecekte (bu altboliimde) bu kistasi genellegtirecegiz. Ama 6nce gok
kullanigh olan bu kistasa birkag 6rnek daha verelim.

Ornekler

18.15. x € R 1i¢in,

1-4-7---(3n+1) ,
2 CES

n=0
serisinin yakinsakliging tartigin.
Tartisma: d’Alembert Kistasini uygulamaya caligalim:

Lntl _ 3n+4x—>3z.
T n+2
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18.16.

18.17.

18. d’Alembert ve Cauchy Kistaslari

Demek ki |z| < 1/3 ise seri yakinsar, hem de mutlak yakinsar; |z| > 1/3 ise seri wraksar.
Ama |z| = 1/3 ise d’Alembert Kistas1 serinin yakinsakhigina ya da iraksakligina karar
veremez. © = 1/3 durumunda y, = 1/n alarak oran kiyaslama testini (Sonug 15.6)
uygulayabiliriz:

$n+1_yn+173n+4.1_ no_ n+4

Tn Yo n+2 3 n+l 3n+1)(n+2)
oldugundan, seri x = 1/3 iken de raksar. Eger x = —1/3 ise, “dalgali bir seri”yle karsi
kargiyayiz. © = —1 /3 durumunda terimler azalarak (kamti kolay) 0’a yakinsadigindan
(kanit1 zor, bkz. Ornek 19.14) Leibniz testine gore seri x = —1/3 iken yakinsar. O

Binom katsayilarini

>0

<n): n! nn—1)---(n—i+1)

il " dln—1) il

ve binom agilimini animsayalim:

1+a)" =) (T;)mi_Zn(n—l)..%!(n—i—&-l)xi‘

i=0 i=0

Eger i > n ise,
nn—1)---(n—i+1)
i!

say1s1 0’a esit oldugundan,
(1+:c)":Zn(n_l)”:(n_z—'—l)xi

|
‘o 2!

vazabiliriz. §imdi sol tarafa degil de sag tarafa, yani

nn—1)---(n—i+1) ;
> - @
7!
1=0
serisine bakalim. Buradaki n dogal sayisini herhangi bir a gercel sayis1 yapalim. Boylece,
a’ya gore degigen

Zala—1)---(a—i+1) ,
fa(x)zz ( ) i'( )IE
1=0 '
serisini elde ederiz. Elbette, a bir dogal say1 oldugunda, bu seri (sonlu bir toplam
oldugundan) yakinsaktir ve her z igin,

falw) = (14 2)"

olur. Ve ilging soru: Diger a’lar igin seri ne olur? Hangi x sayilar1 igin fo(x) serisi
yakinsar? Yanit hem sasirtict hem de basit: Eger a bir dogal say1 degilse, her |z| < 1
igin fo(z) serisi yakinsar. Bunu gérmek igin d’Alembert kistasini uygulamak yeterli:

Tpy1| a(a—1)~~~(a—n)mn+1 n!
Tn | (n+1)! ala—1)---(a—n+1)z"
a—n

n+1
Bu seriye ikinci cildin sonuna dogru ¢ok daha etraflica egilecegiz.

Su serinin yakinsaklhging tartisin ve yakinsak oldugunda toplama bulun:

co gk—1
>
1— 2%

k=1
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Coziim: Tabii ki her seyden 6nce x # +1 olmali, yoksa terimler tanimh degil. d’Alem-

bert kistasini uygulayalim.
Qk' —1

Th = ——%
1—x2

olsun. O zaman,
1-22 =1 (mzk)2 = (1 - mzk) (1 erzk)

esitligini kullanarak,

k k k—1
Thtl 22 1— 22 . 22

k+1 k—1 - k
Tk 1 — 228t g2 1+ x2

elde ederiz. Eger |z| < 1 ise, bu ifadenin limiti 0’dir. Eger |z| > 1 ise de 0’dir ¢inkii

k—1
22 1

T4+a2"  1/a2" 7 42!

olur ve sagdaki ifadenin paydasi sonsuza gider. Demek ki d’Alembert kistasina gore seri

her x # +1 igin mutlak yakinsaktir.
Serinin limitini bulmak i¢in kismi toplamlar1 hesaplayalim (bkz. Ornek 14.4):

k—1
E k - k k
kzll—xQ Pt 1— 22 kzll—xg — 1— 22
= . 1 1 1
Z 1_ Qk + 1_ ok—1 = 171.2171 - 1_1'271,
k=1 z k=1 z
1 1

1—2 1—a2"

Demek ki eger |z| < 1 ise

i 22 1z
122 l-z = 1-a’
eger |z| > 1 ise
oo ok—1
> =1
ol 1w
olur. g
Alistirmalar

18.18. > 2(é1), serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

18.19. >~ 7 serisinin yakinsak olmasi igin a’nin saglamas: gereken kosullar: bulun.

18.20.

i i)! 1103 + 36390¢
P 396¢

serisinin yakisak oldugunu kanitlaym®.

!Bu serinin 1/7 sayisina yakinsadigi 1915’te iinlii Hint matematikci Srinivasa Ramanujan
(1887-1920) tarafindan anlagilmigtir.
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d’Alembert Kistasi ige yaramadigi zaman, yani limit 1 oldugunda, Altbo-
liim 19.2°de kanitlayacagimiz Raabe Kistas: da kullanilabilir.

Teoremin kanitina dikkatlice bakacak olursak, varsayimi tam giiciiyle kul-
lanmadigimiz1 goriiriiz. Nitekim, teoremin birinci kisminin kanitinda, yeterince
biiytk 7’ler icin,

0 — Lit1

€< <fl+e<l1

T
esitsizliklerini degil, yeterince biiyiik i’ler icin,

Ti41

0< <fl+e<l1

Z;

esitsizliklerini kullandik, ve bu son kosul da birincisinden daha zayif bir ko-
suldur. Velhasili kelam, verdigimiz kanit, aslinda daha genel bir 6nermenin
kanitidir.

Teorem 18.2 (d’Alembert Yakinsaklik Kistasi 2). Eger

|£Uz'+1’

lim sup <1

|4

ise, Y x; serisi mutlak yakinsaktir. Eger
liminf 1 S

|z

ise seri wraksar.

Kanit: Her z; yerine |z;| koyarak, terimlerin pozitif olduklarini varsayip mut-
lak deger isaretlerinden kurtulabiliriz.
limsup “2 = ¢ < 1 olsun.

l+e<1

esitsizligi gegerli olacak gekilde pozitif bir e sayisi secelim. Mesela

1-/
€= ——

2

olabilir. Onsav 13.5.i’e gore, (zi41/x;); dizisinin sadece sonlu sayida terimi £+¢
sayisindan biiyiiktiir. Demek ki belli bir N sayisindan buytikesit ¢’ler igin,

Titl cpyec

T

esitsizligi gegerli olur. Bu asamada kanita aynen yukaridaki teoremin kanitin-
daki gibi devam edebiliriz.
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Simdi lim inf x;—“ = { > 1 varsayimim yapalim. O zaman

; 1
lim sup 2 <1
Lit+1 ¢
olur. Demek ki teoremin kanmitlanan kismina gore > 1/x; yakinsar ve do-
layisiyla lim,, o0 1/, = 0 olur. Buradan da (z,,), dizisinin limitinin 0 ola-
mayacagl ve dolayisiyla ) x; serisinin wraksadig ¢ikar. O

Teoremin ikinci kisminin lim sup igin dogru olmadigi, yani lim sup % >1
7

ise serinin yakimsak olabilecegi Ornek 18.2’den anlagiliyor.

Terimlerinde n! gibi faktoriyel olan serilerde genellikle d’Alembert Kistasi
kullanilir. Bir sonraki altbéliimde terimlerinde =™ gibi n’inci giiclerin belirdigi
serilerde kullanilan ve d’Alembert Kistasi’'ndan daha genel olan Cauchy kista-
sin1 gorecegiz.

Aligtirmalar

18.21. Zi>0
18.22. limpoc an = £ € (—1, 1) olsun. Z aé serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

(il/i —1)* serisinin yakimsak oldugunu kanitlaym.

18.23. Asagidaki serilerin her z icin yakinsak oldugunu kanitlayin:
2i 221

x .
coshz = Z w s sinhx = Z m

Yukarida tanimlanan cosh z ve sinh z serileri R’den R’ye giden iki fonksiyon tanimlarlar.
Bu fonksiyonlara sirasiyla hiperbolik kosints ve hiperbolik siniis adi verilir.

18.24. Asagidaki egitlikleri kanitlayin:

expx + exp(—x)
2

expx — exp(—x)

hx =
cosn T 2

, sinhx = , expx = coshx + sinh x.
18.25. Su seriler hangi z’ler igin yakinsaktir?

+i—1 i

2, N2z [P )
S Tigmes e X5 Yt

i=1

18.26. Once her n icin,

esitligini kanitlayin, sonra Cauchy ¢arpimi formiiliinii kullanarak
sinh(2z) = 2 coshx sinhx

egitligini kanitlayin.

18.2 Cauchy Yakinsaklik Kistasi (Ko6k Testi)

Seriler konusuna baslar baglamaz geometrik serinin 6neminden s6z etmistik.
Bircok serinin yakinsakligi ya da iraksakligi, seriyi geometrik seriyle kargilag-
tirarak anlasilir. Bir 6nceki altbolimde gordigimiiz d’Alembert Kistasi bu
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kargilagtirma yontemlerinden biridir érnegin. (Teoremin kamtindaki uzun he-
saba bakarsamiz, d’Alembert Kistasi’min geometrik seriyi tam nerede ve nasil
kullandigini goriirsiiniiz.) Bu altboliimde bir seriyi geometrik seriyle kargilag-
tirmanin bir bagka yolunu gorecegiz.

Teorem 18.3 (Cauchy Yakinsaklik Kistasi, namidiger Kok Testi). > x; bir
seri olsun.

i. Eger lim; o \azi|1/i limiti varsa ve lim;_, oo |xi|1/i < 1 1se, > x; serisi mutlak
yakinsaktur.

ii. Ejer limy s |25]/% > 1 ise (limit oo da olabilir), S x; serisi wraksaktur.

Bir kez daha kistasin limit 1’e esit oldugunda herhangi bir fikir beyan et-
medigini gézlemleyelim. Limitin 1 oldugu durumlar en ilgin¢g durumlardair.

Cauchy kistasini cok sik kullanma gereksinimi duyacagiz. Kanitlamadan
once birkag standart ornek verelim.

Ornekler

18.27. [Geometrik Seri] 3" ' serisi |z| < 1 ise mutlak yakinsar. |x| > 1 ise seri waksar.
Kanit: z; = z° oldugundan,
lim [z;]7 = lim |o|7 = ||
1—> 00 n—oo
olur ve z # =+1 ise her gey teoremden gikar. z = £1 durumlar kolay. (Ama teoremin
kanit1 bu érnegi kullandigindan, bunu teoremin bir uygulamasi olarak sunmak -en hafif
tabirle- dogru degildir!) O
18.28. expx = > x'/i! serisi her x i¢in mutlak yakinsaktur.

Kanit: z; = z*/i! oldugundan, sayfa 171’deki érnekte kanitlanan limn_,oo(n!)l/" =00
esitliginden dolayi,

1/i

i

olur. Teoreme gore seri her x i¢in mutlak yakinsaktir. |
18.29. >°.o, 1/i* serisi yakinsaktor.

Kanit: lim; oo |[2:]"/" = lim; 400 1/i =0 < 1. O
18.30. 3., 1/i® serisi yakinsaktr.

Kanit: 1/i°* < 1/i* oldugundan, bir iisttekinden gikar. O

18.31. z € R ig¢in,

Z 3n—1 Snxn
2n+1

3n—1)\° 2|

2n+1
dizisinin limitinin ne zaman 1’den kii¢iik oldugunu bulmaliyiz. Bunu yapmak oldukcga
kolay: Teoremi uygulayarak, |z| < (2/3)® ise serinin mutlak yakinsak oldugunu, |z| >

serisinin yakinsaklhgine tartigin.
Kanit: Gerekeni yapalim:
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(2/3)° ise serinin wraksak oldugunu buluruz. |z| = (2/3)° ise Cauchy Kistas1 bir ise
yaramaz. x = (2/3)° durumunda seri,

Z (n - 1/3) on
n+1/2
halini alir. Genel terimin limitini alalim:
i (n - 1/3)5" . (1 - 1/3n)5” _ limpsoo(1—1/3)"
n+1/2 1+1/2n limp 00 (1 4+ 1/2n)5"
(limy— o0 (1 — 1/3n)3™)%/3  ¢=5/3

= = O
(e (1 1/20)70 )52 — 372 7

Boylece = (2/3)® durumunda serinin raksak oldugunu buluruz. x = —(2/3)° duru-
munda da serinin genel terimi -aynen yukarida oldugu gibi- 0’a yakinsamaz, dolayisiyla
seri bu durumda da iraksar. a

n—o0o n—oo

Goriildigi gibi Cauchy Kistasi ¢cok yararhidir. Genel terimi n’ye bagh bir
kuvvet olan serilerde ilk olarak aklimiza Cauchy Kistasi gelmelidir; muhteme-
len bizi sonuca gotiirecektir.

Alstirma 18.32. .., 1/i¥/? serisinin yakinsak oldugunu kanitlaym.

Teorem 18.3’tin Kaniti: Limite ¢ diyelim:
lim |a:i|1/i =/
1—00

olsun. Kanitin ana fikri séyle: Biiyiik i’ler i¢in |;|, ¢¢ civarindadir, dolayisiyla
3" a; serisi Y £ geometrik serisine benzer.

Once £nin 1’den kiiciik oldugunu varsayalim. z; yerine |z;| alarak, serinin
pozitif bir seri oldugunu varsayabiliriz ve boylece mutlak deger isaretlerinden
kurtuluruz.

€ > 0 sayisy, £ + € < 1 egitsizligini saglayacak bicimde segilsin. Belli bir
gostergecten sonra, diyelim N gostergecinden sonra,

€—e<xil/i<€—i—e<1
olur. Bizim i¢in 6nemli olan, 1’den kiigiik belli bir u = ¢ + ¢ ve her i > N i¢in
2 <u<1

esitsizlikleri olacak. (Yani limitin ¢ oldugunu kullanmayacagiz bile!) Demek ki
her ¢+ > N icin ‘
T < u

olur. Dolayisiyla, n > N i¢in, n’inci kismi toplama bakacak olursak,

n N n N n N n
E xi:E x; + g xigg Ty + E uzgg xn—l—uNHg u'
i=0 i=0 i=N+1 i=0 i=N+1 i=0 i=0

N

- vyl —utt N1 L
=) Tptu T ——m—< Ty +u T ——
; " 1—u ; " 1—u
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esitsizligini buluruz. Yani kismi toplamlar tstten smirhdir. Demek ki > x;
serisinin limiti vardir.

Simdi de £ > 1 esitsizligini varsayalim. Eger ¢ bir gercel sayiysa, € > 0
sayisi, £ — e > 1 egitsizligini saglayacak bicimde secilsin. Belli bir gostergecten
sonra, diyelim NN gOstergecinden sonra,

1<€—e<m§/i<€—|—e

olur. Bizim igin 6nemli olan ashnda belli bir v > 1 sayis1 i¢in (u = £ — € alin)

1/i

%

l<u<zx

esitsizliklerini saglayan sonsuz sayida ¢ bulmak olacak (yani bir kez daha limi-
tin ¢ oldugunu kullanmayacagiz.) Kolayca goriilecegi tizere boyle bir u, £ = oo
ise de vardir. Demek ki her ¢ > N icin

1< < |y
olur ve |z;| teriminin limiti 0 olamaz, yani ) 2" serisi yakinsayamaz. O
Eger lim; o0 ]mi\l/ =1 ise ama \mi\l/ ¢ dizisi 1’e listten yakinsiyorsa, yani

|z;|'/? > 1 ise, o zaman seri raksar, ciinkii o zaman |z;| > 1 olmak zorundadir
ve lim;_, |2;| limiti kesinlikle 0 olamaz. Ornegin,

=)

serisinin 1raksaklig1 bu sayede hemen anlagilir.
Kanittan da anlagilacagi iizere aslinda ¢ok daha genel bir teorem kanitladik:

Teorem 18.4 (Cauchy Kistas: 2). > x; bir seri olsun.

Ejer limsup |z;|/* < 1 ise, 3. a; serisi mutlak yakinsaktur.

Eger limsup |z;|Y/" > 1 ise (dolaguswyla liminf |z;|/* > 1 ise de), S x; serisi
wraksaktur.

Bu teoremin -artik kolay olmasi gereken- kanitini okura birakiyoruz.

18.3 Cauchy-d’Alembert Karsilagtirmasi

Bu altboliimde, 6nceki iki altbélimde gordugiimiiz iki kistasi karsilagtiracagiz.
Cauchy Yakinsaklik Kistasi’nin bir anlamda d’Alembert Yakinsaklik Kistasi’n-
dan daha genel oldugunu goérecegiz.

Ti4

L limiti varsa o

Teorem 18.5. (z;); pozitif bir dizi olsun. Eger lim;
zaman lim;_, :BZI /i limiti de vardwr ve iki limit birbirine esittir:
, o
Vi _ iy TitL

lim z,;”" =
1—00 1—00 Iy
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Kanit: Ornek 13.16’dan qikar. O

Alistirmalar

18.33. Terimleri a, = n™/n! olan diziye Teorem 18.5’i uygulayarak

li n _
e (n)t/n €

egitligini kanitlayin.
18.34. Teorem 18.5’i uygulayarak lim, o, {/n =1 esitligini kamtlayin.

Demek ki ) x; pozitif serisinin yakinsakhigini anlamak igin d’Alembert
Kistasi'ni uygulamaya kalkip,

. Ti4+1
lim =L —q
i—o0  T;

bulmugsak, ardindan Cauchy yakinsaklik kistasini uygulamaya kalkismak ge-
reksiz bir ugrastir ¢linkii zorunlu olarak
i _q

lim z,
1—00

bulunacaktir. Ayrica, 6nce Cauchy yakinsaklik kistasini uygulayip

lim 3311 i1

1—00
bulmugsak, yukarida kanitladigimiz teoreme gore ya lim; o zi+1/x; diye bir
limit olmayacaktir ya da bu limit olacaktir ama 1’e esit olacaktir, yani bu
durumda da ikinci kistas: uygulamak neredeyse gereksizdir. (“Neredeyse” de-
dik ciinkii |2;|'/? dizisi 1’e alttan yakinsamasina ragmen, |z, 1|/|z;| dizisi 1’e
iistten yakinsayabilir, dolayisiyla seri iraksayabilir; yani Cauchy yakinsaklik
kistasinin yakinsaklhigina karar veremedigi bir seriye d’Alembert yakinsaklik
kistasi baz1 ender durumlarda olumsuz yanit verebilir.)

Ama asagidaki Alistirma 18.38’den anlasilacagy iizere, |z;11|/|x;| dizisinin

limiti olmasa da |x;]'/? dizisinin limiti olabilir.
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Ornekler

18.35.

18.36.

18.37.

0 < a < b <1 olsun. Su seriye bakalim:
1+1+a+b+a®+b>+a® +0>+- -

d’Alembert kistasini uygulamaya ¢aligalim. Dizinin terimlerine z,, diyelim. Her n igin
Oyle bir k var ki (k agag1 yukari n’nin yarisi) ya

Tng1 _ (2)’“
Tn b

o _ 1 ()
Tn a)

Tn+1

ya da

IS

Demek ki, b > a oldugundan

.. o Tnt1
= oo ve liminf =2 =0

n n

lim sup

olur ve genellestirilmig d’Alembert kistasi bile serinin yakinsaklgigina ya da iraksakligina
karar veremez.
Cauchy kistasini uygulamaya caligalim. Elbette

lim z¥/" =1

n—oo
olur, yani Cauchy kistasi da bu durumda karar veremez. Ustelik limit 1’e soldan git-
tiginden, yani her n i¢in (z,)Y/™ < 1 oldugundan Cauchy kistasimn inceliklerinden de
yararlanamay1z (bkz. sayfa 322).
Isin gergegi: Seri pozitif oldugundan,
1 1

1fa+1fb

l+lda+b+a’+b>+a’+b>+- =D a'+> b'=

olur ve seri yakinsaktir!
limnﬁoo(n!)l/” = 0.

Teorem 18.5’te x, = 1/n! alahm.

|
lim Zntl _ g 1/(n+1)! — lim
n—oo  Ip n—o0 1/71! n—oo m + 1

oldugundan, teoreme gore,

1 1/n
lim 2™ = lim (7) =0
n—oo n—o0o TL'

olur. Demek ki, 1/n! > 0 oldugundan, lim,_ /" = o olur. d

1/n — 1. Teoremde zn = n alalim.

lim, oo
. Tn+1 . n+1
lim =2 — Jim

n—oo In n— oo n

oldugundan, limy,_,ec n'/™ = 1 olur.

Aligtirma 18.38. a ve b iki pozitif gergel say1 olsun. Her n dogal sayist igin x,,’yi soyle
tanimlayalim:

- akvk eger n = 2k ise
"l d*TE eger n = 2k + 1 ise

> x; pozitif serisinin yakinsakligini anlamak i¢in d’Alembert ve Cauchy kistaslarini uygu-
layin. Hangisi karar verebiliyor? Serinin toplamini bulun.
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Not: Bazen ne d’Alembert ne Cauchy ne de daha sonra gorecegimiz Raabe
kistasi bir serinin yakinsakligina karar verebilir. Bu durumlarda teleskopik seri
yontemini denemeye calismakta yarar vardir. Ornegin a,, > 0 icin

o0
>
i=0 H;:O(l + aj)

serisinin yakimsakligina bu bolimde gordiigumiz ve ileride gorecegimiz kis-
taslar karar veremezler ama teleskopik seri fikriyle Ornek 14.17’de bu serinin
yakinsadigimi kolaylikla kanitlayabilmistik.

18.4 Yakinsaklik Yaricapi

Gegmiste, verilmig bir = gergel sayisina gore degisen seri ornekleri gordiik sik
sik. Ornegin, expxz = > z'/i! bu tiir serilerden biriydi.

g a;x’

bi¢iminde yazilan serilere kuvvet serisi adi verilir. Tabii kuvvet serileri bazi
x’ler icin yakinsaktir, bazilar: i¢in ise degildir.
Bu seri gibi, anlamsiz bir X icgin

(e.)
> ax
=0

biciminde yazilan bigimsel serilere bigimsel kuvvet serisi adi verilir. Ikin-
ci cildin ekinde (Boliim 22) bigimsel kuvvet serilerinden uzun uzadiya soze-
decegiz.

Bigimsel Kuvvet Serileri Hakkinda Kisa Bilgi: Bigimsel kuvvet serileri fonksiyon de-
gildirler, sadece “anlamsiz” birer ifadedirler?. Eger bicimsel bir kuvvet serisini,

ao+ a1 X +ax X+ an X"+

olarak yazarsak, bicimsel kuvvet serilerinin polinomlarin genellestirilmis bir hali olduklarin
goriiriiz; nitekim, eger her m > n i¢in a,, = 0 ise, yukaridaki bigimsel kuvvet serisi,

ao+ a1 X +as X’ 4+ 4 a, X"

polinomuna donisiir (bkz. sayfa 110), yani her polinom ashinda bir bigimsel kuvvet serisidir.
Eger x gergel sayis1 i¢in Zaixl serisi yakinsaksa, o zaman Y a; X" bicimsel kuvvet serisini
2’te degerlendirip Y a;z* sayisini elde ederiz.

2Polinomlar da fonksiyon degildir, ama her polinom R’den R’ye giden bir fonksiyon tanim-
lar. Ornegin p(X) = X?4+X —1 polinomu z — p(x) = 2*+2—1 kuraliyla verilen bir fonksiyon
tanimlar. Bunun nedeni polinomlar: R’nin her elemaninda degerlendirebilmemizdir. Bigimsel
kuvvet serilerini R'nin her elemaninda degerlendiremeyecegimizden, bigimsel kuvvet serileri
tanim kiimesi R olan bir fonksiyon tanimlamayabilirler.
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Bu tiir nesnelere “bigimsel” adi verilmesinin nedeni sudur: > ;% a; X" ve >0 b; X"
elemanlarinin esit olmasi igin yeter ve gerek kosul her ¢ € N igin a; = b; esitligidir, yani
esitlik gergekten gorsel esitliktir.

Bicimsel kuvvet serileriyle de toplama, carpma, ¢ikarma, bir sayiyla carpma gibi iglemler
yapilabilir:

(D ax®) = (Dobix") = > (ai £ bi)x",
A (Z aixi) =3 daix’,

(T ax) (S =3 ( > b) X"

i+j=n
Carpmay1 biraz agmakta yarar var: ap+a1 X +a2 X%+ - - kuvvet serisiyle bo+b X +b2 X2 +- - -
kuvvet serisinin ¢arpiminin ilk terimleri agagidaki gibidir:
aobo + (aob1 + a1bo) X + (aobs 4 a1by + asbo) X + (aobs + aibs + azbi + azbo) X® + - --

Bu iglemlerle birlikte bigimsel kuvvet serileri kiimesi R[[X]] olarak gosterilen bir halka olus-
turur. Carpma iglemi, her a € R i¢in a X = Xa esitligi ve dagilma ve birlesme 6zellikleri

dogru olacak bigimde tanimlanmigtir.

ap terimine, Y 2 a; X" kuvvet serisinin sabit terémi adi verilir. ao elbette, X’i 0'da

degerlendirdigimizde kuvvet serisinin aldig1 degerdir.
R[T] halkasinin (¢arpma igin) tersinir elemanlari sabit terimi 0’dan farkli olan eleman-
lardir. Bunun (oldukga kolay olan) kanitin1 Onsav 25.1’de verecegiz.

Bu altboliimde irdeleyecegimiz soru su: (a;); say1 dizisi verilmis olsun ya
da -ayni sey- bir > a; X" bigimsel kuvvet serisi verilmis olsun; hangi = gercel

sayilar1 icin
g a;x"

kuvvet serisi yakinsaktir, ve tabii, hangi x gercel sayilar: icin seri iraksaktir?
Bigimsel bir kuvvet serisinin en azindan 0’da yakinsak oldugu belli. Ama
0’dan bagka hangi sayilarda yakinsaktir?
Bu énemli bir soru, ¢iinkii eger her # € B C Rigin Y a;2" serisi yakinsaksa,
o zaman Y a; X' kuvvet serisi B’den R’ye giden bir fonksiyon tanimlar:

x> Z a;x’;
ve bu tiir fonksiyonlar, polinomlardan sonra analizi ve anlagilmasi en kolay

fonksiyonlardir.
Cauchy Kistasi’n1 kullanarak bu altboliimde bu sorunun yanitin1 bulacagiz.

Teorem 18.6. (a;); bir dizi, S = limsup |a;]'/* € RZ° U {o0} ve

1
R:§6R2°u{oo}

olsun. O zaman |x| < R esitsizligini saglayan her x i¢in > a;x* serisi mutlak
yakinsaktir ve |x| > R egitsizligini saglayan her x i¢in > a;x" serisi wraksaktar.
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Cauchy Kistasi sayesinde teoremin kaniti sadece birkag satirdan ibaret ola-
cak. Ufuk agic1 oldugunu iddia edemeyecegimiz kanita baglamadan 6nce teore-
min kendisini tartigalim.

Problemi tersine g¢evirip su soruyu da sorabiliriz: Eger X C R ise ve

f: X—R

bir fonksiyonsa, f’yi yukaridaki gibi bir kuvvet serisi olarak yazabilir miyiz,
yani Oyle bir (a;); dizisi var mudir ki, her = € X i¢in,

f@) = 3wt

olsun? Ornegin exp z, tanimi geregi, X = R icin boyle bir fonksiyondur. Bu
tiir fonksiyonlar ele avuca gelen fonksiyonlar oldugundan, soru ve bu sorunun
varyasyonlar: matematikte ve fizikte onemlidir.

Eger X sonlu bir kiimeyse, her f fonksiyonunun bu 6zelligi vardir, ¢iin-
kii sonlu kiime iistiine tanimlanmig bir fonksiyon her zaman bir polinom (do-
layisiyla bir kuvvet serisi) olarak yazlabilir. Marifet, X daha biiyiik oldu-
gunda, 6rnegin agik bir aralik oldugunda f’nin bu 6zelliginin olup olmadigini
anlamaktir.

Bu tiir fonksiyonlarin analizi polinomlarin analizi kadar kolay olmasa da
polinomlarin analizinden sadece bir dirhem daha zordur, polinom olmasalar
da polinomiyal fonksiyonlara oldukca benzerler. Ornegin n’yi yeterince bityiik

secersek,
1.2 2 23 x™
+ﬁ+§+§+“.+ﬁ
sayist exp x’e ¢ok yakin olur. Zaten hesap makinalar1 da exp x’i bu yontemle

hesaplarlar, belli bir n icin,

2 .%‘3 "

x
1 T
+x+ 5 + 5 +- 4+ o
sayisini bize exp x diye yuttururlar. Ayni sey sin ve cos gibi “agkin” olarak ni-
telenen fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. Zaten biz de bu fonksiyonlarin tanimini
liselerde aligilageldigi gibi dik tiggenler ve diizlem geometrisi kullanilarak degil,
kuvvet serileriyle vermigtik:

x22+1 .I‘QZ

sinx = Z(—l)lm , COST = Z(—l)i(%)!.

Yukaridaki exp, sin ve cos orneklerinin her biri R’de “analitik”tir, yani kuvvet
serileriyle tanimlanan bu fonksiyonlar R’den R’ye giden fonksiyonlardir. Simdi
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gibi daha masum goriiniiglii bir fonksiyonu ele alahm. Bu fonksiyon (—1,1)
araliginda bir seri olarak ifade edilebilir. Nitekim, defalarca kanitlandigimiz
tizere, her = € (—1,1) igin,

fla)= =S

esitligi gegerlidir.

Teorem 18.6’nin Kaniti: z = 0 ise her gey bariz. Artik x # 0 olsun. Cauchy
Teoremi’'ne gore,

lim sup |a;z’|V/? < 1

ise,
E a;x"

serisi mutlak yakinsaktir. Ama
lim sup |a;z!|V/* = limsup |a;|"/*|z| = |z| - lim sup |a;]*/?
oldugundan, lim sup |a;z*|"/* < 1 kogulu,

1
TN —————— =
2 lim sup |a; |1/
kosuluna denktir. (Bu dedigimiz, 1/0 = oo tammuyla limsup |a;|*/* = 0 ise de
gegerlidir!) Benzer sekilde |z| > R ise, serinin wraksakhg kolaylikla gosterilir.
Istedigimiz kanitlanmistir. O

Rye Y a; X' kuvvet serisinin yakinsaklk yaricapr adi verilir.

R’nin sonsuz olabilecegini unutmayalim, ki bu durumda seri her x icin
yakinsaktir.

Katsayilar biiytidiikce yakinsaklik yaricap: azalir elbet, ama ayni da kalabi-
lir. " 2% ve Y ix! serilerinin ve katsayilar1 daha da biiyiik olan Y~ 422 serisinin
yakinsaklik yaricapr 1’dir. Ornek 18.40’m sonunda R’nin 0 oldugu bir kuvvet
serisi bulacaksiniz; bu durumda seri sadece = = 0 i¢in yakinsaktir.

Bu arada teoremin, |x| = R esitligi halinde, R = 0 olmadik¢a, kuvvet
serisinin yakinsakligi hakkinda herhangi bir ipucu vermedigine de dikkatinizi
cekeriz.

seri mutlak yakinsak

teorem karar veremiyor
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Demek ki Y a; X* kuvvet serisi, teoreme gore (—R, R) araliginda tanim-
lanmig bir fonksiyon veriyor ve bu fonksiyonu en fazla, [— R, R] araligina uza-
tabiliriz (o da eger R sonlu bir sayiysa tabiil)

Sonug 18.7. Ejer " a;xl yakinsaksa, o zaman |z| < |xo| esitsizligini sagla-
yan her x i¢in > a;x" serisi mutlak yakinsaktir ve serinin yakinsakhk yaricap
> |xo| olur. O

Sonug 18.8. Egjer lim, . % varsa ve S’ye egitse, > a;x' serisinin yakin-

saklk yargapr 1/S olur.

Kanit: Teorem 18.5%e gore lim,— oo ]an|1/ ™ = ¢ olur. Sonug¢ simdi Teorem
18.6’dan cikar. O

Sonug 18.9. Eger Y a;x' serisinin yakinsakbk yaricaps 0’°dan biiyiik ise, her i
icin |a;| < ma® esitsizliginin saglandigr a ve m sayilary vardur. Istenirse m = 1
almabilir.

Kanmit: r > 0 yakinsaklik yaricapi olsun. Rastgele bir 0 < s < 7 secelim
ve a = 1/s olsun. (|a;|s*); dizisi 0’a yakinsadigindan siirhdir. m, bu dizinin

bir tistsinir1 olsun. Istedigimiz egitsizlikler saglanir. Son olarak, a’y1 yeterince
biiytik alarak m’yi 1’e esit alabilecegimizi gorelim. O

Son olarak kanitlayacagimiz agagidaki sonug, 0’1 igeren bir aralik s6zkonusu
oldugunda, bicimsel kuvvet serileriyle kuvvet serileri arasinda biiyiik bir ayrim
olmadigini soyliiyor.

Teorem 18.10. Eger bir R > 0 ve her x € [0, R) i¢in Y. a;z* = Y bz’ ise o
zaman her ¢ i¢in a; = b; olur.

Kanit: ¢; = a; — b; tanmmm yaparak, eger [0, R) iizerinde > ¢;z’ = 0 ise
her ¢;’nin 0 oldugunu kanitlamaliyiz. Teorem 18.6’ya gore, R’yi gerekirse daha
kiiciik secerek her x € [0, R] icin 3" ¢;z’ serisinin mutlak yakinsak oldugunu
varsayabiliriz. Bu hazirliklardan sonra teoremin kanitina gegelim.

Kuvvet serisini x = 0’da degerlendirerek, ¢y = 0 esitligini elde ederiz. Simdi
c1 = 0 egitligini gosterelim. z # 0 icin,

- =z E Citax"

oldugundan, ¢; = 0 esitligini gdstermek icin > ¢; o2 serisinin 0 iceren bir
aralikta siirli oldugunu gostermek yeterli. (Boylece yukaridaki esitligi z =
0’da degerlendirebiliriz ve ¢; = 0 esitligini elde ederiz.) Eger z € (0, R) ise,

d " cipor’ = ——
x
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oldugundan, Y ¢;4 02" serisi de yakinsaktir; dolayisiyla Y ;40 X? kuvvet se-
risinin yakinsaklik yaricapt 0’dan biiytliktiir ve herhangi bir 0 < S < R
sayist igin kuvvet serimiz [—S, S| araliginda mutlak yakinsaktir. Demek ki her
-85 < x < S sayist igin,

‘Zczﬁrﬂi‘ < Z |Ciyalla]" < Z |ciy2|S" =B

olur. Boylece ¢; = 0 esitligi ispatlanmig oldu. Ayni yontemle co =c3=...=0
esitlikleri gosterilebilir. Ayrintilar1 okura birakiyoruz. U
Ornekler

18.39. 3" X'/i kuvvet serisinin yakinsaklk yarigapr 1’ dir ve bu kuvvet serisi sadece ve sadece
€ [-1,1) igin yakinsaktur.
Kanit: Teoremi kullanip,

limsup |a;|"/* = limsup |1/i|"/* = lim1/i'/®

sayisim hesaplayalm. 1 bulacagimizi iddia ediyoruz; demek ki lim; o0 i'/? = 1 egitligini
iddia ediyoruz. Ama bu esitligi Ornek 18.37’de gormiistiik. Aym sonug biraz daha kolay
bigimde Sonug 18.8’den de gikar. O
18.40. Asagqidaki kuvvet serilerinin yakinsaklk yaricaplar oo’ dur, yani bu seriler her x € R

i¢in yakinsarlar.
X21+1

) X2
Zzl’z 22+1I’Z(_1) w

Kamit: Sadece birincisini (bir defa daha!) kanitlayalim.

lim sup |a;|"/* = limsup 1/i!"/*

sayisii hesaplayalm. 0 bulacagimizi iddia ediyoruz; bu dedigimiz, Ornek 18.36’da ka-
mtladigimiz lim i!'/? = oo esitliginden qikacag gibi, Sonug 18.8’den de cikar. g

Demek ki, bu o6rnekteki bi¢imsel kuvvet serilerinden her biri bize R’den R’ye giden bir
fonksiyon verir. Defalarca sodyledigimiz gibi bu fonksiyonlara sirasiyla, exp, sin ve cos
adi verilir.

Aslinda, A
XZ
>
bigimsel kuvvet serisinin her gercel sayida yakinsakligini bildigimizden (Ornek 18.5), bu
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi oo’dur ve boylece teoremi kullanarak,
limsup i!"" = oo

esitligini bir kez daha kanitlayabiliriz.
Yakinsaklik yarigap: 0 da olabilir. Ornegin, STilX? serisinin yakinsaklik yarigapr 0’dir,
yani bu kuvvet serisini sadece x = 0’da degerlendirebiliriz (ve yanit 1 ¢ikar).

18.41. [BR] Bu ornekte iki serinin Cauchy carpiminin yakinsaklik yaricapinin, ¢arpilan iki
serinin yakinsaklik yaricaplarindan bagimsiz oldugunu gorecegiz.

a(z) =" (31.11 + %) zt
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ve
1 5 i

olsun. O zaman a(z) serisinin yakinsaklk yarigapr 2’dir, b(x)’inki ise 1/2’dir. Biraz
hesapla, a(z) ile b(x) serilerinin Cauchy ¢arpiminin

1

c(z) = Z 3iF1%

oldugu goriiliir. ¢(z) serisinin yakinsaklik yarigapr 3’ttir. Bunun neden béyle oldugunu
anlamak zor degildir. Yakinsaklik yarigaplar: iginde

RS S S T
T 3-x 2+z (3-z)2+a)
105 1 m+2

W) =5 = 9T 9 ~ 2w 1’

2z — 1 x + 2 1

C(x)*a(x)b(x) = (3—x)(2+x) X 2¢r—1 33—z

olur. Sadelegmeler, yakinsaklik yarigapini artiriyor. Bu konuda bkz. Aligtirma 18.47.

Aligtirmalar

18.42. a > 0 icin, 3. (z — a)" serisinin hangi  sayilar icin yakinsak oldugunu bulun.

18.43. a ve b, iki pozitif say1 olsun.
1+ bz + abz® + a®bz® + a*b%2* + a®b%2° + - -

serisinin yakisaklik yaricapinin 1/ Vab oldugunu gosterin. (Serinin katsayilari sirasiyla
b ve a ile garpilarak elde ediliyor.)

18.44. (an)n dizisi stirhiysa S a;x’ serisinin yakinsaklik yaricapinin en az 1 oldugunu kanit-
layin.

18.45. lim,— oo an varsa » a;x’ serisinin yakinsaklik yaricapinin en az 1 oldugunu kanitlayin.
(ipucu: Bir énceki aligtirma. )

18.46. 3 a; yakmsaksa 3 a;x® serisinin yakmsaklik yaricapmm en az 1 oldugunu kanitlayin.
(Ipucu: Bir énceki aligtirma. )

18.47. 1ki kuvvet serisinin yakinsaklik yaricaplari 71 ve r2 olsun. Bu serilerin Cauchy carpiminin
yakinsaklik yaricapinin > min{ri,r2} oldugunu gosterin.

18.5 Kuvvet Serilerinin Tirev ve integralleri

> o1 4a; X1 bigimsel kuvvet serisine (bazilarmin tahmin edecegi nedenden)
> >0 @i X" bicimsel kuvvet serisinin tiirevi adi verilir ve bu,

o0 ! oo
E ain = E ’iain_l
=0 i=1
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olarak yazilir®. Tiirevin tanimini,

(ap+ a1 X + aaX?+ -+ +ap X" +---)
=a; + 20X +3a3X* 4 -+ na, X" ..

olarak vermek, tanimi biraz daha cabuk anlasilir kilabilir ve yapilacak olasi
yanliglar1 onleyebilir, ¢linkii 6rnegin,

oo
§ :aiXZZJrl
1=0

kuvvet serisinin tiirevi, verilen ilk tanima alelacele bakip sanilabilecegi gibi,

o0

> (2i+1)a; X

i=1

degil,
> 20+ 1)a; X

=0

olur, ¢iinkii bu kuvvet serisinin ilk terimi agX tir. Bu yiizden,
0 X a; x Xil =0

anlagmasini yaparak, kuvvet serisinin tiirevinin tanimimi

oo / (0.)
E a X' = E iaiXZ_l.
i=0 =0

olarak vermek daha pratiktir.

Bigimsel bir kuvvet serisinin tiirevinin de tiirevi alinabilir tabii ve bu tiirev
alma islemini diledigimiz kadar siirdiirebiliriz. Bir kuvvet serisinin tiirevleri
birinci, ikinci, iclincii... tiirevler olarak bilinir. Kuvvet serisinin 0’1inc1 tiirevinin
kendisine esit oldugu kabul edilir. Bir f kuvvet serisinin n’inci tiirevini f(™
olarak yazarsak,

f (n+1) _ (f(n))/

3Burada tamimlanan tiirev, cebirsel, yani formel, bir baska deyisle diinyevi bir anlami
olmayan bir kavramdir. Zaten bicimsel kuvvet serilerinin de bir anlami yoktur, Oylesine,
formel olarak tanimlanmiglardir. Geometrik bir anlami olan analizdeki tiirevi bir sonraki
ciltte tanimlayacagiz.
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esitlikleri dogrudur. Tiirevlerin f”, f”, f¥ olarak yazildigi da olur. Ozellikle
f" ve f” pek sik kullanilan bir yazim tiiriidiir.
Tiireve hemen birkag 6rnek verelim.

(exp X) =exp X,
(sin X)) = cos X,
(cos X) = —sin X.
Buradaki exp X, cos X ve sin X tahmin edilen kuvvet serileri anlamina gelir-

ler.
Tammlar: ammsayarak, bunlar teker teker kamtlayalim. Once?* exp:

=zt - ixt~t Sl S
/I < _ _ _ Dl
o) =\ L) =L T =X oy = L~ o
1=0 i=1 i=1 7=0

Simdi agiklayamayacagimiz hakl nedenlerden, matematikte (expx) yerine
exp’ z yazilir. Bunun gibi, (sinz)’ ve (cosz)’ yerine sin’ z ve cos’ x yazilir.
Goriildiigii gibi, exp fonksiyonu kendi tiirevine ve hatta tiirevlerine egit:

exp = exp’ = exp™.

Okur, aligtirma olarak tiirevine egit olan tiim kuvvet serilerini bulabilir.
Simdi de sin kuvvet serisinin tiirevini hesaplayalim:

» o) ) x2i+1 ! 0 . [1;‘2i
sin/ ¢ = (Z(_1)2M> = Z(—1)2(2’L + 1)m

1=0 i=0
oo 2
T
— 1) —
= Z‘70( 1) ol COS T.

Ve en nihayet cos kuvvet serisinin tiirevi:

=0 =1 =1
00 2i—1 00 2j+1
. €T I
= B U G Ve ———
;( G jz;( Vg~ s

Demek ki (kuvvet serileri olarak goriildiigiinde),

L/ . "
Sl = —SIn ve COS = — COS;

4Biiyiik harf X yerine, sanki bir saylymiscasina kiiciik harf 2’1 kullaniyoruz. Ama bu
yazilim seriyi daha az kuvvet serisi yapmaz tabii.
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yani sin ve cos kuvvet serilerinin ikinci tiirevleri bu kuvvet serilerinin negatif-
lerine esit.

“Simdi durduk yerde kuvvet serilerinin tiirevleri konusuna niye girdik?”
sorusunu soran okurlari gu teoremi kanitlayarak yanitlayalim:

Teorem 18.11. Bir kuvvet serisinin ve tirevinin yakinsaklik yaricaplar, ay-
nadar.

Ornegin,

2 X

i>0
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap1 1 oldugundan, tiirevi olan
S
i>1

yani

> (i+1)Xx

>0

kuvvet serisinin de yakinsaklik yaricap: 1’dir. Bundan da

Z iX!

>0
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapimin 1 oldugu gikar. (Neden?)

Teorem 18.11’in Kaniti: Kuvvet serimiz ) .., a;z" olsun. Bu kuvvet serisi-

nin tiurevi
E ia;z !

1>1

dir. Ama bu tiirevin yakinsaklik yaricapiyla, bunun x’le carpilmig olan

E 1a;2"

i>1
serisinin yakinsaklik yaricapr aynmidir. Demek ki,
lim sup |ia;|"/* = lim sup |a;|"/*
esitligini kamitlamamiz yeterli; kanitlayalim:
lim sup |ia;|** = lim sup |a;|*/*"/* = limsup |a;|"/* lim i'/* = lim sup |a;|"/*.

Burada Onsav 13.8i ve Ornek 18.37yi kullandik. g
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Y50 biz® kuvvet serisinin tiirevi Y. a;z’ ise o zaman
E bil‘z
>0

kuvvet serisine, >, a;z’ kuvvet serisinin integrali (Fransiz etkisinde kalmig
eskilerin diliyle entegrali ad: verilir.) Elbette,

g ibixl_lzg a;x"
i>1 i>0

olmali. Dolayisiyla by herhangi bir gercel say1 olabilir ama ¢ > 1 igin, a;—1 = ib;
olmali, yani by sabit terimi diginda, >, a;x' kuvvet serisinin integralinin
diger katsayilar1 tamamiyla a; katsayilar: tarafindan belirlenmistir.

Teorem 18.12. Bir kuvvet serisinin ve integralinin yakinsaklhk yarigcaplar:
esittir.

Kanit: Okura birakilmigtir; aynen Teorem 18.11%in kaniti gibidir. O
Aligtirma 18.48. 0 <z < 1 igin
>t =g
RN

esitligini kanitlaym. Aymni esgitlik —1 < =z < 0 icin de gegerlidir ama bu kitaptakinden daha
derin analiz yapmadan bunu nasil kanitlayabilecegimizi géremedik.






19. Birkac Onemli Yakinsaklik
Kistasi Daha

19.1 Riemann Serisi ve Kistasi

Gegmiste bircok seriyi geometrik seriyle, yani
o0
i
i=0
serisiyle karsilagtirmigtik. Bize cok yardimei olan bu seriyi “dost seri” ya da
“yardimci seri” olarak algilayabiliriz. Seriler konusunda bu nitelemeyi hakeden
bir bagka tiir seri daha vardir. p-seriler: ya da Riemann serileri, yani bir
p igin,
1
(p) =) -
i=1
tiriinden yazilan serilerdir bunlar. {(p) yazihm klasiktir. Adina Riemann
zeta fonksiyonu denir. (Ama neden fonksiyon dendigi ve fonksiyonsa tanim
kiimesinin ne oldugu simdilik bir muamma olmali.) Matematigin ve sayilar
kuraminin en 6nemli ve en muamma fonksiyonlarindan biridir. Asal sayilarin
dagilimiyla yakin iligkisi vardir.
Eger p = 2 ise bu serilerin yakinsakligin1 gegmiste bircok kez kanitlamigtik.
Dolayisiyla p > 2 ise de bu serinin yakimsakhgim biliyoruz. Ote yandan p < 2
ise bu serinin yakinsakligi hakkinda simdilik bir sey bilmiyoruz.

Teorem 19.1. p kesirli bir sayr olsun. O zaman,

>
ir

i=1

serisi p > 1 ise yakinsaktur, aksi halde wraksaktur'.

!Bu teorem p € R ise de gegerlidir. Teorem 19.1 1g18inda, p € R iken i*’nin tanimi [N4]’de
verildiginde bunun kanit1 ¢cok kolay olacak. Bkz. [N4, Teorem 6.6].
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Birinci Kanmit: Eger p < 1 ise, 1/n? > 1/n ve

oldugundan,

olur. Bundan bdyle p > 1 olsun.

Kismi toplamlarin
1
1+ ——+
p—1
sayisi tarafindan tistten sinirlandigini kanitlayacagiz, boylece serinin yakinsak-
ligr kamitlanmig olacak. Demek ki bir sonraki savi kanitlamak yeterli.

Sav. Eger p > 1 bir kesirli saywysa her n > 2 icin,

"1 1—nlP
R —

P T p—-1

olur.

Sav’in Kaniti: n = 2 igin, esitsizlik,

1 _1-2r
R

2» — p-—1

esitsizligine doniigiir. Yani, p+1 < 2P esitsizligini kanitlamaliy1z. Onsav 3.18’de
x = 1 alirsak, savimiz n = 2 igin kanitlanmig olur. Simdi n > 2 i¢in,

=2 p= 1
esitsizligini varsayip,
11— (n+ 1)t
» S 1
i=2 " P

esitsizligini kanitlayalim. Boylece savimiz tiimevarimla kanitlanmis olacak. Tii-
mevarim varsayimina gore,

n+1

D S
i:2z'p_i:2ip (n+1)P =~ p—1 (n+1)P
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oldugundan,
1—nt-P N 1 1—(n+1)t-p
p—1 (n+1)p = p—1

esitsizligini kanmitlamak yeterli. Bu son ifadeyle biraz oynayalim. Once

1 nl=P — (n 4+ 1)1-P
(n+1)P ~ p—1 ’

sonra paydalar: esitleyerek,

1\P
p—1<(n+1)Pn' P —(n+1)=n+1)Pmm P —n—-1= <1—|—> n—n-—1
n

1 p
n

esitsizligini kamitlamak yeterli. Ama Onsav 3.18'de z = 1 /m alinirsa bunun
dogru oldugu goriliir. Sav’la birlikte teorem de kanitlanmigtar. O

elde ederiz, yani

1+

SIS

Teorem ve Kamt1 Uzerine. Tahmin edilecegi lizere, kanitladigimiz teorem sadece kesirli
p sayilar1 igin degil, gercel p sayilari igin de gegerlidir. Bunu bir gercel sayiyla iis almay1
ogrendigimizde gorecegiz.

Bu teorem, integral kistasi denen bir kistasla ¢ok daha kolay bicimde, birkag satirda
kamtlamr. Kitaplarda da genellikle integral testini kullanan kamtlar bulunur. (Ugiincii ciltte
bu testi gorecegiz.) Ashinda verdigimiz kanitta yaptigimiz, integral kistasini kullanarak, te-
oremi kanitlamak icin Sav’daki esitsizligi kanitlamamiz gerektigini anlayip, o esitsizligi ele-
menter yontemlerle kanitlamaktan ibarettir; yoksa Sav’daki egitsizligi tahmin etmek orta-
lama bir 6liimliiye nasip olmaz. Yani her ne kadar integral kistasin1 kanitimizda agik acik
kullanmamigsak da, bu kistasi iistii kapali bir bicimde kullandik.

Asagida aym teoremin iki degisik kanitin1 daha verecegiz.

Teorem 19.1’in Cok Daha Makul Ikinci Kaniti:

1
=1
olsun. O zaman her k£ > 1 igin,
1 1 1
Sor — Sop—1 = e
2k 2k—1 (2k—1 4 1)p + (Qk—l + 2)p + + 9kp

olur. Sag tarafta tam 2¢~1 tane terim var ve her biri 1/2(F=1P sayisindan
kiiciik. Demek ki,

1 1

k—1 =
Sk = Sk ST X S, = SG e
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Dolayisiyla,
Sor = (Sor — Sor—1) + (Sgr—1 — Sor—2) + -+ -+ (S2 — S1) + S1
1 1 1
< S DD + 52 (p1) +-+ o1 +1+1< T 1/ 1 121 +1

olur ve boylece Sor toplamlarinin sinirh oldugu anlagilir. Bundan, artan bir
dizi olan (Sy,), 'nin de simirh oldugu gikar. Dolayisiyla dizinin limiti vardir. O

Ornekler

19.1. Uygulama olarak,

> 1
2T

serisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Bu seriyi, teorem sayesinde yakinsak oldugunu

bildigimiz,
oo
1
Z 33/2
=1
dizisiyle karsilagtiracagiz. Birinin ¢’inci terimini digerinin ¢’inci terimine bdliip limiti
alalim:
1 -3/2 1/2 -
NG ) i 1
li 11+1:1. = li — i . 0 )
oo isl/z far s iVi+1 oo i+ 1 s i+1 70,00

(En sondaki limitin 1 oldugunun kanitini okura birakiyoruz.) Sonug 15.6’ya gore,

— 1
; Wit 1
serisi yakinsaktir.
19.2. > \/ﬁ serisi yakinsaktir ¢iinkii
1 1 2
T S v S

olur ve teoreme gore sagdaki terimlerin serisi yakinsaktir.

19.3. > 13% serisiyle kargilagtirarak, ) ﬁ serisinin yakinsak oldugunu goriiriiz.

19.4. p € Q olsun. Y m dizisi p > 1 iken yakinsak, aksi halde raksaktir. Ciinkii p > 1

15€e
! 111

Qirp S @iy Swir

olur ve p <1 icin
1 1 11

— <
(2e+1)p —

Gip S
olur.

2/3

19.5. Eger n bir kare degilse a,, = 1/n2 olsun, eger n bir kareyse, a, = 1/n°/* olsun. O zaman

> a; yakinsar ¢linkii,
1 1 1 1 1 1
dlw= Y St X mm= Y mtXas<XatXas
1 kare degil 1 kare i kare degil

olur ve en sagdaki toplami alinan iki seri yakinsaktir.
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Simdi bu teoremin iki sonucunu yazalim. Sonuglarin uygulamalarin1 daha
sonra gorecegiz.

Sonug 19.2 (Riemann Kistasi). Y x,, pozitif bir seri olsun.
i. Eger bir s > 1 i¢in lim,_,o n°x, = 0 ise seri yakinsar.
ii. Eger bir s <1 i¢in lim,, oo n°x, = 00 ise seri wraksar.

Kanit: y, = 1/n° olsun.
i. Teoreme gore » vy, yakinsaktir. Ve varsayima gore
lim 2 =0
n—oo yTL
olur. Sonug 15.5’e gore > x,, yakinsar.
ii. Teoreme gore Yy, wraksaktir ve varsayima gore
Yn

lim — =0
n—00 Ty,

olur. Sonug 15.5% gore > x,, wraksar. O

Sonug 19.3. >z, pozitif bir seri olsun.
Tn+1 n 5
— n _
nls) = T (1+n>

i. Eger hern > N i¢in, z,(s) 'nin negatif oldugu bir s > 1 ve N varsa, o zaman
> xy, serisi yakinsaktr.

ii. Eger her n > N igin, z,(s) nin negatif oldugu bir s < 1 ve N warsa, o
zaman Y xy, serisi wraksaktir.

olsun.

Kanit: Bu sonug, yukaridaki teoremin ve Oran Kiyaslama Teoremi’nin (bkz.
Sonug 15.6) dogrudan bir sonucudur. U

Alistirmalar
19.6. Asgagidaki serilerin yakinsaklhigini tartigin.

= i41 i+ PP +i+1 P24 (=1)'+1
Zi/i+1’z 33 ’Z 32 ’Z B —i+1 ’

i=1 i=1 =0

i (2i +1)? (20 +1)? i 1
2 @(ir 1) & i(it 1) AT (—liE
19.7. Eger s > 1ise (s—1)((s) < s esitsizligini gosterin. 1 < (s—1){(s) esitsizligi de dogrudur.

Bunlar1 kullanarak, eger s, > 1 ise ve limp—oo $n = 1 ise limy—oo(sn — 1)((sn) = 1
egitligini kanitlayin.

o]
=1

i
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19.8.
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p € Q olsun.

S (=
= n—1 +/n
serisi hangi p kesirli sayilar: i¢in yakinsaktir?

Yukaridaki aligtirmalarda verdigimiz orneklerin yakinsakligi ya da irak-

saklig1 d’Alembert ya da Cauchy kistaslariyla anlagilamaz; illa Riemann Kista-
st’m1 kullanmak gerekir. Cauchy ve Riemann kistaslar1 ) 7" geometrik serisini
nirengi serisi olarak kabul ettiginden, bu kistaslarin ige yaradigi seriler oldukca
cabuk yakinsarlar ya da iraksarlar. Ote yandan Riemann Kistasi Y ons1 1/nP
serisini nirengi serisi olarak kabul eder ve p sayisi 1’e yakin oldugunda bu seri-
ler ¢ok zor (yani gok yavasg) yakinsarlar ya da iraksarlar. Yani Riemann Kistasi
unutulmamasi gereken oldukga giiclii bir kistastir.

Ornekler

19.9.

19.10.

19.11.

alp) = Z (_Zi)l Serisi

1=1

Eger p > 1 ise, serinin mutlak yakinsadigi, eger p < 1 ise serinin mutlak yakinsamadigi
bu béliimde kanitlanan teoremden belli. Eger p < 0 ise, serinin raksadig1 genel terimin
0’a yakinsamamasimdan anlagiliyor. Eger 0 < p < 1 ise serinin kogullu yakinsadig: (yani
yakinsadigl ama mutlak yakinsamadigi), Bélim 17°de kanitladigimiz Leibniz Testi’nden
belli. Sonug olarak seri,

(—00,0], (0,1] ve (1, 00)

araliklarinda degisik davraniglar sergiliyor, sirasiyla iraksiyor, kogullu yakinsiyor ve mut-
lak yakinsiyor. Animsarsaniz kuvvet serilerinde durum hig¢ bu kadar cetrefilli degildi.
(Bkz. Teorem 18.6.)

0 < g < p kesirli sayilar olsun.
1

Z nP — nd

n>2
serisi yakinsak madir?
Yanit: Sonug 19.2 bize sonucu verir: Eger p > 1 ise seri yakinsar ¢iinkii eger s kesirli
sayisl p > s > 1 ve s > q esitsizliklerini saglarsa,

s 1 1

= —0
nP —nd nPs —1/ns"¢

olur. Eger p < 1 ise seri wraksar ¢linkii eger s =1 ise

s 1 n ni~?
nP—nd nP—nd 1-—1/npa

olur.

p € Q olsun.

S (= 78)

serisi hangi p kesirli saylar: igin yakinsaktir?
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Yanuit:
1 1 1 1 1 1
p( 1 1) p( n—liﬁ)(m+7n) v (ﬁfﬁ)
n -—)=n =n
vn—1 n 1 1 1 1
" vr (= + %) (= + %)
p
. A =D P vn—1/n _n’ n
i) oD Ve-Tava o ni2ve
~pPm2H1-1/2 _  p=3/2
kargilagtirmasindan dolayi, eger p < 5/2 ise seri raksar, aksi halde yakinsar. (]

Teorem 19.1’in Ugiincii Kamti: Uciincii kamt daha genel bir teoremden
kaynaklanir:

Teorem 19.4 (Cauchy). (an)n, azalan ve terimleri 0 ’dan biyik bir dizi olsun.
anl an serisinin yokinsak olmast icin gerek ve yeter kosul,

o0
Z2ia2i =a1 + 2a2 +4as +8ag + - - -
i=0
serisinin yakinsak olmasidar.
Kanit: Kismi toplamlarin sinirli olduklarini géstermek yeterli.
Sp=a1+ a2+ -+ ap,
th =a1 + 2as +4as + - - + 2"a9n,
olsun. Eger n < 2k ise s, < t_1 olur ¢linkii
Sp<Sok_y =a1+ (aa+az) + -+ (agrk—1 + -+ + agr—1)
<ap+2ay 4+ 25 tag =ty

Demek ki (tx)g dizisinin limiti varsa (sy), dizisi tstten smirhdir ve limiti
vardir. Ote yandan eger n > 2¥ ise s,, > t;,/2 olur ¢iinkii

Sp > Sk = a1 +ag + (a3 +ag) + -+ + (age-1,1 + -+ + agr)

a t
> 5 Faz 2t o+ 2 g = 2
Demek ki (s)p dizisinin limiti varsa (tx); dizisi istten smirhdir ve limiti
vardir. g

Teorem 19.1 bundan kolaylikla ¢ikar: » ;2 1/ serisinin yakinsak olmasi
icin yeter ve gerek kosul,
[e.e]

-1 1—p\@
221(21);):2(2 )

i=1 i=1

serisinin yakinsak olmasidir, ki bu geometrik serinin ancak p > 1 igin yakinsak
oldugunu biliyoruz. O
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Teorem 19.4’ten daha genel bir teorem vardir. Yeri gelmisken o teoremi de
belirtelim:

Teorem 19.5 (Cauchy Yogunlagsma Teoremi). (zn)n pozitif ve azalan bir dizi
olsun. (kn)n kesin artan bir dogal sayr dizisi olsun. Oyle bir M > 0 sayisinin
oldugunu varsayalim ki, her 0 < n € N i¢in

kn—l—l - kn < M(kn - kn—1)~

an ile Z(ki_H — kz)xkz

serilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktar.

olsun. Bu durumda

Kanit: Serilerin kismi toplamlarina sirasiyla s, ve t,, diyelim. n < k,, icin,
A=zo+- -+ Tpy1

tanimiyla,

SnSSkm §A+($k‘o+”'+xk‘1—1)+”'+($km+“.+ka+1—1)
SA—I—(le —kio).TkO ++(km+1 _km)kam
=A+t,

olur. Bu da (tm)m dizisi smirhysa (sy,), dizisinin sinirh oldugunu gosterir.
Ote yandan eger n > k,, ise,

Sn > Sk 2> (Thopr + o Thy) o (T 1 o agy,)
> (k1 —ko)ag, + -+ (km — km—1)ag,,

ve dolayisiyla
Msn > (kQ - kl)akl + -+ (km+1 - km)akm = ZL/Tn - tU

olur. Bu da (sy,)y dizisi smurlysa (t,,)m dizisinin simrh oldugunu goésterir. [

19.2 Raabe Kistaslar:

Teorem 18.1’de duyurulan ve kanitlanan d’Alembert kistasini animsayalim.
Aynen soyle soyliiyordu o kistas:

d’Alembert Yakinsaklik Kistasi. Eger

lim LH—”

1—00 ]xz\

limiti varsa ve 1’den kiigikse, o zaman »_ x; serisi mutlak yakinsaktur. Eger
limit varsa ve 1’den biyikse ya da sonsuzsa o zaman seri wraksaktur. O
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Limit 1 oldugunda d’Alembert kistas1 bize serinin yakinsakligi hakkinda
herhangi bir bilgi vermiyor. Ornegin,

(2i)!
2 4i(i+ 1)l

serisine d’Alembert kistasi uygulamaya caligalim (terimleri faktoriyel barmndi-
ran serilere genellikle d’Alembert Kistasi uygulanmaya galigilir):

(2i+2)! . .
) (20+2)(2i+1)
24)! - ; i
ET N T[S

Goriildiigi gibi limit 1 ¢ikti1 ve d’Alembert kistasi bize yakinsaklik konu-
sunda bir ipucu vermedi. d’Alembert yakinsaklik kistasi’nin bize yakinsaklik
hakkinda bir ipucu vermedigi bir bagka seri,
>
2

=1
serisidir. Ama neyse ki bu serinin limiti oldugunu biliyoruz.

Bu altboliimde, limit 1 oldugunda bagvurulabilecek bir bagka kistas kanit-
layacagiz, Raabe kistasi. Bu kistas sayesinde yukaridaki serinin yakinsak olup
olmadigini anlayabilecegiz.

Bir an igin, ) x; pozitif serisinin terimlerinin,

. T4
lim

i—o0  I;

=1

esitligini sagladigini varsayalim. Ve «; terimlerini,
Lit+1
T

Ozi=1—

olarak tammlayalim. («;); dizisi elbette 0’a yakinsar ama dizinin 0’a nasil
yakinsadigi énemli. (oy;); dizisinin (1/i); dizisiyle kargilagtirilmasi bize > x;
serisinin yakinsakligi konusunda ipucu verebilir. Teorem soyle:

Teorem 19.6 (Raabe Kistasi). Eger

lim i (1 - |x"+1’>
1—00 ‘$1|

limiti varsa ve 1’den biiyikse o zaman Y x; serisi mutlak yakinsaktor. Ote
yandan limit 1°den kigikse seri wraksaktur.

Limit 1 oldugunda Raabe kistas1 da serinin yakinsakligi konusunda bir fikir
beyan etmekten aciz. Seriler konusunda giicliiklerden ilelebet kurtulmanin yolu
yoktur. Doktor ancak agr1 kesici verebiliyor...
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Teorem 19.6’nin Birinci Kisminin Kaniti: Her zaman oldugu gibi z;
yerine |z;| alarak serinin pozitif oldugunu varsayabiliriz ve boylece mutlak
degerlerden kurtuluruz. Limite ¢ diyelim. ¢ > 0 sayisi, £ — € > 1 esitligini
saglayacak kadar kiigiik olsun. Varsayimdan dolay:1 6yle bir N vardir ki, her
i > N igin,
1<£—e<i<1—$i+1> <l+e
T

olur. Bizim igin 6nemli olan ilk iki esitsizlik olacak. ¢ — e yerine p diyelim.
Demek ki yeterince biiyiik ¢ icin,

1<p<i<1—xi+1>
ey

olur, yani Oyle bir p > 1 vardir ki, yeterince biiyiik ¢ gostergegleri icin,

T _ P
T, 1

olur. Aslinda Raabe kistasini kanitlamak igin sadece bu egitsizlige ihtiyacimiz
olacak, teoremin Onermesindeki limitin varligi ya da yoklugu umurumuzda
olmayacak. Dolayisiyla limitten kurtulup cok daha genel bir teorem kanitla-
yabiliriz:

Teorem 19.7 (Raabe Kistasi II). Eger x; > 0 ise ve yeterince biyik i gos-
tergecleri i¢in
Tirt 4 _P

T; 7

egitsizliklerinin saglanduwgu i’den bagimsiz bir p > 1 sayist varsa, o zaman » |, ;
serist yakinsaktur.

Kanit: Teoremi kanitlamak icin Teorem 19.1’de kullanilan Onsav 3.18’in bir
benzerine ihtiyacimiz var.

Sav 1. Her p > 1 ve 0 < x < 1 gercel sayilary igin 1 —px < (1 —x)P esitsizligi
gecerlidir.

Bu savi bu notlarda buraya kadar verilen bilgilerle kanitlamamiza imkan
yok, clinkii hentiz bir p gercel sayisi i¢cin 1 — z gibi bir sayimin p’inci giiciinii al-
may1 heniiz tanimlamadik. Bir sayinin p’inci giiciinii sadece kesirli p sayilari
icin biliyoruz. Ama ne gam! Eger teoremin varsayimi gercel bir p sayisi i¢in
gegerliyse, o zaman ayni varsayim kesirli bir p sayisi igin de gegerlidir. Nite-
kim, eger ¢ kesirli sayisi, 1 < g < p esitsizliklerini sagliyorsa, yeterince biiyiik
1 gostergeci i¢in,

Ti+1 q

Tl Per 1
T; ) 7
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olur. Demek ki bundan bdyle teoremdeki p’nin kesirli oldugunu varsayabiliriz
ve yukaridaki sav yerine agagidaki savi kanitlamakla yetinebiliriz:

Sav 2. Her p > 1 kesirli sayist ve 0 < x < 1 gercel sayist i¢in
1—px<(1—2x)?
esitsizligi gecerlidir.
Ama bu aynen Onsav 3.22.

Teorem 19.6’nmin Birinci Kisminin Kanitinin Devamai: Sav’a gore, yete-
rince biiytlik ¢ gostergecleri icin,

.’Ez+1<1 l_lp:(i—l)p: 1/
x; i i iP 1/(i—1)p

esitsizligi dogrudur. Sonug bundan ve oran kiyaslama teoreminden (bkz. Sonug
15.6) cikar. Nitekim ) x; serisini, yakinsak oldugunu Teorem 19.1’den bildi-
gimiz $°9°, i!/P serisiyle kiyaslayabiliriz. O

Teoremin ikinci kisminin kanitin1 okura aligtirma olarak birakiyoruz.
Raabe kistasinin bir bagka kanit1 ve farkli ve daha genel bir 6nerme igin

bkz. Sonug 19.10.

Sonug 19.8. Eger yeterince biiyik i gdstergegleri igin |riy1/xi| < 1 — p/i
egitsizliklerinin saglandigy i’den bagimsiz bir p > 1 sayst varsa, o zaman
lim; oo x; = 0 olur. O

Ornekler
19.12. Bu kistast uygulayarak,
Z 41 Z + 1 14!

serisinin yakinsaklhgine kamitlayabiliriz.
Kanit: Eger z; bu serinin ¢’inci terimiyse,

. Tit1\ . (204+2)(2¢4+1)\ _ i(6i+6) 3
Z(l_ )7z<1_4(i+2)(i+1))74(i+2)(i+1)—>2

olur. Demek ki seri yakinsaktir. Bu serinin,

1,13 1:35 +1~3~~~(2i71)
4746 4.6-8 4.6--- (2 +2)

serisi olduguna dikkatinizi gekeriz. Buradan da genel terimin 0’a yakinsadigini, yani

lim 7(271) =
n—oo 47(n + 1)!n! o

egitligini buluruz. Hesapta olmayan bagli bagina ilging bir egitlik. O
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19.13.

19.14.

19.15.

19.16.

19. Birkag Onemli Yakinsaklik Kistasi Daha

Raabe Kistasim Y o2, %2 serisine uygularsak serinin yakinsak oldugunu (bir kez daha)
goriiriiz, nitekim,

i(lf %) :z’(lf (ifl)2> = i((z.ziﬁ)i) —2>1

1-4-7---(3i+1)
> (i + 1)130

bulunur.

serisi yakinsak madir?
Kanit: d’Alembert kistasinin bir sonug¢ vermeyecegi hemen anlagilir, ¢linkli eger x;
yukaridaki serinin ¢’inci terimiyse, o zaman,

Tit1l 3i+4
T o 31+ 6

olur ve bu ifadenin limiti 1’dir. Raabe kistasini uygulamaya caligalim:

. _ Tigr\ _3i+4 iy 2
Z(l xi>_l<1 3i+6>_l<3i+6>

ve bu dizi 1’den kiigiik olan 2/3’e yakinsar. Raabe kistasina gore seri wraksar. O

a ve b iki say1 olsun. Ju seriye bakalim:

14a  14+a)24+a) (1+a)(2+a)(3+a)
YT T arnety T GrnernBry

Raabe kistasin1 uygulamaya ¢aligalim (mutlak degerleri atarak!):

l( _(1+a)2+a)...(i+1+a) (1+b)(2+b)...(i+b)) —i(l—M>

A+0)2+b) ... (+1+b) I+a)2+a)...(i+a) i+1+0b
. b—a b
T 1+ 1jivasi 0T

oldugundan, b > a + 1 ise seri mutlak yakinsar, b < a + 1 ise seri raksar.
Eger b = a + 1 ise Raabe kistas1 bize bir gsey sOylemiyor ama bu durumda serinin genel
terimi _

(I14+a)2+a)---(i+a)  14a

(2+a)3+a)---(i+1+a) i+l+a

oldugundan, seriyi > 1/i serisiyle kiyaslayarak, serinin iraksak oldugunu anlariz.

a, b, ¢, d gergel sayilar olsun. Su seriye bakalim:

ala+c)(a+2c)---(a+ic)
Z b(b+d)(b+2d)--- (b+id)

Eger ¢ = d = 0 ve b = 1 alirsak, Za”l geometrik serisini elde ederiz. Dolayisiyla,
serimiz genellestirilmis bir geometrik seri olarak addedilebilir.
Eger a =1, b=4, c =d = 2 alirsak, Ornek 19.12’yi elde ederiz.
Eger a = b =1 ise Ornek 19.15’i elde ederiz.
Bu serinin hangi a, b, ¢, d sayilar i¢in yakinsak oldugunu anlamaya caligalim. Seriye
d’Alembert Kistasi’ni uygulamaya kalkigalim:
la + (i + 1)c| ||

|6+ (i + 1)d| |d]”
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Eger |c| < |d| ise seri yakinsar, eger |d| < |c| ise seri wraksar. Ama eger |c| = |d] ise
serinin yakinsayip yakinsamadigini anlayamayiz. d = ¢ > 0 durumunda Raabe kistasin
uygulamaya caligalim. Nitekim yukaridaki érnekte olan da bu: d =c =2 > 0.

(1)
Tq

ifadesinin ¢ sonsuza giderken limitini alalim:

. Tl _a+(i+1)c . b—a b—a
Z(l )_Z(l b+ (i+1)c _Zb+(z‘+1)c_> c

Demek ki, eger ¢ > 0 ise,

Za(a+c)(a+2c)-~(a+ic)

b(b+c)(b+2¢c)---(b+ic)
serisi b > a + ¢ ise mutlak yakinsar, b < a + ¢ ise wraksar. Eger b = a + ¢ ise bu yontem
bize serinin yakinsaklig1 ya da iraksakligi hakkinda bir sey soylemez; ama > 1/i serisiyle
kiyaslayarak bu durumda serinin raksak oldugu kolaylikla gosterilebilir.

19.17. [Hipergeometrik Seri] a, b, ¢ ii¢ say1 olsun. Su seriye bakalim:

g§$+a(a+1)b(b+1) 2 a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)x3

1
tie 12 ce+r1)” 1-2:3  clet)(ct2)

d’Alembert kistasini kullanmaya calisalim. u;, 2*’nin katsayisi olsun.

i1 (a+i+1)(b+i+1)

u; (i+2)(c+i+1)

oldugundan, yeterince biiyiik 4 i¢in bu oranlar pozitif olacak ve d’Alembert (ya da Ra-
abe) kistasini uygulamak i¢in mutlak degerlere ihtiyag yok. d’Alembert kistasi uygu-
landiginda, serinin |z| < 1 i¢in mutlak yakinsak oldugu, |z| > 1 igin wraksak oldugu
kolaylikla ¢ikar. Bundan boyle x = 1 olsun. Bu durumda Raabe kistasini uygulamaya
caligalim. j = 7 + 1 tamiminm yaparak,

( ui+1> ( (a+z‘+1)(b+z’+1)> ( (a+j)(b+j))
i(1l———)=2(1— - - =1|1l—- "5
Ui (i+2)(c+i+1) G+ De+7)
_,j(c—a—b+1)—ab—c_Z_(c—a—b—l—l)—ab/j—c/j
G+ D(e+7) G+D(e/i+1)
_(ema-brD-abi—ci
(c/i+ DG +1)/i
buluruz. Demek ki ¢ > a + b ise seri yakinsar, ¢ < a + b ise seri wraksar. ¢ = a + b
durumunda da seri yakinsar. Bunun igin bkz. [Bro, sayfa 40-41].

19.3 Kummer-Dini Kistas:

Bu altboliimde, d’Alembert ve Raabe kistaslarindan daha genel (bkz. Ornek
19.20 ve Sonuc 19.10) bir kistas gorecegiz?. Ik olarak Kummer tarafindan
bulunan bu tiirden bir kistas, daha sonra Dini tarafindan agagida agiklanan
bicimiyle kanitlanmigtir.

2Bu béliim igin [Bro]’dan yararlanilmistir.
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Teorem 19.9. (ay,), ve (by)n iki kesin pozitif dizi ve

Gn

cn = by — bny1

Anp+1
olsun.
i. Eger liminf ¢, > 0 ise > a; yakinsaktur.
ii. Ejer > £ = oo ve limsupec, <0 ise Y. a; = oo olur.

Kanzit: i. £ = liminf ¢, > 0 olsun. O zaman 0Oyle bir 0 < ¢ < ¢ vardir ki her ¢
igin
c<cp=bi— — bi+1,
ai+1
yani
a;b; — aj1bit1 > cajpq

olur. Bu esitsizlikleri ¢ = 0’dan ¢ = n — 1’e kadar toplarsak, sadelegtirmelerden

sonra
n

agbg > aogby — anby, > CZ a;
=1

elde ederiz. Demek ki > a; serisinin kismi toplamlar1 agpbg/c’den kiigliktiir,
dolayisiyla seri yakinsaktir.
ii. / = liminf ¢, < 0 olsun. O zaman 6yle bir N vardir ki, her ¢ > N i¢in

a;

b; —bit1 =¢; <0,

Qj41

yani
a;b; < aiy1biy1

olur. Demek ki her ¢ > N icin,

a NbN < aibi
ya da
1
a; > a NbN*
b;
olur, ki bu da " a; = oo esitligini gosterir. O
Ornekler

19.18. Teorem (an)n dizisinden ziyade (an/an+1)n oranlar dizisi lizerine bir varsayim yapti-
gindan, (an)n dizisi 6rnegi verecegimize oranlar dizisi 6rnegi vermek yeterli. Bir a sayisi
icin,

an N +a

An+1 n
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olsun. b, = n? olsun. O zaman
Qn

Cn = by —bppr=nn+a)—n+1)2?=(@@—-2)n—1

An+1
olur. Demek ki eger a > 2 ise, lim ¢, = oo > 0 olur. Boylece teoremin (i) stkkindan > a;
serisinin a > 2 ise yakinsak oldugu ¢ikar. (Bir sonraki érnekte daha iyi bir sonug elde
edecegiz.)
>~ 1/b; yakinsak oldugundan bu durumda teoremin ikinci sikkin1 uygulayamayiz.

19.19. Gene bir a sayis i¢in,
an n+a

An+1 n
olsun. Bu sefer b,, = n alalim. O zaman
an

—bpyi=Mn+a)—(n+1)=a-1

olur. Demek ki eger a > 1 ise, lime, = a — 1 > 0 olur ve teoremin (i) stkkindan " a;
serisi a > 1 ise yakinsak olur. (Yukaridakinden daha iyi bir sonug.)
Bu sefer Y 1/b; = co oldugundan teoremin (ii) sikkin1 da uygulayabiliriz: Eger a < 1
ise Y a; serisi iraksaktir.
Eger a = 1 ise kistas bir sonuca varamiyor.
19.20. Teoremde b,, = 1 alirsak, d’Alembert kistasini buluruz.
Sonug 19.10 (Genellestirilmis Raabe Kistasi). > a; pozitif bir seri olsun.
. o . an . A
i. Eger liminfn (m 1) > 1 ise Y a; yakinsar.
— 1) < 1 ise Y a; waksar.

e e s an
ii. Eger limsupn (—anH

Kanit: Teoremde b, = n almak yeterli. U

19.4 Dirichlet ve Abel Kistaslari

Bu boliimde terimleri illa pozitif olmak zorunda olmayan serilerin yakinsakli-
giyla ilgilenecegiz.
(an)n ve (by)y iki dizi olsun.

Ap=ag+-+ap

olsun. O zaman
(1) Z a;b; = Apbpg1 — Z Ai(biy1 — b;)
i=0 i=0

olur. Nitekim sagdaki ifadede, ¢ < j < n + 1 ise a;b; terimi bir kez A;_1b;’de
bir kez de A;b;’de beliriyor, ama bu ifadeler ters isaretli olduklarindan bunlar
birbirini gétiiriiyor ve a;b; kalmiyor. i < m + 1 ise a;b,41 ifadeleri de sa-
delesiyor. Boylece sag tarafta sadece a;b; ifadeleri kaliyor. Ay egitligi soyle
de kanitlayabiliriz: A_; = 0 tanimiyla,

Zaibi = Z(Ai —Ai_1)b; = ZAibi — ZAibi—i—l + Apbryr.
=0

1=0 =0 1=0
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(1) formiiliine Abel’in kismi toplam formiilii adi verilir®. Su sonucu
elde ettik:

Teorem 19.11. Eger > A;(biv1 — b;) serisi ve (Apbpi1)n dizisi yakinsaksa
> a;b; serisi de yakinsaktir ve

Z a;b; = nh_{go Apbpy1 — Z Ai(biy1 — by)
olur. O

Teorem 19.12 (Dirichlet Kistasi). Y a; serisi, kismi toplamlar: sinarle olan
bir seri ve (by)n azalarak 0’a yakinsayan bir dizi olsun. O zaman _ a;b; serisi
yakinsar.

Kamt: A, = a9 + -+ + a, olsun. Diyelim her n igin |A,| < M. O zaman
limy, 00 Anbn+1 = 0 olur. Demek ki Teorem 19.11’e gore > A;(bit1 — b;) seri-
sinin yakinsak oldugunu gostermeliyiz. (by,), dizisi azaldigindan,

|Ai(bir1 — ;)| = [Ai] |bix1 — bi| = [Ag](biv1 — b)) < M(bip1 — by)

olur. Ama » (bj+1 — b;) serisi teleskopiktir ve lim,, o b, = 0 oldugunu bili-
yoruz. Demek ki > (bi+1 — b;) serisi yakinsaktir. Dolayisiyla Y A;(bir1 — b;)
serisi mutlak yakinsaktir. O

Teorem 19.13 (Abel Kistas1). Y a; serisi yakinsaksa ve (by)y dizisi azalarak
ya da artarak yakinsayan bir diziyse Y a;b; serisi yakinsar.

Kanit: Yukaridaki yazilimi kabul edelim. Varsayima gore > A,,b,4+1 yakinsar.
Teorem 19.11%e gore Y . A;(b;+1—b;) serisinin yakinsak oldugunu kanitlamalyz.
(|Ai]); dizisi Gstten M tarafindan simirlanmig olsun. O zaman,

[Ai(bit1 — bi)| = |Ai] [big1 — bi| < =M (biy1 —by)

olur. Terimleri sagdaki ifade olan seri teleskopik bir seridir ve (b;); dizisinin
limiti vardir, demek ki yakinsaktir; dolaysiyla Y A;(b;+1 — b;) serisi mutlak
yakinsaktir. O

Alistirmalar

19.21. > a; serisi yakinsaksa ve Y (b; —b;y1) serisi mutlak yakinsaksa Y a;b; serisinin yakinsak
oldugunu kanitlayin.

19.22. > a; serisinin kismi toplamlari simirhysa, lim, o0 by, = 0 ise ve > (b; — biy1) serisi
mutlak yakinsaksa Y a;b; serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

Bir bagka Abel kistas: agagida:

3integral gormiigler igin: Bu formiiliin integrali pargalara ayirmaya (integration by parts)
benzedigine dikkatinizi gekeriz.
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Teorem 19.14 (Abel Kistas1). ) .. x; bir seri olsun. Su ézellikleri saglayan
(én)n ve (Yn)n dizileri varsa, -

1.y = €nln,

2. 1300, vil sayilar dstten sinarhdor,

3. 3070 lent1 — €n| serisi yakinsaktar,

4. limy, oo €y = 0,
0 zaman Y .~ x; serisi yakinsaktor.

Kanit: )., ; serisinin kismi toplamlarimin bir Cauchy dizisi oldugunu gés-
terecegiz. Bu amacla 0’dan biiyiik herhangi bir € sayis1 segelim.

n
Ymm = Z Yi
=m

olsun. Varsayima gore 6yle bir A var ki, her m ve n igin,
[Ym.n| < A
olur. Tanimdan dolay, her 7 < p igin,
Yi = Yip — Yi+lp
olur. Demek ki, her m < n < p igin

n n
E Zg E €Y
i=m

n

> €ilyip — vis1p)

i=m i=m
n—1
= | €EmYm,p + Z yi+1,p(€i+l - Ei) — €EnYn+lp
i=m
n—1
< lemllymapl + D Wir1pllerss — el + lenl[ynt1]
i=m
n—1
<A <|€m| + ) Jeir — el + |€n|>
1=m

olur. Biz, her m < n igin

n
> i
i=m

esitsizligini aklimizda tutalim. Simdi sagdaki ifadeyi (yeterince biiyiik m < n
sayilari icin) €’dan kiigiik yapacagiz. lim,_,~ €, = 0 oldugundan, &yle bir Ny
vardir ki, her n > N7 igin,

n—1
<4 (\Em! + Y e —el + lﬁn\)

i=m

€
len| < 34
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olur. Ayrica,

Z leit1 — €l

i>0
serisi yakinsak oldugundan, kismi toplamlari bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla
Oyle bir No vardir ki, her n > m > Nj igin,

n—1 c
Z |ent1 — €| < A
=m

olur. Simdi N = max{Ny, N2} olsun. Her n > m > N igin,

n n—1

€ € €
> i <Al lenl + Y e —ail el | <A (57 + 54+ 34) =
i=m =m

olur. Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Eger (e, ), azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, {i¢incii kogul otomatik ola-
rak saglanir ¢iinkdi,
n
Z l€ir1 — €| = €0 — €nt1 — €0
i=0
olur.
Bu teoremden yola gikarak Leibniz teoremini (Teorem 17.1) bir kez daha
kanitlayabiliriz:

Teorem 19.15 (Leibniz). (), azalarak 0°a yakinsayan pozitif bir dizi olsun.
O zaman > (—1)"¢, serisi yakinsaktir.

Kanit: z,, = (—1)"€¢, ve y, = (—1)" olsun. Teorem 19.6'nn 1, 2 ve 4’iincii var-
sayimlar1 bariz bigimde dogru. 3’iincii varsayim ise Teorem 14.2. U

Her ne kadar karmasik sayilar1 heniiz gormediysek ve, en azindan bu ve
sonraki ciltlerde gérmeyeceksek de, bu teoremi terimleri karmasik sayilar olan
ilging bir seriye uygulayalim:

Karmasik Sayilar1 Bilenlere Ornek. Eger z ¢ 2nZ ise > oo, # serisi yakinsaktor.
Kanit: Eger z € 27Z, |e"™* /n| = 1/n olur ve bu durumda serinin sonsuza gittigini biliyoruz.

Simdi z ¢ 27Z olsun. Abel Kistasi'nda, z, = ¢™™*/n, y, = €™ ve ¢, = 1/n olsun. Sadece
2'nci kogulu kanitlamak biraz zordur. a = e'* olsun. O zaman, n > m i¢in,
n n n m n+1
ikz k_a —a
DD > e
k=m k=m i=m

olur ve bu sayilarin tistten sinirli olduklarini kanitlamak kolaydir. g

Daha genel olarak eger (e,), azalarak 0’a yakinsayan bir diziyse, z ¢ 277 ise > €neim?
serisi yakinsaktir. Bunun da kanit1 aynen yukaridaki gibidir. Gergcel ve karmagik kisimlar:

ayirarak bundan,
E €n COSNZ Ve E €nsinnz

serilerinin de yakinsak oldugu ¢ikar. g



Karisik Alistirmalar

1.

(an)n dizisinin limiti a olsun. Eger her n,m > N i¢in, |an — am| < € ise, her n > N
i¢in, |an — a| < € oldugunu kanitlayin.

a ve b iki gercgel say1 olsun. (2, ), dizisini g6yle tanmimlayalim: z1 = a, 2 = b ve her
n > 2 icin,
Tn—1+ Tn—2

2
olsun. Yani dizinin her terimi énceki iki terimin aritmetik ortalamasi. Simdi y1 = z1
ve her n > 2 i¢in, y, = T, — Tp—1 olsun.

Ty =

i. (zn)n dizisinin yakinsak oldugunu kanitlayin. ipucu 1: Dizinin ilk birkag terimini
kagit iistiinde gosterin. Ipucu 2: a < b varsayiminin bir zarar1 olamaz. Once tiime-
varimla, her k igin,

Tok—1 < Tak4+1 < Topt2 < Tog
esitsizliklerini kanitlayin. Demek ki (x2x)s dizisi azalmaz, (x2r+1)s dizisi artmaz ve

her k ve £ igin z2x+1 < 22 olur. Sonra, gene tiimevarimla, zaog+2 — Tokp+1 = (b— (1)/2’c
esitligini kanitlayin. Bu kadar ipucu yeterli olmali.

ii. > yn serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin. ipucu: Teorem 14.2.
iii. Buradan z,,'nin degerini a ve b cinsinden bulun. ipucu: Zn, > Yn serisinin kismi

toplanudir. Ayrica n > 2 igin, y, = (—1)" 2=% dir.

on—2

iv. lim,_ o 2, yi bulun.

z € Rvez # 1 igin,
on

> e
(1 _ x)2n+1
serisinin yakinsakligini ve iraksakligini tartigin.

Agagidaki serilerin yakinsak olup olmadiklarina karar verin ve yakinsiyorlarsa hangi
saylya yakinsadiklarini bulun:

243042 VB3 +2 i i

:12z‘3+z’+4’ Z2z3+3z+4 Zzz‘+1’ Z21’2+1’
- 1 20 —1 = 5 2 43
;m > 2 ;F ) 3

Yo S 2+ 1 — 4i—3
arnary VYD Y ety Z;m

i=1
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5. Asagidaki serilerin yakinsayip yakinsamadiklarina karar verin:

532‘71

SN XV 2V G

53171

s+ 1 1420\
Zm 2.1 @+ 1 2.1 (2+3¢)'

6. Asagidaki serilerin yakinsakligina ya da iraksaklhigina karar verin:

S(#55) v

=2

7. Z x; pozitif ve iraksak bir seri olsun.
Ty

yii:vo—i---'-&-wi

tanimim yapalim. Y y; serisinin de raksadigini kanitlayin. Ipucu:
m m
2 ko Tk
g > 1 S
k=0 k=0 Tk
esitsizligini kullanabilirsiniz.

8. Asagidaki serilerin hangileri yakinsak, hangileri wraksaktir?

_ k
27””1\/77, Z;Ln (k € N bir sabit),

()" S

2

n n " 1
2.8 (n+1> X

nt1—n n!)?
Ziw ZE%))!’

I S (- 1).

9. ai, v/2'nin virgiilden sonraki #’inci basamag olsun.

Zaiwi :1+4m+x2+4x3+~-
serisinin yakinsaklik yaricapinin 1 oldugunu kanitlayin.
10. ao =1 ve ¢ > 1 igin,

i = { 2a; eg:ger z ciftse
3a; eger i tekse
olsun. 3" a;x" serisinin yakinsaklik yarigapmin 1/4/6 oldugunu kanitlayin.
11. Sabit bir r # 1 gergel sayis1 alalim. ap = 1 ve ¢ > 1 igin,
a1 i+T

a; 742

olsun. > a;x’ serisinin yakinsaklik yaricapr kactir?
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12.
13.

14.

15.

cosh z ve sinh z kuvvet serilerinin tiirevlerini bulunuz. (Bkz. Algtirma 18.23.)

Altboliim 18.4’teki Cauchy carpimini ve Cauchy ¢arpimi hakkindaki teoremleri kulla-
narak su (trigonometrik) esitlikleri kanitlayin:

cos?z +sin?z = 1,
sin(z + y) = cosxsiny + sinx cosy,
cos(z + y) = coszcosy —sinzsiny.

Terimleri a,, = 1! + \/2! + V3 4+ 4 vn! olan dizi yakinsak midir?
Terimleri a,, = 1! + §/2! + \3/ 3l 4+ ... + ¥n! olan dizi yakinsak midir?
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20. Us Almak - Yusuf Unli

Kitabin oldukca erken bir safthasinda, Bolim 3’te, pozitif bir gercel sayinin
kesirli bir kuvvetini tammladik, boylece 6rnegin, 37/° ya da /2 = 21/2 gibi
“iislii” sayilarin anlamini 6grendik. Altboliim 3.3’ten hemen sonra okunabi-

lecek ve Yusuf Unlﬁ’ye borc¢lu oldugumuz bu boliimde, 2v2 va da \/5\/§ gibi,
bir gercel saymin sadece kesirli degil, gercel iissiinii tanimlayacagiz.

Plan g6yle: a > 0 gergel sayisi verilmig olsun. Eger (gy), kesirli say1 di-
zisi R’de bir sayiya yakinsiyorsa (a?),, dizisinin bir Cauchy dizisi, dolayisiyla
yakinsak oldugunu kamtlayacagiz (Onsav 20.4). Bu sonuctan cesaret alarak,
eger (qn)n dizisi x € R sayisina yakinsiyorsa a” sayisini

a® = lim a%
n—o0
olarak tanimlamay:1 diigiinebiliriz. Ama bunun gecerli bir tanim olmas: icin
lim,, 00 a?" limitinin a’e yakinsayan (gy), dizisinden bagimsiz olmasi lazim.
Bunu da goyle kanitlayacagiz: Once ([nz]/n), dizisinin z’e yakmsadigini ka-
nitlayacagiz (Onsav 20.3). Ardindan,

a* = lim a
n—oo

tanimini yapacagiz. Son olarak, eger (gy), dizisi x € R sayisina yakinsiyorsa

a® = lim a?
n—oo

esitligini kanitlayacagiz (C)nsav 20.6) ve boylece istedigimize ulagmis olacagiz!.
Tabii bir ara, eger x € Q ise Boliim 3’te tanimlanan a” sayisiyla bu boliimde
tanimlanan a® sayisinin birbirine esit olduklarini gostermemiz gerekecek; bunu
da Onsav 20.5’te kanitlayacagiz.

Ayni tamima agag1 yukar1 ayn planla ikinci ciltte ¢cok daha genel bir teorem
kanitlayarak ulasacagiz.

Bu boliim boyunca Teorem 3.8’i -referans vermeden- sik sik kullanacagiz.

!Bu konuyla ilgili olarak okur Ornek 6.4%i ilging bulabilir.
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Omnsav 20.1. z € [—1,1] kesirli bir sayr ve 0 < a bir gercel sayr olsun. O
zaman
la® — 1] < |z|]|a — 1| max{1,a" 1}

olur.

Kanit: Eger a = 1 ya da x = 0 ise 6nsavin dogrulugu agikar. Bundan boyle
1# ave0 < |z| <1 esitsizliklerini varsayabiliriz. Dort farkli durum olabilir.

Birinci Durum: 1 < a ve 0 < z < 1 olsun. Sonug¢ 3.20’ye gore,
la® —1]  a®—1

] x

<a-—1.

Demek ki |a® — 1| < |z|(a — 1) = |z||a — 1| ve bu durumda 6nsav kamtlanmig
olur.

Ikinci Durum: 1 < a ve —1 < z < 0 olsun. Bu durumda a®* < 1 olur.
Dolayisiyla, 0 < —z < 1 oldugundan |a® — 1] = a*|1 — a™*| < a®|z||la — 1| <
|z||a — 1| olur.

Ugiinciit Durum: 0 < a <1 ve 0 < z < 1 olsun. 1 < a~! oldugundan birinci
durumdan dolay1

‘a_m —1| = ’(a_l)z - 1| < |z| ‘a_l - 1’
olur. Bu esitsizligi a” ile carparak, kolaylikla
la® — 1] < [zfla — 1)(a~")' "
bulunur. 1 < a~! ve 0 < x oldugundan 1—z < 1 olur ve yukaridaki esitsizlikten

(a2 < a7l ve
la® — 1| < |z|la — 1\a*1

elde edilir.
1

Dordinci ve Son Durum: 0 < a < 1lve -1 <z <0olsun. 1 < a™* ve
0 < —z oldugundan birinci durumdan dolay1

la® — 1| = |(a_1)_x —1| < |z }a_l —1| = |z|la — 1ja™?
olur.
Boylece her durumda 6nsav kanitlanmig olur. U
Eger k € N ise
Ti (a) = max {ak, a_k}

tanimini yapalim. Eger s € Q ve |s| < k € N ise a® < T} (a) olur elbette. Son

olarak
Ap(a) = Ty (a) max{1,a"1}

tanimini yapalim.
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Onsav 20.2. r, s € Q, k€N, 0 < a € R olsun. Ejer |r—s| <1 ve|s| < k ise
|a" — a”| < Ag(a)|r — s|la — 1]
olur.

Kamit: Yukaridaki 6nsavda x = r — s alirsak,
la"™% — 1| < |r — s||a — 1| max{1,a"'}

elde ederiz. Her tarafi a® ile garparsak ve a¢® < max {ak,a*k } esitsizligini
kullanirsak istedigimiz sonucu elde ederiz. O

Onsav 20.3. Eger x € R ise limy,— 00 % =z olur.

Kanit: Her n € N icin,
[nz] < nz < [nz]+1

oldugundan,
0<nz—[nz| <1
ve n # 0 igin
n n
olur. Buradan da istenen sonug kolayca cikar. O

Onsav 20.4. 0 < a € R ve (¢,), kesirli bir say dizisi olsun. Ejer (qn)n dizisi
(R’de) yakinsaksa, (a9),, dizisi bir Cauchy dizisidir.

Kanit: a # 1 varsayimin yapabiliriz. (g, ), dizisi yakisak oldugundan sinir-
hidir. £ € N, dizinin mutlak degerlerinin bir istsinir1 olsun. € > 0 olsun. Eger
lgn. — gm| < 1 ise, Onsav 20.2’den dolay,

la® — a®| < Ap(a) la — 1| g0 — gl

olur. Dolayisiyla, verilmig bir € > 0 i¢in N sayisini, her n, m > N icin,

€
— <min<l, ———
=l <min {1 5 57}
esitsizligi dogru olacak bicimde segersek, her n, m > N icin,
|a® —a®| < Ap(a) la — 1] |gn — gm| <€

olur. Boylece (a?"),, dizisinin Cauchy dizisi oldugu kanitlanmig oldu. O

Simdi artik iis almay1 tanimlayabiliriz. Ama daha dnce tanimladigimiz s
almayla birazdan tanimlayacagimiz iis almayi kisa bir stire i¢in ayrigtirmaliyiz.
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Agagida Once a% ifadesini tanimlayacagiz; hemen sonra da, x € Q igin bu
ifadenin Altboliim 3.1’de tanimladigimiz (ve ¢ok eskiden beri agina oldugumuz)
a® ifadesine esit oldugunu gosterecegiz.

Tanim. a € R”Y ve 2 € R olsun. % sayisim soyle tanimlayalim:

a& = lim o/,
n—oo

Omnsav 20.5. z € Q i¢in a% = a®.

Kanit: Eger x € Z ise a® = a” esitligi tanimdan hemen anlagiliyor, ¢iinkii ne
de olsa [nz] = nx. Demek ki 6nsav x € Z i¢in dogru.

Simdi p ve ¢ > 0 tamsayilari i¢in 2 = p/q olsun. (al?®/a), dizisi (a[**1/™),
dizisinin bir altdizisi oldugundan, tanimda n yerine gn alarak,

(@) = (limy_ee a™/™)? = (lim,,_e0 alamel/an)?
= (limy, 00 al™/4m) T = Tim,, o al??l/n = g2

elde ederiz. (Sondan iki 6nceki esitlikte Teorem 5.4.vi'y1 kullandik.) a® =
aP/1 = ¢ esitligi kamtlanmstir. O

Bundan boyle a® yerine a” yazacagiz; bu hakki yukarida elde ettik.
Simdi de tanimin z’e yakinsayan ([nz|/n), dizisinden bagimsiz oldugunu
gosterelim.

Onsav 20.6. Eger (qn)n kesirli say dizisi x’e yakinsiyorsa, o zaman

lim a?% = a”
n—oo

olur.

Kamit: 2’in mutlak degerinden biiyitk bir ¥ € N secelim. Onsav 20.3’ten

dolayn,
lim (qn—m> = lim ¢, — lim M:l‘—l‘:o
n

n—o00 n—00 n—oo M

oldugundan, yeterince biiyiik n dogal sayilar1 igin,

lgn| < 2k, [nx]‘ < 2k ve qn—M <1
n
olur. Onsav 20.2’den dolayi, bu tiir n’ler icin,
0< ‘aq” — el < Ag(a)a —1] |gn — [Zx]

olur. a, k ve Agi(a) sayilar1 n’ye gore sabit olduklarindan, sag tarafin limiti
(n sonsuza gittiginde) 0’dir. Sandvi¢ Teoremi’ne gore sol taraf da 0’a gider. O
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Teorem 20.7. Her z, y € R ve a > 0 i¢in a®¥ = a*a? ve (a*)¥ = a®¥ olur.

Kanit: a # 0, 1 varsayiminm yapabiliriz. Birincisi Onsav 20.6'nin neredeyse
dogrudan bir sonucu. Ikincisini kanitlayalim. (Pn)n ve (gn)n kesirli say1 dizileri
sirasiyla x ve y’ye yakinsasinlar. O zaman (ppqy ), kesirli say1 dizisi zy’ye ya-
kinsar. Demek ki,

n
lim (hm apm> = lim P
n—oo m—00 n—oo

esitligini, yani Teorem 5.4.vi’ya gore,

lim ( lim apmq"> = lim a@Pri"
n—oo m—0o0 n—oo

esitligini kanitlamaliyiz.
Tim |ppqn| ve |gn| kesirli sayilarindan daha biiyiik bir b pozitif dogal sayisi
segelim. Rastgele bir
0<e<Ap(a)la—1|

segelim. Son olarak, 6yle bir N sayis1 secelim ki, her n, m > N igin,

€
[pm — pnl < 2 Ay(a) ja— 1]

olsun. Bu durumda,
| =1 | lga] < | [ b<
Pmdn — Pndn| = |Pm — Pn| " |49n Pm — Pn 2Ab(a) ’a _ 1’

olur. En sagdaki say1 1/2’den, dolayisiyla 1’den de kiigiik oldugundan, Onsav
20.4°e gore
€
jaPm i — aP| < Ap(a) [Pmdn — Potnl la = 1] < 5
olur. Yukaridaki egitsizlikte m’yi sonsuza gotiirtirsek, her n > N igin,

lim aPm‘]n _ aann S E < €
m—00 2

ve bu da istedigimizi kanitlar. O






21. Cifte Diziler ve Seriler

Tanim kiimesi N x N olan bir fonksiyona ¢ifte dizi ad1 verilir'. Eger fonksiyon
a ise, a(n, m) yerine ay », yazilir ve ¢ifte dizi (an,m)n,m olarak gosterilir.

Bundan béyle her n, m € N i¢in ay , teriminin bir gercel say1 oldugunu
varsayacagiz. a € R olsun. (Bir 6nceki paragraftaki a’y1 artik unutabiliriz.)
Eger her € > 0 saysi icin,

n, m>N=|apm—a| <e

onermesini saglayan bir N varsa, a’ya (anm)nm ¢ifte dizisinin limiti denir.
Bu durumda ikinci bir limit daha olamaz ve

lim apm=a

n,Mm—00
yazilir.
Ornekler
21.1. Her n,m € N\ {0} i¢in
W _mm
olsun. Bu durumda an., = 1/2 ve an,2n = 1/5 bulunur. Demek ki bu 6rnekte cifte
dizinin limiti yoktur.
21.2. Her n,m € N\ {0} icin
n—+m
An.m = —5 5
’ n2 _|_ m2

olsun. Bu durumda limit vardir ve 0’a esittir. Nitekim € > 0 olsun. N sayis;, N > 2/e
esitsizligi dogru olacak kadar biiyilik segelim. O zaman her n, m > N igin,

ntmo__n _poom o ongm 1yl oLl 2
h n2  m2 n N N

— €
n2+m2 n24+m2  n24+m? m N

olur.

limy, 00 (limyy—00 @n ) ile limy, ;00 @p o birbirine karigtirlmamali. Nite-

lim (lim ”m): lim 0 =0

n—o0o \ m—oo n2 —+ m2 n—o00

kim

'Bu béliim i¢in [A]’dan yararlanilmistir.
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olur ama Ornek 21.1°de gordiigiimiiz tizere

. nm
hm 5 T 5
n,m—00 N4 +m

limiti yoktu. Ote yandan su teorem gecerlidir:

Teorem 21.1. limy, ;y—00 Gnm = @ olsun. Ayrica her n i¢in lim,, o0 G Ui
mitinin oldugunu varsayalim. O zaman limy, oo (liMy, 00 an.m) varder ve a’ya
esittir.

Kanit: a, = lim,;,—s00 @pm olsun. € > 0 verilmis olsun. Yeterince biiyik n
sayilar1 icin
lan, —al <€

esitsizligini gosterecegiz ve bu da istedigimizi kanitlayacak.
limy, ;500 @n,m = a oldugundan, oyle bir Ny vardir ki her n, m > i icin,
€

|anm — al < 5

olur.
Her n icin ay, = limy,—yo0 Gp m oldugundan, Oyle bir Na(n) vardir ki, eger
m > Na(n) ise,

€
lan — anm| < =

2

olur.
Simdi n > Nj verilmis olsun. Bir m > max{Ny, N2(n)} says1 secelim. O
zaman yukaridaki iki esitsizlik n ve m igin dogru olur. Demek ki,

€ €
|an—a|§|an—an7m\—i—|an,m—a\<§+§:e.

Kanitimiz tamamlanmistir. ]

(@ m)n,m bir ¢ifte dizi olsun. Zl ;@i ifadesine ¢ifte seri denir. Standart
serilerle yaptigimiz gibi, bazi durumlarda, (simdilik anlamsiz olan) Z” a;
ifadesini birazdan bir gercel say1 ya da £oo olarak anlamlandiracagiz.

n m
Sn,m = g E Qg5
i=1 j=1
olsun. s, ,, sayisma » ; j @i cifte serisinin kisma toplama adi verilir. Eger
9

lim sy,
n,m—00
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limiti varsa ve bu limit a ise (a = £oo bile olsa),
D aij=a
i,J

yazilir. Eger limit +oo0 ise cifte serinin +o00’a raksadigi, aksi halde ¢ifte serinin
yakinsak oldugu ve a gercel sayisina yakinsadigi ya da serinin toplamanan
a oldugu soylenir.

>_ij @i yerine cogu zaman ) a;,; yazacagiz. Toplamlar i = 0 ya da j =
0’dan baglamak zorunda degiller elbet. Ornegin

ij
ZZQ +]2

cifte serisinde ¢ = j = 0 olamaz.

Eger ) |a; ;| ¢ifte serisi yakinsaksa ) a; ; ¢ifte serisi de yakinsaktir (bu-
nun kamtin1 okura birakiyoruz) ve bu durumda ) a; ; cifte serisinin mutlak
yakinsak oldugu sOylenir.

> a;; bir cifte seri olsun ve f: N — N x N bir esleme olsun. O zaman

Z af(k)

k
dizisine ) a; ; cifte serisinin (yeniden) dizilisi ad1 verilir.

Teorem 21.2. ) a; ; bir ¢ifte serive Y ayq bu cifte serinin bir dizilisi olsun.
i. Zaf(k) serisiyle Y a;; cifte serisinden biri mutlak yakinsaksa digeri de
mutlak yakinsaktor.

Eger Y ai;j cifte serisi mutlak yakinsaksa ve toplams a ise sunlar dogrudur:
ii. >y apm) = a olur.

ili. 3, ai; ve 30;aij serileri mutlak yakinsaktur.

ivewj =32 a5 vey; = )5 aij olsun. O zaman _; x; ve Y, y; serileri mutlak
yakinsaktir ve toplamlary a’dur.

Kanit: Eger ) a;; cifte serisi mutlak yakinsaksa, ) |ag)| serisinin kismi
toplamlar1 ) |a; ;| cifte serisinin miinasip kismi toplamlarindan kiigiikesit ol-
dugundan, elbette ) ayy) serisi mutlak yakinsar. f 6rten oldugundan, diger
istikamet de benzer gekilde kanitlanir.

Bundan boyle ) a; ; ¢ifte serisinin mutlak yakinsak oldugunu ve toplamin
a oldugunu varsayahm. Once > ajs() serisinin toplamimin f fonksiyonundan
bagimsiz oldugunu kanitlayalim. g : N — N x N bir bagka egleme olsun.
D afk) = D Ggk) esitligini kamtlayacagiz.

bk = af(k) ve Cp = ag(k)
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tanmmlarmi yapalim. Ayrica h = g=! o f : N — N olsun. h bir eglemedir. Bu
durumda,
Ch(k) = Qg(h(k)) = Af(k)

ve dolayisiyla Teorem 15.9’a gore,

Z Ag(k) = ch - Zch(k) - Zaf(k)

olur. Istedigimizi kamtladik. Bu ortak toplama a’ adim verelim. Daha sonra
a = d’ esitligini kanitlayacagiz.

> @i ve Y aij serileri Y ay ) serisinin altdizileri oldugundan (iii) Gner-
mesi bariz.

Zj xj ve Y .y; serilerinin mutlak yakinsakligi Teorem 15.10’dan cikar.
Aym teoremden bu toplamlarimin o’ sayisina esit oldugu ¢ikar. Geriye a = o’
esitligini kanitlamak kaldi.

n m
Snn =D D lai

i=0 j=0

ve

A= lim S,

n,M—00

olsun. € > 0 olsun. ()y]e bir N secelim ki, n, m > N ise

0<A-85,m< %
olsun.
n n m
tn =D a5() Ve Sum = D Y i
i=0 i=0 j=0

tanimlarini yapalim. M’yi,

{(Z,])Z,j2071,,N}g{f(O),,f(M)}

igindeligi dogru olacak kadar biiyiik segelim. f fonksiyonu 6rten oldugundan
bu miimkiindiir. O zaman
tpr — SN,N
toplaminda beliren a; ; terimlerinde ya ¢ > N ya da j > N olmak zorundadir,
¢iinkii digerleri sadelesir. Demek ki n > M ise, liggen esitsizliginden,
€

lth —snN| < A—Syn < 5
cikar. Benzer nedenden,
€

la —snyn| < A= Syn < 5
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olur. Son iki satirdan da n > M ise |t, —a| < € bulunur. Demek ki o’ = a olur.
Kanitimiz tamamlanmigtir. O

Ornek 21.3. Her n, m € N i¢in

1 egerm=mn+1ise
An,m = —1 egerm=mn—1ise

0 aksi halde

olsun. Bir tablo halinde yazacak olursak an,m sayilari gdyle olur (siitunlar m’yi, siralar n’yi
gostersin):

oo o O
|
SO = O =
o= O O
—_ o= OO
o= O OO
—_— o O o O
O O O oo

Boylece
Za _J 1 egern=0ise
T 0 eger no> 0 ise
olur. Demek Kki,
S 1
olur. Ote yandan,
Za | =1 eger m =0 ise
"ML 0 0 eger m > 0 ise
n
olur. Demek ki,

53 = 1

olur. Demek ki Teorem 21.2°ye gére >, ;@i cifte serisi yakinsak degildir, nitekim

>1 eger n > m ise
Sn,m < —1 eger m >n ise
=0 eger m = n ise

olur.
Asagidaki teorem bazi durumlarda ), > anm ve Y > anm serileri-

nin esit oldugunu séyliiyor:

Teorem 21.3. Her n, m € N i¢in anm,m > 0 olsun. Her j igin ), a;; se-
risi ve Y > aij serisi yakinsak olsun. O zaman her i igin )y a;; serisi ve
> 2o @iy serisi yakinsaktir ve

> D aii=) ) aiy
% J J 7

olur.
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Kamt: Her j icin a,; <) . a;; oldugundan,

m
Dy < ZZ% < ZZ%
= : :

olur. Bu egitsizlikte m’yi sonsuza gotiirtirsek, her n igin Zjoio Qp,j serisinin

yakinsak oldugunu goriiriiz. Bu, birinci 6nerme. Ikincisini kanitlayalim. y; =
_ o0 L. o0 . o0 3 . e .

doiaig ve xp = Y Zgaijolsun. Y T y; < 3T, @ esitligini kantlamaliyiz.

Iste kanita:

7=0 =0 1 7=0 =0
m n n m
= lim E a;; | = lim g E a; j
n—oo n—oo
7=0 =0 =0 7=0
D D) 3) SN sz
=0 j=0 =0 7=0

esitsizliginde m’yi sonsuza gotiiriirsek,
o0 oo
IBUEDIE
=0 i=0

buluruz. Diger esitsizlik benzer sekilde kanitlanir. O

Son olarak su teoremi kanitlayalim:

Teorem 21.4. ) a; ve ) b; iki mutlak yakinsak seri olsun. O zaman
D aib;
,L'7j

cifte serisi mutlak yakinsaktir ve

Zaib]’ = Zaiij
1]

olur.

Kamnit: >, . [a;b;] cifte serisinin kismi toplamlarimm 3 |a;| 3 [b;] carpimindan
kiiiik esit oldugunu kamitlamak zor degil. Dolayisiyla 3, . [a;bj| ifte serisi
yakinsar.
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¢ij = a;bj olsun. f : N — N x N fonksiyonu, her n dogal sayis1 icin, f
fonksiyonu
{0,1,...,n%

kiimesiyle
{0,1,...,n} x{0,1,...,n}

kiimesi arasinda bir egleme olacak bigimde tanimlanmig olsun. (Boyle bir fonk-
siyon tabii ki vardir ve zorunlu olarak bir eglemedir.) Teorem 21.2’ye gore

D ocrm =) aib;
1,J

k

olur. Demek ki », crr) = (3 ai) (D2 b;)) esitligini kanitlamak yeterli. Ancak,
f’nin tanimindan dolayi,

TL2 n n
3= X an = (S) (X
k=1 =0 Jj=0

,7<n
olur. Demek ki terimleri ,
n
Z Crk)
k=1

olan dizi yakinsaktir. Ama bu dizi terimleri Y ;" ¢y olan (yakinsak) dizinin
altdizisidir. Demek ki her iki dizi de ayni sayiya yakinsar. Dolayisiyla,

n TL2 n n
Y ocpug=lim Y epgy = lim Y epgy = lim (Z ai) P
k k=0 k=1 i=0 =0
i () i 0] < () (0)
1= 7=

olur. O






22. Sonsuz Carpimlar

(zn)n herhangi bir say1 dizisi olsun.
Pn = ToX1" " Tn

olsun. p,,’ye n’inci kismi ¢arpim diyebiliriz. Eger lim,, o, p,, limiti varsa
o0
H‘Ti = lim p,
n—oo
i=0

tanimin1 yapmak isteyebiliriz. Ne yazik ki gogu zaman (ama her zaman degil)
kabul goren tamm bu kadar basit degil. Once genellikle kabul edilen tanimi
yazalim, sonra neden bu tanimin kabul edilmesi gerektigini gosteren bir sonug
kanitlayacagiz.

Eger belli bir Ny gostergeci igin,

/
(pn = TNyg+1TNyg+2 " *° xn)n>No

dizisinin 0’dan farkli bir limiti varsa, o zaman

o0
[
i=0
sonsuz carpiminin yakinsak oldugu ve sonsuz ¢arpimin
. /
o1 TNy * lim Pn
n—oo

oldugu sOylenir ve bu sonsuz ¢arpim

o0
H T; ya da H T;
i=0
olarak yazilir.

oo
Hmi ya da U C N icin 1_13;Z
i=k €U
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gibi gosterimlerin anlami bariz olmali. Elbette herhangi bir Ny € N igin,

o) No 00
i=0 i=0  i=No+1
olur.

Demek ki sonsuz bir carpimin 0 olmasi ic¢in terimlerden en az birinin 0
olmas1 ve sadece sonlu sayida terimin 0 olmasi gerek ve yeter koguldur. Mesela
sabit 0 dizisinin sonsuz ¢arpimi yoktur! Ya da her iki teriminden biri 0 olan
bir dizinin sonsuz ¢arpimi yoktur. Bir bagka érnek: (1/i);~¢ dizisinin sonsuz
carpimi yoktur ¢iinkii Vg ne olursa olsun,

n
lim - =0
n—o00 =N 7
olur.

Bu arada tanmmin ve [[:° ; sayisinin Ny'in se¢ciminden bagimsiz oldugunu
gozlemleyelim (aksi halde tanim, tanim olmazdi!) Bunun basit kanitim okura
aligtirma olarak birakiyoruz.

Tanimin bdyle olmasini okur dogal kargilamayabilir. Ama bu tanim daha
pratiktir. Iste bu tammin daha pratik olmasimm nedenlerinden biri:

Teorem 22.1. H?io x; sonsuz carpimi yakinsaksa o zaman limy,_ o T, = 1
olur.

Kamit: Ny ve n > Ny i¢in p), tammdaki gibi olsun. lim, . p), = p’ olsun.
Tanima gore p’ # 0 olmali. Eger n > Ny + 1 ise,

/
Ty = I/D"
Pn
oldugundan ve sag tarafin limiti p’/p’ = 1 oldugundan, istedigimiz sonucu elde
ederiz. O

Sonug 22.2. Sonsuz sayrda terimi < 0 olan bir dizinin sonsuz ¢arpyma yakin-
sak olamaz. O

Ornek 22.1. ]2, (1 — 1/i) sonsuz arpiminin kismi ¢arpimlar

12 n—1 1
23 n  n

oldugundan, sonsuz ¢carpimin yakinsadigi sdylenemez. Bu durumda sonsuz ¢arpimin 0’a irak-
sadig1 sOylenir.

Pn =

Yukaridaki teoremden dolay: z,, yerine (y, = z, — 1 tanmmuyla) 1 + y,, ve
[ i yerine [[(1 + y;) yazmak neredeyse bir gelenek olmustur. Demek ki [ ] x;
carpiminin yakinsak olmasi icin lim,_, o yn = 0 olmalidir.
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Teorem 22.3. (yn)n pozitif bir dizi olsun. [[(1 + y;) sonsuz ¢arpvminin ya-
kinsak olmasi i¢in Y y; serisinin yakinsak olmasu gerek ve yeter kosuldur. Bu

durumda
D ui <[] +wi) <exp (Z yl)

olur.

Kanit: Once sonsuz carpimin yakinsak oldugunu varsayalim. Kamti bariz
olan

yot+y+o e <U+y)(T+y) - (T+y) < ][0 +w)

esitsizliginden, pozitif bir seri olan ) y; serisinin sonsuz ¢arpim tarafindan
siirli oldugu, dolayisiyla yakinsak oldugu cikar.
Simdi > y; serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. Ornek 10.14’e gore,

(L+yo)(L+y1) - (L4 yn) S exp(yo+ -+ +yn) < exp (Zw)

olur. Demek ki artan bir dizi olan kismi ¢arpimlar dizisi exp (D y;) tarafindan
istten smirlidir, dolayisiyla yakinsaktir. g

Ornekler

22.2. Eger s > 1ise [[(1 + 1/4°) yakinsaktir, aksi halde iraksaktir.
22.3. Gene tglincii ciltte Wallis formiilii olarak bilinen

[SCRIN
[ e
~io

GO | (R -
2 Ll —1)@2i+1) 1 3

i=1

esitligini kanitlayacagiz.

Teorem 22.4. [[(1 + y;) sonsuz ¢arpimumn yakinsak olmasy igin su kosul
yeter ve gerek kosuldur: Her € > 0 i¢in oyle bir N var ki, her N < m < n i¢in

X+ ym41) - (L+yn) — 1 <e
olur.

Kanit: Once [1(1 + y;) sonsuz ¢arpimimin yakimsak oldugunu varsayalim ve
limite p diyelim. Kismi carpimlar1 da her zamanki gibi p,, olarak gosterelim.
Gerekirse ilk birkag terimi silerek, 1 4 y;’lerin > 0 olduklarini varsayabiliriz.
Bu varsayimla p > 0 ve her p, > 0 olur.

Oyle bir Ny alalim ki, her m > Ny icin

’pm_p’<g
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olsun. Bu durumda, her m > Ny igin

P 3p
1 £ =
(1) 5 <Pm <5

olur.
Simdi € > 0 verilmig olsun. Oyle bir N > Ny vardir ki, her n > m > N
icin,

p

|pn_pm| < 62

olur. Buradan, (1)’in ilk yarisiyla birlikte

n

H (I+wy) -1 =

1=m+1

Pn
Pm

pn_pm‘<€p/2<€
Pm Pm

|-

cikar ve istedigimiz kanitlanmig olur.
Ters istikameti kamtlayalim. Kogul saglanmig olsun. Kosulda e = 1/2 alip
Oyle bir Ny bulalim ki, her Ny < m < n igin

1
A+ ) (L) = 1] <
olsun. Demek ki Ny’'dan sonraki terimlerin hicbiri 0 olamaz ve ayrica eger
[Tisn, (1 + ;) sonsuz carpimu yakinsaksa, bu sonsuz garpim 0 olamaz, 1/2 ile
3/2 arasmda bir say1 olmali. Ik birkac terimi atarak, Ny = —1 varsayimin
yapabiliriz, yani her m i¢in |p,, — 1| < 1/2 ya da

1 < < 3
g SPm =3
varsayimini yapabiliriz. §imdi [](1 + y;) sonsuz ¢arpiminin yakinsakhigini ka-
nitlayabiliriz. Kogula gore her ¢ > 0 igin Oyle bir NV var ki her n > m > N
icin

n
‘—1’ H (1+y;)—1] <2¢/3
=m+1
ve
2e
’pn_pm‘ < ’gm‘ <e€
olur. Demek ki (py, ), dizisi bir Cauchy dizisi, dolayisiyla yakinsak. (]

Simdi de mutlak yakinsakhiga eg diigsen sonucu kanitlayalim:

Teorem 22.5. Eger [[(1+ |yi|) yakinsaksa, [[(1+ yi) de yakinsaktar.
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Kanit: Bir 6nceki teoremi kullanacagiz.

(L +yma1) - (L +yn) — 1
ve
(1 + |ym+1|) T (1 + ’ynD -1

ifadelerinin i¢indeki carpimlar: yapalim ve her birinden 1 ¢ikaralim (sabit te-
rim kaybolur) ve ardindan birincisine ti¢ggen esitsizligini uygulayalim, aynen
ikincisini buluruz. Demek ki,

|(1 +ym+1) (1 +yn) - 1| < (1 + |ym+1|) e (1 + ’ynD -1
olur. Boyle bir 6nceki teorem istedigimiz sonucu verir. O

Eger [[(1+4]yi|) yaknsaksa, [[(1+y;) sonsuz carpimina mutlak yakinsak
denir.
Teorem 22.3’ten hemen su gikar:

Sonug 22.6. [[(1 + y;) sonsuz ¢arpyminan mutlak yakinsak olmasy icin gerek

ve yeter kogul Y y; serisinin mutlak yakinsak olmasidar. O

Ornekler

22.4. Her |z| < 1 i¢in J](1 + 2™) sonsuz garpimi yakinsaktir.
22.5. Mutlak yakinsak olmayan bir sonsuz ¢arpim Ornegi:

()

Bu sonsuz ¢arpimin kismi ¢arpimlarini hesaplayabiliriz. Eger ¢ tekse,

() (- 58) -

oldugundan, kismi garpimlar ya 1 ya da

_1)i
)

1

cikar. Demek ki sonsuz ¢arpim 1’e yakinsar.

22.6. Her z sayisi igin []:2 (1 — %2) mutlak yakimsaktir ¢iinkii 57 1/i? yakmsaktir. Ugiin-

1=1g
oo
. 22
smTrz:Trzl | 11— —
2

i=1

()

=2

cii ciltte

egitligini kanitlayacagiz. Burada

carpiminin kismi ¢arpimlarini hesaplayalim:

1 (i—1)(i+1)

i2 2

1—
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oldugundan, sadelegmelerden sonra,

ﬁ<1 1)2 1-32-43-5 (n—D1(n+1) n+l

Z‘2

it 22 32 42 n? T

kalir. Demek ki sonsuz ¢arpim 1/2 imis.

Simdi Teorem 22.3’lin kanitin1 tamamlayabiliriz:

Teorem 22.7. Her i i¢in 0 < y; < 1 olsun. O zaman [[(1 — y;) sonsuz
carprmanan yakinsak olmasu igin, Y y; serisinin yakinsak olmast gerek ve yeter
kosuldur.

Kanit: ) y; yakinsaksa, 0 < y; oldugundan, mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla
[1(1 — y;) mutlak yakinsaktir. Simdi sonsuz ¢arpimin yakinsak oldugunu ve
p’ye yakinsadigini varsayalim. Teoremin varsayimlar: altinda,

I+wy < 1_1%
oldugundan,
1
(I=yo)(L—y1)- (1 —yn)

olur. Buradan [](1 + y;) sonsuz ¢arpiminin yakinsak oldugu gikar. Demek ki
Teorem 22.3’e gore Y y; yakinsaktir. O

(I+yo)X+y1) (I +yn) < <

1
b

Ornekler

22.7. Eger s > 1 ise [](1 — 1/¢°) mutlak yakmsaktlr." Eger s = 1 ise [[;2,(1 — 1/i°) =
sos(1 —1/1) sonsuz carpiminin 0’a wraksadigini Ornek 22.1’de gérmisgtiik. Eger s < 1
ise,
1 1
0<l—-—<1-—
TLS nS
oldugundan kismi garpimlar 1/n’den de kiigiik olurlar ve bu durumda da sonsuz ¢arpim
0’a raksar.

22.8.

i)

paliy i(i + 2)
sonsuz carpimi mutlak yakinsaktir elbet. Bu durumda kismi ¢arpimlar: hesaplayarak
sonsuz ¢arpimi bulabiliriz:

p":ﬁ<1 ; ) 4-1 5-2  (n+2)(n-1) n+2

2.3 3.4 an+1l)  3n

i(i +2)

=2

oldugundan, sonsuz ¢arpim 1/3 olur.



23. Toplanabilir Aileler

Yakinsak bir seri, aslinda sayilabilir sonsuzluktaki iyisiralanmig bir say1 kiime-
sini (ya da ailesini) toplamak demektir. Eger say1 kiimesinin elemanlari

ap, a1, a2, ag, ...

olarak iyisiralanmigsa, o zaman bu sayilarin toplamini
oo
Zaiz lim (ag + -+ ap)
— n—00
i

limiti olarak tanimlamistik (tabii limit varsa.) Toplamin iyisiralamaya gore
degistigini de gordiik (Altboliim 17.2). Bu “toplam”in sonlu toplamlar1 anim-
satan bircok hos 6zelligini kamtladik. Ornegin, yakimsak serilerin toplama ya
da yakinsak serileri bir sayiyla carpma eylemleri aynen sonlu toplamlardaki
gibi davraniyor:

Do+ bi =) (a +b;),

A Z a; = Z )\ai,

(Xoiai+22:0) + 22 ¢ =200 + QU bi + X0 ci)
gibi. Ama ne yazik ki sonlu toplamlarin her 6zelligi sonsuz toplamlara sirayet
etmiyor. ()rneg“;in > a; toplami varsa ve J C N ise ), ;a; toplami olmaya-
bilir; bunu gérmek i¢in a; = (—1)"/(i + 1) ve J = 2N almak yeterli. Serilerin
garpimu bile ancak 6zel durumda tanimlanmigti (Cauchy garpimi, bkz. Teorem
16.7). Ama pozitif sayilarin toplami ¢ok daha fazla sonlu bir toplam gibi dav-
raniyordu. Bu boliimde, pozitif serilerin yakinsakligini genellestirecegiz: Sadece
sayilabilir sonsuzlukta ve iyisiralanmig degil, iyisiralanmig olsun ya da olmasin
cesitli sonsuzlukta sayilar1 da toplamaya caligacagiz. Cok basarili olacagimiz
sOylenemez ama qu@g aq ya da ) xcr @x gibi “toplamlar1” bazi ender du-
rumlarda tanimlayabilecegiz.

I herhangi bir kiime ve a = (a;);er herhangi bir gercel say1 ailesi olsun.

(Yani a, I’"dan R’ye giden bir fonksiyondur; a(i) yerine a; yaziyoruz sadece.)
S = S8(Z), I'min sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. J € S igin

IR WS o
J J

e



382 23. Toplanabilir Aileler

olarak tamimlansin. J sonlu bir kiime oldugundan, bu tanimda sonlu bir toplam
sozkonusu ve tanimda bir sorun yok. Bu gosterimleri bu altbéliimiin bagindan
sonuna kadar kabul edecegiz.

Simdi (a;); ailesinin toplanabilir olmasinin ve toplaminin s olmasinin ta-
nimini verelim:
Her e > 0 sayisu igin, oyle bir J = J(e) € S vardwr ki, her J C K € S i¢in

|sk —s| <e

olur.
Bu durumda (a;); ailesine toplanabilir aile denir. Toplamin s oldugunu
goniil rahathgiyla sdyleyebilmemiz icin su sonucu kanitlamamiz gerekiyor:

Onsav 23.1. Toplanabilir bir ailenin toplama biriciktir.

Kanit: Toplanabilir aileye a = (a;); diyelim. s ve t sayilar1 a ailesinin iki
toplami olsun. € > 0 olsun. Tanima gore 6yle Jg, J; € S vardir ki,

JsCKeS=|sg—s|<e/2
JtCKeS=|sg—t] <e/2
olur. Simdi K = J; U J; olsun. O zaman,
s —t| <|s—sk|+ sk —t|<e/24+¢€/2=¢
olur. Bu her € > 0 i¢in dogru oldugundan s = ¢t olmalidir. O

Bu 6nsav sayesinde, eger a = (a;); ailesinin toplami varsa ve toplami s ise

Za:s

yazabiliriz.
Su sonug bariz olmali:

Onsav 23.2. ki toplanabilir ailenin ayrik bilesimi toplanabilirdir ve bilesimin
toplama ailelerin toplamana egittir. ]

Ik olarak eger a = (a;); ailesi sonluysa (yani I sonluysa) 3 a toplamimnimn
aynen bildigimiz s; toplami oldugunu kamtlayalim.

Onsav 23.3. Ejer a = (a;); ailesi sonluysa (yani I sonluysa) o zaman . a
vardir ve bu sayr aynen bildigimiz sy sayisidar.

Kamt: Eger I sonluysa, s = s; = ) _;a; sayisinin ) | a sayisina esit oldugu
tanmimdan gikiyor, nitekim her € > 0 i¢in tanmimdaki J = J(e) kiimesini I'ya
esit alalm. Bu durumda her I C K € F i¢in [ = K ve dolaysiyla |sx — s| =
|sk — s7| =0 < € olur. O

Simdi de pozitif seriler igin, daha 6nce kitapta tamimladigimiz yakinsaklik
kavraminin hi¢ uzagina diigmedigimizi kanitlayalim. Once yardimei bir 6nsav:
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Onsav 23.4. Eger a = (a;); ailesi toplanabilirse ve her i € I i¢in a; > 0 ise,
o zaman her K € S i¢in sg <Y a olur.

Kanit: ¢ > 0 olsun. J = J(e), toplanabilirligin taniminda €’a tekabiil eden
sonlu gostergeg kiimesi olsun. O zaman

’SKU]—ZCL‘ <€

olur. Bunu s6yle yazalim:

‘SK+SJ\K_ZCL‘ < e

Demek ki

—E—SJ\K<SK—ZCL<€—SJ\K<E.
Bu her € > 0 i¢in dogru oldugundan, s — > a < 0 olur. U
Onsav 23.5. Eger a = (a;)ien pozitif bir diziyse, daha once kitapta tanimla-

nan Y a; kavramyla biraz once tanwmlanan »_, a kavrama ¢akisir: Toplamlarin
biri varsa digeri de vardir ve iki toplam esittir.

Kamit: Once Y a; = Yopai = s € R varsaymmm yapalim. Seri yakinsak-
liginin tamimina gore, s, = ag + -+ + a, tanmmyla, lim,, , s, = s olur.
Herhangi bir € > 0 sayis1 alahm. Oyle bir N gostergeci vardir ki, her n > N
i¢in |s — sp| < € olur. J ={0,1,..., N} olsun. Herhangi sonlu bir / C K C N
altkiimesi alalm. Ve K C {0,1,...,n} igindeligini saglayan bir n € N segelim.
Elbette n > N olur. O zaman

|s —skg|=s—sg <s—s, <€

olur ve bu da istedigimizi kamtlar: s = > a.

Simdi ) a sayisiin oldugunu varsayalim. Bir € > 0 segelim. J € S, tanim-
daki € sayisina tekabiil eden J olsun. N sayisim J C {0, 1, ..., N} olacak kadar
biiyiik secelim. n > N olsun. K ={0,1,...,n} olsun. J C K € § oldugundan,

’sN—Za‘:Za—sNSZa—sK:‘Za—sK‘ <€
olur. O

Teorem 23.6. Pozitif bir a = (a;); ailesinin toplanabilir olmas: i¢in sonlu
toplamlar kumesinin tstten sinwrl olmasy yeter ve gerek kosuldur. Bu durumda

Za:sup{sK:KEf}

olur.
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Kanit: Once ailenin toplanabilir oldugunu varsayalim. Onsav 23.4°¢ gore Yoa
sonlu toplamlarin bir tstsiniridir, ve toplanabilirligin tanimi geregi bu say1
sonlu toplamlarin en kiiglik iistsiniridir.

Simdi sonlu toplamlar kiimesinin tistten sinirli oldugunu varsayalim ve en
kiiciik tistsinira s diyelim. € > 0 olsun. J = J(¢) € S kiimesi

s—e< sy

olacak bigimde segilsin. N sayis1 J C {0,1,..., N} icindeligi dogru olacak
bigimde secilsin. n > N olsun. O zaman,

|s —sp|=s5—sp, <s—s5<e
olur, ki bu da istedigimizi kanitlar. O

Simdi de bu kapsamda Cauchy kosulunun ne anlama geldigini gorelim.
a = (a;); bir say1 ailesi olsun. Eger her € > 0 igin,

(KESVGI()QKI@):>|SK‘<6
ya da buna egdeger olan
(KeSvelpCK=0)=|sg—s1,| <€

onermesini saglayan sonlu bir Iy C I gostergeg kiimesi varsa a = (a;); ailesine
Cauchy ailest denir.

Birazdan tahmin edilen sonucu kanitlayacagiz ama once bir tanim daha
gerekiyor: Eger J C I ise ve her j € J icin b; = a; ise (b;);jes ailesine (a;)icr
ailesinin bir altailest denir.

Onsav 23.7. Bir Cauchy ailesinin altailesi de Cauchy’dir.

Kanit: a = (a;); bir Cauchy ailesi ve (b;); bu ailenin bir altailesi olsun. € > 0
olsun. Iy C I, Cauchy ailesi tanimindaki Iy olsun. Jy = Iy N J olsun. O zaman
Jo, J’nin sonlu bir altkiimesidir. Eger K C J, Jy’dan ayrik bir kiimeyse, K,
Iy’dan da ayrik bir kiimedir, nitekim KNIy = (KNJ)NIlp=KnNn(JNI) =
K N Jy = @ olur. Dolayisiyla |sx| < € olur. O

Teorem 23.8. Bir ailenin toplanabilir olmasiyla Cauchy olmast arasinda fark
yoktur.

Kanit: Once a = (a;); ailesinin toplanabilir oldugunu varsayalim. Toplama s
diyelim. € > 0 olsun. Toplanabilirligin tanimindan dolay1 dyle sonlu bir J C I
gostergeg kiimesi vardir ki, her J C K € F igin |s — sx| < €/2 olur. Oyle bir
J sabitleyelim. O zaman her J C K € F i¢in

lsk —sg| <|sk —s|+|s—sj| <€/2+€/2=¢

olur.
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Ters istikamette, a = (a;); ailesinin Cauchy oldugunu varsayalim. Pozi-
tif (ya da negatif) a;’'lerden olusan altdizi bir 6nceki 6nsava gére Cauchy
oldugundan, Onsav 23.2’ye gore her a;'nin pozitif (va da negatif) oldugunu
varsayabiliriz. Tanimda € = 1 alalim ve 6yle bir Iy € F bulalim ki eger K € F,
Iy’dan ayriksa, sk < 1 olsun. O zaman her K € F igin,

SK = SKnly + SK\Iy < SI, + Sk\1y < S1p + 1.

Demek ki
{SK K e J_“}

kiimesi iistten sinirlidir ve dolayisiyla en kiictik iistsinir1 vardir. Teorem 23.6’ya
gore a ailesi toplanabilirdir. O

Sonug 23.9. Eger a = (a;); ailesi toplanabilirse, her e > 0 igin,
{i el:|a;| > ¢}
ktiimest sonludur.

Kanit: a ailesinin Cauchy oldugunu biliyoruz. ¢ > 0 verilmis olsun. Iy, Ca-
uchyligin tanimindaki gibi olsun. Eger k € I\ Ij ise tanimdaki K kiimesini
{k} olarak alalim. O

Simdi konunun en énemli teoremini kanitlayalim.

Teorem 23.10. Eger a = (a;); ailesi toplanabilirse o zaman {i € I : a; # 0}
kiimesi sayilabilirdir.

Kanmit: Hern € N\{0} i¢in I,, = {i € N: a; > 1/n} olsun. O zaman I,, C I,,4;
ve

UL={iel:a#0}

n>0
olur. Sonug 23.9’a gore her I, sonludur. Demek ki I en fazla sayilabilir son-
suzlukta olabilir. O

Toplanabilir ailelerle ilgili bilgilendirmeyi burada kesiyoruz. Daha fazla bil-
giye ulagmak isteyen, érnegin [Bo]’ya bagvurabilir.






24. R’nin Biricikligi

Bu boéliimde ikinci bir gergel say1 sisteminin daha olmadigini kanitlayacagiz.
Bir bagka (edebi) deyisle, eger

(R, +, x, <, 0, 1) ve (R, +/, x', </, 0/, 1)

yapilari, kitabin en baginda, Altboliim 1.1’de verilen 16 aksiyomu saghyorsa,
o zaman bu iki yapimin birbirine cok benzedigini, sadece elemanlarinin ve
islemlerinin adlarmm degisik oldugunu, mesela birinin Ingilizce digerinin Tiirk-
ge olabilecegini (birinde iki art1 ii¢ begse digerinde two plus three five oldugu-
nu), ama yapilarin éziinde birbirinden pek bir farki olmadigini, R’ceden R" ceye
ve R”’ceden R’ceye terciime yapmamizi saglayan iki sozliigiin aradaki fark: yok
edecegini gosterecegiz. Asagidaki teoremde bu dedigimizi matematiksel olarak
ifade ediyoruz.

Teorem 24.1. (R, +, x, <, 0, 1) ve (R, +/, x/', <", 0/, 1") yapilar kitabin en
basinda, Altbolim 1.1°de verilen 16 aksiyomu saglayan iki yapr olsun. O zaman
her x, y € R i¢cin

a. f(x+y) = flx)+ f(y),

b. f(z xy) = f(z) x" f(y),

crx<ysz<y,

d. f(0) =0,

e. f(1)=1
onermelerini saglayan bir f : R — R’ eslemesi vardwr. Ayrica ilk iki onermeyi
saglayan bir f : R — R’ eslemesi zorunlu olarak son 1i¢ onermeyi de saglar
ve boyle bir eslemeden sadece bir tane vardur'.

Kanit: Her iki yapi da 16 aksiyomu sagladigindan ve bu asamaya kadar kanit-
ladigimiz teoremlerin kanitlar1 sadece bu 16 aksiyomu (ve matematigin genel
aksiyomlarini elbette) kullandigindan, bu teoremlerin her biri her iki yapi igin
de gecerlidir. Ornegin R icin insa ettigimiz (N, +, x,0,1) dogal sayilar yapisinin
bir benzeri R’ yapisinin i¢inde de vardir; bu yapiya (N, +/, x’,0/,1’) diyelim.

'Bu kosullar1 saglayan bir f eslemesine izomorfi denir. Aralarinda bir izomorfi bulunan
yapilara da izomorfik yapilar adi verilir.
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Aym sey Z ve Q i¢in de gegerlidir, bunlarin da R’ yapisinda muadilleri vardir.
Onlara da Z' ve Q" adlarim verelim.

Teoremde f eslemesinden sadece bir tane oldugu séyleniyor. Demek ki
f’yi bulmak zor olmamali. Matematikte biricik olan nesneleri pek aramaya
gerek yoktur, onlar zaten stirekli “ben buradayim, ben buradayim” diyerek
kendilerini belli ederler. Dolayisiyla kanit zor degil, ama biraz zaman alic.

Ik énce eger [ : R — R’ eslemesi ilk iki ozelligi sagliyorsa, bu eglemenin
ters eslemesi olan f~' : R’ — R eslemesinin de ilk iki 6zelligi sagladigin
kamtlayalim. Nitekim 2, 4/ € R’ olsun.

FUTE)+ W) = FUHEN + F ) =2+
oldugundan, esitligin her iki tarafinin f~!-imgesini alarak,
FHE)+ 1) = 1@+ )
bulunur. Benzer sekilde her 2/, 4/ € R’ i¢in,
FH) < 7)) = 1@ <)

esitligi dogrudur. Bunlar1 aklimizda tutalim.

Simdi (a) ve (b) 6nermeleri bir f : R — R’ fonksiyonu tarafindan sag-
laniyorsa, (c), (d) ve (e) 6nermelerinin de saglandigini kamtlayalim. Diyelim
f: R — R’ ilk iki 6nermeyi saghyor, yani toplamaya ve ¢arpmaya dagiliyor,
matematik¢i jargonuyla toplama ve carpmayla uyum icinde, ya da toplamaya
ve garpmaya saygl duyuyor. (a)’dan dolay:

0"+ f(0) = f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)

dogru oldugundan, f(0) = 0’ olmak zorundadir, ¢linkii sayfa 13’te kanitlanan
sadelestirme ozelligi, sadece R icin degil, R’ yapisi icin de gecerlidir. Benzer
sekilde f(1)2 = f(1) bulunur:

fFA) = fAx1)=f(1)x"f(1).

Demek ki f(1) ya 0’ elemanmma ya da 1’ elemanina egit. Ama f(1) = 0’ ise,
f(1) =0"= f(0) olur, ve f birebir oldugundan 0 = 1 buluruz, bir geligki. De-
mek ki f(1) = 1’ olmali. (d) ve (e) kanitlandi. Simdi (e)’yi kanitlayalim. Pozitif
her elemanin gene pozitif, dolayisiyla 0’dan farkl bir karekokii oldugunu biliyo-
ruz. 0’dan farkli elemanlarin karelerinin de pozitif oldugunu biliyoruz. Demek
ki agagidaki 6nerme R’de dogrudur:

r<yeIz(z£0ANy=x+ (2 x 2)).



389

Bir bagka deyisle R’de esitsizligi toplama ve ¢arpma iglemleriyle ifade edebili-
riz. Aym onermenin muadili R” yapisinda da dogrudur:

r<'yeIz@£0Ay=2+ (2 x'2)).

Ama f ve f~! eslemeleri toplama ve carpmayla uyumlu olduklarindan, eger
bir z € R icin,
z2#0Ny=z+ (2 X 2)

Onermesi dogruysa, bu 6nermeye f’yi uygulayarak

f(z) 20 A fy) = fx) + (£(2) X" £(2))

onermesinin de dogru oldugu anlagilir. Bundan da z < y ise f(z) < f(y)
oldugu cikar. Diger istikamet benzer sekilde kanitlanir ¢linkii bir onceki pa-
ragrafta f’ eglemesinin de toplama ve ¢arpmayla uyumlu oldugunu kamtladik.

Simdi sira, toplama ve carpmayla uyumlu bir f : R — R’ eslemesinin
varligim kanitlamaya geldi. f’nin biricikligini kanitin en sonunda gosterece-
giz. f’yi 6nce N’den N’ kiimesine gidecek bigimde tanimlayacagiz. Ardindan,
buldugumuz bu f : N — N’ eglemesini bir f : Z — Z’ eslemesine genislete-
cegiz; daha sonra da buldugumuz bu f : Z — Z’ eslemesini bir f: Q — Q'
eslemesine genisletecegiz. Ardindan Q’niin R’de yogunlugunu kullanarak bul-
dugumuz bu son f : Q — Q' eslemesini bir f : R — R’ eslemesine genislete-
cegiz. Tabii her asamada f’nin toplama ve carpmaya uyumlu olduguna dikkat
etmeliyiz.

f(0) =0 olsun ve n € N i¢in

fln+1)=f(n)+'1

tanimini yapalim. Boylece f fonksiyonu tiimevarimla tanimlanmig olur. Bi-
raz hakli nedenlerden bu formiiliin gercekten bir fonksiyon tanimladigindan
kugku duyan okurlar i¢in su tanmimi verelim (digerleri bir sonraki paragrafa
gecebilirler): Eger bir X C N x N altkiimesi,

0,0) e XA ((z,y) € X = (z+1,y+' 1))

Onermesini sagliyorsa, bu paragraflik bu kiimeye “giizel kiime” adi verelim.
Giizel kiimelerin kesisimi gene giizeldir elbette ve N x N giizel bir kiimedir.
Tim giizel kiimeleri kesigtirirsek en kiigiik giizel kiimeyi elde ederiz. Bu en
kiiciik giizel kiime, yukarida tanimlamaya calistigimiz fonksiyonun grafigidir.
Boylece f’nin bir fonksiyon oldugu tanimlanmig oldu.

Boylece tanimlanan f fonksiyonunun birebir ve orten oldugu ve her =, y €
N i¢in (a) ve (b) ozelliklerini sagladig1 kolaylikla kanitlanir, kanit1 daha fazla
uzatmamak icin ayrintilar1 okura birakiyoruz.
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Simdi n € Nise f(—n) = —f(n) tammim yapalim. (Buradaki ikinci —, R’
yapisindaki eksidir, yani aslinda —' olarak yazilmaliydi.) Boylece f: N — N’
eslemesi f : Z — 7/ eglemesine genigler. Bu yeni tamimlanan f : Z — 7’
eslemesinin de toplama ve ¢arpmayla uyumlu oldugu kolaylikla kanitlanabilir.
Okura birakiyoruz.

Simdi de, n, m € Z ama m # 0 igin,

fln/m) = f(n)/f(m)

tammim yapalm. (Ikinci bolme R’ yapisindaki bolmedir.) m # 0 icin f(m) #
0’ oldugundan esitligin sagindaki ifade anlamhdir. Ama tanimin gecerli ol-
dugunu kamtlamak icin, n/m = p/q ise, f(n)/f(m) = f(p)/f(q) esitligini
kamtlamaliyiz. Diyelim, n/m = p/q. O zaman ng = mp olur. Bu esitligin f
imgesini alirsak,

f(n)f(q) = f(ng) = f(mp) = f(m)f(p)

ve f(n)/f(m) = f(p)/f(q) buluruz. Boylece daha onceki f : Z — 7/ eglemesi
f : Q — @ fonksiyonuna genigler. Bu yeni fonksiyonun birebir ve orten
oldugu ayrica toplama ve carpmayla uyum icinde oldugunun kolay kanitini
bir kez daha okura birakiyoruz. Pesisira tanimladigimiz bu f fonksiyonlarinin
esitsizlikle uyumlu olduklar: da kanitlanabilir?.

Simdi yukarida buldugumuz f : Q — Q' fonksiyonunu f : R — R’ fonk-
siyonuna genigletecegiz. Buraya kadar SUP aksiyomunu hi¢ kullanmadigimiza
dikkatinizi cekerim. Biitiin bu yaptiklarimiz ¢ok daha genel bir cercevede
dogrudur®. Ama bundan sonra yapacagimiz SUP aksiyomuyla cok yakindan
baglantili olacak. Sonraki iki boliimde de SUP aksiyomu dogru degilse bagimiza
neler gelebilecegini gorecegiz.

r € R olsun.

A, ={qeQ:q<r}ve B, ={qeQ:q>r}

olsun. f(A;) ve f(B,) kiimelerine bakalim. A,’nin her elemam B,’nin her
elemanindan kiigik oldugundan, f(A,)nin her elemani f(B,)nin her ele-
manindan kiiglik olur. Demek ki sup f(4,) < inf f(B,) olmali. Ama ayrica

2f fonksiyonu toplama ve carpmayla uyumlu oldugundan, f’nin siralamayla uyumlu
oldugunu goéstermek icin, N, Z ve Q halkalarmmin her birinde ¢ > 0 < Jz,y, 2z, t a =
22 + 9% + 2% + t? esdegerliginin gecerli oldugunu bilmek yeterli. Ancak okurun bu énermeyi
bildigini varsayamayiz. f'nin esitsizlikle uyumlu oldugu bu 6nerme varsayilmadan kolaylikla
kanitlanabilir. Once ilk tanimlanan f : N — N igin bu kanitlanmali, ardindan Z igin ve
nihayet Q icin. Herhangi bir zorlukla karsilagilmayacaktir.

3Cebir bilenler i¢in: Karakteristigi 0 olan her cisim Q cismini, daha dogrusu Q’ya izomorfik
bir cismi igerir.
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A, U B, = Q oldugundan, f(A,)U f(B,) = Q' olmak zorunda. Bundan da
sup f(A,) = inf f(B,) ¢ikar. Simdi f(r) elemanini

f(r) =sup f(Ay) = inf f(B,)

olarak tamimlayalim. Boylece tanimlanmis olan f : R — R’ fonksiyonunun
istedigimiz tiim ozellikleri sagladiginin kanitini okura birakiyoruz.

Sira geldi f fonksiyonunun biricikligini kanitlamaya. Dikkatli bir okur, yu-
karidaki kanit1 gbzden gegirince f fonksiyonunun zaten bagka tiirlii tanmimla-
namayacaginin, aynen yukarida tanmimladigimiz gibi tanimlanmasi gerektiginin
hemen farkina varacaktir. Ama biz gene de ayrica kanitlayalim.

f,9 : R — R’ teoremde siralanan (a-e) ozelliklerini (ya da aym sey,
(a) ve (b) ozelliklerini) saglayan iki esleme olsun. O zaman g~'o f : R —
R ayni ozellikleri saglayan bir esleme olur. Bu eslemenin 6zdeslik oldugunu
gosterirsek, f = g esitligini kanitlamis oluruz.

Bundan boyle h : R — R teoremdeki beg ozelligi saglayan bir eslesme
olsun*. h'nin 6zdeslik fonksiyonu oldugunu adim adim gésterecegiz. h(0) = 0
ve h(1) = 1 zaten verilmis. Kolaylikla n lizerine tiimevarimla, her n € N ve
z € R igin h(nz) = nh(x) bulunur. Bu esitlikte = 1 alirsak, her n € N
icin h(n) = n buluruz. Ayrica, h(z) + h(—z) = h(z + (—z)) = f(0) = 0
oldugundan h(—z) = —h(z) olur. Demek ki, her n € Z i¢in h(nx) = nh(z)
olur. Simdi n, m € Z, n # 0 olsun. O zaman

mh<ﬁ> :h(mﬁ> — h(n) =n

m m

@)

olur. Simdi » € R olsun. Yukaridaki kamitta tanimlanan A, ve B, kiimele-
rini alahm. Biraz 6nce kamtladigimizdan h(A,) = A, ve h(B,) = B, gkar.
Ama r sayis1 A, 'nin elemanlarindan biiyiik ve B,’nin elemanlarindan kiigiik
oldugundan, h(r) sayis1 h(A,) = A, ’nin elemanlarindan biiyiik ve h(B,) =
B,’nin elemanlarindan kii¢iikk olmak zorundadir. Dolaywsiyla h(r) = r tek
segenektir. O

ve dolayisiyla

4Sadece (a) ve (b) esitliklerini saglayan R’nin bir eglesmesi de 6zdeslik olmak zorundadir,
¢linkii yukarida, kamitin baginda kanitladigimiz tizere, (a) ve (b) saglaniyorsa, geri kalan (c),
(d) ve (e) ozellikleri de saglanir.






25. Sonsuz Kucik Elemanh
Sirali Bir Cisim

Altbolim 1.1’de gergel sayilarin aksiyomlar1 olarak sundugumuz 16 o6zelligi
saglayan (R, +, X, <, 0, 1) yapilarinin birbirine ¢ok benzedigini, yani bu tiir
yapilardan aslinda ve 6ziinde (en fazla) bir tane oldugunu bir 6nceki altboliim-
de gostermis ve bu biricikligin SUP aksiyomu sayesinde miimkiin oldugunu
sOylemistik. Bu altbolimde SUP aksiyomunu kabul etmezsek bagimiza neler
gelebilecegini gorecegiz.

Altboliim 1.1°de verilen (SUP aksiyomu diginda kalan) T1’den CO’ya ka-
dar olan 15 aksiyomu saglayan bir (R, +, x, <, 0, 1) yapisina swralt cisim
denir. Altbdliim 1.1’den Altbdliim 1.5’e kadar SUP aksiyomunu hig kullan-
madigimizdan, yani sadece ilk 15 aksiyomu kullandigimizdan, s6ziinii ettigimiz
bu altbéliimlerde kanitlanan 6zellikler daha genel olarak tiim sirali cisimlerde
gecerlidir. Ornegin her sirali cisimde 0 < 1 olur, ya da sirali cismin her x
eleman: icin x? > 0 esitsizligi gecerlidir. Ama daha sonra SUP aksiyomunu
kullanmaya bagladik. Mesela R’nin Argimet ozelligini sagladigini kanitlarken
(Teorem 2.7) SUP aksiyomunu kullandik. Ote yandan Q cismi de Arsimet
Ozelligi'ni saglamasma ragmen bu sirali cisimde SUP ozelligi yanhstir. O za-
man akla su soru gelmeli: Argimet 6zelligini saglamayan (dolaysiyla SUP ak-
siyomunu da saglamayan') sirali bir cisim var mi? Evet var ve bulmasi da
oldukga kolay. Bu béliimde Argimet 6zelligini saglamayan iki cisim 6rnegi ve-
recegiz. Cok daha zor ve derin olan bir sonraki boliimde de R’ye bu 6rneklerden
¢ok daha fazla benzeyen ama yine de Argimet 6zelligini saglamayan sirali bir
cisim O6rnegi verecegiz.

Once Arsimet Ozelligi'nin ne oldugunu R cisminden bagimsiz bir bicimde
acik acik yazalim:

Arsimet (.jzelli{‘gi. Eger e > 0 ve x € R ise, 0 zaman ne > x egitsizliginin
saglandigr bir n € N dogal sayist vardar.

Argimet 6zelliginde s6zii edilen R, sirali bir cisimdir. Ayrican € Nvex € R

!Teorem 24.1’e gore R’ye izomorfik olmayan her sirali cisimde SUP 6nermesi yanlhs olmali.
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icin, nx elemani
nc=xr+---+=x
—_————
n tane
olarak tamimlamir. Daha matematiksel olarak n € N i¢in nz € R elemam
tiimevarimla goyle tanimlanir:

Oz =0ve (n+ 1)z =nx + x.

Demek ki Argimet 6zelligini saglamayan bir sirali cismin su 6zelligi saglamasi
gerekir:

Anti-Arsimet f)zelligi 1. Oyle 0 < € € R ve x € R elemanlar, vardur ki, her
n € N icin ne < x olur.

Yukaridaki Ozelligi saglayan e elemanina x’e gore sonsuz kii¢tik denir,
¢iinkii € uzunlugunda sonlu sayida adimla x gecilememektedir, ve bu durum
0 < € < z olarak yazilir.

Anti-Argimet ozelliginde ne < x esitsizliginin taraflarim (pozitif oldugunu
bildigimiz) z~! ile carparsak, n(ex™!) < 1 elde ederiz ve boylece ex™! <
1 buluruz. Demek ki € yerine ex~! alarak z’ten kurtuluruz ve anti-Arsimet
ozelliginin agagidaki daha basit 6nermeye denk oldugunu goriiriiz:

Anti-Argimet Ozelligi 2. Oyle bir 0 < € € R elemans vardwr ki, her n € N
icin ne < 1 olur. Bir baska deyisle 0 < € < 1 esitsizliklerini saglayan bir €
vardar®.

Sirali bir cisimde her n € N i¢in nle| < 1 esitsizligi saglayan e elemanlarina
“sonsuz kiiciik” adi verilir®. Ornegin 0 sonsuz kiiciiktiir. Argimet ozelligine
sahip oldugundan R’de 0’dan bagka sonsuz kiiciik yoktur.

Her sirali cisimde, sonsuz kiigiik elemanlar kiimesi toplama altinda ka-
palidir, yani €; ve €2 elemanlar: sonsuz kiiciikse, €; + €5 toplami da sonsuz
kiicliktiir; nitekim her n € N icin

2n(le; + €2]) < 2n(ler| + |e2|) = 2n|e1]| + 2nlea] < 1+1=2

ve sadelegtirmeden sonra (sirali cisimlerde aynen R’deki gibi sadelegtirme ya-
pabiliriz) n(|e; + €2]) < 1 olur. Ayrica |e|= | — €| oldugundan, € bir sonsuz
kiigiikse, —e elemani da bir sonsuz kiiciik olur. Demek ki sirali bir cisimde son-
suz kiigiik elemanlar kiimesi T1-T4 6nermelerini saglar. Hatta sonsuz kiigiik
elemanlar kiimesi carpma altinda da kapalidir, yani €; ve e sonsuz kiiclikse,
€1€2 de sonsuz kiicliktiir ¢iinkii her n € N icin

nlerea] = nler|lea| < mjer] <1

olur.

2Her n € N igin ne < 1 ise, her n € N i¢in ne < 1 olur, ¢iinkii ne < (n + 1)e < 1 olur.
3Sirali bir cisimde, |¢| eleman1 max{e, —¢} olarak tanimlanir.
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Birinci Ornek. Anti-Argimet 6zelligini saglayan bir cisim bulmak igin 6nce
R[X] polinom halkasinda ¢alisacagiz. Polinomlarda toplama ve ¢arpma iglem-
lerini okurun bildigini varsayiyoruz. 0 ve 1 polinomlarini da biliyoruz, bunlar,
sirasiyla, toplama ve ¢arpmanin etkisiz elemanlari. (R[X], 4+, x, 0, 1) beslisi
(va da yapisi) Altbolim 1.1'de yazdigimiz, ¢3 diginda, T1’den D’ye kadar
tiim aksiyomlar1 saglar. Ancak bu halkada C3 6nermesi saglanmaz, 6rnegin X
polinomunun ¢arpimsal tersi olmasi gereken 1/X bir polinom degildir. Bunu
simdilik umursamayalim; daha sonra R[X]’in bu kusurunu giderecegiz. R[X]'te
toplama ve ¢arpma iglemleri var, ama R[X]'te bir siralama yok. Amacimiz
R[X] halkas: tizerinde, Altbélim 1.1’de yazdigimiz O1, 02, O3, TO, CO &ner-
meleri ve 0 < X < 1 6nermesi dogru olacak bigimde bir siralama tanimlamak.

Eger X sonsuz kiigiik olacaksa, her € R ve 0 < m € N i¢in rX™ de
sonsuz kiigiik olmali, nitekim bu durumda, eger |r| < k € N ise, her n € N i¢in

n|rX™| = nlr|| X|" < nk|X|™" <nk|X]| <1

olur. Boylece, sonsuz kiigiik elemanlar kiimesi toplama altinda kapali oldu-
gundan, her f € R[X] i¢in (eger X sonsuz kiigiikse) X f elemaninin da sonsuz
kiigiik oldugu anlagilir.

Siralamay1, TO O6nermesi dogru olacak bigimde tanimlayacagimizdan, her
f, g € R[X] i¢in

(1) f<ge0<g—f

onermesi (tanimi yaptigimizda) dogru olacaktir. Dolaysiyla f < g esitsizligini
tanimlayacagimiza 0 < h esitsizligini tanimlayalim. Bu esitsizligin dogru ol-
masi i¢in, saglanmasim istedigimiz O1 6nermesinden dolay1 h = 0 olamaz. h
polinomunu 0’dan farkli secelim ve

h=ho+mhX+- -+ h, X"

biciminde yazalim. Buradan € Nve heri =0, 1, ..., n—1icin h; € R ve son
olarak h, € R\ {0} olarak aliyoruz. Ama hgy ve hy gibi ilk birkag katsay1 0’a
esit olabilir. ¢ =0, 1, ..., n gostergecini hg = ... = h;—1 = 0 ve h; # 0 olacak

bicimde segelim. Demek ki
h=hX 4 h X 4 by X = X(hy + hip 1 X + -+ hpy X779

olur. h > 0 esitsizligini tanimlamaya caligtigimizi unutmayalim. Bir de ayrica
X > 0 egitsizligini istiyoruz. Demek ki CO 6nermesi dogru olmasi gerektigin-
den, h; # 0 igin,

0<hi+hip1 X+ +h, X"

esitsizliginin ne zaman dogru oldugunu tanimlamak yeterli. X sonsuz kiigiik
olacagindan,

hig1 X 4+ hpnXpi = X(hip1 + -+ hy Xpi1)
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ifadesi de sonsuz kiiciik olacak. Dolayisiyla
hi +hip1 X + -+ hp X5y

ifadesinin pozitifligine ya da negatifligine h; karar verecek, eger h; pozitifse
pozitif olacak, negatifse negatif olacak. Dolayisiyla en dogal tanim, r € R\ {0},
i € Nve feR[X] igin

(2) 0<X'(r+Xf)er>0

tanimi. Bu ve (1) formiili ikili bir < iligkisi tanimlar. Bu tanimi kabul edelim.
Bu ikili iligkinin R[X] halkasinm siraladigimi ve Altboliim 1.1'de verilen, ¢3
diginda, T1’den CO’ya kadar olan 6nermeleri sagladigim kanitlamak belki biraz
mesakkatli ama kolaydir, okura birakiyoruz. Ama bakalim X gercekten de
pozitif bir sonsuz kiigik mii?

X = X1+ X0)

oldugundan ve 1 > 0 oldugundan, (2)’ye gére X > 0 olur. Simdi n € N olsun.
O zaman
1-nX = X1+ X(—n))

oldugundan ve 1 > 0 oldugundan, gene (2)’ye gére 1 — nX > 0 ve (1)’e gore
nX < 1 olur. Boylece X’in pozitif bir sonsuz kii¢iik oldugu kanitlanmig oldu.
Ama C3 saglanmiyor. Bunun da caresi var:

R(X)Z{gif,geR[XLg#O}

olsun. Bu tamimda
I _h
g g1

onermesinin dogru oldugunu kabul ediyoruz. Ornegin,

F_—f_Xf_fh

g -g Xg gh

& fo1 = fig

olur. Ayrica { yerine f yaziyoruz ve bdylece R[X]1 R(X)’in bir altkiimesi
(aslinda bir althalkasi) olarak goriiyoruz: R[X] C R(X).

R(X) kiimesinde toplama ve ¢arpma iglemlerini okur biliyordur. (Bu iglem-
ler aynen kesirli sayilardaki gibi yapilirlar.) Toplama ve garpma iglemleriyle
birlikte R(X) bir cisim olur, yani Altbolim 1.1’de verilen (C3 dahil) T1’den
D’ye kadar olan 6nermeleri saglar. R(X) cisminin sirali bir cisim olmas i¢in
cismin istiinde bir siralama tanimlamak gerekiyor. Okurun tahmin edecegi

lizere, yukarida R[X] halkas: {izerinde tanimladigimiz siralamay1 kullanacagiz.
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£y 9, f1, g1 € R[X] ve g, g1 # 0 olmak fiizere, g, i% € R(X) verilmisg olsun.
Amacimiz

(3) f_h

g 9
iligkisini, R(X) cismi siral bir cisim olacak bigimde tamimlamak. Siralama, yu-
karida R[X] halkas: iizerinde tamimladigimiz < siralamasini genisletecek. Gere-
kirse eksilerini alarak (mesela f/g yerine (—f)/(—g) yazarak) R[X] halkasinda
g, g1 > 0 oldugunu varsayabiliriz. Tamimlamak istedigimiz (3) esitsizligini, po-
zitif oldugunu bildigimiz gg; ile ¢arparsak, tanimi bitirdigimizde,

fo1 < fig

elde edecegiz. Dolayisiyla tanimi g6yle yapalim: f, g, f1, g1 € R[X]veg, g1 >0
olmak iizere,
(4) i<ﬁ©f91<f19-

9 91
Bu iligkinin bir siralama oldugu ve (R(X), +, x, < 0, 1) yapisimin Altbolim
1.1’de verilen T1’den CO’ya kadar olan 6nermeleri sagladigini géstermek zor
degil, okura birakiyoruz.

X elbette hala daha sonsuz kiigiiktiir; R[X]'te sonsuz kiigiiktiir, R(X)’te
de sonsuz kiigiik kalir.

Yine de R(X) swrali cismi R’den farkhidir. R(X)’te SUP aksiyomu sag-
lanmaz. Ama bu iki sirali cisim arasinda elemanlarla ilgili ¢ok daha temel
farkhihklar vardir. Mesela X > 0 olmasima ragmen, R(X) sirali cisminde X’in
karekokii yoktur, hele In X, exp X gibi seyler hi¢ yoktur. Bir sonraki boliimde
bulacagimiz cisimde her pozitif elemanin bir karekokii, hatta logaritmasi ve s
alma fonksiyonu olacak.

ikinci Ornek. Bu boliimil bitirmeden énce yukaridakine cok benzeyen bir
ornek daha verelim. Gene R[X] polinom halkasindan hareket edecegiz. Bu
sefer R{ X} olarak gosterecegimiz su cismi ele alacagiz:

R{X}={> mX":Ne€Zr,eR
n>N

Bu cismin elemanlari,
Z X" = rn XN XV ey XN
n>N

olarak bir sonsuz toplam seklinde gosterilen bigimsel nesnelerdir. Bu tiir nes-
nelere bi¢cimsel Laurent serist adi verilir. Ama dikkat, bigimsel kuvvet seri-
lerinin aksine (bkz Altboliim 18.4) burada N sayisi negatif bir tamsay: olabilir.
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Eger ry # 0 ise IV tamsayisina bigimsel Laurent serisinin mertebesi adi veri-
lir. Eger N > 0 ise, yani mertebe > 0 ise, bi¢cimsel Laurent serisi bigimsel kuv-
vet serisi olur; bir bagka deyisle bicimsel kuvvet serileri 6zel bicimsel Laurent
serileridir. r; = 0 oldugunda 7;X* ifadesini hi¢ yazmama hakkini kendimizde
goriiyoruz. Bu anlagmayla, 6rnegin,

3X P —2X 245 -X-X2-X3—...

bicimsel bir Laurent serisidir. Bicimsel Laurent serilerini

[o@)
Z an X"

n=—oo

bi¢iminde gostermek hatir1 sayilir kolaylik saglar, ama tabii negatif gostergecli
terimlerin katsayilarinin bir zaman sonra 0 oldugunu unutmamak lazim.

Bu tiir nesnelere “bicimsel” adi verilmesinin nedeni sudur: Zfi_ oo @i X i ve
Yo X i elemanlarinin esit olmasi icin yeter ve gerek kosul her i € Z icin
a; = b; esitligidir, yani esitlik gercekten gorsel egitliktir.

Elbette R[X]| C R[[X]] C R{X} olur.

Bigimsel Laurent serileriyle de toplama, carpma, ¢gikarma, bir sayiyla carp-

ma gibi iglemler yapilabilir:

(Do ax?) = (Do bx’) = > (ai £ b) X",
A (Z aiXi) = Z Aa;i X',

(D ax?) (Y ox?) = > aiby | X

1+j=n

(Toplamlar —oo’dan oo’a kadar aliniyorlar. En son satirdaki ), 4 jn @ibj tOp-
laminin aslinda sonlu bir toplam oldugunu, yani anlaml oldugunu gozlem-
leyin. Bunun nedeni mertebeden 6nceki katsayilarm hepsinin 0 olmasidir.)
Bu iglemlerle birlikte bigimsel Laurent serileri kiimesi R{X} olarak goste-
rilen bir cisim olugturur. R{X}’in bu iglemlerle birlikte degismeli bir halka
olusturdugunun kanit1 kolaydir. Cisim oldugu da agagidaki énsavdan kolaylikla
cikacak.

Onsav 25.1. R[[X]] halkasin tersinir elemanlar, sabit terimi 0’dan farkh
olan kuvvet serileridir.

Kanit: a = Y ;X" € R[[X]] tersinir olsun. Demek ki bir b = > b; X* € R[[X]]
elemani i¢in ab = 1 olur. Ama

ab = apby + (apby + a1b) X + - -
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oldugundan, buradan apby = 1 ¢ikar. (Carpimdaki diger katsayilar da 0’dur,
ama bunun 6nemi yok.)

Simdi @ = Y a; X* € R[[X]] elemanmin sabit katsayis1 0’dan farkli olsun,
yani ag # 0 olsun. Oyle bir b = 3. b;X? € R[[X]] elemam bulacagiz ki ab = 1
olacak. Bu esitligi actigimizda su denklem sistemini buluruz.

apbp =1

apby +a1bg =0

apbz + a1by + azby =0

aopbs + a1ba + asby + asbg =0

Burada a;’ler bilinen gergel sayilar, b;’ler ise bulunmas: gereken gergel sayilar.
ap # 0 oldugundan, birinci denklemin bir (ve bir tek) ¢oziimii vardir: by =
1/ap. Boyle b1 bulmus olduk. Simdi b1’i bulahm. Bunun igin ikinci denkleme
bakalim. by’1 biraz 6nce buldugumuzdan, ikinci denklemde bilinmeyen olarak
sadece by var. by’i ikinci denklemde tecrit edersek by = —ajbg/ap buluruz.
Gergekten ag’a bolebiliriz ¢iinkii ag # 0. Hatta b1’1 a;’ler cinsinden yazabiliriz:

bo’yi bulmak igin ii¢lincii denkleme bakacagiz. by ve b;’i buldugumuzdan iigiin-
cii denklemde tek bir bilinmeyen var, bs. Buradan bs’yi elde ederiz:

~ a1by + azby
a '

by =

Boyle gide gide her b,’yi buluruz. Demek ki ab = 1 esitligini saglayan bir
b € R[[X]] vardir, yani a tersinirdir. O

Demek ki R[[X]] halkasinin 0’dan farkl her elemani, bir n € N ve tersinir
bir ¢ € R[[X]] i¢cin X"a olarak yazlabilir. Dolayisiyla R[[X]] halkasinin bir
cisim olmasina tek engel X elemamdir; eger X de tersinir olsaydi, o zaman
her X™ tersinir olacak ve R[[X]] halkas bir cisim olacakt1. Iste R{X} halkasi,
R[[X]]'in bu eksikligini giderir; nitekim R{X} halkasi R[[X]] halkasina 1/X
eklenerek elde edilmistir*. Bundan da R{X} halkasinin bir cisim oldugu gikar.
Daha dogru bicimde bunu géyle gosterebiliriz: R{X} halkasimin 0’dan farkh
bir f elemaninin bir n € Z tamsayis: ve bir a € R[[X]] elemam i¢in f = X"a
olarak yazildigim gordiik. Ama biraz 6nce bir m € N dogal sayis1 ve tersinir
bir b € R[[X]] elemam igin a = X™b oldugunu gordiik. Demek ki f = X"t™p.

4Biraz cebir bilen bir okur, R{X} ~ (R[[X]])[Y]/(XY — 1) halka izomorfisinin varligim
gormekte zorlanmayacaktir.
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Bu yazihmla fnin R{X} halkasinda tersinir oldugu bariz, tersi X " ™p~!
elemanidir. (Burada =1, bnin R[[X]]’te var oldugunu bildigimiz tersidir.)

Simdi amacimiz R{ X} cismini, X pozitif ama sonsuz kiigiik olacak bigimde
siralamak. Aynen bir énceki 6rnekteki gibi yapacagiz. 0 # f € R{X} olsun.
f’nin mertebesi n olsun ve n’inci katsayisi a,, olsun. Bu durumda,

f>0&5a,>0
tanimini yapalim. Buradan hareketle
h>g&h—g>0

tanimini yapalim. Bu tanimla R{X} cisminin sirali bir cisim oldugunu goster-
mek cok kolay. X ise pozitif bir sonsuz kiictik olur.

R{X} cisminde de (pozitif oldugunu bildigimiz) X’in karekokii yoktur.
Dolaysiyla R{X} cismi R’den farkhidir. Bir sonraki béliimde R’ye ¢ok daha
fazla benzeyen ama Argimet ozelligini saglamayan (dolayisiyla R’ye izomorf
olmayan) bir cisim daha bulacagz.



26. Siradis1 Gercel Sayilar

Bu boltimde amacimiz, gergel sayilara ¢cok benzeyen, ayrica bir de sonsuz kiigiik
eleman iceren bir “say1 sistemi” yaratmak. Onceki boliimde yaratilan say1 sis-
temlerinde sonsuz kiiciik eleman vardi ama o say1 sistemleri R’ye pek benze-
miyorlardi, 6rnegin R’deki gibi her pozitif elemanin bir karekckii yoktu. Bu
boliimde yaratacagimiz say: sistemi R’ye o kadar ¢ok benzeyecek ki, R hal-
kasinda dogru olan elemanlarla ilgili (altkiimelerle degil) tiim 6nermeler yeni
say1 sisteminde de dogru olacak!.

Uzunca bir siire formel matematikten uzaklagip sohbet edecegiz ve tanimin
ne olmasi gerektigini anlamaya calisacagiz. Matematiksel tanmimlar Altbolim
26.3’te gelecek.

26.1 Giris

Elimizde toplamasiyla, carpmasiyla ve esitsizligiyle R var. R’ye “yeni sayilar”
ekleyecegiz ve boylece icinde sonsuz kiiciik elemanlar barindiran bir sirali ci-
sim elde edecegiz. Animsatalim: Sirali bir cisimde her n € N igin n|e¢| < 1
esitsizligi saglayan e elemanlarina “sonsuz kiiciik” adi verilir2. Ornegin 0 son-
suz kiiciiktiir. Arsimet 6zelligine sahip oldugundan R’de 0’dan bagka sonsuz
kiigiik yoktur.

Tleride diizeltmek fizere, simdilik yeni sayilarimiz gercel say1 dizileri olsun.
Mesela

(1,2,3,...,m,...)

dizisi bundan boyle yeni bir say1. (Bu béliimde dizileri parantez i¢inde yaziyo-
ruz.)
(1, —m, 72, =73, ..., (=1)"x",...)

dizisi de bir bagka yeni say1. Dedigim gibi say1 tanimimiz ileride degistirecegiz,
¢inkii tamimladigimiz bu say1 kavrami tam olarak istedigimizi vermeyecek,

'Demek ki “sonsuz kiiciik eleman” kavrami altkiimelerden sézedilmeden tanimlanamaz.
Nitekim e elemaninin sonsuz kiiglik olmasi i¢in her n € N igin ne < 1 olmali. Tanimda N
altkiimesi var.

2Sirali bir cisimde, |¢| eleman1 max{e, —¢} olarak tanimlanir.
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ama en azindan bir ilk yaklagim olacak. Sonsuz kii¢iik olmaya aday sayimizi
da hemen ifsa edelim:

(1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...).
Bir bagka sonsuz kiigiik aday:
(1071,1072, 1073, 1074, ...

Nihai analizde bu diziler sonsuz kii¢iik olmayacak, clinkii bunlar say1 bile ol-
mayacaklar, sayillarimiz ileride degistirecegiz, ama simdilik bu dizileri sonsuz
kiigiik eleman aday1 olarak algilayalim.

Diziler kiimesini RY olarak gosterelim. Elemanlar: da her n € N icin z,, € R
olmak {izere (z,,)nen ya da bu kitapta aligik oldugumuz yazilim bigimiyle (x,, ),
tlrtinden seyler, yani gergel say1 dizileri. Bunlar arasinda tabii ki sabit diziler
de var. Bu sabit dizileri de gergel sayilar olarak gérmeyi Oneriyoruz. (Biitiin
tanimlar ileride degisecek.)

Say1 deyince akla dort islem geliyor, dolayisiyla yeni sayilarimizla da dort
islem yapabilmeliyiz. Dizileri toplamay1 ve birbirinden ¢ikarmay: biliyoruz:

(:Cn)n + (yn)n = (xn + yn)n-

Carpmay1 da benzer bicimde “terim terim carpma olarak” tamimlayalim:

(@n)n(Yn)n = (TnYn)n-

Bolmeyi es gecelim gimdilik, ¢iinkii dizilerdeki olasi 0 terimi, ayn yontemle
dizileri bolmeyi tamimlamamiza engel. Ama bu sorun ileride, tanmimlar1 de-
gigtirdigimizde kendiliginden hallolacak. Sabit 0 ve sabit 1 dizileri sirasiyla
toplama ve carpmanin etkisiz elemanlaridir. Bu dizileri s(0) ve s(1) olarak
gosterecegiz. Genel olarak, r € R igin sabit r dizisini s(r) olarak gosterecegiz.
RN kiimesi bu toplama ve carpma iglemleriyle degismeli bir halka olusturur.
Ama bir cisim olugturmaz, sadece tiim terimleri 0’dan farkli olan dizilerin
carpimsal tersi vardir ¢linkii, tek bir terimi bile 0 olan bir dizinin carpimsal
tersi olamaz.

Biz R’yi de igeren bir say1 sistemi bulmak istiyorduk, ama maalesef R,
RN’nin bir altkiimesi degil. Bunu gidermenin bir caresi var.

rs(r)=(r,rr...)

kuraliyla tanimmlanmig s : R — RN fonksiyonu birebirdir ve toplama ve
carpmayla uyumludur, yani her r1, ro € R icin

s(r1 +r2) = s(r1) + s(ra2) ve s(rire) = s(r1)s(re)
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olur. Dolayisiyla s fonksiyonu sayesinde R’yi RN kiimesinin bir altkiimesi
(aslinda bir altcismi) olarak gorebiliriz. Bunu yapmak i¢in R’nin r elemaniyla
RY kiimesinin s(r) elemanini ézdeslestirmek, bir bagka deyisle sanki ayni ele-
manlarmig gibi davranmak yeterlidir. Bundan boyle her r gercel sayisini sabit
r dizisi olarak gorelim.

Yaratmak istedigimiz 0’dan farkh bir sonsuz kiigiik eleman igeren sirali bir
cisim. Oysa yukarida sadece bir halka yarattik. Demek ki iki eksigimiz var:
Baz1 elemanlarin tersi yok ve heniiz bir siralama yok; siralama olmadigindan
sonsuz kiiciik bir elemanin olmasi da s6z konusu olamaz. Siralamayla basa
gikmaya gahigalm. (Belli ki elemanlar1 tersinir yapmak miimkiin degil.) Iki
dizi Oornegi ele alalim, diyelim

(1,2,3,4,...)ve (2,3,4,5,...)

dizilerini aldik. Birinin digerinden daha biiyiik olduguna karar vermeliyiz.
Sanki ikincisinin daha biiylik olmasina karar vermek en dogal se¢immis gibi
goriiniiyor, ne de olsa ikincisinin tiim terimleri daha biiytlik. Simdi de su iki
diziye bakalim:

a=(1,2,3,4..)veb=(0,3,4,5,...).

Hangisi daha biiyiik olmah? Ik terim diginda, b’'nin tiim terimleri daha biiyiik;
yani terimlerin ¢cogunlugu b’nin daha biiyiik olmasi gerektigini soyliiyor. Biz
de bu yonde karar vermeye meyilliyiz.

Demokrat olahm ve a = (an)n, ve b = (by)y, gibi iki dizi verildiginde,
terimlerin cogunlugu ne diyorsa o yonde karar verelim; yani hangi dizinin
daha biiylik olacagimi dizilerin terimlerine soralim, ¢cogunluk ne diyorsa onu
yapalim. Eger

{neN:a, <b,}

kiimesi cogunluksa a < b karar1 verelim, eger
{neN:b, <ap}

kiimesi gogunluksa b < a karar1 verelim. (Her iki kiime de gogunluksa, esitlik
sozkonusu olmali! Bunu saglamak igin ileride “say1” tanimimizi degistirecegiz.)

Tabii ¢ogunlugun ne demek olduguna karar vermemiz gerekecek. Cogun-
luga karar vermek o kadar kolay degil. Ornegin,

(0,1,0,1...)ve (1,0,1,0,...).

elemanlarindan hangisi daha biiylik olmali? 0, 2, 4 gibi ¢ift say1 gostergegli
terimler sagdaki elemanin daha biiyiik olmasi gerektigini soyliiyor, ama 1, 3,
5 gibi tek say1 gostergecli terimler soldakinin daha biiylik olmasi gerektigini
sOyliyor. Tek sayilar kiimesi mi yoksa ¢ift sayilar kiimesi mi ¢ogunluk? Tim
sorun “cogunluga” karar vermekte yatiyor.
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26.2 (Cogunluk

Dogal sayilarin bazi altkiimelerine “cogunluk” adini verecegiz. Diyelim bunu
bir bicimde yaptik. N'nin cogunluk altkiimelerinden olusan kiimeye F diyelim
ve egitsizligi yukarida onerdigimiz gibi g0yle tanimlamaya yeltenelim:

(an)n < (bp)n = {neN:a, <b,} € F.

Yani terimlerin ¢ogunlugu ne diyorsa o olsun... Tabii ileride ¢ogunlugun be-
lirlenmesi gerekecek. Simdilik, yukaridaki tanimin bir tamsiralama olmasi icin
cogunluk kiimelerinin tagimasi gereken ozellikleri bulalim.

Her seyden once her (ay), ve (by), dizisi i¢in ya (an)n < (bn)n ya da

(bn)n < (an)n olmali, ¢iinkii herhangi iki elemam kargilagtirabilmek istiyoruz.
Tanima donersek,

A={neN:a, <b,}ve B={nmneN:b, <a,}

kiimelerinden en az birinin F’de olmasi gerektigini goriiriiz. Bu iki kiimenin
bilesimi N oldugundan F iizerine su kogulu kogmaliyiz.

(1) Her A, B CN igin eger AUB =N ise ya A € F ya B € F olur.

Bundan da gu gikar: her A C N i¢in ya A ya da A'nmin tiimleyeni A¢ kiimesi
F’de olmali; yani N'nin her altkiimesi i¢in, altkiimenin mi yoksa tiimleyeninin
mi ¢ogunluk olduguna karar vermeliyiz. (Bu da tahmin edilebileceginden gok
daha zor bir istir. Ileride gorecegiz.)

Ayrica,

(2) Eger AC B iseve A€ F ise Be F

olmali, clinkii ne de olsa F “cogunluklar” kiimesi; dolayisiyla, amacimiza hiz-
met etmesi icgin, eger A cogunluksa, A’nmin Ustkiimeleri de cogunluk olmali.

(2)’den dolay1 N € F olmali. Ayrica eger @ € F ise, gene (2)’den dolay: her
dogal say1 kiimesi cogunluk kiimesi olmali ve 6nerdigimiz esitsizlik tanimina
gore her yeni say1 her yeni sayidan kiiciikesit olmali, yani aslinda tek bir yeni
say1 olmali! Dolayisiyla @ cogunluk kiimesi olmamali. Bunu da yazalim:

(3) o¢éFveNeF.

Sonra... Siralama gegisli bir iligki oldugundan, eger (ay)n < (by)n ve (bn)n <
(cn)n ise, (an)n < (cn)n olmali, yani eger

A={neN:a,<b,}eFveB={neN:b,<c,} €F

ise,

C={neN:a,<c,}€F
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olmali. Bunu nasil saglayacagiz? Dikkat ederseniz AN B C C olur. Ila esitlik
olmak zorunda degil, C' kiimesi A N B kiimesinden daha biiyiik olabilir; ama
esitlik de olabilir. Dolayisiyla A ve B ¢ogunluk olduklarinda AN B de ¢gogunluk
oluyorsa, o zaman (2)’yle birlikte zorunlu olarak C' de ¢ogunluk olur. Demek
ki su kosul da dogru olmali:

(4) Eger A, Be F ise ANB ¢ F.

Son bir sorun kaldi: Eger (an)n < (bn)n Ve (bp)n < (an)n ise (an)n = (bn)n
olmali. Bu soruna care bulmak pek o kadar kolay degil, buna biraz zaman
ayiralim.

Once (an)n < (bn)n ve (bp)n < (an)n kosullarinm ne dedigine bakalim.

Tanima gore bu kosullar,
A={neN:a,<b,} e FveB={neN:b, <a,}€F
kogullarina esdeger. (4)’e gore,
ANnB={neN:a,=0b,} € F

olmali. Bunun ters istikameti de dogru: Eger AN B={ne€N:qa, =0b,} € F
oluyorsa, o zaman (2)’ye gore,

A={neN:a, <b,} e Fve B={neN:b,<a,}eF,
yani (an)n < (bp)n ve (bn)n < (ap)n olur. Demek ki

(an)n < (bn)n ve (bn)n < (an)n

kosuluyla
{neN:a, =b,} €F

kogulu birbirine denk olmali. Dolayisiyla tanim denememizin basariya ulagmasi
igin F iizerinde su dogru olmali:

(5) (an)n = (bp)n = {n€N:a, =b,} € F;

ama
(an)n = (bp)n < her n € N i¢in a, = b,

oldugundan, bu son énerme F’nin tek bir elemani oldugunu, bu elemanin da N
oldugunu soyliiyor, ki bu da (1) ile geligir. Bagaramadik, olmadi. Bagarmamiz
i¢in (5) 6nermesi dogru olmaliydi ama olmuyor...

Matematikte, egit olmasini istediginiz elemanlar esit citkmadiginda oldukca
yaraticl bir ¢oziim vardir. Esit olmasini istediginiz ama esit olmayan eleman-
lara “esit” demek yerine “denk” derseniz ve bunun bir denklik iligkisi oldugunu
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gOsterirseniz ve elemanlar yerine denklik siniflarini alirsaniz sorun hallolur. De-
mek ki eger
{neN:a,=b,} € F

ise (an)n ve (bn)n elemanlarina “denk” demeliyiz.
Sohbeti burada kesip bu dediklerimizi matematiksel olarak yapmaya koyu-
lalim.

26.3 Filtreler ve Ultrafiltreler

F, elemanlar1 dogal say1 kiimeleri olan bir kiime olsun. Yani F C p(N) olsun.
Eger3

Fl1.o¢ F,Ne F,

F2. X e Fve X CYiseY € F,

F3. X, YeFise XNY € F
kosullar1 dogruysa F’ye (N iizerine) filtre denir.

F1’den dolayr F’den sonlu sayida elemanin kesisimi gene F’de olmali. Bu
ve F3’ten dolayi, bir filtrenin sonlu sayida elemaninin kesigimi @ olamaz.

Ornekler

26.1. @ # A C N sabitlenmis bir kiime olsun. F(A), N'nin A’y1 iceren altkiimelerinden
olugsun. F(A)’nin bir filtre oldugunu gormek zor degil. Bu tiir filtrelere basat filtre
adi verilir. Elbette,

ACB& F(B)CF(A)
olur. Demek ki A ne kadar kiigtikse, F(A) o kadar buyiik oluyor. Dolayisiyla bagat filtre-
lerinin en biiyiikleri (maksimal bagat filtreler) sabit bir a elemanini igeren altkiimelerden
olugur. Bu filtreyi F({a}) yerine F(a) olarak gosterecegiz.
F(N) = {N} olur ve bu filtre tiim filtrelerin en kiigiigudiir.
Eger F bir filtreyse ve A € F ise, elbette F(A) C F olur.
Bu arada F(A) filtresinin 6nceki boliimdeki (1) kogulunu saglamasi i¢in A'nin tek ele-
manl bir kiime olmas: gerektigini gézlemleyelim. Dikkatli bir okur (1) kogulunu saglayan
filtrelerin maksimal filtreler olmasi gerektigini anlamig olmali.
Basat filtreler pek ilging nesneler degil, birazdan daha ilging 6rnekler verecegiz.

26.2. Sonlu bir kiime iceren her filtre basat olmak zorundadar.

Kanit: F, sonlu bir kiime iceren bir filtre olsun. F’nin en az elemanl bir A elemanini
secelim. Elbette F(A) C F olur. Diger icindeligi gosterecegiz. X € F olsun. F3’ten
dolay1 XN A € F olur. XN A C A oldugundan, A’nin se¢giminden dolay1, X N A ve A'nin
ayni sayida elemanlar1 vardir, dolayisiyla birbirine esittirler, yani A C X ve X € F(A)

olur. |
26.3. Filtrelerin kesigimi gene bir filtredir.

Kanit: Bariz. g

Mesela F(A) N F(B) = F(A U B) olur. Ama sonsuz sayida filtrelerin kesigimi de bir

filtredir.

Bf"nin elemanlari, N’nin bir 6nceki altboliimde s6zettigimiz “cogunluk” altkiimeleri ola-
cak. Onceki altboliimde dogru olmasi gerektigini gosterdigimiz (2), (3) ve (4) ozelliklerini
yeniden numaralandiracagiz. Saglanmasi ¢ok daha zor olan (1) kogulunu en sona birakacagiz.
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26.4. Eger ANB # @ ise, F(A)UF(B) kiimesini (altkiime olarak kapsayan) en kiiciik bir filtre
vardir ve bu filtre (A N B) filtresidir. Bu bariz 6nermenin kanitin1 okura birakiyoruz.

26.5. X C (N) olsun. Eger A1 igeren bir filtre varsa, o zaman elbette X’in sonlu sayida
elemaninin kesigimi bogkiime olamaz. Bunun tersinin de dogru oldugunu Onsav 26.1°de
gorecegiz. Bu durumda X’i igeren tiim filtrelerin kesigimi gene X’i igeren bir filtredir,
dolayisiyla bu kesigim X’i igeren en kiigiik filtredir. Onsav 26.1’de X’i iceren en kiigiik
filtrenin elemanlarinin neler oldugunu agik secik gorecegiz.

26.6. [Fréchet Filtresi] Nihayet bagat olmayan bir filtre érnegi verecegiz: Fo, N'nin tiimle-
yeni sonlu olan altkiimelerinden olugsun. Fy elbette bir filtredir ve bir sonraki kalemde
gorecegimiz lizere bagat bir filtre degildir. Bu filtreye Fréchet filtresi ad: verilir.

26.7. Fréchet filtresini iceren bir filtre basat olamaz.

Kanit: Eger bir A C N igin Fo C F(A) olsaydi o zaman tiimleyeni sonlu her altkiime
A’y1 igermek zorunda kalird: ki, bu absiirt bir iddiadir. g
Bu konuyla ilgili olarak Onsav 26.2’ye bakiniz.

Onsav 26.1. X C p(N) olsun. Eger X’in sonlu sayida elemaninin kesigimi
boskiime olamayorsa, X i iceren bir filtre, dolayisiyla X i iceren en kicuk filtre
vardwr. Xt iceren en kiictk filtre X 'in sonlu sayrda elemaninin kesisimlerinin
ustkumelerinden olusur.

Kanit: F, X’in sonlu sayida elemanlarinin kesigimlerinin iistkiimelerinden
olugsun, yani

F={ACN: sonlusayida X1,...X,, € X i¢cin X;N...NX, C A}

olsun. F’nin bir filtre oldugunun kamit1 ¢ok kolay; X1 icerdigi bariz (tanimda
n =1 alin ve A = X alin). Ayrica X’ igeren her filtre elbette F’yi kapsar,
dolayisiyla F, X’i iceren en kiigiik filtredir. O

Eger a € N ise F(a)nin maksimal bir filtre oldugunu biliyoruz (bkz. Ornek
26.1). Maksimal filtrelere ultrafiltre denir. Basat filtreler diginda ultrafiltrele-
rin olup olmadigini heniiz bilmiyoruz. Nitekim basat filtreler disinda bir ultra-
filtrenin oldugu ancak Secim Aksiyomu [N3] kullamlarak kanitlanabilir. Ileride
kamitlayacagiz. Simdilik bagat olmayan ultrafiltrelerle ilgili su 6nsavlar: aradan
gikaralim:

Onsav 26.2. Basat olmayan bir ultrafiltre Fréchet filtresini kapsamak zorun-
dadar.

Kanit: F basat olmayan bir ultrafiltre olsun. A C N, tiimleyeni sonlu olan her-
hangi bir kiime olsun. 7 U{A} kiimesinin sonlu sayida elemaninin kesigiminin
bogkiime olamayacagini iddia ediyoruz. Nitekim boyle bir kesisim, F' € F igin
FN A= @ bigciminde olmak zorundadir; buradan da F’nin sonlu olmasi ge-
rektigi cikar ve bu, Ornek 26.2 ile celigir. Demek ki Onsav 26.1’e gore FU{A}'y1
igeren bir filtre vardir. Ama F maksimal bir filtre oldugundan, bundan A € F
oldugu anlagilir. O
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Onsav 26.3. F bir filtre olsun. F’nin bir ultrafiltre olmasi i¢in yeter ve gerek
kosul her A C N i¢in ya A’nin ya da timleyeninin F’de olmasidur. (Ikisi birden
F’de olamaz.)

Kanit: Her A C N igin ya A’nin ya da tiimleyeninin F’de oldugunu varsa-
yalim. F;, F’den daha biiyiik bir filtre olsun. A € F; \ F olsun. O zaman
varsayimimizdan dolayr A¢ € F olur. Demek ki hem A hem de A€ altkiimeleri
F1'in elemani. Buradan da A ve A“nin kesigimi olan bogkiimenin F7’in bir
eleman1 oldugu cikar, geligki.

Simdi F’nin bir ultrafiltre oldugunu varsayalim. A ¢ F olsun. O zaman,
Onsav 26.1%¢ gore F U {A} kiimesinin sonlu sayida elemaninin kesigimi bog-
kiime olmali. Boyle bir kesisim de bir F' € F igin F N A bigiminde olmali.
FNA= 2 oldugundan, ' C A¢ olur. Buradan da A€ € F c¢ikar. O

Onsav 26.4. F bir filtre olsun. F’nin bir ultrafiltre olmas: i¢in yeter ve gerek
kosul, AN B = N egitligini saglayan her A ve B kimelerinden birinin F ’de
olmasidar.

Kanit: Eger kosul saglaniyorsa, bir 6nceki 6nsavdan dolay1 F bir ultrafiltredir.
Simdi F'nin bir ultrafiltre oldugunu varsayalim ve ANB = N egitligini saglayan
A ve B kiimeleri alalim. Diyelim A ¢ F. Bir 6nceki 6nsava gore A° € F. Ama
A¢ C B oldugundan bundan B € F cikar. g

Simdiye kadar basat olmayan bir ultrafiltre 6rnegi gérmedik. Boyle bir
ornek gormeyecegiz de. Bagka kitaplara bakmanizin da bir yarar1 yok, ¢iin-
kii kimse bagat olmayan bir filtre gormemistir, géremez ve dolayisiyla gostere-
mez de, ¢linkii bagat olmayan ultrafiltrelerin varligi Segcim Aksiyomu, daha
dogrusu Zorn Onsav (Onsav 27.4) ile kanitlanir ve Se¢im Aksiyomu’yla var-
lig1 kanitlanan nesneler ele avuca gelmeyen sadece teorik olarak varhigini bile-
bilecegimiz nesnelerdir. (Bu konu hakkinda bir baglangi¢ igin [N3]’e bakimz.)

Teorem 26.5. Her filtre bir ultrafiltreye genisletilebilir.

Kanit: Fy bir filtre olsun. Z, Fy filtresini kapsayan filtrelerden olugan kiime ol-
sun. Z’nin maksimal bir elemanini bulmaliy1z. Bunun igin (bir sonraki béliimde
ele aldigimiz) Zorn Onsavi’mi kullanacagiz?®.

Fo € Z oldugundan, Z # & olur. Z’yi altkiime olma iligkisiyle siralayalim,
ustkiimeler biiytik, altkiimeler kiigiik olsun. Z’den herhangi bir C zinciri alalim,
yani C, Z'nin tamsirall bir altkiimesi olsun. UC, yani |Jzco F de Z’dedir;
nitekim UC kiimesinin F1, F2 ve F3 kosullarini sagladigim1 kanitlamak ¢ocuk
oyuncagl. Demek ki Z kiimesine Zorn Onsavi'm (Onsav 27.4) uygulayarak
maksimal bir elemaninin oldugunu anlariz. i

4Zorn Onsavi’m bilmeyen ya da hemen simdi 6grenmek istemeyen okur, bu teoremi
kanitsiz kabul edebilir, Zorn Onsavi bu boliim boyunca bir daha kullanilmayacaktir.
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Sonug 26.6. Basat olmayan ultrafiltreler vardar.

Kanit: Bir o6nceki teoreme gore Fréchet filtresini kapsayan bir ultrafiltre
vardir. Ornek 26.7’ye gore bu ultrafiltre bagat olamaz. O

Bagat olmayan ultrafiltrelerin varligin1 kanitladiktan sonra siradigi sayilarin
ingasina gecebiliriz.

26.4 Siradig1 Sayilar

F herhangi bir filtre olsun. (ileride F’yi bagat olmayan bir ultrafiltre olarak
alacagiz, ama hentiz degil.) (x,), ve (yn)n iki gercel say1 dizisi olsun. Eger

{neN:z,=y,} €F
ise, bu iki diziye denk diyelim ve bunu
(@n)n = (Yn)n
olarak gosterelim.

Onsav 26.7. Yukarida tanwmlanan = iliskisi RN kimesi tizerine bir denklik
iliskisidir.

Kanit: N € F oldugundan her dizi kendisine denktir. Elbette (z,,)n = (Yn)n
ise (Yn)n = (Tn)n olur. Simdi (2,)n = (Yn)n ve (Yn)n = (2n)n varsaymmlarim
yapip, (€n)n = (zn)n iligkisini kanitlayalim. Varsayima gore,

A={neN:zx, =yt e FveB={neN:y,=2z,} €F
olur. Demek ki AN B kiimesi de filtrenin bir elemani. Ama
ANBC{neN:xz, =2z,}
oldugundan (esitlik olmak zorunda degil), bundan,
{neN:z, =2z} €eF

gikar ve boylece (x,,)n = (2n)n iligkisi kanitlanmig olur. O

Bir 2 = (75)n € RY elemanimin denklik sinifim
[z] = [zn]n
olarak gosterecegiz, yani

[2] = [#n]n = {(yn)n € R" : (Zn)n = (Yn)n} ={y € RY:z = y}
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olacak. Denklik simiflarimin kiimesini R 7 ya da daha sade bir yazihmla R olarak
gosterecegiz:

R=RY/=={[z]: 2z eRY}
olacak®. F bir ultrafilre oldugunda, R kiimesinin elemanlar1 “siradigi sayilar”
adin1 verecegimiz yeni sayilarimiz olacak. Ilk olarak bu yeni sayilar tizerine
toplama ve carpma iglemlerini tanimlayalim.

RN kiimesi tizerine tanimlanmig toplama ve carpma islemlerimiz var: Iki
diziyi terim terim toplayip carpmak. (Bu iglemlerle R™ degismeli bir hal-
kadir.) RY {izerine tanimlanmis bu toplama ve carpma islemlerini R fizerine
yansitacagiz. Amacimiz toplama ve ¢arpmayi

[z] + [y] = [x + y] ve [z][y] = [zy]

olarak tanimlamak. Ama 6nce bu tanima hakkimizin oldugunu kanitlamaliyiz.
Bunun i¢in asagidaki sonuca ihtiyacimiz var:

Onsav 26.8. z, y, 2/, ¥ € RN olsun. Ejer v = ' ve y =y oluyorsa, z+y =
2+ vexy =2’y olur.

/

Kanit: © = (xp)n, ' = (2))n, ¥ = Yn)n, ¥ = (¥),)n tanmmlarimi yapalim.

Varsayima gore,
A={neN:z,=a,}eFveB={neN:y,=y,} €F
olur. Ama AN B € F ve
ANBC{neN:z,+y, =2, +y,}

oldugundan,
meN:z,+y, =2, +y,} €F
olur. Demek ki x + y = 2’ +v/. Aym kamt carpma icin de gecerlidir. 0
Bu 6nsav sayesinde R kiimesi {izerine toplama ve ¢arpma tanimlayabiliriz:
Her z, y € RY icin,
[z] + [y] = [z +y] ve [2][y] = [xy].
Bir baska deyisle, eger o, 8 € R ise, o ve 8’y1 toplayp carpmak icin herhangi

(Zn)n € a ve (yn)n € B segelim ve a + B ve af elemanlarim

a+ B = [Ty + Ynln ve aff = [Tnyn]n

®Biraz soyut cebir bilene not: I(F) = {(zn)n € R" : {n € N: z, = 0} € F} olsun. I(F),
R™ halkasmin bir idealidir ve RV halkasimin her ideali bir F filtresi icin I(F ) bi¢imindedir.
Yukarida tanimlanan R, R/I(F) boliim halkasmdan bagka bir sey degildir. R iizerine halka
islemleri birazdan tanimlanacak.
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olarak tamimlayalim; tamm, (x,), € a ve (yn), € [ dizilerinin se¢iminden
bagimsizdir.

Bu iki iglemle birlikte R kiimesinin bir halkaya dontigtiigiinii gostermek
¢ok kolay; nitekim R’de evrensel olarak dogru olan her esitligin R'de de
dogru oldugu kolaylikla goriilebilir. Ornegin R’de her z ve y icin zy = yx
oldugundan, R halkas: da degismeli bir halkadir. R halkasmm sifir elemani
[s(0)]’dir, yani sabit 0 dizisinin smifi. Carpmanin etkisiz eleman da sabit 1
dizisinin siufi olan [s(1)] elemamdir. R kiimesinin toplama ve ¢arpma icin
etkisiz elemanlarimi da 0 ve 1 olarak gosterecegiz, yani 0 = [s(0)] ve 1 =
[s(1)] anlagmalarimi yapiyoruz. Zaten birazdan R cismini R halkasmimn icine
gomecegiz.

Ama “her x igin 6yle bir y var ki” tiiriinden “evrensel” olmayan 6nermeler
R’de dogru olsa bile R’de dogru olmayabilirler. Ornegin bu iglemlerle R’nin
cisim oldugu her filtre i¢in dogru degildir, sadece ultrafiltreler i¢in dogrudur.
Bu konuya ileride tekrar donecegiz.

Aligtirmalar
26.8. (zn)n € RY icin —[@n]n = [—Zn]n esitligini kanitlaym.
26.9. R halkasmin carpma igin tersinir elemanlar kiimesinin,
R* = {[#n]n : {n €N: 2, #0} € F}
kiimesi oldugunu gosterin. Eger F Fréchet filtresiyse, R halkasimn cisim olmadigini
gosterin. Eger |A] > 1 igin F = F(A) ise, R halkasinin cisim olmadigim gosterin.

26.10. R halkasinm bir cisim olmas: igin yeter ve gerek kosulun F filtresinin ultrafiltre olmasi
oldugunu gosterin.

26.11. Eger A C N ve F = F(A) ise R ~ [14 R oldugunu gésterin. Demek ki bu durumda
ilging bir yap1 elde etmiyoruz.

Yukaridaki 6nsav sadece toplama ve carpma icgin degil, R ya da daha genel
olarak R¥ {izerine tanimlanmis her fonksiyon icin gecerlidir. Mesela

sin:R—R

fonksiyonunu ele alalim. Once RV'den RN’ye giden ve gene sin olarak goste-
recegimiz bir fonksiyonu, her z = (x,,), € RY icin,

sinz = (sinxy,)n

olarak tanmmlayalim. (Terim terim tanim, aynen toplama ve carpma igin.)
Kolayca gosterilebilecegi iizere, her x, y € RY icin 2 = y ise sin z = siny olur.
Boylece

sin[z] = [sin z]

tanimini yapip
sin: R — R
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fonksiyonunu tammlayabiliriz. Eger cos fonksiyonunu da aym yontemle tanim-
larsak, okurun kolaylikla kanitlayabilecegi iizere, her a € R igin

2a=1

si~n20z + cos
olur®. Diger trigonometrik esitlikler de gecerlidir.
Ya da f(z,y) = sin(yexpz) + /1 + (22)¥ gibi R? {izerine tammlanmig
herhangi bir fonksiyon, RY iizerine “terim terim” tanimlanabilir:

f@,y) = f((@n)n, (Yn)n) = (f(@n, Yn))n-

Kolayca goriilebilecegi tizere © = 2’ ve y = y' oldugunda f(x,y) = f(2/,v)
olur. Bu sayede f: R? — R fonksiyonunu kullanarak,

f([=], ly]) = [f (2, 9)]

formiiliiyle f' : R2 — R fonksiyonunu tamimlama hakkim kendimizde buluruz.
Boylece sadece toplama ve carpma degil, R ya da bir R¥ {izerine tanimlanmig
her fonksiyon R ya da R* iizerine tanimlanabilir.

Simdi R cismini R halkas1 icine gomecegiz, i : R —» R fonksiyonunu, her
r € R igin,

i(r) = [s(r)]

olarak tamimlayalim (sabit r dizisinin sinif1). ¢’nin birebir bir fonksiyon oldugu
ve toplama ve ¢arpmayla uyumlu oldugu, yani her r1, ro € R i¢in

i(r1 +r2) =i(r1) +i(re) ve i(rire) = i(r1)i(ra)

esitliklerini sagladig1 bariz. Boylece R cismi, R cisminin icine gomiiliir. Isimize
geldigi zaman [s(r)] yerine r yazip R’yi R halkasimn bir althalkas: olarak
gorecegiz’ .

Boylece R’yi iceren bir R halkas: bulduk. Ayrica R¥ {izerine tanimlanmsg
her reel fonksiyon R¥ halkasma (deger kiimesi R olacak sekilde) genigletilebilir.

Simdi siralamaya gelelim. Burada biraz zorluk yasayacagiz, her sey yu-
karidaki kadar kolay olmayacak. R {izerine tanimlanmig bildigimiz < sirala-
masim R iizerine tanimlamaya cahsalim. Tanimimiz su sekilde olmah elbet:

Once bu tammm gegerli bir tamm oldugunu gosterelim.

SBuradaki 1, R’nin 1’dir tabii, yani [s(1)] elemandr.

"Matematikte bu tiir “ézdeslestirmeler” sik sik yapilir. Ornegin, sabit polinomlarla sayilar
arasinda bir fark gozetilmez, oysa ayni sey degildirler. Hatta bazen 6zdeglestirme abartilir
ve dogru olmamasina ragmen her polinom bir fonksiyon olarak algilanir.
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Onsav 26.9. (2,)n, Un)n, (@)n, W) € RY olsun. Eger (z,)n = (),

n

(Yn)n = (Yh)n ve{n € N:x, <y,} € Fise {n e N: x| <y} €F olur.
Kanit: Su tamimlar yapalim:

A = {neN:z,=2a},

B = {neN:y, <y,},
C = {neN:z, <uy,},
D = {neN:a, <y}

Varsayimlara gore A, B, C' € F. Gostermemiz gereken D € F. Ama
ANBNCCD

oldugundan bu bariz. O

Demek ki egitsizlik tanimimiz gecerli, R iizerine tanimlanmig < esitsizlik
iligkisini R halkas: {izerine tanimlayabiliyoruz. Simdi bu tanimin R iizerine bir
siralama verdigini gostermek gerekiyor. Tanimin bir siralama verdigini goster-
mek oldukca kolay, ama her zaman bir tamsiralama olmuyor ne yazik ki, yani
herhangi iki elemam her zaman kargilagtiramayabiliyoruz. Ornegin x = [(—=1)"]
ve y = [(—1)""!] elemanlarindan birinin digerinden daha biiyiik olmasi i¢in 2N
ve 2N + 1 kiimelerinden biri F’de olmali, ama mesela F Fréchet filtresiyse bu
dogru degil. Bu siralamanin bir tamsiralama olmasi i¢in F’nin bir ultrafiltre
olmasi gerekiyor.

Onsav 26.10. Yukaridaki tanim R dizerine bir siralama tansmlar. Bu sirala-
manwn bir tamsiralama olmast i¢in yeter ve gerek kosul F ’nin bir ultrafiltre
olmasaidar.

Kanit: Tanimlanan ikili iligkinin bir siralama oldugu agikar. Eger F bir ult-
rafiltreyse siralamanin bir tamsiralama oldugunu gosterelim. Bu amagla R
kiimesinden iki [z, ve [yn]n eleman: alalim.

A={neN:z, <y,}veB={neN:y, <z,}

olsun. A ve B’den birinin F’de oldugunu gostermeliyiz, ki iki elemandan biri
digerinden kiigiikesit olsun. Elbette A U B = N olur. Onsav 26.4’ten dolay1 ya
A ya da B kiimesi F’dedir. O

Bir bagka benzer sonug:

Onsav 26.11. R halkasinin bir cisim olmast icin yeter ve gerek kosul F ’'nin
bir ultrafiltre olmasidar.
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Kanit: Diyelim F bir ultrafiltre. o = [a,],, € R\ {0} olsun. O zaman
{neN:a,=0}¢F
olur. F bir ultrafiltre oldugundan, Onsav 26.4’¢ gore
A={neN:a, #0} € F
olur. Simdi

b a,! eger n € A ise
"1 0 egernd Aise
ve B = [by]n olsun.
{neN:ab,=1}=A€eF

oldugundan a8 = 1 olur. )

Simdi R halkasinin bir cisim oldugunu varsayalim. A C N olsun. Onsav
26.4’¢ gore A ya da A° kiimelerinden birinin F’de oldugunu gostermeliyiz.
Diyelim A ¢ F; bu durumda A¢ € F oldugunu gostermeliyiz.

_ | 0 egernec Aise
=1 eger n € A ise
ve o = [ap]y olsun. A € F oldugundan, o # 0. Demek ki af = 1 esitligini
saglayan bir 8 = [b,], vardir. Dolayisiyla
{neN:ayb, =1} € F.
Bu da, a,’nin tanimina gore,
{neN:a,=b,=1} € F
demek. Ama
{neN:a,=05b,=1} C A°
Demek ki A¢ € F. O

Onceki iki dnsava gore, eger F’yi bir ultrafiltre olarak ~z’;Lhrsak, R halkast
sirali bir cisim olur. Eger F bagat olmayan bir ultrafiltreyse, R’de sonsuz kiigiik
pozitif elemanlarin varhgini géstermek hig zor degil. Mesela

e=[1,1/2,1/3,1/4,1/5, ...]

olsun. Elbette € > 0 olur®, ciinkii dizinin istisnasiz her terimi 0’dan biiyiik.
Ayrica € < 1 olur, ¢linkii F bagat olmayan bir ultrafiltre oldugundan, Onsav
26.2’ye gore,

{neN:1/(n+1) <1} =N\ {0} ¢ F

8Buradaki 0 eleman, R cisminin sifir elemanidir, yani toplama i¢in etkisiz elemandir, yani
sabit 0 dizisi olan s(0)’in siifidir.
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olur. Benzer nedenden 2¢ < 1 olur, nitekim
2¢ =1[2,2/2,2/3,2/4,2/5, ...]

ve

{neN:2/(n+1) <1} =N\{0,1} e F

olur. Aym yontemle, her k£ € N igin ke < 1 olur, ¢iinkii
ke = [k, k/2, k/3, k/4, k/5, ...]

ve

{neN:k/(n+1) <1} =N\{0,1,...,k—1} e F
olur. Bulduklarimiz1 6zetleyelim.

Teorem 26.12. R, sonsuz kiciik pozitif bir eleman iceren ve Ryi (ya da
R nin bir kopyasini) swraly bir altcisim olarak igceren swraly bir cisimdir. O

R iizerine tanimlanmig (toplama ve garpma gibi) tiim fonksiyon ve (esit-
sizlik gibi) tiim iligkilerin tanimim R {izerine genisletebilirdik. Nitekim sin
fonksiyonunu R’den R halkasina genisletmistik. Ayn1 yontemle exp x fonksi-
yonunu, hatta RZY iizerine tammlanmig /z fonksiyonunu da R=9 kiimesine
genisletebiliriz. Tiim bu fonksiyonlarla ilgili tiim 6nermeler R’de dogruysa R’de
de dogru olur, yeter ki énerme sadece elemanlardan (altkiimelerden degil)
sozetsin. Mesela R tizerine tamimlanmig exp fonksiyonu, aynen R’de oldugu
gibi birebirdir ve imgesi R>? olur. Bu konuda daha fazla kelam bu kitabmn
siirlarini asacagindan, bu konuyu burada kapatiyoruz.

Not. Bu boliimde dizilerle galismaya basladik ve filtrelerimizin tabani N idi.
Bu boliimde yapilan istisnasiz her seyi N yerine herhangi bir sonsuz I kiimesi
icin de yapabilirdik.

26.5 Sinirh Sayilar

R’yi R cisminin bir althalkas: olarak goriiyoruz, bunu artik bir defa daha tek-
rarlamayacagiz.

Eger ¢ sonsuz kiiciik bir elemansa, her n € N dogal sayisi i¢in ne < 1
olur, dolaysiyla 1/¢ > n olur. Demek ki 1/e her dogal sayidan daha biiyiik
bir sayidir, herhangi bir dogal say1, ya da gercel sayi ile iistten sinirlanamaz.
Bu son altboliimde “iistten bir gercel sayiyla sinirlanmak” konusunu kisaca ele
alacagiz ve siradigi sayilarla limit kavramini kullanmadan nasil tiirev alinabi-
lecegini gosterecegiz.
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Her fonksiyonu oldugu gibi mutlak deger fonksiyonunu da (terim terim
tanimlayarak) R’den R’ye genigletebiliriz: Eger x = [z,], ise, |2] = [|zn|]n
olsun. Kolayca goriilecegi tizere R tlizerinde de R’de oldugu gibi

|z| = max{z, —x}

esitligi gegerlidir.
Bir x € R elemani alahm. Eger bir r € R i¢in

x| <

oluyorsa, 2'e swnarl eleman adi verilir. Ornegin R'nin elemanlar ve son-
suz kiigiikk elemanlar simirhdir. Smirh elemanlar kiimesi bir althalkadir (yani
toplama, ¢ikarma ve garpma altinda kapalidir ve 0 ve 1’1 icerir) ama bir ci-
sim degildir, 6rnegin 0 < e bir sonsuz kiiglik elemansa, 1/¢, her dogal sayiy1
agtigindan simirli bir eleman degildir. Ustten simirh elemanlar kiimesini R ola-
rak gosterelim. Sonsuz kiigiik elemanlar kiimesini de [ ile gosterelim. I kiimesi
toplama ve carpma altinda kapalidir, hatta 931 C I olur®.

Onsav 26.13. R=R+ ] olur; hatta her x € R elemany bir ve bir tek r € R
ve € € I i¢in r + e olarak yazlur'©.

Kanit: R+ I C fA igindeligi bariz. Jimdi x € R olsun.
Alz) ={reR:r <z}

olsun. z, sinirll bir eleman oldugu icin, A(z) tstten simurh ve bog olmayan
bir gercel say1 kiimesidir. SUP aksiyomuna gore en kiiclik {istsinir1 vardir. O
tstsiira r diyelim. (Dikkat: » > z olabilir. Ornegin 7 € R ve € € 9 olsun.
x = r — € tammmini yapalim. O zaman A(z) = (—oo,r) ve sup A(z) =r >
olur.)

Simdi r —2’in bir sonsuz kii¢lik oldugunu kanitlayacagiz. Diyelim bir n € N
icin

njr—z| >1

oluyor. Eger r—x > 0 ise, r—x = |[r—x| > 1/n, yani x < r—1/n olur; ama bu
da r = sup A(z) tammuyla geligir. Eger r — x < 0 ise, n(x — r) = n|r — x| > 1,
yani z > r+ 1/n olur; dolayisiyla sup A(z) =r < r+1/n € A(z) olur, celigki.
r — x’in sonsuz kiigiik oldugunu kanitladik.

Boylece z = r+(z—1) € R+1 elde ettik ve R = R+ 1 esitligini kamtlamis
olduk.

9Soyut cebir bilenlere: Yani I, R halkasinin bir idealidir ve R/I ~ R olur. Ama birazdan
bundan daha giiclii bir sey kanitlayacagiz.

1930yut cebir bilenlere: Bu énsav, toplama iglemi altinda bir grup olarak 9t grubunun R@ I
grubuna esit oldugunu soylemektedir.
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Son olarak: Eger r, 7’/ € Rve ¢, € € I igin 7 + € = r' + € olsaydi, o zaman
r—r' =€ —-—eecRnNI={0},

yani r =1’ ve e = € olur. O

Eger x € Rise ve r € Rve e € [ icin x = r + € ise, r'ye 2’in swradan
kisma ya da standart kisma adi verilir ve r = st(z) yazilir. Simdi f(x) = 22
fonksiyonunu ele alalim ve herhangi bir a € R ve € € T\ {0} i¢in

(Mot =gt

€

sayisini hesaplayalim:

fla+¢€) — f(a) _ (a+ €)% —a? _ (a? + 2a€ + €?) — a? _ 2a€ + €2

=2a+e€

€ € €

st (f(a+6) - f(a)> _ 9

€

oldugundan,

olur. Bu sonug sizi pek sagirtmamis olmali. Eger f : R — R fonksiyonu
bir a € R noktasinda tiirevlenebilirse, o zaman f fonksiyonunu (terim terim
tanimla) 6nce R cismine genisletelim, sonra herhangi bir € € I\ {0} igin

%<ﬂa+a—fm»

sayisini hesaplayalim,

bulunacaktiri!.

Son S6z. 1960’larin baginda Abraham Robinson’un buldugu bu konuyla ilgili
bugiin artik bir¢ok kitap bulabilirsiniz. Bu konuda yazilmig ilk makale [R1],
ilk kitap ise [R] idi. Konunun tarihi ve felsefesi igin Joseph W. Dauben’in
http://www.mcps.umn.edu/philosophy/11_7dauben.pdf makalesinden ya-
rarlanabilirsiniz. Sadece matematik acisindan degil, matematikte yaraticilik
ve matematik felsefesi agisindan da son derece ilging ve derin bir konudur.

M #'(a), iigiincii ciltte ele alacagimiz f’nin a’daki tiirevidir.






27. Zorn Onsavi

Zorn Onsav, va da ona egdeger olan Se¢im Aksiyomu matematigin en tartig-
mali 6nermelerindendir. Tk kez 1904’te Zermelo tarafindan ifade edilen Secim
Aksiyomu, elemanlari bog olmayan kiimelerden olugan bir kiimenin her elema-
nindan bir eleman secebilecegimizi sdyler; daha dogru bir deyisle sunu soyler:
X bir kime ve X C p(X) \ {@} olsun; o zaman her A € X i¢in f(A) € A
onermesini saglayan bir f : X — X fonksiyonu vardir. Se¢im Aksiyomu, “bog
olmayan kiimelerin kartezyen ¢arpimi bog degildir” énermesine egdegerdir, biri
dogruysa digeri de dogrudur. Oldukca masum goriinen bu aksiyom kiimeler
kuramimin diger aksiyomlarimdan bagimsizdir (Kurt Goédel 1940 ve Paul Cohen
1963) ve sezgisel olarak ¢ok dogru gelen 6nermelerin kanitinda kullamldig: gibi,
“bu kadar1 da olamaz” dedirten, sezgilere ters gelen 6nermelerin kanitinda da
kullanilir.

Matematigin ¢ok genig bir alaninda Se¢im Aksiyomu’na gerek duyulmaz-
ken, oOzellikle cebir ve analiz gibi énemli konularin biraz derinliklerine inil-
diginde, Secim Aksiyomu ya da Secim Aksiyomu’na denk olan Zorn Onsavi
kullanilarak rahat bir nefes alinir, ¢linkii bagka tiirli kanitlanamayacak (ama
kamtlamay1 ¢ok istedigimiz) 6nermeler Zorn Onsav1 sayesinde kamtlanabilir.

Secim Aksiyomu’nun (ya da Zorn Onsavi’nm) pratikte hicbir yarar ola-
maz, Ornegin miihendislikte ya da fizikte kullanilamaz, giinliik yagama bir
etkisi olamaz, ama Segim Aksiyomu’nu varsaymak hi¢ kusku yok ki mate-
matigi zenginlestirir. Zaten bu zenginlik sayesinde (ya da yliziinden!) ge¢migte
biiyiik tartigmalara yol agan Se¢im Aksiyomu’'nu bugiin hemen her mate-
matikci kabul eder. Gene de, eger miimkiinse, matematikgiler teoremlerini
Secim Aksiyomu kullanmadan kanitlamay: tercih ederler, ancak son gare ola-
rak Se¢im Aksiyomu’na bagvururlar. Hatta bazilari teoremin bagina, “Axiom
of Choice” anlamina gelen (C) ya da (AC) ibaresi koyarak Se¢im Aksiyomu’nu
kullandiklarini 6zellikle ifade ederler.

Secim Aksiyomu konusunda daha fazla bilgi almak isteyenler bagka kay-
naklara bagvurabilirler ([N3]’ten baglanabilir, ama yetmez). Biz burada Segim
Aksiyomu’nu degil, ondan ¢ok daha kullamigh oldugunu diigiindiigiimiiz (ve
siradigt sayilart inga ederken gegen bolimde kullandigimiz) Zorn Onsavimi
konu edecegiz.
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27.1 Bazi Problemler

27.1.1 Imkéansiz Bir Problem

Imkéansiz bir problemle baglayalim: Gergel sayilar kiimesi R’nin maksimal bir
sonlu altkiimesini bulmaya ¢aligalim...

Dogru anladiniz! Dedigimiz gibi imkansiz bir problemi ¢ézmeye ¢aligacagiz.
Gercgel sayilardan olusan 6yle bir sonlu kiime bulmaya calisacagiz ki, bu kiime-
den daha fazla gercel say1 iceren hicbir gergel say1 kiimesi sonlu olamasin...

Boyle bir kiime olamaz elbet. Eger bir kiimenin sonlu sayida elemani varsa,
bu kiimeye yeni bir eleman ekleyerek ondan daha biiyiik ama gene sonlu sayida
elemani olan bir bagka kiime elde ederiz. Biz gene de boyle bir kiime bulmaya
calisalim.

R’nin tum altkiimeleri

Olsalardi, en biiyiik sonlu altkimeler burada (sinirda)
olacaklardi. Yeni bir eleman daha eklendiginde
bu kiimeler sonsuz olacaklardu...

R’nin sonlu altkiimeleri

Aradigimiz, “en biiyilk” sonlu kiime degil, yani tiim sonlu kiimeleri altkiime
olarak iceren sonlu bir kiime aramiyoruz. Sadece o sonlu kiimeden daha biiyik
bir sonlu altkiime olmamasini istiyoruz. Arada énemli bir fark var.

R’nin sonlu bir altkiimesini alalim. Eger bu kiime R’nin maksimal bir sonlu
altkiimesiyse igimiz ig. Degilse (ki degildir!) o zaman bu kiimeden daha biiyiik
ama hala sonlu bir kiime daha vardir. (Kiimelerimiz hep R’nin altkiimeleri
olsunlar, artik bunu siirekli tekrarlamayalim.) Simdi eskisinden daha biiyiik
olan bu yeni kiimeye bakalim. Bu yeni kiimenin maksimal sonlu kiime olma
olasiligi eski kiimeye gore daha yiiksek tabii... Eger bu yeni kiime maksimal bir
sonlu kiimeyse, isimiz is, istedigimizi elde ettik. Degilse, o zaman bu kiimeden
daha biiyiik sonlu bir kiime daha vardir (ki var, biliyoruz). Simdi bu en yeni
sonlu kiimeye bakalim, acaba bu en yeni sonlu kiime maksimal bir sonlu kiime
mi? Eger Gyleyse maksimal bir sonlu kiime bulduk ve sorunumuzu hallettik.
Degilse, bu kiimeden daha biiylik bir sonlu altkiime vardir. Simdi bu sonlu
altkiimeye bakalim, acaba bu en gicir sonlu kiime maksimal bir sonlu altkiime
mi?..
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Birinci kiimemize Ag diyelim. Eger A, R’nin maksimal bir sonlu altkiime-
siyse, sorun yok. (Ama olmadigini biliyoruz; eger a, Ap’da olmayan bir gercel
sayiysa, Ag U {a}, Ap’dan daha biiyiik sonlu bir kiimedir.) Diyelim sansimiz
yaver gitmedi (!) ve Ag, R'nin maksimal bir sonlu altkiimesi degil, ondan daha
biiyiik sonlu bir kiime var. Ap’dan daha biiyilik sonlu bir kiime alalim ve bu
kiimeye A; diyelim. A1, maksimal bir sonlu kiime degilse, A;’den daha biiyiik
sonlu bir kiime vardir. Bu kiimeye de As diyelim. Bunu boylece siirdiirebiliriz:

Ay C A C Ay C A3 C...CA,.

Bunlarin biri maksimal bir sonlu kiimeyse imkansiz problemimizi ¢ézdiik de-
mektir. Ama degilse iglemi sonsuza kadar siirdiirebiliriz. Stirdiirelim:

Ay C A CAyCA3C...CA,C...

Boyle bir diziye zéncir adini verelim.

Yukaridaki zincirin A, “halkalar1’” sonlu gercel say1 kiimeleri. Herbirinin
bir 6ncekinden daha fazla elemani var. Dolayisiyla higbiri maksimal bir sonlu
kiime degil. Bunlarin herbirinden daha biiyiik ama hala sonlu bir gercel say1
kiimesi bulup bu kiimenin maksimal bir sonlu kiime olup olmadigina bakalim...
Bulacagimiz bu yeni kiime A,,’lerin hepsini (altkiime olarak) igermek zorunda
oldugundan sonlu olamaz maalesef. Ama olsaydi ne giizel olurdu... Bu, biitiin
Ay’leri iceren sonlu kiimeye A, der ve kaldigimiz yerden devam ederdik...
Durum s6yle olurdu:

AyC AL CAyCA3C...CA,C...CA,.

Eger A, maksimal bir sonlu kiimeyse sorunu ¢ézmiig olurduk. Degilse (ki degil,
¢iinkii A, sonlu bile degil), o zaman A, ’dan daha biiyiik sonlu bir kiime bulur
ve ayni iglemi maksimal bir sonlu altkiimeye toslayana dek stirekli tekrarlardik.
Bir zincire geldigimizde ise zincirin bilegimini iceren sonlu bir kiime bulmay1
umup gene yolumuza devam ederdik. Bu yontemi hi¢ durmadan tekrarlayarak
maksimal bir sonlu kiime bulmaya ¢alisabilirdik.

Ama ne yazik ki bunlar hayal, biitiin A,,’leri igeren A,, gibi sonlu bir kiime
yok evrende.

Gene de yukaridaki fikrin basariya ulasacagi durumlar olacaktir. Bizi izle-
meye devam edin!

27.1.2 Cok Kolay Bir Problem

Gene ¢ok kolay bir problem ele alalim, ama bu sefer liitfen ¢6ziimii olsun! Bu
sefer R'nin 1’i icermeyen maksimal bir altkiimesini bulalim.

Gergekten ¢ok kolay bir problem bu. Tek bir ¢oziimii var: R\ {1}. Yani
bu sefer sadece maksimal degil, gercekten de kogulumuzu saglayan en biiyiik
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altkiime var. Ama biz bu ¢oziimii bilmedigimizi varsayarak yukaridaki yontemi
deneyelim.

R’nin 1’i igermeyen herhangi bir altkiimesinden baglayalim. Bu altkiime
boskiime de olabilir, {0} ya da {7} kiimesi de olabilir, hatta, sans bu ya,
R\ {1} kiimesi de olabilir; 6nemli olan 1’i icermemesi. 1’i icermeyen bu ilk
kiimeye Ag diyelim. Eger A kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimeyse,
o zaman keyfimize diyecek yok, problemi ¢ozdiik. Ama diyelim Ay kiimesi
1’i icermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman Ag’1 igeren ve Ap’dan daha
fazla elemam olan ama 1’1 icermeyen bir A; kiimesi vardir. Eger A; kiimesi
1’i icermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir.
Ama diyelim A; kiimesi 1’i igermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman
A’ igeren ve Ap’den daha fazla elemani olan ama hala daha 1’i icermeyen
bir A, kiimesi vardir. Eger Ay kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir kiimeyse, o
zaman problemimizi ¢ézdik demektir... Bunu boylece devam ettirelim. Eger
belli bir asamada, diyelim n’inci agamada A,, kiimesi 1’i icermeyen maksimal
bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢dzdiik demektir... Diyelim higbir A,
1’i igermeyen maksimal bir kiime degil, siirekli daha biiytligiinii buluyoruz.
Durumu resmedelim:

AyCA L CAyCA3C...CA,C...

ve Ozetleyelim: Bunlarin hepsi gercel say1 kiimeleri ve higbiri 1’1 icermiyor ve
herbirinin bir 6ncekinden daha fazla elemani var.

Bunlarin herbirinden daha biiyiik ve 1’i igermeyen bir kiime bulup bu
kiimenin 1’1 icermeyen maksimal bir kiime olup olmadigina bakalim. Bulacagi-
miz bu yeni kiimenin A,,’lerin hepsinden daha biiyiik olmasini istedigimizden,
Ay’lerin hepsini altkiime olarak kapsamak zorundadir. Bir onceki ornekte
Ay ’lerin hepsinden daha biiyiik ve sonlu bir kiime bulamamigtik, yoktu 6yle
bir kiime, bakalim gimdi bulabilecek miyiz? Heyecan dorukta!

Biitiin bu A, ’lerin bilesimini alirsak, A,’lerin hepsinden daha biiyiik bir
kiime elde ederiz elbet. Ayrica, Ay ’lerin higbiri 1’1 eleman olarak igermedigin-
den, A,’lerin bilesimi de 1’i eleman olarak icermez. Ne giizel!

Demek ki tiim A, ’leri altkiime olarak igeren ama 1’i eleman olarak icer-
meyen en az bir kiime vardir. A, bu kiimelerden biri olsun. Ornegin,

Aw:UAn

neN

olabilir, ama bundan daha biiyiik bir kiime de olabilir, ne oldugu pek 6nemli
degil, 6nemli olan A, ’nin A, ’lerin hepsini altkiime olarak igermesi ve 1’i iger-
memesi.
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RA (1) R’nin 1’i igermeyen
altkiimeler1

Kaldigimiz yerden Ag yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi 1’1 iger-
meyen maksimal bir kiimeyse, o zaman bagariya ulagtik demektir... Degilse,
A,’y1 altkiime olarak igeren ama A,’dan daha biiyiik olan ve 1’1 igermeyen
bir kiime var demektir. Bu kiimeye A,4+1 diyelim. Okur tahmin ediyordur
bundan sonra ne yapacagimizi. Eger A, 11 kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir
kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zditk demektir... Degilse, A,,41’in, Ay41’den
daha biiylik ve 1’1 igermeyen bir iistkiimesi var demektir. Bu kiimeye A, 2
diyelim... Bunu bdylece siirdiiriiriiz... Eger

Ay CApy1 CAuia C ... CApin C ...

zincirinin A4, halkalarindan higbiri 1’i igermeyen maksimal bir kiime degilse,
bunlarin bilegsimi 6rnegin, 1’i icermeyen ve yukaridakilerin herbirinden daha
biiyiik bir kiimedir. Boyle bir kiimeye Ao, adini verelim. Eger As, kiimesi
1’i igermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiikk demek-
tir... Degilse, islemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir asamada, 1’i icermeyen
maksimal bir altkiimeye (yani R\{1}’e, ama sonucun bu oldugunu bilmiyormus
gibi davraniyoruz) rastlarsak o zaman gayretlerimiz amacina ulagmig demek-
tir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’i icermeyecek bigimde biiytitebiliyorsak,
bir adim ileri gidelim. Bagariya ulasmadigimiz stirece hep ileri gidebilecegimizi
biliyoruz.
Agw C A2w+1 C A2w+2 cC...C A2w+n C...

Eger hep basarisizliga ugramigsak, bir sonraki agsamada bu kiimelerin bilegimini
iceren ama 1’i igermeyen herhangi bir kiime alip buna A3 diyelim ve yu-
karidaki gibi devam edelim.

Peki ama bu durmadan ileri gitmenin bir sonu gelecek mi? En sonunda,
gerekirse sonsuz hatta ¢ok sonsuz adimi agip R\ {1} kiimesine ulagabilecek
miyiz?

Bu sorunun yaniti hi¢ de bariz degil. R ¢ok biiytlik bir kiime oldugundan
(bkz. [SKK]) ulagmak istedigimiz R\ {1} kiimesi de bayag biiyiiktiir, sayilamaz
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sonsuzluktadir. (Bunun ne demek oldugunu bilmeyen umursamasin.) Yukari-
daki yontemle zaten bildigimiz R\ {1} ¢dziimiine ulagip ulagsamayacagimizdan
emin olamay1z.

27.1.3 Benzer Bir Problem

Bu sefer R’nin maksimal bir 6zaltkiimesini bulmaya calisalim. Yani R’nin 6yle
bir altkiimesini bulalim ki, R'nin bu altkiimeden daha biiyiik bir altkiimesi
R’ye esit olsun. Yaniti1 gene biliyoruz: Eger a, R'nin herhangi bir elemaniysa,
R\ {a} kiimesi R'nin maksimal bir 6zaltkiimelerinden biridir, R'nin ondan
daha biiytlik bir 6zaltkiimesi yoktur.

Bu sefer birden fazla yamit var, R'nin her a eleman i¢in bir ¢éziim (R\ {a}
¢O6ztimiini) bulabiliriz.

Ayni yontemi denersek bu sefer de birinci érnegimizdeki zorluga toslariz:
Eger

AyC Ay C Ay CA3C...CA,C...

her biri R'nin 6zaltkiimesiyse, bunlarin hepsini birden igeren bir kiime R’ye
esit olabilir, yani bunlarin hepsinin bilesimi R olabilir. Ornegin, n € N i¢in,

Ay, = (—o0, n)

araligiysa, bu A,’lerin hepsi 6zaltkiimedir, hicbiri maksimal bir 6zaltkiime
degildir, ama bilegimleri R’dir.

Bu zorlugu yenmek icin bu problemi bir 6nceki probleme doniistiirtip belli
bir a i¢in (a = 1 olabilir), bu belirlenmis a’y1 igermeyen maksimal bir altkiimeyi
bulmaya caligmaliyiz. Sans bu ya, a’y1 icermeyen maksimal bir altkiime R’nin
maksimal bir 6zaltkiimesidir.

27.1.4 Orta Zorlukta Bir Problem

Simdi bir bagka probleme el atalim. Bu problem daha zor olacak. Kesirli sayilar
kiimesi Q’niin ¢ikarma altinda kapali ve 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimesini
bulmaya calisalim. Yani 6yle bir M C Q kiimesi bulmaya caligalim ki,

1. Her z, y € M icin, x — y € M olsun.

2. 1 sayis1 M’de olmasin.

3. M, Q@'niin yukaridaki iki kogulu saglayan maksimal bir altkiimesi olsun.
Yani M C N C Q ise, N ya ¢ikarma altinda kapali olmayacak (yani birinci
kosulu saglamayacak) ya da 1’1 igerecek (yani ikinci kosulu saglamayacak).

“Maksimal” kogulundan vazgecip ilk iki kosulu saglayan bir kiime bulalim.
@ ya da {0} bu tir kiimelerdendir. Cift sayilar kiimesi 27 de gikarma altinda
kapalidir ve 1’i icermez. Bu iki 6zelligi saglayan herhangi bir kiime alalim ve
bu kiimeye Ay adini verelim. Eger Ag ilk iki kosulu saglayan maksimal bir
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kiimeyse sorun yok, ¢oziime ulagtik. Degilse, ilk iki kogulu saglayan ve Agp’dan
daha biiyiik bir A; C Q vardir.
Bu islemi siirdiirelim.

Ay C A CAyCA3C...C A,

kiimelerini elde ederiz. Amacimiza hentiz ulagmamigsak, yani A,, ilk iki kogulu
saglayan maksimal bir kiime degilse devam edelim. Sonlu bir agamada ilk iki
kogulu saglayan Q’niin maksimal bir altkiimesine rastlamamigsak soyle bir
zincir elde ederiz:

AyCAL CAyCA3C...CA,C...

Bunlarin her biri Q’niin 1’i igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali altkiimeleri,
ama hicbiri en bliyigii degil, yani her biri bir éncekinden daha fazla eleman
igeriyor. Bunlarin bilegimini alalim:

A, = U A,

neN

A, da 1’1 igermez, ¢iinkii A, ’lerin higbiri 1'i igermiyor. (A, nin 1’i igermesi
icin A, ’lerin en az birinin 1’1 icermesi gerekir.) Ayrica A, da ¢ikarma altinda
kapalidir. Bunu kanitlayalim. A,’dan iki eleman alalim, diyelim x ve y. Bu iki
eleman A,’da oldugundan, herbiri A, ’lerden birindedir, ama ikisi birden ayni
A, de olmayabilir, en azindan bundan heniiz emin degiliz (birazdan olacagiz
ama...) Diyelim,

r €A, vey € Ap,.

Simdi ya n < m ya da m < n. Durum z ve y acisindan simetrik oldugundan,
birinin digerinden fark: yok, dolayisiyla goniil rahathigiyla n < m egitsizligini
varsayabiliriz. Boylece,

re A, CA,

olur. Demek ki hem x, hem de y, A,,’deler. Ama A,, ¢ikarma altinda kapal.
Buradan z — y € A,, ¢ikar. Ama simdi, A, C A, oldugundan, z —y € A,
buluruz. Boylece A, kiimesinin ¢ikarma altinda kapali oldugunu kanitlamig
olduk.

Demek ki bir sonraki asamada A, kiimesini alabiliriz. Bu kiime A,,’lerin
hepsinden daha biiyiik, ayrica 1’i iceriyor ve ¢ikarma altinda kapali. Kaldigimiz
yerden Ag yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi, 1’i icermeyen ve
¢ikarma altinda kapali olan maksimal bir kiimeyse, o zaman isimiz bitti, is-
tedigimizi bulduk. Oyle degilse, o zaman, A,’y1 altkiime olarak iceren (yani
A, ’nin iistkiimesi olan) ama A, ’dan daha fazla eleman igeren 6te yandan 1’i
icermeyen ve gene ¢ikarma altinda kapali bir kiime var demektir. Bu kiimeye
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A1 diyelim. Eger A, kiimesi 1’i igermeyen ve ¢ikarma altinda kapal mak-
simal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Degilse, A,+1’in,
A,11’den daha biiyiik ve 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali bir {istkiimesi
var demektir. Bu kiimeye A,,1o diyelim... Bunu boylece siirdiiriiriiz... Eger

Ay CApy1 CApia C ... CAusn C ...

zincirinin A4, halkalarindan hicbiri 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali
maksimal bir kiime degilse, bunlarin bilesimi 6rnegin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali ve yukaridakilerin herbirinden daha biiytik bir kiimedir. Boyle
bir kiimeye Ao, adim verelim. Eger As, kiimesi 1’i igermeyen ve cikarma
altinda kapali maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir...
Degilse, igslemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir asamada, 1’i icermeyen ve
¢ikarma altinda kapali maksimal bir altkiimeye rastlarsak o zaman ¢abalarimiz
amacina ulagmig demektir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’1 icermeyecek ve
¢ikarma altinda kapali olacak bicimde biiytitebiliyorsak, bir adim ileri gidelim.
Hep ileri gidebilecegimizi biliyoruz.

Ay, C A2w+1 C A2w+2 C...C A2w+n C ...

Eger stirekli basarisizliga ugramigsak, bir sonraki asamada bu kiimelerin
bilegimini igeren ama 1’i igermeyen ve gikarma altinda kapali herhangi bir
kiime alip buna As, diyelim ve yolumuza devam edelim...

Bir zaman sonra istedigimiz kiimeye rastlayacak miyiz? Zor soru... Ayrica
“bir zaman sonra” ne demek?..

Bu ¢6ziim yontemini burada durdurup problemi bambagka bir yolla ¢oze-
lim.

Coziim: Yukaridaki yontemi terkedelim, belli ki bir yere varamayacak. Ara-
digimiz kiimelerden birini ayan beyan yazacagim:
p herhangi bir asal say1 olsun.

M = {pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bolmiiyor}

olsun. M c¢ikarma altinda kapalidir, bunu gérmek kolay. Ayrica M, 1’i de
icermez; c¢iinkii aksi takdirde, p’nin b’yi bolmedigi a, b € Z tamsayilar: igin
1 = pa/b olur, buradan pa = b ve p'nin b’yi boldiigi ¢ikar ki bunun bdoyle
olmadigim biliyoruz... Demek ki 1 ¢ M.

Simdi M’nin, Q’niin bu iki 6zelligi olan maksimal bir altkiimesi oldugunu
kanitlayalim. N, M’den daha biiyiik ve ¢ikarma altinda kapali herhangi bir
kesirli sayilar kiimesi olsun. 1’in N’de oldugunu kanitlayacagiz ve boylece is-
tedigimiz kamitlanmig olacak.

Once ¢gikarma altinda kapali kiimelerin ¢ok bilinen ve kolay kanitlanan bir
ozelligini verelim:
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Onsav 27.1. Eger N ¢ikarma altinda kapaliysa ve boskime degilse, o zaman
0 € N ve N toplama altinda da kapalidir. Ayrica —IN C N olur.

Kanmit: N # @ oldugundan, N’de en az bir eleman vardir. a ve b (birbirine
esit ya da degil) N'nin herhangi iki elemam olsun. N g¢ikarma altinda kapah
oldugundan, 0 =a—a € N, —a=0—-a &€ Nvea+b=a—(-b) € N olur.
Bunlar da istedigimizi kanitlar. d

Sonug 27.2. N ve M, Q’niin ¢ikarma altinda kapali iki altkiimesi olsun. M C
N vex € N ise o zaman M + Zx C N olur. O

Simdi biraz 6nce tanimladigimiz,
M = {pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bolmiiyor}

kiimesinin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal kesirli say1 kii-
mesi oldugunu kanitlayalim.

Teorem 27.3. Yukarida tanimlanan M kiimesi, 1% icermeyen ve ¢ikarma
altinda kapaly bir maksimal kesirli sayr kimesidir.

Kanit: N, M’nin ¢ikarma altinda kapali herhangi bir iistkiimesi olsun. Diye-
lim, N’de olan ama M’de olmayan bir x kesirli sayis1 var. a ve b tamsayilar1 i¢in
x = a/b yazalm. a ve b’nin birbirine asal olduklarini varsayabiliriz. =, M’de
olmadigindan, p, a’y1 bélmez. Demek ki a ve p birbirine asallar. Dolayisiyla
pu + av = 1 esitligini saglayan u ve v tamsayilar vardir [N2, Bézout 6nsavi).
Dolayisiyla,

pu + vbx = pu + vb(a/b) = pu+ va = 1.

Ama pu = pu/l € M ve vbx € Zx. Dolayisiyla,
1=pu+vbre M+ Zx CN.

Boylece, M'nin o6zaltkiimesi oldugu g¢ikarma altinda kapali her kesirli say1
kiimesinin 1’i igermek zorunda oldugunu kanitladik. Demek ki M, 1’1 icermeyen
ve ¢ikarma altinda kapali olan Q’'ntn bir maksimal altkiimesidir. [

M’yi bulmak icin denedigimiz ilk yontem bagariya ulagmadi. Ikinci yon-
temde tepeden inme bir ¢6ziim 6nerisinde bulunduk ve bu 6nerinin istedigimiz
kogullar1 sagladigini gosterdik. Bir sonraki altaltboliimde bu probleme ¢ok ben-
zer bir problemi ele alacagiz ama ¢ozliimii hi¢ de umdugumuz gibi olmayacak.
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27.1.5 Cetin Bir Problem

Son olarak getin bir problemi ele alacagiz. Problemimiz bir 6énceki problemin
benzeri olacak. Yalniz bu sefer Q'ntin degil R’nin altkiimeleriyle ugrasacagiz.

R’nin gikarma altinda kapali ve 1’i igermeyen maksimal bir altkiimesini
bulmaya ¢aligacagiz.

Yontemimizi biliyorsunuz, eger ¢ikarma altinda kapali ve 1’1 igermeyen bir
kiime maksimalse, duralim; degilse o kiimeden bir biliylgii vardir. Simdi o
biiyiik kiimeden hareket edelim. Bunu boylece siirdiirelim. Eger hi¢bir zaman
maksimal bir kiimeye rastlamazsak, o zaman

AyCA L CAyCA3C...CA,C...

diye bir dizi elde ederiz. Bu dizideki kiimelerin her biri bir 6ncekinden daha
biiytiiktir. Her biri ¢ikarma altinda kapalidir. Hicbirinde 1 yoktur. Simdi bu
kiimelerin bilegimini alalim. Bu bilesim de c¢ikarma altinda kapalidir ve 17i
igermez. Simdi Ag’la yaptigimizi bu bilegsimle yapalim. Ve bunu ¢ikarma altinda
kapali ve 1’i icermeyen maksimal bir kiimeye rastlayana dek siirekli stirdiirelim.

Bu yontemle, boyle bir kiimeye rastlama gansimiz var mi? Boyle bir mak-
simal kiimeye rastlayacagimiz konusunda kimse bize bir giivence veremez.

Peki, bir onceki problemdeki gibi, ¢ikarma altinda kapali ve 1’i icerme-
yen maksimal bir kiimeyi -sanki gokten inmis gibi- okurlara sunabilir miyiz?
Sunamayiz! Sadece biz degil, kimse sunamaz.

Boyle bir kiimenin varligi bir sonraki altboliimde s6z edecegimiz Zorn On-
savi kullamilarak kamtlanabilir. Zorn Onsavi'nin kanit1 da Secim Aksiyomu’nu
gerektirir, Se¢im Aksiyomu olmadan yapilamaz.

Se¢im Aksiyomu’nun yardimiyla kanitlanan Zorn Onsavi sayesinde elle,
akilla, emek vererek bulamayacagimiz matematiksel nesnelerin varligini ka-
nitlayabilecegiz. Zorn Onsavimi (daha dogrusu Sec¢im Aksiyomu’nu) matema-
tikgilerin yardimina yetigen tanrisal bir el olarak algilayabilirsiniz: Se¢im Aksi-
yomu sayesinde, olmasini ¢ok arzuladigimiz ama geleneksel yontemlerle varlig
kanitlanamayan kiimeler var olacaklar.

27.2  Zorn Onsavi ve Birkac Sonucu

27.2.1 Hazirhk

Okurun bir 6nceki altbolimii okudugunu ve orada ortaya konulan sorunu
anladigim1 varsayiyoruz. O altboliimde ele aldigimiz ama pek basgarili ola-
madigimiz kanitlama yonteminden, yani bir kiimenin belli kogullara sahip
maksimal bir altkiimesinin varligin1 gésterme ¢abamizdan sézedecegiz bu alt-
boliimde.
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Gecen altboliimde, son 6rnekte, cikarma altinda kapali olan ve 1’i icerme-
yen gercel sayilar kiimelerini ele almigtik. Bu altboliimiin en azindan baginda
R’nin bu tiir altkiimelerine yogunlagalim. R’nin bu tiir altkiimelerini eleman
olarak iceren kiimeye Z adini verelim. Uzunca bir siire bu 6rnekle ugrasacagiz.

OMP+Z\/2+ZJ':

OMP+Z\/2 oM, +Zx
*M, = {palb :/a, b € Z ve p, b’yi bolmez}

¢ikarma altinda kapali
ve 1’1 icermeyen gercel
sayilar kiimesi

Yukaridaki sekilde Z’yi (temsilen tabii ki) ¢izdik. Altkiimeleri agagiya, iist-
kiimeleri yukariya yazdik, yani Z’nin elemanlarinin (altkiime iligkisine gore
agagidan yukariya dogru) siralanmasina dikkat ettik: A C B ise A’y1 alta B’yi
yukariya yazdik. Dolayisiyla bogkiimeyi en alta koyduk. Bunun bir istiinde
Z’nin tek sonlu sayida eleman1 olan {0} kiimesi var. Daha yukarida 1 ve —1
disindaki a sayilarinin katlarindan olusan aZ kiimeleri var. Resimde gosterme-
dik ama bir st katta /27 + 7Z gibi iki elemanla “gerilen” ¢ikarma altinda
kapali ve 1’1 igermeyen aZ + bZ kiimeleri var. (Soru: \/2Z + /3Z kiimesi Z’de
midir?) Resimde bir de M), diye bir kiime var, tanimina bakilirsa 1’i igermiyor
ve ¢ikarma altinda kapali, yani Z’de. Velhasil, R’nin ¢ikarma altinda kapali
ve 1’i igermeyen her altkiimesi Z’nin bir elemani ve bu altkiimeler kii¢iikten
biiylige dogru asagidan yukariya siralanmiglar.
Z kiimesinin zincir o6zelligi adi verilen su 6zelligi var:

Zincir Ozelligi. Ejer T C Z ise ve her X, Y € T i¢in ya X CY ya da

Y C X ise, o zaman T 'nin elemanlarimn bilesimi olan | Jxcr X kiimesi de
Z’dedir.

i

zincirin elemanlarinin
bilesimi
zincir
¢ikarma altinda kapali

ve 1’i icermeyen gercel
sayilar kiimesi

(@]

Bunun kanit1 oldukea kolay. Eger |y X kiimesi 1'i igerseydi, 7 nin bir
X elemam da 1’1 igermek zorunda olurdu ki, bu imkansiz, ¢iinki X € T C Z.
Demek ki [y X kiimesi 11 igceremez. Simdi | Jx o X kiimesinin ¢ikarma
altinda kapal oldugunu kanmtlayalim. x ve y, |Jy o7 X kiimesinden iki eleman
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olsun. O zaman, x € X ve y € Y iligkilerinin dogru oldugu X, Y € T kiimeleri
vardir. 7 'nin zincir 6zelliginden dolay1 ya X C Y ya da Y C X olmali. z ve
y acgisindan durum simetrik oldugundan, ¥ C X iligkisini kabul etmede bir
mahsur yok. O zaman y € ¥ C X ve hem z hem de y, X’in birer elemani.
Ama X cikarma altinda kapali bir kiime. Demek ki z —y € X. Ote yandan, X
elbette [y 7 X kilmesinin bir altkiimesi. Sonug: 2 —y € Uyxer X ve Uxe 7 X
kiimesi ¢cikarma altinda kapali.

Z’nin, “her X, Y € T icinya X CY yada Y C X” ozelligini saglayan T
altkiimelerine zincir diyelim. O zaman yukaridaki ozellik s6yle okunur:

Z’nin her zincirinin bilesimi gene Z’dedir.

Gegen altboliimde bu 6zelligi, Z’nin sayilabilir sonsuzlukta elemani olan zincir-
leri i¢in kullanmistik. Birazdan yazacagimiz Zorn Onsavi'nda Z'nin sayilabilir
yva da sayilamaz sonsuzluktaki tiim zincirlerini ele almamiz gerekecek.
Bu arada, |Jy 7 X kiimesinin kimileyin [ J 7 olarak yazildigin1 da animsa-
talim. Bu tikiz yazilim, simge sayisinda hatir1 sayilir bir indirim saglar.
Birazdan ifade edecegimiz Zorn Onsavi i¢in “Z’nin her zincirinin bilesimi
gene Z’dedir” ozelliginden daha zayif bir 6zellik gerekir. Iste o ozellik:

T, Z’nin herhangi bir zinciriyse, Z’de T nin her elemanindan biyikegit bir
eleman vardur.

Yukaridaki ornekte, eger 7 C Z bir zincirse, |J7 € Z olur ve 7T ’nin her
elemanindan biiyiikesittir. (Eger A C B ise B’nin A’dan buyiikesit oldugunu
sOyliyoruz. Eger A C B ise B'nin A’dan biiyiik oldugunu soyleyecegiz. As-
linda, agagidaki sekilden de goriilecegi iizere, | J T, Z’de bulunan ve 7 nin her
elemanindan biiyiikesit olan elemanlarin en kiigligiidiir. Ama bu 6zelligin bir
6nemi olmayacak bizim igin.)

Zorn Onsav’nin

M
4" varoldugunu
soyledigi eleman(lardan biri)

Z’nin her elemanini
iceren kiimeler.

7 zinciri
cikarma altinda kapali

ve 1’i icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Birazdan tanitacagimiz Zorn OnsaV1, eger Z yukaridaki son italik kosulu
sagliyorsa, o zaman Z’nin en az bir maksimal elemaninin oldugunu soyler.
Yani, Zorn Onsavi, Z {izerine kogsulan yukaridaki italik kogul dogru oldugunda,
oyle bir M € Z vardir ki, der, Z’nin hicbir eleman1 M’den daha biiyiik olamaz,
en fazla M’ye esit olabilir. Ama dikkat: Bu maksimal elemanlardan sonsuz
sayida olabilir (ki ¢ogu zaman da &yledir).
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27.2.2 Zorn Onsavi

Artik Zorn Onsavi'mi anlayacak bilgi birikimine sahibiz:

Onsav 27.4 (Zorn Onsavi). (Z, <) kismi suraly bir kiime olsun. Ejer Z # @
ise ve Z’nin her zincirinin (gene Z’de) bir tstsiniry varsa o zaman Z’nin
maksimal bir elemansy vardar.

Zorn Onsavr’nin varoldugunu soyledigi
maksimum elemanlar

< 1N

Z’nin bir tstsinirt
(Zorn Onsavr’ni uygulamak icin her
7 zincirinin bir Gstsinir: olmali.)

7 zinciri

Yarisirali bir 7 kiimesi

Dikkat ederseniz, Zorn Onsavi, énceki altboliimde yapmak isteyip de yapama-
digimizi herhangi bir zahmete girmeksizin yapiyor. Bir tiir sihirbazlik, ya da
Tanri’nin eli diyebilirsiniz (“Al sana ugrasip da bir tiirli bulamadigin kiime,
evlat!”).

Zorn Onsavi’'mi bu kitapta kanitlamayacagiz. Dileyen okur (mesela) [N3]e
bagvurabilir. Birkag basit ama 6nemli 6rnek verelim.

Ik olarak, Zorn Onsavimi kullanarak, gecen altbolimde bulmaya c¢alisip
bulamadigimiz, bu altbéliimde de konu mankeni olarak kullandigimiz kiimenin
varhigini kanitlayalim:

Teorem 27.5. Gergel saylar kimesi R’nin ¢ikarma altinda kapale ve 17% iger-
meyen maksimal bir altkiimest vardar.

Kamt: Zorn Onsavi’m kullanacagiz.
Z ={A CR: A gkarma altinda kapali ve 1 ¢ A}

olsun. Z’yi “altkiimesi olmak” iligkisiyle siralayalim. Simdi (Z, C) kismi sirala-
masimn Zorn Onsavi’nin kogullarim sagladigim gosterelim. {0} € Z oldugun-
dan Z # @. Simdi ikinci kogulun saglandigim1 kanitlayalim. 7 C Z bir zincir
olsun. |J 7, 7 nin her elemamnin bir {istkiimesi oldugundan, eger | J 7 € Z ise,
U7, 7T’nin bir tstsmur1 olur. Dolayisiyla |J7 € Z nermesini kamtlayalim.
Bunun igin iki sey kanmitlamaliyiz:

1. T c¢ikarma altinda kapal olmal,

2. UT, 1'i igermemeli.
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Birinciden baglayalm. x, y € (J7T olsun. Bu iki eleman 7 nin eleman-
larindan birindedir, ama ikisi birden ayni elemanda olmayabilir, en azindan
bundan heniiz emin degiliz, birazdan olacagiz ama... Diyelim, A, B € T igin,
x € Aveyée B. Ama T bir zincir oldugundan,

va AC Byada B C A.

Durum z ve y acisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden fark: yok,
dolayisiyla goniil rahathgiyla A C B iligkisini varsayabiliriz. Boylece,

rcACB

olur. Demek ki hem x hem de y, B’de. Ama B gikarma altinda kapali. Buradan
x —y € B ¢ikar. Ama gimdi, B C |7 oldugundan, z —y € |J 7 olur. Boylece
U7 kiimesinin gikarma altinda kapali oldugunu kanitlamig olduk.

Simdi, 1 ¢ |J7 onermesini kanmitlayalim. | J7 kiimesinin elemanlar1 7 'nin
elemanlarinin elemanlaridir; dolayisiyla eger 1, |J7 kiimesinde olsaydi, 1,
T kiimesinin bir elemaninin eleman olurdu. Ama 7 ’nin hicbir elemam 1’i
icermez. Dolayisiyla, 1 de |J7 kiimesinde olamaz. O

Notlar

1. Zorn Onsavi'nda Z # & kosulunu kanitlamak genel olarak kolaydir ama
gene de unutulmamasi gerekir. Eger Z bogkiimeyse, Z’nin maksimal bir ele-
man barindirma sansi yoktur!

2. Uygulamada ¢ogu zaman Z bir kiimeler kiimesidir ve kismi siralama da
C tarafindan verilmistir. Bu arada, Z’de bir kismi siralama tanimlanmamigsa
onsavi uygulayamayacagimiza dikkatinizi ¢ekerim.

3. Uygulamada ¢ogu zaman Z’nin bir T zincirinin en kiigiik tistsinir1 bulun-
maya galigilir (daha kolaydir ¢linkii) ama bdyle bir zorunluluk yoktur tabii.

4. Zorn Onsavi'min var oldugunu soyledigi maksimal elemani gorebiliyorsaniz,
yani acik acik tanimini yazabiliyorsaniz ya da diger tiim maksimal elemanlar-
dan ayirt edebiliyorsaniz, o zaman Zorn Onsavi’m gereksiz yere kullanmigsiniz
demektir, maksimal elemann varhgim Zorn Onsavi’mi kullanmadan da kanit-
layabilirdiniz.

Ornegin, Zorn Onsavi yardimiyla yukarida varhigi kanitlanan R'nin ¢ikarma,
altinda kapali ve 1’1 icermeyen maksimal bir altkiimesini acik agik yazamazsi-
niz. Zorn Onsavi dogruysa boyle maksimal bir altkiime vardir ama birini bile
“igte budur” diye gosteremezsiniz. Ote yandan aym problemi Q icin sormus
ve Teorem 27.3’te agik agik bir ¢6ziimiini bulmustuk. Demek ki Q i¢in Zorn
Onsavi gerekmiyor ama R icin gerekiyor. Ilging...

5. Zorn Onsavi’m gerekmedikce kullanmamakta estetik ve matematiksel yarar
vardir. Ornegin maksimal elemandan tek bir tane varsa, Zorn Onsavi'm gerek-
siz yere kullanmig olmalisimz. Ayni teoremi bu sefer Zorn Onsavi kullanmadan
kanitlamaya caligmalisiniz.
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6. Zorn Onsavinin varsayimlarimi saglayan Z kiimelerine talihsiz bir gekilde
tiimevarimsal kiime denir. [N2]’de verdigimiz tiimevarimsal kiime tanimiyla
karigtirilmamali.

Zorn Onsavi uygulamasi olarak bir bagka Ornek verelim. Eger iki r ve s
gercel sayisi arasindaki fark tamsayiysa bu iki gercel sayiya birbirine denk
diyelim ve bunu r = s olarak gosterelim. Demek ki,

r=s<r—sez.

Ornegin, m, 7+1, 742, 7 — 3 sayilar1 birbirine denktir. 7’ye denk gercel sayilar
belli bir n € Z tamsayisi icin m + n olarak yazilan sayilardir.

Bu, daha genel olarak dogrudur, her r gercel sayisi igin, r’ye denk gergel
sayilar, belli bir n € Z i¢in r + n olarak yazilan sayilardir.

-2 2 -1r-1 0
|
|

1 r+1 2 r+2 3 r+3
tHo—+Fe e I

r
O o o

Birbirine denk sayilar

Simdi amacimiz, 0yle bir X C R kiimesi bulmak ki, her » € R igin, r = «
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek x € X olsun. Boyle bir X kiimesi
kolaylikla bulunabilir, 6rnegin X = [0, 1) yar1 acik aralig1 istedigimiz 6zelligi
saglar.

[I\)
AN
o
—_
-~
w

r—2 r—1
r=r—2¢e0,1)

Nitekim, eger bir r gercel sayis1 verilmigse, r’ye yeterince 1 ekleyerek ya da
r’den yeterince 1 ¢ikararak, [0, 1) araliginda r’ye denk bir sayiya ulagiriz ve
[0, 1) araliginda r’ye denk bagka bir say1 da yoktur.

Su basit teoremi kanitladik:

Teorem 27.6. Oyle bir X C R wvarder ki, her r € R i¢in r — x’in tamsay
oldugu bir ve bir tek x € X vardwr. (X = [0, 1) alinabilir.) O

Yukaridaki basit teoremde Z yerine Q koyarsak teorem ¢ok daha cetin bir
onermeye dontisiir:

Teorem 27.7. éyle bir X C R wvardwr ki, her r € R i¢in r —x sayisinan kesirli
bir sayr oldugu bir ve bir tek x € X wvardr.
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Kanit: R kiimesi iizerine = iligkisini,
r=ser—seqQ

olarak tanimlayalim. Daha 6nceki Z burada Q oldu. Ama bu sefer, [0, 1) aralig
gibi agik segik bir yanit1 yok bu sorunun.

Oyle bir X C R kiimesi bulmak istiyoruz ki, her » € R icin, r = x
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek x € X olsun.

r+Q

Boyle bir X kiimesi vardir. Hem de ¢ok vardir. Ama biri bile elle bulunamaz,
illa Zorn Onsavi gerekiyor!

X kiimesinin varhgimi hemen kanitlayalm. Kanitta (zorunlu olarak) Zorn
Onsavi'm kullanacagiz. (Ashnda ayni kanmit Segim Aksiyomu kullamlarak ¢ok
daha basit bir bicimde yapilabilir ama verecegimiz kanit Zorn Onsavi'min kul-
lanildig1 kanitlarin tipik 6zelliklerini tasidigindan, kanitimizi énemsiyoruz.)

Z ={X CR: X’in iki farkl elemam birbirine denk olamaz}

olsun. Yani X € Z ise, X'’in iki farkli elemaninin farki Q’de olamaz. Z’yi
“altkiime olma” iligkisiyle siralandiralim. Bakalim Z, Zorn Onsavi'nin kogul-
larini sagliyor mu.

Bogkiime ve tek elemanli her say1 kiimesi Z’de oldugundan, Z bogkiime
degildir. Gozii 6rnege doymayan okur, {1, \/2} kiimesinin de Z’de oldugunu
kanitlayabilir.

Simdi 7 C Z bir zincir olsun. |J7 'nin Z’nin bir elemam oldugunu ka-
nitlayacagiz. = ve y, |J7T kiimesinden iki degisik say1 olsun. Bu iki eleman
T ’nin elemanlarindan birinin elemamdir. Diyelim, A, B € T icin, x € A ve
y € B. Ama T bir zincir oldugundan, ya A C B ya da B C A. Durum z ve y
agisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden fark: yok, dolayisiyla goniil
rahatligiyla A C B iliskisini varsayabiliriz. Boylece, x € A C B olur. Demek
ki hem x hem de y, B’de. B, Z’de oldugundan x ve y denk olamazlar.

Demek ki Z, Zorn Onsavi'nin énkogullarim saglhyor. Dolayisiyla Zorn On-
savi’na gore Z’'nin bir maksimal elemani olmali. Bu elemana X diyelim. Simdi
bu X'’in diledigimiz X oldugunu kanitlayacagiz.

r € R olsun. Diyelim r'nin denk oldugu bir z € X yok. O zaman r,
X’te olamaz. Simdi X; = X U {r} olsun. X7, X ten daha biiyiik oldugundan,
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X1, Z kiimesinde olamaz. Ama biz gene de X;’in Z’de oldugunu kanitlama
basarisinda bulunacagiz.

Eger X, Z’de olmasaydi, o zaman X;’de x = y denkligini saglayan iki
farkli  ve y elemani olurdu.

Xi=XU{r}veXeZ

oldugundan, hem x hem de y, X’te olamaz, demek ki ikisinden biri r’ye esit
olmali. Diyelim y = r. Ama o zaman da r = x € X olur, oysa biz boyle bir z’in
olmadigini varsaymigtik. Bir celigki. Demek ki boyle bir » € R yok. Dolayisiyla
R’nin her elemani X’in bir elemanina denktir.

Eger R'nin bir elemani X’in iki elemanina denk olsaydi, o zaman X’in o iki
elemani birbirine denk olurdu, dolayisiyla X € Z oldugundan, bu iki eleman
birbirine esit olurdu. Demek ki R'nin her eleman1 X’in bir ve bir tek elemanina
denktir. Kanitimiz bitmistir. O
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