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1. Siralama

Ik boliimde her seyin siralanmayacagin gordiik. Ama bu, hicbir sey siralanmaz
anlamina gelmez tabii ki. Bazi geyler bal gibi siralanir. Ornegin OSS smav
sonuglarina gore genglerimiz siralanabilirler, siralaniyorlar da...

Bu boliimde siralamanin matematiksel anlamini ve bir siirti 6rnek gorecegiz.
Matematiksel tanimi1 daha sonraya saklayarak orneklerle baglayalim.

Ornekler.

1.1. Ik ornegimiz dogal sayilar kiimesi olsun. En kiigiik dogal say1 0’dir, sonra 1 gelir, sonra
2, vs. Herhangi iki dogal sayiy1 biiyiikliiklerine gore kargilagtirabiliriz. Ornegin 3 < 5.
Ayrica 5 < 8. Dolayisiyla 3 < 8 vs. Dogal sayilar, herkesin bildigi tizere

0<1<2<3<4<5<...

diye siralanmiglardir. Bu siralamanin en kig¢iik elemant vardir (o da 0’dir). Ama en
biyiik elemans yoktur, her dogal sayidan daha biiylik dogal sayr vardir ¢iinkii. Bu
siralamanin bir bagka 6zelligi de her elemanin hemen bir biliytigtnin olmasi, 25’in bir
biiytigli 26’dir 6rnegin. Ayrica, bu siralamada, 0 diginda her elemanin bir dncesi de
vardir.
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1.2.

1.3.

1. Siralama

Dogal sayilarin bu siralamasina dogal siralama adini verecegiz ve bu siralamay (N, <)
olarak gosterecegiz. Dogal sayilarin dogal siralamasini bir 6nceki sayfada solda resmettik.
Kiigiik elemanlari asagiya, biliylik elemanlar1 yukariya yazdik. Gorsel olarak hep boyle
yapacagiz, kiigiikleri agagiya, biiytikleri yukariya yazacagiz.

Ikinci drnegimizde dogal sayilarda ahgik oldugumuz siralamay: ters gevirelim: Bu sefer
en kiigiik say1 (yani 0) bu yeni siralamaya gore en “bilyiikk” eleman olacak. Sayilari bir
simavda yapilan yanlig sayisi olarak yorumlarsak boyle bir siralamanin neden gerekli
olabilecegini anlariz. Bu kez 0 puan alan (yani 0 yanls yapan) en lyisidir, ondan daha
iyisi yoktur. 1 puan alan da fena degildir ama 0 puan kadar iyi degildir. Bu siralamay1
< isaretiyle gosterelim:

@ NN N

..=<5<4<3<2<1<0.

Bu yeni siralamanin en biiyiik elemani var, 0. Ama en kiigiik elemani1 yok, her elemanin
hemen bir kii¢iigii var, 6rnegin 5’in bir kiigiigii bu siralamaya gore 6. Ayrica 0 diginda
her saymin hemen bir biiyligii var. Bu siralamaya gore 5’in hemen bir biiytigii 4’tir.
Yandaki gekilde bu yeni siralamay1 resmettik. En biiylik elemani en tepede gosterdik,
elemanlar kiigiildiikge agagilandilar. Asag1 dogru istedigimiz kadar gidebiliriz.

Dogal sayilarin dogal siralamasiyla karigmasin diye bu yeni siralamay1 < simgesiyle
gosterdik. Dogal sayilar iistiindeki bu yeni siralamaya gelecekte

(N, <)

olarak gonderme yapacagiz.

Dikkatli okur, bu siralamayla negatif tamsayilarin siralamasi arasinda biiyiik bir ayrim
olmadigini goérmiigtiir. Nitekim, bildigimiz siralamayla, negatif tamsayilar, aynen bu
ornekte oldugu gibi,

L -h< <3< -2<-1<0.

Ugﬁncij Ornegimizi goniil iglerinden segelim, daha heyecanli oluyor. Diyelim Giil’tin beg
talibi var: Ayhan, Burak, Can, Dogan ve Erdem. Giil, bu beg talipten birini se¢mek icin
delikanlilar1 sinavdan geciriyor. En 6ncelikli kistasi zeka oldugundan once taliplerine
satran¢ oynatiyor.
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1.4.

1.5.

Ayhan herkese yeniliyor, Burak hem Can’a hem de Dogan’a yeniliyor. Zaman kal-
madigindan bagka da mag yapilmiyor. Bu asamada Giil’iin siralamasim goyle goste-
rebiliriz:

A<B<C,A<B<DveA<E.
Burada A Ayhan’i, B Burak’i vs temsil ediyor elbette. Siralamay: yukarda seklettik. En
diigiik puan alan Ayhan’i en alt siraya yerlegtirdik.
Bu agsamada Giil Erdem’le Burak arasinda bir kiyaslama yapamiyor heniiz ama bu
kiyaslayamama yukardakinin bir siralama ya da kismi siralama olmasina engel olmaya-
cak. (Matematiksel tanim biraz sonra...)
Giil, Erdem’le Can ve Dogan’i da kiyaslayamiyor. Ama Can’1 ve Dogan’i Burak’a tercih
ediyor.
Dordiincii 6rnegimizde bir kiimenin altkiimelerini ’kiiciikten biiyiige’ siralayacagiz. E
bir kiime olsun (Evren’in E’si.) E’nin altkiimeleri kiimesine X diyelim. Ornegin

E={0,1,2}
olabilir. O zaman X’in su 8 elemani vardir:

[%)

{0}, {1}, {2},

{0, 1}, {1, 23}, {0, 2}
{0,1,2} = E.

Eger A, B € X ise, yani A ve B, E’nin altkiimeleriyse,“ A, B’den kiigiiktiir” iligkisini

A C B olarak tamimlayalim. Yani A, B’nin 6zaltkiimesiyse (A C B ve A # B ise), o
zaman A’nin B’den kiigiik oldugunu sdyleyelim. Bu, birazdan tanimlayacagimiz anlamda
bir siralamadir.
Bu siralamada, {i¢lincii siralamadaki gibi kargilagtinlamayan elemanlar vardir. Ornegin
X’in {0} ve {1} elemanlar1 (yani E’nin {0} ve {1} altkiimeleri) karsilagtirilamazlar;
birbirlerine egit olmadiklar1 gibi ne biri digerinin ne de beriki 6biiriiniin 6zaltkiimesidir.
Bu siralamay1 E = {0, 1, 2} durumunda “asagidan yukar: dogru” yandaki gibi resme-
debiliriz.

{0,1,2) = E
0,1 0,217, (1,2)
(0) ALt
%)

Gelecekte bu siralamaya (p(FE), C) sirali ¢ifti olarak gonderme yapacagiz. Burada, p(E),
E’nin altkiimeler kiimesi, yani X anlamina geliyor.

Gene dogal sayilar1 ele alalim. Eger z, y’yi (dogal sayilarda) boliiyorsa, yani zz = y
esitligini saglayan bir z dogal sayis1 varsa, ama x # y ise, x, y’den (su anda tamimlamak
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1.6.

1. Siralama

tizere oldugumuz siralamaya gore) “kiigiik” olsun. Yani bolen sayilar kiigiik, boliinen
sayilar biiyiik...

0, kendisi diginda higbir sayiy1 bolmediginden (giinkii z ne olursa olsun 0z = 0 # y),
0’dan biiyiik say1 yoktur. Ote yandan (0 dahil!) her say1 01 boldiigiinden (ciinkii 0 = 0)
her say1 0’dan kiigiiktiir. Dolayisiyla dogal siralamanin en kiiciik elemani olan 0 bu
siralamanin en biiyiik elemanidir.

16 24 36 100 81 60 90 150 225

1 her sayiy1 boldiigiinden, 1 bu siralamanin en kiiciik elemamdir. Asal sayilar da 1’den
“bir boy biiyik” elemanlardir elbette: 1’le bir asal say1 arasinda bu siralamaya gore bir
basgka eleman yoktur.

Bu siralamaya gore, bir p asalindan bir biiyiik elemanlar p? ve bir ¢ asali icin pg biciminde
yazilan elemanlardir. Bu siralamanin kiiciik bir pargasinin bir resmini yukarida sunduk.
Bolen sayilar1 agagiya, boliinen sayilar: yukar: yazdik, ayrica bu iki sayiy1 bir dogruyla
birlestirdik. Ancak sekil karigmasin diye, 6rnegin, 2 ile 36 arasina bir dogru ¢izmedik (bu
yontemle gizilen sekle Hasse diyagrams denir.) 2’den 36’ya giden en az bir yiikselen yol
oldugundan 2’nin (bu siralamaya gore) 36’dan kiiciik oldugu sekle bakinca anlagiliyor.

Bu siralamanin tanimi son derece basit ama kendisi de bir o kadar karmagik. Yukardaki
semaya bir de 7’yi eklerseniz bu siralamanin ne kadar karmagik bir siralama oldugunu
daha iyi anlarsiniz, hatta sadece dordiincii kat1 tamamlamaya caligin...

Bir say1y1 asallara ayirarak saymim 1’den yiiksekligini de hesaplayabiliriz. Ornegin,

60 = 22 x 3' x 5

oldugundan, 60’1n yiiksekligi 2 + 1 + 1 = 4’tiir, yani 1’den baglayarak tam dort adimda
60’a ulagabiliriz, 6rnegin 1 — 2 — 6 — 30 — 60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu siralamaya (N, |) olarak gonderme yapacagiz.

Sonlu Kiimeler Uzerine Siralama. Her ne kadar matematiksel degeri olmasa da, pe-
dagojik 6nemi oldugundan az sayida elemani olan kiimeler iizerine siralamalar1 bulalim.
Eger X bogkiimeyse ya da X’in tek bir elemani varsa, X’te kiyaslayabilecegimiz iki
degisik eleman olamayacagindan bu durumlarda yapacak bir sey yok, bu kiimeler iizerine
sadece tek bir siralama vardir: bogsiralama denilen ve higbir elemanin hicbir elemanla
kiyaslanmadig) tek bir siralama.

Eger X’in iki eleman varsa, diyelim X = {a, b} ise, o zaman X iizerine agagida goriilen

ii¢ degisik siralama vardir.

ave b kiyaslanamaz, a<b b<a
bogsiralama
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Bunlardan son ikisi birbirlerine ¢ok benzerler, birbirlerinden ’gergekten farkli’ olduk-
larini s6ylemek zor... ilerde, “egyapisalligl” tanimladigimizda, son iki siralamanin esya-
pisal olduklarini soyleyecegiz.

Simdi X’in {i¢ eleman1 oldugunu varsayalim. O zaman, X iizerine 19 tane degisik ama
sadece 5 tane “gercekten degisik” yani “egyapisal olmayan” siralama vardir.

SIS

bossiralama, bunlardan bunlardan bunlardan  bunlardan
bunlardan 6 tane var da 6 tane 3 tane var 3 tane var
1 tane var var

Eleman sayis1 dorde cikarsa siralama sayisi ¢ok artar. Bunlarin sayisin1 bulmay:1 okura
birakiyoruz.

Sonlu siralama 6rneklerini saymazsak, yukarda beg siralama 6rnegi verdik. Ik ikisi ve
sonuncusunda dogal sayilar: ii¢ degisik bigimde siraladik: (N, <), (N, <), (N, |). Birin-
cisinde dogal siralamay aldik. Ikincisinde dogal siralamay ters cevirdik. Sonuncusunda
ise siralamay1 boliinebilirlikle tanimladik. Goriildiigi gibi ayni kiime degisik bigimlerde
siralanabiliyor.

Son dort ornekte de goriilebilecegi gibi illa iki farkli elemandan birinin digerinden kiiciik
olmasi gerekmiyor. Bu durum ilk iki 6rnekte zuhur etmiyor; bu siralamalarda birbirinden
farkli herhangi iki eleman: kargilagtirabiliyoruz.

Matematiksel Tanim. Ustiinde bir siralama tanimlayacagimiz kiimeye
X diyelim. X’in elemanlarim bir bicimde siralamak istiyoruz. Illa birinei, ikinci
diye degil, ¢iinkii X’te birinci ya da ikinci olmayabilir.

Siralama dedigimiz sey, X’in bazi elemanlarinin X’in bazi elemanlarindan
daha kiiciik (ya da daha biiyiik) olduklarim buyurmaktir. Oylesine bir buyruk
degil ama... Bu buyrugun su iki ozelligi saglamas1 gerekir:

S1. Hicbir eleman kendinden kiicik olamaz.

S2. Eger x, y’den kiigiikse ve y de z’den kiiciikse, o zaman x, z’den kiicik
olmalidar.

Bu iki 6zelligi saglayan ikili bir iliskiye siralama denir.

Eger “x, y’den kii¢liktiir” ifadesini x < y olarak kisaltirsak, o zaman yu-
kardaki S1 ve S2 kogullar1 su bigimde yazilirlar:

S1. Hicbir r € X i¢in x < x olmaz.

S2. Her z, y, z € X icin, ejer x <y ve y < z ise, v < 2’ dir® .

Dikkat ederseniz herhangi iki elemanin karsilagtirilabilecegini stylemiyor
siralama kogullari, yani z’in y’den kiiciik olmadigi, y'nin de z’ten kiigiik ol-
madig1 x # y elemanlari olabilir. Bu ylizden bu kosullar1 saglayan bir siralamaya
kimi zaman kismi siralama dendigi de olur.

Herhangi iki elemanin kargilagtirilabildigi bir siralamaya, yani S1 ve S2
diginda,

181 6zelligine sahip bir ikili iligkiye yansimasiz iligki denir. S2 6zelligine sahip bir ikili
iligkiye ise geciskenli ya da gecisli iligki denir, bkz. [SKK]
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10 1. Siralama

S.Herz,ye X igin,yox <y yay<zxyada x=1y

kogulunu saglayan bir siralamaya tamsiralama denir. Yazinin basinda
verdigimiz ilk iki ornek birer tamsiralamadir, son ii¢ Ornek ise tamsiralama
olmayan kismi siralamalardir ¢linkii son ii¢ 6rnekte karsilagtirilamayan (ve
esit olmayan) elemanlar vardir.

Tamsiralamalar: daha sonraki boliimlerde daha ayrintili olarak konu edecegiz.

Bir siralamada < yerine kimi zaman C (dérdiincii 6rnekte oldugu gibi), <,
C, < gibi bagka imgelerin kullamldigi da olur. Ornegin dogal sayilar tersten
siraladigimiz ikinci 6rnegimizde “dogal siralama’”yla karigmasin diye < yerine
< imgesini kullanmigtik. Gene dogal sayilar: siraladigimiz beginci 6rnegimizde
siralama boliinebilirlige gore tanimlandigindan, < yerine | imgesini kullanmak
yerinde bir karard.

Eger bir siralamada x < y ise, y’'nin (bu siralama i¢in) z’ten daha biyik
oldugunu soyleriz.

Bir siralamada hem x, y’den hem de y, z’ten kiigiik olamaz, ¢iinkii o zaman
S2’de z = x alarak, x < z buluruz ki bu da S1’le geligir.

Eger < diye adlandirilan bir siralama verilmisse, elemanlar arasinda esitligi
de iceren ve genellikle < imiyle simgelenen ikili bir iligki soyle tanimlanir:

(1) r<y&sSar<yyvadaz=y.

< ikili iligkisi su ozellikleri saglar:

T1. Her x € X i¢in z < .

T2. Her x,y, z € X icin, ejer ¢ <y ve y < 2z ise, x < z’dir.

T3. Her z, y € X icin, ejer x <y ve y < x ise, ¢ = y egitligi dogrudur.

< iligkisinin S1 ve S2’yi sagladigini varsayarak yukarida tanimlanan <
iligkisinin T1, T2 ve T3’i kanitlayalim. T1 ve T2'nin dogruluklar: ¢cok bariz.
T3%i kanitlayalim. z < y ve y < x olsun. Eger = # y ise, < iligkisinin tanimina
gore x < y ve y < x olur. Bundan ve S2’den x < = ¢ikar, ki bu da S1’le geligir.

Eger bir X kiimesi tizerine yukardaki T1, T2, T3 6zelliklerini saglayan bir
< ikili iligkisi verilmigse ve < ikili iligkisini,

(2) r<ysrz<yvexFy

olarak tamimlarsak, o zaman < iligkisi S1 ve S2 6zelliklerini saglar, dolayisiyla
bir siralama olur. Bunun kanit1 ¢ok basittir ve okura birakilmigtar.

Kolayca goriilecegi tizere S1 ve S2 Ozelligini saglayan bir siralamayla, T1,
T2 ve T3 ozelligini saglayan ikili iligkiler arasinda bir egleme vardir. Birinden
digeri aciklanan yontemlerle elde edilir. Ve agiklanan yontemler iki kez uygu-
< siralamasindan baglarsak ve bu siralamaya 6nce (1), sonra da (2) yontemini
uygularsak bagladigimiz < siralamasini buluruz. Ayrica eger T1, T2 ve T3
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1.1. Daha Matematiksel Bir Deyisle... 11

ozelliklerini saglayan bir < iligkisinden baglarsak ve bu iligkiye 6nce (1), sonra
da (2) yontemini uygularsak basladigimiz < iligkisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 ozelliklerini saglayan bir siralamayla T1, T2 ve T3 6zel-
liklerini saglayan bir ikili iligki arasinda pek bir fark yoktur. Bu yiizden bundan
Eger siralamay1 <, <, C, , < gibi bir simgeyle tanimlarsak, siralamanin S1
ve S2 ozelliklerini sagladigini, ama eger siralamay1 <, <, <, C, C, < gibi bir
simgeyle tanimlarsak T1, T2, T3 6zelliklerini sagladigimi varsayacagiz?.

T1, T2, T3 o6zelliklerini saglayan bir < siralamasinin bir tamsiralama ol-
masl igin,

T. Her z,y € X icin, ya x <y ya day <z

ozelliginin saglanmasi yeter ve gerek kosuldur elbette.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < siralamasinda eger x < y ise, “z,
y’den kigtikesittir” ya da “y, x’ten buytikesittir” diyecegiz.

Eger bir siralama verilmigse, >, >, £, %, £, 2, 4, # gibi anlamu bariz
olan ve aligik oldugumuz simgeleri hi¢ ¢cekinmeden kullanacagiz. Ornegin:

r>ysy<w
T2YSYsT
r#}y < x>y dogru degilse
T Ay < x <y dogru degilse

Dikkat! Eger (X, <) bir tamsiralama degilse, z £ y illa z > y anlamina
gelmeyebilir, ¢iinkii z ve y karsilagtirilamaz da olabilirler.
Dort sayfayi agan bir 6rnek ve tanim faslindan sonra boliimiin kalan kisminda
siralamalarin baz 6zelliklerini ve bazi siralama ornekleri gosterecegiz.

1.1 Daha Matematiksel Bir Deyisle...

Siralamanin asil matematiksel tanimi goyledir. X bir kiime olsun. A C X x X,

S1. Her x € X i¢in (z, z) ¢ A,

S2. Her z, y, z € X ig¢in, ejer (x,y) € Ave (y, z) € A

ise o zaman (x, z) € A olur

ozelliklerini saglayan bir altkiime olsun. O zaman A’ya X iizerine bir sz-
ralama denir ve bu siralama (X, A) olarak yazlr.

X iizerine bir ikili iliski sadece X x X’in bir altkiimesidir [SKK, SiJ.
Demek ki bir siralama S1 ve S2 6zelliklerini saglayan bir ikili iligkidir.

2 Arife not: Kategori teorisinde bu dedigimiz dogru degildir. Eger siralama tamsiralama
degilse, egyapi fonksiyonlarinda sorun g¢ikar.
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12 1. Siralama

Eger (X, A) bir siralamaysa, sik sik (z, y) € A yerine z < y gibi sezgileri-
mize daha fazla hitap eden ve daha fazla anlam ima eden bir yazilim kullanilir.
O zaman siralama (X, A) yerine (X, <) olarak yazlr.

Bu tanimdan da anlasilacag: iizere, eger A = @ ise S1 ve S2 ozellik-
leri dogru olur ve boylece hicbir elemanin hicbir elemanla karsilagtirilmadig:
bogsiralama adi verilen (X, @) siralamasimi elde ederiz. Bogsiralamaya ka-
rarsiz siralama adini da verebiliriz. Zaten tek bir elemani olan bir kiime tize-
rine sadece bossiralama olabilir. Hayatta bogsiralamadan daha ilging siralamalar
vardir.

Aligtirmalar.
1.1. X bir kiime olsun. Eger (X, A) ve (X, B) siralamalarsa ve
ACB
ise, (X, B) swralamasinin (X, A) siralamasimndan daha biiyiik oldugunu soyleyelim. X

tizerine bir tamsiralamanin, A’nin en biiyiik oldugu (X, A) siralamasi oldugunu kanit-
layin.

1.2 Eskilerden Yeni Siralamalar Tiretmek
Bu altboliimde bir siralamadan nasil bagka siralamalar elde edilecegini gore-
cegiz.
1.2.1 Bir Siralamay1 Ters Cevirmek.
Ikinci 6rnegimiz olan (N, <) siralamasmda birinci érnegimiz olan
(N, <)

siralamasini ters gevirmistik, birinci 6rnekte biiyiik olan elemanlar ikinci 6rnekte
kiigiik olmuslardi. Genel olarak, herhangi bir siralamay:1 ters gevirerek yeni bir
siralama elde edebiliriz: Eger <, X kiimesi ilizerine bir siralamaysa, z < y
iligkisini y < x olarak tammlayalim;

a c

Bir siralama ve onun ters ¢evrilmis hali
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1.2. Eskilerden Yeni Siralamalar Tiretmek 13

o zaman < de X {lizerine bir siralamadir. Bu iki siralama arasinda kaydadeger
bir fark oldugunu s6ylemek zor, biri bilindi mi digeri de bilinir. Ornegin birinin
en kii¢iik eleman1 varsa digerinin en biiyiik elemani vardir vs.

1.2.2 Siralh Bir Kiimenin Bir Altkiimesini Siralamak.

Sirali bir X kiimesinin bir Y altkiimesi verilmigse, X’in siralamasini Y’ye
kisitlayarak Y’yi de siralayabiliriz, yani Y kiimesi X {istkiimesinin siralamasiyla
siralanir.

X

Bir siralama ve bir altkiimesi

X’in siralamasini sadece Y 'nin elemanlarina kisitlamak yeterlidir bunun icin.

Bu durumda Y’nin siralamasinin X’in siralamasindan miras kaldigs ya da

X’in siralamasimn kalintise oldugu soylenir. Ornegin Z’nin dogal siralamasi

hem @Q’niin hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir. N’'nin dogal siralamasi

da hem Z’nin hem Q’niin hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir.
Y’nin bu siralamasina X’in altsiralamas: denir.

1.2.3 Yeni Bir Eleman Eklemek.

Eger bir (X, <) swralamasi verilmigse ve a, X’te olmayan bir elemansa,
X U {a} kiimesini X’in siralamasii bozmayacak sekilde gesitli bigimlerde
siralayabiliriz. En kolay1 ve en ¢ok kullanim alani bulani a’y1 en tepeye koy-
maktir, yani a’y1 en biiyiik eleman yapmaktir. X U {a} kiimesinin bu sirala-
masinda, X'’in eski diizeni aynen korunur, bir de ayrica a’'min X’in tim ele-
manlarindan daha biiyiik olacagi buyrulur. Yani her z, y € X U {a} igin,

x ,y€ X ve (X, <) sralamasinda z < y ya da

4
T<y {9: e Xvey=a

tanimi yapilir.

Bir sonraki sekilde X’in en tepesine eleman eklemeyi resmettik.

a eleman1 yukardaki gibi X’in tepesine eklendiginde a yerine oo yazmak
fena fikir olmayabilir ama bu fikri kullanmayacagiz.
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14 1. Siralama

Siralannmug bir X kiimesinin tepesine bir eleman eklemek

a’y1 X’in tepesi yerine bagka bir yerine de ekleyebiliriz. Ornegin X'in icinde
su ozellikleri saglayan U ve V kiimeleri oldugunu varsayalim: U UV = X ve
U’nun her eleman1 V’nin her elemanindan kiigiik. Simdi a’y1 U ile V' arasina
koyalim, yani a’y1 U'nun her elemanindan biiyiik ve V'nin her elemanindan
kiigiik yapalim.

a’y1 U ile V arasina koymak

X U{a} kiimesi iistiinde yeni bir siralama elde ederiz. Boylece a elemani diger
biitlin elemanlarla karsilagtirilabilir olur.

Ashinda a’y1 en tepeye koymak bunun o6zel bir halidir: Eger yukardaki
ingada U = X ve V = @ alirsak, a’y1 en tepeye koymus oluruz. Yeni bir
siralama elde etmek icin illa U UV = X egitligi saglanmas1 gerekmez. Bu
esitlik gecerli olmadan da a’y1 U ile V' arasina koyabiliriz. Gene bir siralama
elde etmek i¢in U ve V'nin saglamasi gereken gerek ve yeter kogulu bulmay1
okura birakiyoruz.

Bunun bir bagka varyasyonu g0yledir: z € X ve

V={yeX:z<ytveU={yeX:y>uz}
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1.2. Eskilerden Yeni Siralamalar Tiretmek 15

olsun. Simdi a’'nin V'nin elemanlarindan kiigiik ve U’nun elemanlarindan biiyiik
oldugunu buyuralim. Béylece a’y1 x’ten hemen sonra koymus oluruz. Bunun
resmi de agagida.

a’y1 x’ten hemen sonra koymak

1.2.4 Iki Siralamay1 Toplamak.

(U, <) ve (V, <) iki siralama olsun. U ile V'nin ayrik olduklarmi, yani
kesigimlerinin bog oldugunu varsayalim. Simdi, U ve V’de varolan siralama
diginda yeni herhangi bir siralama eklemeden U U V' kiimesini sirali bir kiime
olarak algilayabiliriz. (ULV, <) olarak simgeleyecegimiz bu siralamada U’'nun
elemanlariyla V'nin elemanlar1 birbirleriyle kiyaslanamazlar.

Eger U ve V kiimeleri ayrik degillerse ve illa U ve V ile yukardaki ingay1
yapmak istersek, once bu iki kiimeyi bir bicimde “ayriklagtirmak” gerekir.
Bunun standart yolu U yerine U x {0}, V yerine V' x {1} yazmaktir. Ayrica U
ve V’nin siralamalarim bozmadan U x {0} ve V x {1} kiimelerine taginr. Eger
bu ¢ok mesakkatli geliyorsa, V'nin elemanlarima (U’ nunkilere degil!) v yerine
v’ adim verilir. U = V = N durumunda bunun resmini yanda yaptik.
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16 1. Siralama

6 6’
N 5
4 o4
3 3
2 2/
1 1
0 0’
NUN

UUYV bilegimini (kiimeler hala ayrik) soyle de siralayabiliriz. U ve V'’nin varo-
lan siralamasini kabullenip ayrica U'nun her elemanini V’nin her elemanindan
kiicik addedebiliriz. U U V' kiimesi tizerindeki bu siralamaya U + V olarak
gosterilir. Resmi agagida.

U ve V siralamalar: U+V

N + N siralamas1 6nemlidir. Agagida bu siralamay: gosterdik,

0 1 2 3 .. o 1 2 ¥

ancak yerden kazanmak icin N+N siralamasini agagidan yukariya degil, soldan
saga yazdik. Zaten ilerde de elemanlar kiiclikten biiyiige yazarken soldan saga
yazacaglz.
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1.2.5 Fonksiyonla Siralama.

(Y, <) bir siralama, X bir kiime ve f: X — Y herhangi bir fonksiyon olsun.
X iizerine gu < ikili iligkisini tanimlayalim: z;, o € X icgin,

r1 < T9 <= f(xl) < f(l‘z)
olsun. Bu, kolayca kanitlanabilecegi tizere X iizerine bir siralama tanimlar.

Dikkat: Tanimi

z1 <xo & f(x1) < f(22)

olarak yapsaydik, eger f birebir degilse, bu tanim bir siralama tanimlamazdi;
¢linkii @1 # w9, i¢in f(z1) = f(x2) olursa, o zaman, x1 < x5 ve 9 < x7 olur
ama r1 = T9 olmaz.

Ornekler.

1.7. E bir kiime olsun. X, E’nin sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. x1, 2 € X igin,
21 < 22 & |z1] < |22
iligkisi (|z|, z altkiimesinin eleman sayisidir) X {izerine bir siralama tanimlar. Bu siralama
(X, Q) siralamasindan daha “ince” bir siralamadir ¢iinkil eger 1 C x2 ise z1 < x2’dir.

E ={1, 2, 3} durumunda her iki siralamanin resmi asagida.

{0,1,2) = E

1.8. X = Z olsun. x1, x2 € Z igin,
r1 C 22 = |.T1‘ < |$2|

iligkisi (|z|, = sayisinin mutlak degeridir) Z tizerine bir siralama tanimlar. Resmi asagida
olan ve biiyiikliigiin mutlak degere gore olgiildiigii bu siralamaya gore, 6rnegin, —3, 2’den
daha biiyliktiir, yani 2 C —3’tlir. Ama bu siralamada, mutlak degerleri ayni olan sayilar
kargilagtirilmaz.
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18 1. Siralama

1.2.6 Alfabetik Siralama.

En ¢ok kullanilan ve en yararh siralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer
siralama olsun. X x Y kartezyen carpimi iizerine su siralamay1 koyalim:
r1, v2 € X, y1, y2 € Y igin,

(z1, y1) < (22, Y2)

ancak ve ancak
r1 < x9 yada x; =x9 ve y; < Yo

ise. Bunun S1 ve S2 kogullarini saglayan bir siralama oldugunun kanitini okura
birakiyoruz. (Mutlaka yapilmali!) Bu siralamaya alfabetik siralama adi ve-
rilir.

Neden alfabetik siralama dendigi anlagilmis olmal: Once ilk koordinata
(ilk harfe!) gore siraliyoruz. Sonra ikincisine gore... Uciincii harfimiz olsayda,
bu siralamaya devam edebilirdik.

Bu siralamada bir (z, y) ¢iftinin yerini saptamak i¢in énce z’e bakilir. z
ne kadar kiigiikse (z, y) de o kadar kii¢iiktiir. Eger birinci koordinatlar esitse,
o zaman ikinci koordinatlara bakilir.

Birka¢ 6rnek vermekte yarar var. (X, <) = (Y, <) = (N, <) olsun. Bu
siralamaya gore

(5, 0)
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1.2. Eskilerden Yeni Siralamalar Tiretmek 19

olur.

B

N x N 1zgarasinin elemanlari saga ve yukari gittikce biyiirler.
Ikinci stitunun tiim elemanlar: birinci siitunun tim elemanlarindan
daha biiyiiktiir. Uciincii siitunun tiim elemanlari ikinci siitunun
tim elemanlarindan daha buyiktiir.

(0, 0) bu siralamanin en kiiciik elemanidir. Bu elemandan bir sonra gelen ele-
man (0, 1)’dir. Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir. Ttim (0, n)’ler bittikten sonra (!)
ilk gelen eleman (1, 0)’dir. Bunun ardindan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n)
tiirtinden elemanlar bittikten sonra (2, 0) elemani gelir ve siralama boylecene
siirer gider.

NxN 6rneginde her elemandan hemen sonra gelen bir eleman vardir: (n, m)
elemanindan hemen sonra (n, m + 1) elemani gelir. Ayrica (n, 0) tiriinden
elemanlar diginda her elemanin hemen bir 6ncesi vardir: Eger m # 0 ise,
(n, m)’den hemen 6nce gelen eleman (n, m — 1) elemanidir.

Aligtirmalar.
1.2. Eger X ve Y siralamalar1 yandaki gibiyse X x Y alfabetik siralamasini bulun.
X Y

Asagidaki aligtirmalar matematiksel ifade edilmemigseler de okur siralamalari kavra-
maya galigarak ne sorulmak istendigini anlayabilir.

1.3. X herhangi sirali bir kiime olsun. {0, 1} kiimesini 0 < 1 olarak siralayalim. {0, 1} x X
alfabetik siralamasiyla X + X siralamasinin bir anlamda “ayni” siralama olduklarini
gosterin.

1.4. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, N’yi de dogal siralayalim.

N x {0, 1}

siralamasiyla N siralamasi arasinda “pek fark olmadigini” gosterin.
1.5. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, {a, b} kiimesi de bossiralansin. {0, 1} x {a, b} alfabetik
siralamasiyla {a, b} x {0, 1} siralamasinin ayri siralamalar olduklarini gosterin.
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20 1. Siralama

1.3 Siralamalarin Ozel Elemanlar:

1.3.1 En Kiiciik ve En Biiyiik Elemanlar.

Bir siralamada en kiiciik ya da en biiyilik eleman olabilecegini de olmayabi-
lecegini de gordiik. N'nin dogal siralamasinin en kiigiik elemani vardir ama
en biiylik elemam yoktur. Bunun ters yiiz edilmisi olan (N, <) siralamasinin
en biiylik eleman vardir (0’dir) ama en kiigiik eleman: yoktur. Z’nin dogal
siralamasimin ne en kiigiik ne de en biiyiik eleman vardir. Ote yandan (p(E),
C) swralamasinin hem en kiigiik (@) hem de en biiyiik (F) eleman: vardir.

X, E’nin sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. X’i C iligkisine gére siralayalim,
yani (X, C) siralamasina bakalim. Eger E sonsuz bir kiimeyse, bu siralamanin
en biiyiik elemani yoktur, ¢linkii herhangi bir sonlu A kiimesine E’den A’da
olmayan bir eleman eklersek, A’dan daha biiylik bir kiime elde etmis oluruz.

(Z, |) siralamasinda 0 en biiyiik elemandir ama (Z\{0}, |) siralamasinin en
biiyilik eleman: yoktur.

Matematiksel tanim goyle: Bir (X, <) siralamasinin en biiyik elemans
“her x € X icin x < a” Ozelligini saglayan bir a € X elemamdir. En kigiik
eleman benzer bigimde tanimlanir. Eger A C X ise A’nin en biiyiik elemani
“her x € A icin x < a” 6zelligini saglayan bir a € A elemamdir. Burada a’nin
A’da olmas: 6nemlidir. Ornegin X = R (dogal siralamayla) ve A = (0, 1)
araligl ise, A’'nin en bilyiikk elemam yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’'nin en
biiyiik eleman vardir. A’'nin en kii¢lik elemani benzer bi¢imde tanimlanir.

A’nin en biiyiik elemani (eger varsa) bir tanedir, ¢iinkii a ve b, A'nin en
biiyiik elemanlariysa hem a < b hem de b < a egitsizlikleri gecgerli oldugundan
a = b olur.

Aligtirmalar.

1.6. X ve Y siralamalarinin en biiyiik elemanlar: varsa, X x Y alfabetik siralamasinin da en
biiyiik elemani oldugunu gosterin.

1.7. X x Y alfabetik siralamasimin en biiylik eleman: varsa, X ve Y siralamalarinin da en
biiyiik elemanlar: oldugunu gosterin.

1.8. Maksimal ve Minimal Elemanlar. A’nin maksimal elemanlari her x € Aigin z % a
ozelligini saglayan a € A elemanlaridir. Yani a’nin A’nin maksimal elemani olmasi igin,
A’da a’dan biiyiikk eleman olmamali, ama yukaridakinin tersine, bu sefer A’da a ile
kargilagtirilamayan elemanlar olabilir. Burada da, bir 6nceki tanimda oldugu gibi, a’'nin
A’da olmasi gerektigine dikkatinizi ¢ekerim.
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maksimal elemanlar: en biiyiik eleman: a

a) b) C’ d’ e’f

En biiyiik eleman, eger varsa, tek maksimal elemandir. Ama agagidaki sekildeki
ornekte de gorilecegi iizere maksimal elemanlardan birkag tane olabilir.

Bir tamsiralamada en biiytlik elemanla maksimal eleman arasinda fark yok-
tur ve bu durumda en biiyiik eleman max A olarak gosterilir.

A’min minimal elemanlar: benzer gekilde tanimlanirlar.

Sonlu bir sirali kiimede mutlaka minimal ve maksimal elemanlar olmak
zorundadir.

(Z\{—1, 1}, |) siralamasinin en kiiciik eleman1 yoktur. Ama bu siralamada
asal sayilardan daha kiiciik eleman olmadigindan, asal sayilar bu siralamanin
minimal elemanlaridir.

1.3.2 Hemen Sonraki ve Hemen Onceki Elemanlar.

(X, <) bir siralama ve x € X olsun. Verdigimiz tiim 6rneklerde, belki mak-
simal elemanlar diginda, her elemandan hemen sonra gelen en az bir eleman
vardi. Ornegin boliinmeyle tanimlanmig Ornek 5'te hem 4, hem 6, hem de
10 sayilar1 2’den hemen sonra gelen elemanlar. Ama (Q, <) ya da (R, <)
siralamalarinda hicbir elemandan hemen sonra gelen bir eleman yoktur,
¢liinkii her a < b igin, 6rnegin,

a<(a+b)/2<b

esitsizlikleri saglanir. (p(F), C) swralamasimnda E diginda her elemandan he-
men sonra gelen bir (ya da daha ¢ok) eleman vardur.
Eger z € X ise, (z, 0o) kiimesini

(x,00)={ye X:z <y}

olarak tanmimlayalim. (Burada, oo, yepyeni bir simgedir; X te oo diye bir ele-
manin olmadigim varsayiyoruz.) O zaman z’ten hemen sonra gelen ele-
manlar, yani z’in ardillari, (z, co) kiimesinin minimal elemanlaridir. Yani
bir y € X elemani eger z < y esitsizligini sagliyorsa ve hicbir z € X igin
T < z < y esitsizlikleri saglanmiyorsa, o zaman y, x’ten hemen sonra gelen
elemanlardan biridir. Bir sonraki seklin aciklayici oldugunu saniyoruz.
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22 1. Siralama

a’dan hemen sonra gelen elemanlar: b, ¢, d

Eger x’ten hemen sonra gelen eleman bir taneyse, bu eleman ™ olarak yazilr.
x’ten hemen once gelen elemanlar benzer bicimde tanmimlanirlar.

Eger bir siralamada her a < b icin, a < ¢ < b egitsizliklerini saglayan bir ¢
elemani varsa o zaman bu siralamaya yogun siralama denir. Q ve R’nin dogal
siralamalar1 yogun siralamalardir ama N ve Z’nin dogal siralamalar1 yogun
siralamalar degildir. (p(E), C) swralamasi da yogun bir siralama degildir,
ornegin, eger a € E ise, @ ile {a} arasinda bir bagka eleman yoktur.

Yogun siralamalarda hicbir zaman bir elemandan hemen sonraki ya da
bir elemandan hemen 6nceki elemanlar olmaz. Ama yogun bir siralamada en
kiigiik ya da en biiylik elemanlar olabilir; 6rnegin [0, 1] kapali araligi (dogal
siralamayla) boyle bir siralamadir.

1.3.3 Ustsmir ve Altsinir.

(X, <) bir siralama olsun. A, X’in bir altkiimesi olsun. A'nmn tiim eleman-
larindan biiyiikesit olan X’in bir elemanina A’min distsiner: adi verilir. De-
mek ki b’nin A’nin bir iistsinir1 olabilmesi i¢in her a € A igin a < b esitsizligi
saglanmalidir. Altsinar benzer bicimde tanimlanir.

Birkag 6rnek verelim. X = R (dogal siralamayla) olsun. 1 ve 1’den biiyiik
her gergel say1 hem [0, 1] hem de (0, 1) araliklarinin tistsimiridir. Ama 6rnegin
R’de Z’nin iistsinir: yoktur.

(Z, |) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse, A’daki sayilarin en kiigiik
ortak katina boliinen her sayr A’min bir tistsiniridir; en kiigiik ortak kat da
en kiiciik fistsimirdir. Bu siralamada sonsuz kiimelerin iistsinir: 0’dir. Ancak
(Z\{0}, |) siralamasinda, sonsuz altkiimelerin tistsinir1 yoktur.

Simdi 6rnek olarak (p(E), C)swralamasii ele alalim. A, B C E olsun, yani
A, B € p(E) olsun. O zaman {A, B}, p(E)nin bir altkiimesidir. £’nin, hem
A’y1 hem de B’yi (altkiime olarak) igeren bir altkiimesi, yani E'nin AU B’yi
iceren bir altkiimesi {A, B}'nin bir istsimiridir. AUB de {A, B} altkiimesinin
bir tistsiiridir ve iistsimirlarin en kiigigdiir.
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A UPB’yi iceren altkiimeler

(p(E), C) swalamasinda p(F)nin her altkimesinin bir tstsiri vardir. E
bunlardan biridir elbette. (Bir siralamanin en biiyiik eleman: her altkiime-
nin istsiniridir elbette!) Eger A, p(E)’nin bir altkiimesiyse, o zaman E’nin
UaecaA altkiimesi ve bu altkiimenin her iistkiimesi A’nin bir tstsiniridir. El-
bette, Uge4 A, A'nin iistsimirlarinin en kiigtigdiir.

E Upe ., A kiimesini altkiime olarak iceren
E’nin B altkiimeleri kiimesi, yani .%/’nin
tstsinirlart kiimesi

1.3.4 En Kiiciik Ustsinir.

(X, <) bir siralama olsun. A, X’in bir altkiimesi olsun. A%, A'min iistsmirlari
kiimesini temsil etsin:

AZ ={zx € X:herac Aicgina < x}.
Eger x € X ic¢in, [z, co) kiimesini
[z, 00) ={y € X:z <y}

olarak tanimlarsak,

acA

olur.

A ve A’nin tstsinirlar: kiimesi A=
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24 1. Siralama

AZ kiimesinin en kiiciik elemanina (eger varsa) A'nin en kiiciik tistsinar
adi verilir. Demek ki A’min en kiigiik tstsiniri, her gseyden énce A’min bir
istsiniridir ve ayrica A'nin tiim tstsinirlarindan kiiglikesittir.

A’nmin en kiictk tistsinary, eger varsa, bir tanedir, ¢linkii hem a hem de
b, A’nin en kiiciik tistsiirlariysa, o zaman hem a < b hem de b < a olur, yani
a = b olur.

A’nin en kiiclik iistsinir: sup A olarak gosterilir. En biiyiik altsinir benzer
bigimde tanimlanir ve inf A olarak gosterilir.

A’nin en biiyiik elemani varsa o zaman bu eleman A’nin en kii¢iik tistsiniradar.
Ayrica eger A’nin en kiigiik iistsinir1 varsa ve A’daysa, o zaman bu eleman
A’nin en biiytik eleman: olmak zorundadir.

(N, <)ve(Z, <) swralamalarinda, tistsinir: olan ve bog olmayan her altkii-
menin en kii¢iik Gstsinirt vardir, ancak ayni sey (Q, <) siralamasi igin dogru
degildir. Ornegin,

A={reQ:2<2}CQ

ise A'nin tstsinirlarn vardir (6rnegin 5) ama A’nin en kiigiik tistsinir1 yoktur,
¢iinkii /2 kesirli bir say1 degildir. Ote yandan,

A={re€eQ:z<5} CQ

kiimesinin Q’deki en kiigiik tistsinir1 5’tir.

(R, <) swralamasinda tistsinir: olan ve bog olmayan her altkiimenin bir en
kiiciik {istsinirn vardir. Bunu [SI]’de kanitladik.

(Z, |) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse, A’daki sayilarin en kiigiik
ortak katina (ekok) boliinen her say1 A'min bir tistsimiridir ve en kiigiik ortak
kat bu sonlu kiimenin en kiiciik tistsiniridir. 0 her altkiimenin tistsiniridir. Son-
suz altkiimelerin en kiigiik tistsimr: 0°dir. Ote yandan (Z\{0}, |) siralamasimda
sonsuz kiimelerin en kii¢lik istsinir: yoktur ¢iinkii bu siralamada sonsuz kiime-
lerin tistsiir: yoktur.

1.4 Siralamalarin Esyapi1 Fonksiyonlari

(X, <) ve (Y, <) ikisiralama olsun. Eger X ten Y’ye giden bir f fonksiyonu
her z, x5 € X igin,

(1) T < w2 f(21) < f22)

kosulunu sagliyorsa, yani siralamaya saygl duyuyorsa, o zaman f’ye (sirala-
malarin) esyap: fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonlara mutlak artan
fonksiyonlar da denir.
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Bir esyap: gondermesi birebir olmak zorunda degildir. Ornegin X = {a, b}
bogsiralamayla siralanmigsa ve Y = {c} ise, X ten Y’ye giden sabit ¢ fonksi-
yonu yukardaki kosulu saglar ama birebir degildir elbet. Asagida birebir olma-
yan bir bagka esyap1 fonksiyonu 6rnegi var. Bu érnekte f(a) =z <y = f(b) =
f(e).

Yukardaki 6rnekten de goriilecegi iizere, bir f egyapi fonksiyonu, her x1, zo €
X icin,

(2) 1 <z9 & f(21) X f(22)

kogulunu saglamayabilir.

Ote yandan (2) kosulunu saglayan bir f fonksiyonu, ki bunlara artan
fonksiyonlar denir, birebir olmalhdir. Nitekim, eger f(x1) = f(z2) ise, hem
f(z1) < f(x2) hem de f(z2) < f(x1) oldugundan, hem z; < z9 hem de
xo < x1 kogullar saglanir; dolayisiyla x1 = x2 olmak zorundadir. Dolayisiyla
eger [ fonksiyonu (2) kogulunu saghyorsa (1) kogulunu da saglar.

Bu agsamada fikir degistirip bir egyap1 fonksiyonundan (1) yerine daha
gliclii olan (2) kosulunu saglamasim isteyebiliriz. S6yle de yapabiliriz: (1)
kogulunu saglayanlara <-egyapr fonksiyonu, (2) kosulunu saglayanlara <-
esyapr fonksiyonu diyebiliriz. Demek ki <-egyapr fonksiyonlar1 <-egyapi
fonksiyonularidir ama bunun tersi dogru degildir. Hangisinin s6zkonusu oldugu
bilindiginde kisaca esyapr fonksiyonu diyecegiz. (Asagida gorecegimiz iizere
tamsiralamalarda boyle bir ayrim yapmak gereksizdir.)

Egyap1 fonksiyonlarinin birkag ¢zelligi:

a. Iki egyap: fonksiyonunun bilegkesi bir esyap1 fonksiyonudur.

b. Ozdeslik fonksiyonu Idx, X’ten X’e giden bir egyapi fonksiyonudur.

c. Eger f bir esyap1 eglemesiyse (yani birebir ve értense), o zaman f~! de
bir egyap1 fonksiyonudur.

Bunlarin kolay kanitini okura birakiyoruz.

Eger X bir tamsiralamaysa, X’ten Y’ye giden bir <-egyap1 fonksiyonu
birebir olmak zorundadir. Nitekim f(z1) = f(z2) olsun. Eger x; < x2 ise
f(z1) < f(zg) olur ve bu bir celigkidir. Eger zo < x ise benzer sekilde bir
geligki elde edilir. Demek ki 1 = z2 . Ayrica birebir bir <-egyap1 fonksiyonu
bir <-esyapi fonksiyonu olmak zorundadir. Bunun kanitimi okura birakiyoruz.
Demek ki tamsiralamalarda bu iki kavram arasinda bir ayrim yok. Dolayisiyla
X bir tamsiralama oldugunda iki kavram oOrtisiir.
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26 1. Siralama

Esyap1 eglemeleri bir siralamay1 aynen kendisine benzeyen bir siralamaya
gotirtrler, yani eger f: X — Y bir egyap1 eslemesiyse, X’in siralamasiyla
Y ’nin siralamasi, elemanlarinin adlar1 diginda aymidir. Bu iki siralamanin ele-
manlarimin adlarini silersek arada bir fark géremeyiz. Aralarinda egyapi eslemesi
olan siralamalara esyapusal stralamalar diyecegiz. Ornegin, eger f bir esyapi
eslemesiyse,

a) X’in bir en kiiciikk eleman: varsa ve bu eleman a ise, Y'nin de en kiiciik
eleman vardir ve bu eleman f(a)’dir.

b) #’in bir sonraki eleman: varsa f(x)’in de bir sonraki eleman vardir ve
f(zT) = f(x)" esitligi saglanir.

c) Her z € X icin f(z, co) = (f(x), 0o) esitligi saglanir.

d) Eger A C X ise ve sup A varsa, sup f(A) da vardir ve f(sup A)’ya egittir.

Eger X =Y ve siralamalar ayniysa, esyapi eslemesi yerine 6zyapr eslemest
denir. Basit bir ornek olarak agagidaki siralamanin 6zyapi eslesmelerini bu-
lalim.

1 ve 1’ elemanlarin sabit tutarak ama 5, 6 ve 7 elemanlarini, 3 ve 4 eleman-
larm, 5, 6’ ve 7' elemanlarini, 3’, 4’ elemanlarim kendi aralarinda diledigimiz
gibi degistirerek

3 x 2l x 3! x 21 =144

tane egyapi eslesmesi elde ederiz. Ayrica sagdaki ve soldaki parcalar1 tahmin
edilebilecegi bigimde (n’yi n’ elemanina ve n’ elemanin n’ye yollayarak, bu
eslesmeye 7 diyelim) degis tokus edebiliriz. Boylece toplam 144 x 2 = 288
tane esyapi eslesmesi elde ederiz. Bagka da esgyapi eslesmesi yoktur. Bunu
kanitlayalim. ¢, boyle bir esyap: eslesmesi olsun. O zaman ¢, X’in minimal
elemanlarini yani 1 ve 1’ elemanlarini gene X’in minimal elemanlarina gonde-
rir. Eger p(1) = 1’ ise, ¢ o 7 de bir egyap: eglesmesidir ama bu kez bu yeni
eglesme 1 ve 1’ elemanlarimi sabitler. Gerekirse ¢ yerine po7 eglesmesini alarak
©'nin 1 ve 1’ elemanlarim sabitledigini varsayabiliriz. Bu kogullar saglayan bir
@’nin yukardaki 144 eslesmeden biri olacagi malum.

Eger (X, <) ve (Y, <) siralamalar1 arasinda bir egyap: eglemesi varsa, o
zaman (X, <) = (Y, <) yada (eger siralamalar biliniyorsa ya da ¢ok barizse)
kisaca X ~ Y yazilir.

Simdi birkag siralamanin 6zyapi1 eslesmelerini bulalim.
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Teorem 1.1. (N, <) suralamasinin bir tek ozyapr eslesmesi vardur: Idy ézdeslik
fonksiyonu.

Kanit: f bir egyap: eslesmesi olsun. f, en kiiciik eleman olan 0’1 gene 0’a
gondermelidir. Tiimevarimla f’nin n’yi n’ye gonderdigini varsayarsak,

olur (neden?) ve boylece f’nin her eleman: sabitledigi kanitlanir. Yani
Jf=1Idy

"dir. O

Teorem 1.2. (Z, <) swralamasinin ozyapr eslesmeleri belli bir n € 7 igin

fnx = x +n egitligini saglayan f, fonksiyonlaridur.

Kanit: Her f,, fonksiyonunun artan bir eglesme (yani 6zyap: eslesmesi) oldugu
belli. Simdi f : Z — Z artan bir esglesme olsun. f(0) = n olsun. z iizerine
tiimevarimla, her x € N i¢in f(z) = x + n esitligi s6yle kanitlanir:

fa+)=fla®)=fl@)" =(@+n)"=(@+n)+1=(z+1)+n.

Benzer sekilde (z1 yerine ~ kullanarak) her z € Z\N igin f(x) = z+n esitligi
kolaylikla kanitlanir. O

(Q, <) siralamasmin ¢ok ozyapi eslesmesi vardir. Agsagidaki sekilden an-
lagilacag tlizere, her

A= {a]., az, ag, - } - N\{O}
altkiimesi i¢in, (Q, <) siralamasinin ayri bir 6zyap: eslesmesi bulunabilir.

ry

—_ N W A~ N

a, a, 613 ay (15 ﬂ6
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Teorem 1.3. X herhangi bir kime olsun. p(X), X in altkimeleri kimesi
olsun. Her : X — X onksiyonu i¢in

p:p(X) = p(X)

fonksiyonunu, her A € p(X) icin,

pr(A) = (A) = {f(a): a € A}

olarak tanvmlayalim. Eger f bir eslesmeyse, ¢, (p(X), C) swralamasinin bir
ozyapr eslesmesidir, yani her A, B € p(X) i¢in,

AC B s pp(A) Cpp(B)

olur. Ayrica her ¢: p(X) — (X) dzyapr eslesmesi, belli bir f: X — X
eslesmesi i¢in, ¢ "ye esittir.

Kamit: Ik énerme cok kolay. Ikincisini kanitlayalim.

i. Once (@) = @ esitligini kamtlayacagiz. p(A) = @ olsun (¢ orten
oldugundan bdyle bir A var.) A'nin herhangi bir B altkiimesini alalim. Verilen
kosuldan dolay1, ¢(B) C p(A) = &, yani ¢(B) = &. Demek ki

p(B) = 2 = p(4).

Bundan da, ¢ birebir oldugundan, B = A gikar. A'min bir tek altkiimesi
oldugunu kanitladik. Demek ki A = @.

ii. Simdi, tek elemanl kiimelerin tek elemanli kiimelere gittigini goste-
recegiz. A = {z} olsun. B, p(A)'nin bir altkiimesi olsun. C, ¢(C') = B esitligini
saglasin (¢ orten oldugundan, boyle bir C' vardir.) Demek ki ¢(C) = B C
©(A). Soruda verilen kosuldan dolay1 C' C A. Ama A tek elemanl bir kiime.
Dolayisiyla ya C' = @ ya da C' = A. Sonug olarak,

va B =¢(C) = ¢(@) = @ yada B = ¢(C) = p(4).

Demek ki ¢(A)nin sadece iki altkiimesi var: @ ve ¢(A). Dolayisiyla p(A) tek
elemanh bir kiimedir.

iii. Eger x € X ise, p({z}) kiimesinin tek elemanh oldugunu yukarda
kanitladik. p({z}) kiimesinin o tek elemanina (x) diyelim:

e({z}) = {f(=)}-

Boylece X’ten X'e giden bir f fonksiyonu tanimlamig oluruz.

Eger a € A C X ise, {a} C A, dolayisiyla {f(a)} = ¢({a}) C ¢(A) ve
(a) € p(A). Demek ki f(A) C ¢(A). Daha esitligi bilmiyoruz.

¢ birebir oldugundan, f’nin de birebir oldugu kolaylikla kamtlamr. Ote
yandan daha f’nin 6rten oldugunu da bilmiyoruz.
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iv. Simdi f’nin 6rten oldugunu kanitlayacagiz. a € X olsun. A = {a} olsun.
X’in B altkiimesi ¢(B) = A esitligini saglasin (¢ 6rten oldugundan boyle bir B
vardir.) B’nin tek elemanh bir kiime oldugunu kanitlayacagiz. Soruda verilen
koguldan ve ¢’nin birebir olmasindan dolay1 B’nin sadece iki altkiimesi vardir:
Eger C C B ise, ¢(C) C ¢(B) = A = {a}, yani ya p(C) = @ = ¢(2) ya
da ¢(C) = A = ¢(B), yani (¢ birebir oldugundan) ya C' = & ya da C = B.
Iki altkiimesi olan kiimeler tek elemanl kiimeler oldugundan B’nin tek bir
elemani vardir. Eger b € B ise,

{F(0)} = p({b}) = ¥(B) = A = {a}

ve f(b) = a. Demek ki f Ortenmis. Simdi artik f'nin bir eglesme oldugunu
biliyoruz.
v. Artik, her A C X igin, (A) = p(A) esitligini kamtlayabiliriz. iii’te

f(A) S p(A)

iligkisini kanitladik. b € ¢(A) olsun. f(a) = b esitligini saglayan a elemanim
alalm (iv’te f’nin 6rten oldugunu kanitlamigtik.)

e({a}) = {f(a)} = {b} < ©(4)
oldugundan, soruda verilen koguldan dolayi, {a} C A, yani a € A, yani
b= f(a) € f(A).

Demek ki p(A) C (A).
Simdi artik, her A C X icin, ¢(A) = f(A) esitligini biliyoruz. Yani ¢ = ¢y.
O

Simdi de su ilging soruya yanit arayalim: Ya bir énceki teoremde
her A, B € p(X) igin A C B < ¢(A) C ¢(B)

kogulunu
her A, Be€ P(X)i¢cin AC B = ¢(A) C ¢p(B)

koguluyla degistirirsek ne olur? Bu son 6zelligi saglayan

p: p(X) = p(X)

eslesmelerine yari-6zyapr eslesmest diyelim.

Teorem 1.4. (p(X), C) swralamasinin yari-ozyapr eslesmeleri ozyapr esles-
meleridir.
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Kanit: ¢: p(X) — p(X) bir yari-6zyap: eslesmesi olsun. ¢’'nin bir

f: X=X
eslesmesi tarafindan belirlendigini kanitlayacagiz. Cesitli asamalardan gegecegiz.

Sav 1. p(@) = @.
Kanit: A C X altkiimesi ¢(A) = & esitligini saglasin. Soruda verilen kogula
gore A’min her altkiimesi bogkiimenin bir altkiimesine denk diiser. Demek ki
A’nin sadece bir altkiimesi vardir. Bundan da A’nin bogkiime oldugu anlagilir.

Sav 2. p(X) = X.
Kamt: A C X altkiimesi ¢(A4) = X esitligini saglasm. O zaman A’y1 igeren
her altkiime, ¢ altinda, X'i igeren bir altkiimeye, yani X’e gitmek zorunda,
mesela p(A) = X = ¢(X). Bundan, ¢ birebir oldugundan, A = X c¢ikar.

Sav 3.y € X olsun. A C X altkiimesi, p(A) = {y} esitligini saglasin. O
zaman A’nan tek bir elemans vardar.
Kanit: Soruda verilen kosula gore, A'nin her altkiimesi {y} kiimesinin bir
altkiimesine denk diiser. Demek ki A’nin en fazla iki altkiimesi vardir. A’nin tek
bir altkiimesi olsaydi, A = & olurdu ve, Sav 1’e gore, {y} = p(4) = (@) = @
olurdu, ki bu bir celigkidir. Demek ki A’nin iki altkiimesi vardir. Bundan da
A’nin tek elemanli oldugu anlagilir.

U kiimesini goyle tanimlayalim:

U={xe€ X: p({z}) tek bir elemanh kiime}.

Simdi de f : U — X fonksiyonunu tanimlayalim: Eger z € U ise,

p({z}) = {f(2)}

olsun. Sav 3’e gére, f'nin, U'dan X’e giden bir esleme oldugu bariz. Once
U’'nun X’e egit oldugunu, sonra da ¢'nin f : X — X eslesmesi tarafindan
verildigini kanitlayacagiz.

Sav 4. y € X olsun. x € U elemant f(x) =y esitligini saglasin. O zaman
o(X\{x}) = X\{y} esitligi gecerlidir.
Kanit: A C X altkiimesi p(A) = X\{y} esitligini saglasin. A’y1 igeren her
altkiime, ¢ eglesmesi altinda, X\ {y} kiimesini iceren bir kiimeye denk diiger.
Demek ki A’y1 igeren en fazla iki altkiime vardir. Sav 2’ye gore A # X. Do-
layisiyla A’y1iceren tam iki altkiime vardir. Bu da, A’nin, belli bir x € X i¢in,
A = X\{z} olmasi demektir.

z € U, (z) = y esitligini saglasin. Eger z # z ise olacaklar1 gorelim: Her
seyden once {z} C X\{z}. Demek ki

{y} = {f(2)} = v({z}) € o(X {z}) = X\{y},
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yani y € X\{y}, bir geligki. Dolayisiyla x = z € U ve f(z) = y.
Sav 5. Eger A C X ise, f(ANU) C p(A) C (A°NU)".

Kamit: A C X olsun. a € ANVU olsun. O zaman, {a} € Avea € U
oldugundan, {f(a)} = ¢({a}) € p(A). Demek ki f(a) € ¢(A). Bundan da
F(ANU) C p(A) cikar.

Simdi @ € A°NU olsun. O zaman, A C X\{a} oldugundan ve a € U
oldugundan, bir onceki sava gore,

e(4) € p(X\{a}) = X\{f(a)}.
Demek ki (a) ¢ ¢(A), yani (a) € p(A)°. Bundan da
(A°NU) C pA)"
cikar, yani p(A) C (A° N U,

Sav 6. Eger A C X ise, p(A) = f(ANU).
Kanit:

AN = fFIUNAND))C = (fF(U\F(AND))" = (X\f(AND))* = f(ANU)
esitliginden ve Sav 5’ten istedigimiz gikar.
Artik istedigimizi kanitlayabiliriz. Sav 6’da A = X alirsak,
p(X) = f(XNU) =p(XNU) = ¢U)
gikar, yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sava gore
p(A) = f(ANU) = f(AN X) = f(A).

Kanitimiz bitmigtir. O

Alistirmalar.

1.9. P, N'nin asal sayilar1 kiimesi olsun. (N, |) siralamasimnin tiim 6zyap: eslesmelerini bulun.
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2. Sayilabilir Yogun
Siralamalar

Bu béliimiin konusu kesirli sayilarin bildigimiz (Q, <) siralamasidir. Burada
sozl edilen < egitsizlik iligkisi ilkokuldan beri agina oldugumuz iligkidir; 6rnegin
2/3 < 4/5.

Daha sonra matematiksel olarak ifade edecegimiz su olguyu kanitlayacagiz:

(Q, <) swralamasimn birazdan agiklayacagimaz baz ézelliklerine sahip si-
ralamalar “aynen ama aynen” (Q, <) siralamasina benzeyen siralamalardur.

Bir bagka ama gene edebi bir deyisle, (Q, <) siralamasi, birazdan siralaya-
cagimiz birkag ozelligi tarafindan betimlenebilir /karakterize edilir.

(Q, <) siralamasinin 6ziinii karakterize eden bu “baz ézellikleri” birazdan
siralayacagiz. “Aynen ama aynen benzemek”i Altboliim 1.4’te tanimladigimiz
“egyapisal olmak” anlamina kullandik. Gene de egyapisalligi bu boliimde bir
kez daha tamimlayacagiz.

Once (Q, <) siralamasim karakterize edecek olan 6nemli 6zelliklerini teker
teker yazalim.

Her seyden once (Q, <) bir swralamadar, yani,

(1) Higbir z i¢in, x < x dogru degildir.

(2) Her z, vy, z i¢in, ejer x <y ve y < z ise, o zaman x < z’dir.

(Q, <) yalnizca bir siralama degil, ayrica bir tamsiralamadir da, yani
herhangi iki kesirli say1 birbiriyle kiyaslanabilir:

(3) Her x, y i¢in, ya x <y ya x =y ya da y < T.

Bunun sonucu olarak kesirli sayilar1 bir dogru iistiinde temsil edebiliriz.
Matematikgiler arasinda yapilan sozsiiz bir anlagma geregi, soldaki sayilar sag-
dakilerden daha kiigiiktiir.

=52 -6/7 =113 0 18/7
— e —9o ——e o —0o 0o

(Q, <) siralamasinin temsili. Mesafeler korunmamig
olabilir ama siralama korunmustur.

Ayrica (Q, <) yogun bir siralamadir: Herhangi iki kesirli say1 arasinda tigiin-
cii bir kesirli say1 vardir, daha matematiksel bir dille,
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34 2. Sayilabilir Yogun Siralamalar

(4) Her x <y i¢cin, x < z < y esitsizliklerini saglayan bir z vardar.

Ornegin z = (x +y)/2 kesirli sayis1 2’le y arasidadur.

(4) ozelligi yiiziinden (ya da sayesinde) en az iki elemani olan bir yogun
siralama sonsuz olmak zorundadir. Ote yandan (Z, <) swralamas: sonsuzdur
ama yogun degildir.

(Q, <) siralamasida ne en kiiciik ne en biiyiik eleman vardir, yani her
kesirli sayidan daha biiylik bir kesirli say1 ve her kesirli sayidan daha kiigiik
bir kesirli say1 vardir:

(5) Her x igin, x < y esitsizligini saglayan bir y vardar.

(6) Her x igin, y < x egitsizligini saglayan bir y vardr.

(5)tey =z +1, (6)’da y = = — 1 alabiliriz.

Son iki 6zelligi saglayan siralamalara u¢suz siralamalar denir. Ornegin,
gercel sayilar kiimesi R, pozitif kesirli sayilar kiimesi Q°, (0, 1) gercel aralig

e [—v/2, /2] N Q kiimeleri dogal siralamayla birlikte ugsuz ve yogun sirala-
malardir. Ote yandan [—+/2, /2] gercel say1 araligi ucsuz degildir.

@ kiimesinin bir 6zelligi daha vardir:

(7) Saylabilir sonsuzluktadar.

Yani kesirli sayilar1 0, 1, 2, 3, 4, ... diye dogal sayilar1 kullanarak koyun sa-
yar gibi hicbirini atlamadan teker teker sayabiliriz; her kesirli sayiy1 dogal
sayilarla numaralandirabiliriz [SKK]. Ote yandan, gercel sayilar kiimesi R
sayilabilir sonsuzlukta degildir, elemanlar: teker teker dogal sayilarla sayilamaz.

Yukardaki (1—7) ézelliklerini saglayan (X, <) yapilarina u¢suz, yogun ve
sayulabilir tamswralamalar denir. Ornegin (Q, <) bu tiir siralamalardandar.

Simdi bu 7 6zelligin (Q, <) yapisim (hemen agagida tanimlayacagimiz
anlamda) karakterize ettigini gosterecegiz. Kamta gegmeden 6nce, “karakterize
etmek”i hangi matematiksel anlamda kullandigimiz1 soylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) swralamalar: verilmis olsun. Demek ki her iki yap1 da (1)
ve (2) ozelliklerini saghyor. f : X — Y, her z1, x9 € X i¢in,

11 <x2 & f(21) < f(22)

ozelligini saglayan bir esleme olsun. Boyle bir f fonksiyonuna esyap: eslemesi
(va da izomorfi ya da izomorfizma) ad1 verilir ve bu durumda X ve Y'nin
esyapisal (ya da izomorf) olduklar1 sdylenir ve

(X, 9=, <

yazilir. Eger siralamalar biliniyorsa kisaca X ~ Y yazlir.
Simdi artik kanitlamak istedigimiz teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.1. Ucgsuz, yogun ve sayilabilir herhangt iki tamsiralama esyapisal-
dar.
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(Q, <) siralamasi ugsuz, yogun ve sayilabilir oldugundan, teoremden, her
ugsuz, yogun ve sayilabilir siralamanin (Q, <) siralamasiyla egyapisal oldugu
gikar.

Ornekler.

2.1. Teoremi kanitlamadan 6nce ugsuz, yogun ve sayilabilir siralamalara 6rnekler verelim ve
bu siralamalar arasinda egyapi eslemesi bulalim.
1) En bilineni: (Q, <).
2) Pozitif kesirli sayilar kiimesi Q”°, dogal siralamayla.
Bundan sonraki tiim 6rneklerimizin siralamasi dogal siralama olacagindan, sadece kiimeyi
yazmakla yetinecegiz.
3) Negatif kesirli sayilar kiimesi Q<°.
4) Sifir olmayan kesirli sayilar kiimesi Q.
5) QU {r}.
) (v/2, 00)g, yani (v/2, co) N Q kiimesi.
)
)

D

7) (0, v2)o = (0, v2) N Q.
8) (0, 1)g = (0, 1) NQ.

9) (=v2, vV2)o = (=v2,vV2) N Q.
Teoreme gore bu siralamalarin birbirleriyle egyapisal olmali, ¢iinki herbiri ugsuz, yogun
ve sayilabilir sonsuzluktadir. Bu siralamalar arasinda esyap1 eslemeleri bulalim. Ornek-
lerimiz eglendirici ve 6gretici olmasaydi, hi¢ boyle bir zahmete girmezdik.

(2 ~ 3). Once ikinciyle ficiinciiniin esyapisal oldugunu gosterelim. Su iki
eslemenin bilegkesini alalim:

Q>O—>Q>O—>Q<O

r—=1/z— —1/x

Her ikisi de siralamay1 ters gevirdiginden (yani azalan fonksiyonlar olduk-
larindan) bilegkeleri siralamay1 korur. Bu egyap1 eglemesine fo3 diyelim:

—1
T

fas(z) =
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36 2. Sayilabilir Yogun Siralamalar
(3 ~ 8). Simdi ti¢iinciiyle sekizincinin egyapisal oldugunu gosterelim. Asagida-

ki eglemeleri takip edelim:

(0, g — (1, o0)g — (=00, —1)g — Q<°
z—1/x— —1/z— —1/x+1
Birinci ve ikinci egleme siralamayi ters cevirir, tigiinciisii korur, dolayisiyla

ii¢iinlin bilesimi siralamay: iki kez ters cevirerek siralamay: korur.
Bu egyap1 eglemesine fg3 diyelim:

fas(z) = _?1 + 1.

Gormek isteyen igin fg3 fonksiyonunun grafigi agagida.

A

0 1

fg3(x) = =1/x+1

(1 =~ 2). Q ile Q70 siralamalar1 arasinda bir esyap: eslemesi bulacagiz. Q ve
Q> kiimelerini s6yle uygun bicimde parcalayalim:

Q=Q<°uQ*"~ (0, 1)g UL, o0)g = Q™"
(U simgesi, U gibi bilesim anlamina gelir, ancak, ayrica, bilesimi alinan kiime-

lerin ayrik oldugunu sdyler.) Simdi bu parcalanmaya bakarak, Q ile Q0 sira-
lamalar1 arasinda bir fi2 esyap: eslemesi bulunabilir:

1 . ]

I — 0
fi2(x) = fss(2) = 1= efer x < 0 ise
z+1 eger x > 0 ise

Bu esyap1 eslemesinin grafigi soyle. O
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1
f1alx) = 1/(1-x) fx) =x+1

0

(7 ~ 8). Once, herhangi iki kesirli a < b sayist igin, (0, 1)g ~ (a, b)g esyap:-
sallig1 gosterelim:

(0, 1)@-)(0, b—a)(@ — (CL, b)@
z—=(b—a)r— (b—a)x +a

Boylece, (0, 1)g ile (a, b)g siralamalar: arasinda siralamayi koruyan bir esleme
elde etmis oluruz. Bundan da her a < b ve ¢ < d kesirli sayilar igin,

(a, b)g =~ (¢, d)g ve [a, b)g = [¢, d)g

esyapisalliklar: ¢ikar.

a b
[a, b] =]c, d]

Siralamay1 koruyan bir eglesmeyi geometrik olarak soyle gosterebiliriz:

Simdi, n € N\{0} i¢in, a,, = 1 —1/(n+ 1) olsun. (a,), artarak 1’e yakinsayan
bir kesirli sayilar dizisidir. (b, ), de artarak \/2’ye yakinsayan bir kesirli sayilar
dizisi olsun. Ornegin b,,’yi 1/2’nin ilk n basamagi olarak alabiliriz, o zaman,

V2 =1,41421713562373.. ..
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oldugundan,
bop=0
b1 =1
bo=14
bs =141
by=1414
bs =1,4142

olur. Biraz yukarda gordiigiimiiz iizere, her n € N icin,
[an; ant1)gQ = [bn,bnt1)o-
Bu egyapisalligi gergeklestiren fonksiyona f,, diyelim:
fnt [an, ant1)g = [bn, bnt1)o-

Simdi,
[07 1)@ = I—lnEN[am an—i—l)@

ve
[Oa \/2)(@ = l—lnEN[bnv bn-i-l)@

esitliklerinden yola ¢ikarak f,, fonksiyonlarini yapistirsak,
f:10, g = [0, v2)g

esyap!1 eslemesini elde ederiz. f’nin bigimsel tanimi soyle:

f(z) = fu(x) eger x € [ap, any1)g ise.

f fonksiyonunun grafigi agsagidaki gibidir.

A

V2

by f

b, £

b,

f
0
ay a, da 1

(6 ~ 8 ~ 9). Benzer bigimde kanitlanirlar. Alistirma olarak okura birakilmigtir.
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(1 = 4). Daha 6nce kanitladigimiz egyapisalliklar ve benzerlerinden,

Q= (0, 2)g(1~38)
= (07 \/2)Q U (\/2a 2)@
~ (O, 1)@ L (1, 2)@(8 ~ 7)
~QOLQT = QT ~ 2)

Qlk?i'% 5). Daha 6nce kamtladigimiz egyapisalliklar ve benzerlerinden,
Qu{r}~Q U{r}(1l~2)
=Q<"uQ>"u{n}
~ (=00, m)g U{m} U (m, 0)q(3 = 6)
=Q
bulunur.

Yazinin geri kalan kisminda teoremi kanitlayacagiz. Kanitin yéntemine gel-
git yontemsi adi verilir.

Teoremin Kaniti: Siralamalar (X, <)ve (Y, <)olsun. X veY sayilabilir
olduklarindan, X ve Y kiimelerinin elemanlarini n € N i¢in, x, ve y, olarak
“sirayla” yazabiliriz. Burada, n # m igin x, # z,, ve yn # Ym varsayimlarini
yaplyoruz.

X ve Y’nin elemanlarinin numaralandirilmalar: birbirleriyle ilgisiz olabi-
lirler. X’ten ilk alti eleman alalim.

X4 X1 Xy Xs X3%)

——00 00— 00— (X,

————— o0 0o 0o o — 0o (V.9
Y12Y6 Yo Vs Vs 1

Y’den de rastgele alti eleman alalim. Bu elemanlarin dizilisi yukardaki sekildeki
gibi olabilir. Dikkat ederseniz ilk alt1 eleman icin siralamalar birbirlerine benzi-
yorlar ¢iinkii ne de olsa altigar elemani olan iki tamsiralamadan s6z ediyoruz.

T4 Y12
T1+Ye
To+— Yo
T5+—=Ys
T3 Ys
T2 — Y1
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eslemesi bu iki sonlu siralama arasinda bir egyap: eslemesidir. Bu tiir eslemelere
kismi esyapr eslemesi denir.

Simdi bir sonraki eleman olan zg'ya ve zg'min xg, 1, T2, T3, T4, T5 €le-
manlarina gore pozisyonuna bakalim. xg bu alt1 eleman tarafindan belirlenen
7 araliktan birinde olmali. Diyelim z¢'nin yeri soyle:

V/xs
x4 xl xO x5 x3x2

Y12Y6 Yo Vs Vs Y

Y ’nin,
Y12 < Yo < Yo <Y < Ys < Y1

elemanlarina gore pozisyonu, X'te g’ nin
Ty <21 <290 < Ty <x3< Ty

elemanlarina gore pozisyonuna benzer olan bir y elemani1 bulabilir miyiz? xg
elemani x5 ile x3 arasinda oldugundan, Y’de yg ile y5; arasinda bir eleman
bulmaliyiz.

Y12Y6 Yo Vg ? Vs Y1

Y’de boyle bir eleman var midir? Evet vardir, ¢cinkii Y ’nin siralamasi yogun
oldugundan, herhangi iki eleman arasinda ii¢iincii bir eleman vardir. Dolayisiyla
yg ile y5 arasinda da bir eleman vardir. yg ile y5 arasinda olan elemanlardan
herhangi birini alalim, diyelim y; bu o6zelligi sagliyor, yani yg ile y5 arasinda.
Demek ki

Y12 < Y6 < Yo < Ys < Y7 < Y5 < Y1-
Dolayisiyla x¢’'nin xg, x1, T2, T3, T4, 5 elemanlarina gore pozisyonu, aynen
y7’nin Y12, Y6, Yo, Ys, Ys, Y1 elemanlarina gore pozisyonu.
Simdi yukardaki kismi egyapi eglemesini zg’y1 y7’ye gidecek sekilde biiytite-
biliriz:

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org



41

T4 Y12
T1+Ye
o — Yo
T5—Ys
Te — Y7
T3+ Ys

T2 — Y1

Simdilik resim goyle:

Xy X1 Xy X5 Xg X3Xy

: (X, <)
N I I I;.' Vg

- o0 ® @00 o @ IV <
Y12Y6 Yo YsY7 Vs Y1

Bir sonraki z7 elemanini da ekleyip kismi egyap1 eglemesini bir adim daha
genigletebiliriz. Bunun icin x7’nin xg, 1, T2, T3, T4, T5, T elemanlarina gore
pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu pozisyona uyan bir eleman bulmak yeter-
lidir.

Bunu stirekli yapabiliriz ve sonugta X’ten Y'ye giden ve siralamaya saygi
duyan bir fonksiyon bulabiliriz. Bu fonksiyon birebir olacaktir ama ne yazik
ki orten olmak zorunda degildir.

Fonksiyonu orten yapmak igin bir X’ten Y’ye bir de (Y’de higbir eleman
unutmamak i¢in) Y’den X'e gitmeliyiz.

Yontem soyle. Ik adimda X’in z¢ elemamm Y’de herhangi bir elemana
yollayalim. Bu eleman yq olsun:

Zo = Yo

Ik kismi egyap: eslemesini bulduk. Resmi agagida.

X0

I (X, <)

® (Y, <)
Yo

Bu ilk adimda X’ten Y’ye gittik. Simdi Y’den X’e gidecegiz. Y’de gimdiye
kadar erigmedigimiz ilk elemani alalim. Y’nin ilk erigilmeyen elemani y;. Ve
y1’in yo’a gore konumuna bakalm. Tki ik var ya y1 < yo ya da y; > yo. Ikinci
sikta oldugumuzu varsayalim.
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(X, <)

g o— (Y.<)
Yo 1

Simdi (X, <) swalamasinda, zp’a gore konumu, y;’in yo’a goére konumuna
benzeyen bir eleman bulmaya ¢alisacagiz. y1, yo’dan daha biiyiik oldugundan,
X’te xp’dan daha biiyiik bir eleman bulmaliyiz. X’te boyle bir eleman var
mi? Evet vardir, ¢linki X’in en biiyiik elemani olmadigindan, her elemandan,
dolayisiyla xg’dan da biiyiik bir eleman var. Bu eleman z; olmayabilir belki,
belki z9 de olmayabilir, ama mutlaka xy’dan bliylik bir eleman olmali. zy’dan
biiyiik elemanlar arasindan gostergeci en kiigiik olanini secelim. Bu elemana
x3 diyelim. (Demek ki x; ve zo elemanlari zp’dan daha kiigiik, ama bunun
gelecekte higbir énemi olmayacak.) Simdi z3’le y;’i eslestirip daha 6nceki

Zo — Yo
kismi esyapi eglemesini genisletelim:

o — Yo (2.1)
T3+ Y1

Bu da ikinci kismi egleme. Resmi agagida:

X0 X3
I o— (X, <)
o (Y, <)
Yo Vi

Ikinci adimda Y’den X'e gittik. Uciincii adimda X ten Y’ye gidecegiz. X'’in
daha 6nce dokunmadigimiz elemanlarindan en kiigiik gostergeci olanini secelim.
X’in xg ve x3 elemanlarina dokunmusuz. x1’e daha dokunmamaisiz. x1’in daha
énce dokunulmus olan zy ve z3 elemanlarina gére konumuna bakalm. Onii-
miizde g sik var.

Birinci sik: 1 < ¢ < 3.

Ikinci sik: zg < 71 < T3.

ﬂgiincii sik: g < 23 < 7.

(Ashinda birinci gikta olmamiz gerektigini biliyoruz, ama daha énce séy-
ledigimiz gibi bunun hicbir 6nemi yok.) Birinci gikta oldugumuzu varsayalim:
r1 < 29 < 3.

X1 X X3

‘—I o (X, <)
® L (Y, <)
Yo Y1
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Simdi, (Y, <) swralamasinda, yg ve y;’e gore konumu, z1’in 2y ve z3’e gore
olan konumuna benzeyen bir eleman bulmaya ¢alisacagiz.

1 <29 < T3

oldugundan, Y’de

Yy<Yo <y
esitsizliklerini, yani y < yq esitsizligini saglayan bir y eleman1 bulmaliyiz. Boyle
bir eleman var midir?

X X X4
I1—I° o (X, <)

® L (Y, <)
? Yo Y1

Vardir, ¢iinkii Y’nin ilk elemani olmadigindan, her elemandan, dolayisiyla
yo’dan da kiigik bir eleman vardir. Bu eleman yo olmayabilir, y3 de olma-
yabilir, ama boyle bir eleman mutlaka olmali. Bu kosulu saglayan ve daha
once dokunulmamis elemanlardan en kiigiik gostergeclisini alalim, diyelim .
Simdi, daha 6nce buldugumuz,

o — Yo

T3 — Y1

kismi egyap: eglesmesini

To = Yo
T1r>Ya
T3

olarak genisletelim. Resmi asagida:

I—le AL o (X, <)
*—© L (Y, <)
V4 Yo 1

Bir sonraki adimda, ki bu dérdiincii adim, Y’den hareket edecegiz. Y’de daha
once bulagsmadigimiz en kiiciik gostergecli eleman ys. Bu y2 elemaninin daha
once bulagilmig olan yg, y; ve y4 elemanlarina gére konumuna bakalim. Dort
sik olabilir.

Birinci sik: y2 < y4 < yo < y1.

Ikinci sik: yq < y2 < yo < y1-

Uciincii sik: y4 < yo < y2 < y1.

Doérdiincii sik: y4 < yo < y2 < y1.

Uciincii sikta oldugumuzu varsayalim: y4 < yo < y2 < y1. Durum soyle:
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X1 X X3
I—I — (X, <)
o—© °® L (Y, <)
V4 Yo Yy Y1

Simdi, (X, <) swralamasinda, xg, 1 ve x3’e gore konumu, ys'nin yo, y1 ve y4'e
gore olan konumuna benzeyen bir eleman bulmaya galisacagiz. Yani X ’te

1 <29 <xT<IT3.

esitsizliklerini, yani x¢p < x < x3 esgitsizliklerini saglayan bir x elemani bul-
maliyiz. Boyle bir eleman var midir?

X1 % ? X3
I—I o (X, <)
o o I L (¥, <)
Va Yo Yy Y1

Vardir, ¢linkii X’in siralamasi yogundur; herhangi iki eleman arasinda oldugu
gibi, zg ve x3 elemanlar1 arasinda da bir eleman vardir. Bu elemanlar arasindan
gostergeci en kiigiik olani segelim. Diyelim xg eleman1 zg < zg < 3 esitsizlik-
lerini saglayan en kiigiik gostergecli eleman. Simdi, daha 6nce buldugumuz,

Zo = Yo
Tl Y4

T3 — Y1
kismi egyap1 eslesmesini

o — Yo
T1+7 Y4
3= Y1
T8 Y2

olarak genisletelim. Resmi agagida:

X X X3 X3
I_I ° — (X, <)
o—o l L (Y, <)
V4 Yo Yo Y1

Bunu béylece siirdiirebiliriz. Ne X’te ne de Y’de bir eleman unutmadi-
gimizdan emin olmak icin, tek sayili adimlarda X’ten, ¢ift sayilh adimlarda
Y’den basglariz.
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X ve Y sayilabilir oldugundan, bu yontemi sonsuza kadar siirdiiriirsek, X
ve Y'nin siralamalarinin egyapisal olduklarini goriirtiz. Yukardaki érnekte elde
edilen esleme goyle olur:

o—©
Yy Yo Yy Y1

Sayilamaz Sonsuzlukta Yogun ve Ugsuz Tamsiralamalar. Eger kiimeler
sayilabilir sonsuzlukta degilse teorem yanligtir. Ornegin gergel sayilar kiimesi
R’nin sonuna kesirli sayilar kiimesi Q’yii koyalim, yani

(R > {0}) U (Q x {1})

kiimesini alalim ve bu kiimeyi soyle siralayalim:

(z,0) < (y, 0) & R'de = < y ise
(, 1)< (y, 1) & Qde xz < y ise
(z, 0) < (y, 1) her kogulda.

Bu siralamanin resmi soyle:

R x {0} = R Qx{1}=Q

Bu siralamaya (kiimeye de) R + Q adimi verelim. Bu siralamanin ugsuz ve
yogun oldugu cok acgik olmali.

R + Q kiimesiyle R kiimesi arasinda bir eglesme vardir. (Bu eglemeyi bula-
bilir misiniz?) Ama bu iki siralama arasinda bir egyap: eslemesi yoktur. Bunu
kanitlayalim.

Diyelim R siralamasindan R + Q siralamasina giden bir f esyapi eslesmesi
var. O zaman

fla)=1(0, 1)
f0)=(1, 1)

esitliklerini saglayan a, b € R vardir. R’de 0 < 1 oldugundan R LI Q siralama-
sinda
(0,1) <@, 1)

olur, dolayisiyla a < b olur. f siralamaya saygi duydugundan

R a b
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[a, b] arahig1 f altinda (0, 1) ile (1, 1) arasindaki tiim elemanlara yani

[0, 1]g x {1}

kiimesine gitmelidir. Bu da [a, b] aralig: ile [0, 1]g kesirli sayilar arasinda bir
eslemeye yol acar ki, bir gercel say1 araliginin sayilabilir sonsuzlukta olmadigini
biliyoruz [SKK].
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3. iyisu'alamalar

3.1 iyismalamalarl Hissetmek

Iyisiralamay1 koyun siralamaya benzetmek pek yanhs olmaz. Sonsuz sayida
koyun da olsa, iyisiralanmig bir koyun siiriistinde mutlaka birinci koyun olmali.
Ikinci, iiciincii, dordiineii koyun da... Son koyun diginda (eger varsa Oyle bir
koyun!), her koyundan hemen sonra gelen bir koyun olmali. Dahasi, siirii 6yle
siralanmali, yani koyunlar oyle numaralanmali ki, her altstiriide numarasi1 en
kiigiik bir koyun olsun... Iste bu son ozelligi saglayan siralamalara iyisiralama
denir.

Sonlu bir siirtiyti iyisiralamak marifet sayilmaz. Az sonsuz (6rnegin dogal
sayilar kadar sonsuz olan) siiriileri iyisiralamak da marifet sayilmaz. Marifet,
¢ok sonsuz (Ornegin gergel sayilar kadar olan) siiriileri iyisiralamakta. Bu ve
bundan sonraki birka¢ boliimiin ana sorularindan biri de igte bu: Bir siirii ne
kadar biiyiik olursa olsun iyisiralanabilir mi?

Su teoremi biliyoruz [SI]:

Teorem 3.1. N'nin bos olmayan her altkimesinin bir en kiiciik elemans vardar.
(N, <) siralamasinda oldugu gibi, bog olmayan her altkiimesinin en kiigiik

elemani oldugu siralamalara syisiralama denir. Yani bir (X, <) siralamasi-
nin iyi siralama olmasi igin,

iS. Her @ % A C X altkiimesi i¢in, dyle bir a € A vardwr ki her © € A
icin a < x olur

ozelliginin saglanmasi gerekir.

X, iyisiral bir kiime | A, X’in bos olmayan
herhangi bir altkimesi

A’nin en kiigtik eleman:
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IS Gzelligini saglayan (X, <) swalamalarna dyistralama denir. X’e de <
siralamasiyla 2yisiralanmastir denir.

Tanmimdan hemen anlagilacag iizere, bir iyisiralamanin her altkiimesi de
bir iyisiralamadir, yani (X, <) bir iyisiralamaysa ve Y C X ise, (Y, <) de bir
iyisiralamadir; sonucta, Y 'nin her altkiimesi X’in de bir altkiimesidir.

iyisn"ah kiimeler tamsiralidir, yani iyisirali bir kiimenin herhangi iki ele-
mani karsilagtirilabilir. Nitekim, eger x ve y iyisirali bir kiimenin iki elemaniysa
ve IS 6zelliginde A = {z, y} alirsak, = ve y’den birinin digerinden kiigiikesit
oldugunu goriiriz.

Sonlu her tamsiralama iyisiralama olmak zorundadir elbette.

45x3\/27'cs
*—o—0—0 0 —°

Sonlu bir iyisiralama:
a<5<x3<\/2<n<s

Dogal sayilar kiimesi N'nin dogal siralamasiyla birlikte bir iyisiralama oldu-
gunu gordiik. Dogal siralamayla iyisiralanmig bir kiime olarak goriildiiglinde
N yerine w (omega, Yunan alfabesinin son harfi) yazmak bir gelenektir; biz de
bundan boyle N yerine sik sik w yazacagiz.

Bu boliimde iyisiralamalar: biraz olsun anlamaya calisacagiz.

(X, <) herhangi bir iyisiralama olsun.

Eger X = O ise soylenecek fazla bir sey yok, boskiime hakkinda ne soyle-
nebilirse, bu iyisiralama hakkinda da o kadar soylenebilir.

Eger X # @ ise, o zaman IS ozelliginde A = X alarak, X’in bir en kiiciik
elemam oldugunu goriiriiz. X'’in bu en kii¢iik elemanina xy diyelim. (Demek
ki bog olmayan her iyi siralamanin bir en kiigiik elemani vardir.)

X0 X

(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kiigiik eleman x,,

Simdi X \ {z¢} kiimesine bakalim. Eger bu kiime bogsa, o zaman X sadece xg
elemanindan olugmustur ve gene sGyleyecek fazla bir sey olamaz. Eger X \{zo}
kiimesi bog degilse, o zaman IS 6zelliginde A = X \ {z(} alahm ve bu kiimenin
en kiiciik elemanina x; diyelim. x1, x¢’dan sonra gelen ilk elemandir.

X X X

® Py
L 4 @

(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik iki elemani x,, ve x;

Eger X = {x, 21} ise, X iyisiralamasi icin tek soyleyebilecegimiz sey, xo’'in
x1’den kii¢lik oldugudur. Diyelim X sadece bu iki elemandan ibaret degil. O
zaman X \ {zo, z1} kiimesi bog olmadigindan, IS 6zelligine gore bu kiimenin
bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elemana xo diyelim. xo, x1’den sonra gelen
ilk elemandr.
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X) Xy X X

—eo o
(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kiigiik tig elemani x, x, ve x,

Bunu boylece siirdiirebiliriz. n-inci asamada, X’in en kiigiik ilk n elemanini
bulduk diyelim. Bu elemanlara (sirasiylal)

xo? xl? $2’ AR "'Ijn_l
diyelim.
Xo X1 Xy o Xy X
oo o o
Simdi,

Xn = {0, 1, 2, ..., Tp_1}

tanimini yapalim. Demek ki

XQZ@,
Xy ={zo}
Xo = {0, 1}

X3 ={zg, 1, x2}

vb.

Eger X # X, ise, yani X \ X,, # @ ise, o zaman IS ozelligine gore X \ X,
kiimesinin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elemana z,, diyelim. z,, x,_1’den
sonra gelen ilk elemandir.

X’in tiim elemanlarini bu yéntemle sonlu bir zaman sonra tiiketirsek, yani
belli bir n dogal sayisi igin,

X =X, ={xo, 1, x2, ..., Tp_1}

ise, 0 zaman X sonlu bir kiimedir (tam n eleman1 vardir) ve siralamasi dogal
siralanmig
{0,1, ..., 2,n—1}

kiimesinden pek farkli degildir. Dogal siralanmisg

{0,1, ...,2,n—1}
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kiimesinin n olarak simgelenmesi okuru gagirtmamal [SI]
n={0,1, ...,2,n—1}

ve

0<l< ... <n—1.

X’in sonlu tane, diyelim n tane elemani varsa, yukarda da dedigimiz gibi, X
iyisiralamasi aynen n iyisiralanmasina benzer, elemanlarin adlarindan basgka
aralarinda bir fark yoktur. Daha matematiksel deyigle n’den X’e giden ve
siralamay1 koruyan (yani siirekli artan) bir f eglemesi vardir.

Eger X’in # elemani varsa, X = n

Bu f eslemesi i sayisin x; elemanina gotiiriir, yani her ¢ < n igin, f(i) = x;’dir.
(Burada x;, X’in i-inci elemamdir.)

Siralamay1 bozmayan fonksiyonlara esyap: fonksiyonu ya da sirala-
ma morfizmast adi verilir, kisaca morfizma dendigi de olur. Matematiksel
tamm goyle: (X, <) ve (Y, <) birer iyisiralama olsunlar ve f : X — Y
fonksiyonu, her x1, o € X igin,

1 < w3 & f(21) < f(22)

ozelligini saglasin. O zaman f’ye siralama morfizmasa ad1 verilir. Okullarda
siralama morfizmasi daha ¢ok artan fonksiyon adiyla anilir.

Iyisiralanms kiimeler tizerine siralama morfizmalar birebir olmak zorun-
dadir, ¢linkii iyisirali bir kiime tamsirahdir. Nitekim, f(x1) = f(z2) ise ne
x1 < x2 ne de xg < x1 dogru olabilir, dolayisiyla, tamsiralamadan dolayz,
r1 = T9 olmali.

Eger f siralama morfizmasi ayrica Ortense, o zaman f’ye siralama esle-
mesi denir. Aralarinda bir egyap: eslemesi olan (X, <) ve (Y, <) iyisirala-
malarina esyapisal (ya da izomorfik) denir ve bu olgu (X, <) = (Y, <)
yva da kisaca X ~ Y olarak gosterilir.
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(Y, <)4

oo > (X, <)
Bir siralama morfizmasi

Demek ki tam n tane elemani olan iyisirali bir kiimeyle
n={0,1, ...,2,n—1}

iyisiralamasi egyapisaldir. Boylece sonlu iyisiralamalari anlamig olduk. Sira
geldi sonsuz iyisiralamalara...

Bundan boyle X sonlu olmasin. O zaman her n dogal sayisi i¢in X’in n-inci
elemani vardir. Bu elemana x, demistik, demeye de devam edecegiz.

Bu z,, elemanlarindan (n € N) olusan kiimeye Xw adim verelim. X, 'nin
aynen N'ye (daha dogrusu w’ya) benzedigini okur anlamistir herhalde, yani
X, ile w (yani dogal sayilar kiimesi N) arasinda bir siralama eglemesi vardir:
Xy = w.

X,={x,:ne Nj~w

Not: X, 'nin gercekten bir kiime oldugu pek bariz olmayabilir. [SI] ders
notlarimizda kiimeler kuraminin birkag basit aksiyomunu vermistik. Bu ak-
siyomlara dayanarak X, nin kiime oldugunu kanitlayabiliriz: ¢(z) su 6zellik
olsun: “{y € X:y < z} kiimesiyle bir dogal sayis1 arasinda bir egleme var.”
X = {2 € X: p(x)} esitliginden dolayi, X, bir kiimedir. (Tanimlanabilir
Altkiime Aksiyomu, [S].)

Tki secenek var. Ya X = X, ~ w ya da X # X,. Birinci sikta X’in
neye benzedigi belli, w’ya benzer. Ikinci sikta yogunlagalim. O zaman X \ Xu
boskiime degildir, dolayisiyla en kiigiik bir eleman1 vardir. Bu elemana =z,
diyelim. z,, eleman1 daha 6nce buldugumuz biitiin z,(n € N) elemanlarindan
hemen sonra gelen ilk elemandir, yani z, elemani, her n dogal sayisi igin,
Ty < T esitsizligini saglayan X’in en kiigiik elemanidir.
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X1 = X, U{z,} olsun. Burada w + 1 simgesine 6zel bir anlam vermeye
calismaym, w+ 1’i daha sonra tanimlayacagiz. Simdilik w + 1 simgesini tek bir
simge gibi algilayip X, iyisiralamasina yogunlagin: X4 iyisiralamasi, X,
iyisiralamasinin “sonuna’” z,, elemani eklenerek elde edilmistir.

Eger z,, X’in son elemaniysa, yani X’te x,’lerden ve x,’dan bagka eleman
kalmamigsa, o zaman X = X, U {z,} = X, y41'dir. Bu durumda, X’i ve
siralamasini anladik: X, sonuna bir eleman eklenen w’ya benziyor. (Bir sonraki
boliimde bir iyisiralamanin sonuna bir eleman eklemenin ne demek oldugunu
daha ayrintili bir bigimde anlatacagz.)

Eger z,,, X’in son elemani degilse, yani

X # Xot

ise, 0 zaman X \ X, 11 # @ olur ve X\ X, +1 kiimesinin bir en kii¢iik eleman:
vardir. Bu elemana, tahmin edeceginiz gibi, x,,41 diyelim. z, 41, x,,’dan sonra
gelen ilk elemandir. Gene tahmin edeceginiz gibi

Xw+2 = Xw+1 U {:L‘erl} =X, U {xwa xw+1}

olsun.

Genel olarak, bir n dogal sayis1 i¢in, X’in
Xoin = Xo U{Zw, Tut1, =y Totn-1}
altkiimesini buldugumuzu varsayalim. Eger belli bir n dogal sayis1 i¢in
X = Xon

ise ne ala, X'i anladik demektir. Eger X, # X ise X \ X4, kiimesinin en
kiigiik bir elemani olmali. Bu elemana x,,, diyelim. Eger hicbir n dogal sayisi
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icin X # X1, ise o zaman bu yéntemle X'i tiiketemeyiz ve siirekli z,1,
elemanlarmi buluruz.

Xow = Xy U{Zyqn: n € N}

olsun.

Xo,, siralamasinin nasil bir siralama oldugu belli. Basinda w (yani N) iyisira-
lamas1 var. Bir de sonunda ayri bir w var. Demek ki Xg,,, w'nin (yani dogal
sayllar kiimesinin) iki ayrik kopyasindan olusuyor, biri baginda (kiigiikler),
digeri sonunda (biiytikler).

Eger X = Xy, ise, igimiz bitti, o zaman X’i ve iyisiralamasimi anladik. Eger
X # Xoy ise, 0 zaman X \ X, kiimesinin bir en kiigiik eleman vardir. Bu
elemana g, diyelim.

Bunu boylece siirdiirebiliriz. X ’te xo,,’dan daha biiyiik bir eleman varsa, xo,’dan
daha biiyiik elemanlarin en kiigiigiine xo,41 diyelim. Varsa, malum yontemle
T9w+2, Ty+3, .. elemanlarini bulalim. Eger X’in sonuna varirsak igimiz biter.
Yoksa,

X3, = X9, U {.’L‘Qw+n tn e N}

olsun. Eger X = X3, ise o zaman X, w’nin ii¢ kopyasindan oluguyor demektir:
kiiciik kopya, ortanca kopya, ii¢lincii kopya.



56 3. lyisiralamalar

oo
AL

b b
o xwm... mexZWI...xZwm...

Kendimizi biraz fazla tekrarlamaya basgladik... k-inci seviyeye kadar, yani Xp,’va
kadar geldigimizi varsayalim. Xy, siralama olarak w’nin k tane kopyasina ben-
zer: 1’inci kopya, 2’inci kopya, ..., k-inci kopya. Her kopya kendi iginde dogal
siralanmigtir ve her kopyanin tiim elemanlari daha sonraki kopyalarin tim
elemanlarindan daha kiigiktir.

X Xy Xy en X, ...;xmxml...xmm...;xm ;kaka+1 e X
"""""" Xy J
X >
20 v -
ko
X >
Ak

Ornegin ticiincii kopyanmn 25’1, dérdiineii kopyanin 2’sinden daha kiiciiktiir.

Eger Xj, = X ise isimiz bitti. Yoksa X \ Xk, kiimesinin en kiiciik bir
elemani olmali. Bu elemana xy,, diyelim.zrg,’dan hemen sonra gelen elemana
Trwt1 diyelim. (Eger zg,, X’in en biiyiik elemani degilse boyle bir eleman
vardir.) Devam edip Txyt2, Tky+3, ... elemanlarimi da (varsal) bulabiliriz. X te
eleman kaldig: siirece devam edelim. Eger x4, elemanlarinin hi¢biri X’in en
biiytik elemam degilse (k sabit, n degigiyor) bu yontemi hi¢ durmadan siirdiire-
biliriz. X;41),, simdiye kadar buldugumuz tiim elemanlarin kiimesi olsun.
(X(k+1)w bir kilmedir, giivenin banal) Eger X = X (341, ise, durmak zorun-
day1z ve bu durumdan pek yakinmiyoruz herhalde. Ama eger X # X341, ise,
o zaman bog olmayan X \ X(j1),, kiimesinin en kiigiik elemanma ;1 1),, diye-
lim ve miimkiin oldugu siirece bu yontemle yolumuza devam edelim. B&ylece
her k dogal sayisi icin X, kiimelerini elde ettigimizi ama X’in bu yontemle
tiikenmedigini varsayalim.

X2, tiim bu X, kiimelerinin bilegimi olsun:
X2 = | Xpo
keN

Aligtirmalar.

3.1. X,2 toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin. (X’in iyisirali bir kiime oldugunu
kullanabilirsiniz.)
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Eger X, 2 = X ise sorun yok. Eger X, » # X ise X \ X, 2 kiimesinin en
kiiciik elemanina 2 diyelim. X 2,1 = X 2 U {x,2} olsun.

Eger X’te basgka eleman kalmamigsa o zaman X = X 2, 'dir. Kalmissa,
x,2'den hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemana 2, ; adin verelim.
Eger X’in elemanlar1 bitmezse, X’in

L2415 L2425 L2435 L2445 - - -

elemanlarin1 bulabiliriz.
X2, kilmesi X’in simdiye kadar bulabildigimiz tiim elemanlarindan o-
lugsun.
Lo24wr Tw24w+1r Lw24w+2) Lw24w+3) -+
elemanlarinin nasil bulunabilecegini okur tahmin etmistir: Her biri bir 6ncekin-
den hemen sonra gelen elemandir. Bu x 2, elemanlarinin sonu gelmiyorsa,

tiim bu elemanlar kiimesine X 2,5, diyelim.
Okur herhalde, eger X tiikenmezse,

Xw2+3wv Xw2+4wa Xw2+5wa cee

kiimelerinin nasil bulunduklarini anlamistir. Bunlarin bilegimine X5 2 diyelim.
Gidebildigimiz kadar gidelim. Eger X tiikenmezse, sirayla

Xowz, X3u2, Xgu2s - -

kiimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X 3 diyelim. Eger X daha 6nce
tiitkenmezse, X'’in
X3, X1, X5, ..

kiimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X, diyelim.

Ardindan sirayla X o, Xouw, X3uv, ... altkiimelerini de bulabiliriz. Bun-
larin bilesimine X, ya da X w+1 diyelim. Bundan sonra X wi2, X w+3,
X w+sa altkiimeleri (baglangig dilimleri) bulunur. Devam edelim ve tiim bu
altkiimelerin bilegimine X _w+o ya da X 2. diyelim. Devam edelim. Sirayla

X

w3w s Xw4w, Xw4“7 e

altktimelerini de bulruuz. Bunlarin bilesimine X ww ya da X .2 diyelim. Eger
X'i hala daha bitirememigsek, X .3, X X w5, - altkiimelerini de bulabili-

ww4 Y
riz. Bunlarin bilesimine X .« diyelim. X’in hala daha bitmedigini varsayalim.

ap =w,
g = wv,
a3 = w“’,
Q4 = w‘*’w’
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olsun. Genel olarak,
On+1 = wn

olarak tanimlansin (a%olarak degil!) Bu tanimlar simdilik bi¢imsel, yani a,’ler
anlamsiz seyler. ay,’leri gosterge¢ (endis, indeks) olarak kullanacagiz. X,,,
Xy, Xay altkiimelerinin nasil bulunabilecegini okur tahmin etmistir. Eger X
izin verirse, devam edip, her n € N igin, X’in X, , altkiimelerini de bulabiliriz.
X’in hi¢ bitmedigini varsayarak, X, altkiimelerinin bilesimine X, diyelim.
X'te yer kalmigsa devam edebiliriz. Isteyen devam etsin. Ben sikildim.

Imkansiz Ugras. Okur, konunun zevkine daha ¢ok varmak igin dogal
sayilar kiimesinin altkiimelerinin kiimesi olan (N)’nin bir iyisiralamasini bul-
maya c¢aligmalidir. En az yarim saat kadar. En fazla da bir saat... Bir saati
agmasin ¢linkii - 6nceden soyleyelim - bagaramayacaktir. ©(N)nin bir iyisi-
ralamasi bulunamaz ama vardir. p(N)’nin iyisiralanabilecegini (iyisiralamay1
bulamadan) ilerde yeni bir aksiyom yardimiyla kanitlayacagiz.

3.2 Eski iyiswalamalardan Yeni iyiswalamalar Tiuret-
mek

Bu alt boliimde eski iyisiralamalardan yenilerini elde etmeyi 6grenecegiz. Ba-
sitten zora dogru gidecegiz.

3.2.1 iyiswalamanln Sonuna Bir Eleman Eklemek.

Bu altboliimde, bir iyisiralamanin “en sonuna” yeni bir eleman ekleyecegiz.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

yeni iyisiralamada eski yenisiralamanin
her elemanindan daha biiytik oldugu buyrulan
yeni eleman

(X, <) bir iyisiralama olsun. s, X’te olmayan bir eleman olsun. X’teki si-
ralamay1 koruyarak ama s’yi X’in her elemanindan biiyiik yaparak X U {s}
kiimesini siralayabiliriz. X U {s} kiimesi tizerine kurulan ve < olarak simgele-
yecegimiz bu yeni siralama bicimsel olarak soyle tanmmlanir: z, y € X U {s}
igin, < y ancak ve ancak

1)z, y € X ve x <y ise ya da

2) x € X vey=s ise.

Bu siralama da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X U {s} kiimesinin bos ol-
mayan bir altkiimesi olsun. Eger AN X # & ise, o zaman
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X
—>
AN X kiimesinin < siralamasina gore en kii¢iik eleman1 A'nin < siralamasina

gore en kiiciik elemanidir. Ote yandan eger AN X = & ise 0 zaman A = {s}
olmak zorundadir ve s elbette bu durumda A’nin en kiigiik elemanidir.

3.2.2 Iki iyisn‘alamayl Toplamak.

Bu paragrafta bir iyisiralamay: bir bagka iyisiralamanin “sonuna’” ekleyerek
bir 6nceki paragraftaki yontemi genellegtirecegiz ve yeni bir iyisiralama elde
edecegiz. Bolim 1.2.4’te bu yontemden s6zetmistik.

yeni iyisiralama

birinci eski iyisiralama  ikinci eski iyisiralama

(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Jimdilik X ve Y kiimelerinin ayrik
olduklarim (yani kesigmediklerini) varsayalim. X UY kiimesi iizerine, X +Y
adin1 verecegimiz bir siralama tanimlayacagiz. X U Y kiimesini, X ve Y 'nin
siralamalarin koruyarak, ama Y ’nin elemanlarini X’in elemanlarindan daha
biiytlik olduklarina hitkmederek siralayalim. Bigimsel tanim soyle: u, v € XUY
i¢in, u < v ancak ve ancak

1) u, v e X ve u <wvise yada

2) u,veY veu<wvise yada

3yue X veveY ise.

X 4 Y siralamasinin resmi agagida.

X+Y

X + Ysiralamasi; x; <x, <y, <y,

Bu da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X UY kiimesinin bog olmayan bir altkii-
mesi olsun. Eger A'nin X’le kesigimi bog degilse, o zaman AN X altkiimesinin
X siralamasina gore en kiigiik eleman1 A’nin en kiiglik elemanidir. Eger A'nin
X’le kesigimi bogsa, o zaman A, Y’nin bosg olmayan bir altkiimesidir ve
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A’nin en kiiciik elemant

AmX:@isM

A’nin Y siralamasindaki en kiigiik elemani A'nin X + Y'nin siralamasindaki
en kiiciik elemanidir.

Eger X ve Y kiimeleri kesigiyorsa, o zaman X yerine X x {0}, Y yerine
Y x {1} alalim ve X ve Y’nin verilen siralamalarmi sirasiyla X x {0} ve
Y x {1} kiimelerinin {istiine tagiyyahm. Sonra bir 6nceki paragrafta X ve Y ile
yaptigimizi artik ayrik olan X x {0} ve Y x {1} kiimeleriyle yapalim.

Bunu bir 6rnekle gosterelim. X ve Y bir sonraki gekildeki gibi olsunlar.

23
ab e
X c d
1 4
Yy
Yani
X={a<b<c<d<e}
ve

Y={1l<b<2<3<e<4}
olsun. Bu iki siralamay1 goyle yazalim:
X x{0}: (a, 0) < (b, 0) < (¢, 0) < (d, 0) < (e, 0),
Y x{1}: (1,1) < (b, 1) < (2,1) < (3,1) < (e, 1) < (4, 1).

Dikkat ederseniz X'ten X x {0}’a gegerken X’in siralamasini koruduk. Aym
ozeni Y igin de gosterdik. Simdi, agagidaki sekildeki gibi X x {0}'in eleman-
larindan hemen sonra ¥ x {1}’in elemanlarimi yazalim.

X+Y

(@,0) (0 (50) (L,1) (2,1) (e1)
—o—o0—o—o0—o0—
,0)  (d,0) ®1) G141
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Matematikci giinliik kosusturma i¢inde bu kadar ¢ok 6zen gostermez. X ve
Y kesigse bile X ve Y’nin elemanlarini iki kez yazar. Ornegin, profesyonel
matematik¢i yukardaki 6rnegi,

olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b farkli elemanlardir. Eger ¢ok basi
sikigirsa, X + Y’yi

olarak gosterir.
Ornegin N + N iyisiralamasi, N iyisiralamasinin sonuna ayni siralamanin
bir kopyas: konarak elde edilir. Iste resmi:

01234 .. 01723 4 ..
[ S ——_——————e——e,..
N N
N+ N

3.2.3 Alfabetik Siralama ya da Iki iyi51ralamay1 Carpmak.

(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Bu paragrafta X x Y kiimesi tizerine
Bolim 1.2.6’da tamimladigimiz alfabetik siralamanin bir iyisiralama oldugunu
kanitlayacagiz. Alfabetik siralamayr animsatalim: (x1, y1) ve (z2, y2) ciftleri
X X Y kiimesininin iki elemani olsun. Eger

1 < T9

ise ya da
T1 =22 ve Y1 < Y2

ise, (z1, y1)’in (z2, y2)’den daha kiiciik oldugu soylenir ve bu

(z1, y1) < (22, ¥2)

olarak yazilir. Bunun bir siralama oldugu c¢ok belli. Bir iyisiralama oldugunu
kanitlayalim. Asagidaki sekilden takip edin. U, X XY kiimesininin bog olmayan
bir altkiimesi olsun.

A={zeX:biryeY icn (z,y) e U}

olsun. A, bogkiime olamaz. Demek ki A’nin bir en kiigiik elemani vardir. Bu
elemana a diyelim.

B={yeY:(a,y) €U} =({b} xY)NU

olsun. a € A oldugundan, B boskiime olamaz. Demek ki B’nin de bir en kiigiik
elemani vardir. Bu elemana b diyelim. b € B oldugundan, (a, b) € U.
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Y 4
J.
7
B {
I] — N
[ \
‘\ f .
bleri-Q ] ]
- ]
=
\ —
: PN
a A

Simdi (a, b)’nin U’nun en kii¢iikk elemani oldugunu kanitayalim. (z, y), U’'nun
herhangi bir elemani olsun. Demek ki € A. Dolayisiyla © > a. Eger x >
a ise, elbette (a, b) < (x,y). Eger x = a ise, o zaman (a,y) = (z,y) €
U oldugundan, y € B. Demek ki y > b. Eger y > b ise, o zaman elbette
(a,b) = (z,b) < (z,y). Eger y = b ise, o zaman (a, b) = (z, y). Kanitimiz
tamamlanmigtir.

3.3 lyisiralamalarda Timevarim
Dogal sayilar kiimesi N’de tiimevarimla kanit yapmasini biliyoruz. Animsayalim:

Olgu 1. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Tlkesi 1]. A C N bir altkime
olsun. A’nan su iki ozelligi oldugunu varsayalim:

1) 0e A

2) Her n dogal sayist i¢in, n € A ise o zaman n+ 1 € A.

Bu durumda A = N olur.

Bu teoremi dogal sayilar1 ve dogal sayilar kiimesi N'yi tanimladigimiz [SI]
ders notlarinda kanitlamigtik. Ayni ders notlarinda bir tiimevarim ilkesi daha
kanitlamigtik:

Olgu 2. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Tlkesi 2]. A C N bir altkiime
olsun. X' in su ozelligi oldugunu varsayalim:
Her n dogal sayist icin, eger

{meN:m<n}CA

ise, 0 zaman n € A.
Bu durumda A = N olur.

Bu teoremlerden en azindan biri olmadan dogal sayilar hakkinda ele avuca
sigan bir teorem kanitlayamayiz.
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Birinci teorem dogal sayilarda toplamayla ilgili bir sey soyliiyor. Ikinci
teoremde ise toplama yerine sadece < esitsizligi var. Birinci teoremi olmasa
da ikinci teoremi iyisiralamalara genellegtirebiliriz. En azindan ikinci teoremin
aynisini iyisiralamalar igin formiile edip kanitlamaya galigabiliriz.

Birinci teorem de, yazildigi bigimde degil ama buna yakin bir bicimde
iyisiralamalara genellegtirilebilir. Bunu daha sonra ordinaller i¢in yapacagiz.

Bu boliimiin amaci ikinci tiimevarim ilkesini dogal sayilardan iyisiralama-
lara genellestirmek.

Teorem 3.2. [Iyisiralamalarda Timevarim Ilkesi). (X, <) bir iyi swra-
lama olsun. A C X bir altkiime olsun. A’nin su 6zelligi oldugunu varsayalvm:
Her xz € X igin, ejer {y € X : y <z} C A ise, 0o zaman x € A.
Bu durumda Y = X olur.

Kanit: Diyelim, A, X’e esit degil. O zaman X \ A kiimesi bog degildir. Do-
layisiyla X iyisiralamasimin X \ A altkiimesinin bir en kiiciik elemani vardir.
Bu elemana x diyelim.

x, X \ A altkiimesinin en kii¢iik elemam oldugundan, x’ten kiiglik higbir
eleman X \ A kiimesinde olamaz, yani x’ten kiiglik her eleman A’dadir. Var-
sayilan kogula gore x, A’da olmali. Bir geligki elde ettik. Demek ki A, X’e egit
olmali. Il

Gorildigi gibi kanit gok basit. Nasil dogal sayilarla ilgili en kiigiik bir
gercegi kanitlamak igin tiimevarim kullaniliyorsa, iyisiralamalarda da en kiigiik
bir gseyi kanitlamak i¢in timevarim gerekir. iyisufalamalarda tlimevarimsiz bir
sey kanitlanamaz desek yeridir. Belki su tuhaf teorem disinda...

Teorem 3.3. Iyisirals bir kiimede siirekli azalan bir dizi yoktur.

Kanit: (X, <) iyisiral bir kiime olsun. (x,),, X'in siirekli azalan bir dizisi
olsun. Demek ki her n < m dogal sayilar: icin x,, x,, € X ve eger n < m ise
Tm < Tn. Bir celigki elde edecegiz.

A={xn:n €N}

olsun. A'min bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elemana z, diyelim. Ama o
zaman Tn,11 € A ve Tp11 < Xp, bir geligki. O

Bir Uygulama. Iyisiralamalarda tiimevarimla kamt tekniginin bir uygu-
lamasini gorelim simdi.

Altboliim 3.2.1°de, bir iyisiralamanin sonuna yeni bir eleman ekleyerek yeni
bir iyisiralama elde ettik. Yeni iyisiralamanin resmi agagidaki gibi.
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yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

Eger X bir iyisiralamaysa, X’in sonuna bir eleman eklenerek elde edilen sira-
lamaya X diyelim.

Bu boliimde X iyisiralamasiyla X iyisiralamasinin gercekten farkl ol-
duklarimi kanitlayacagiz. Daha matematiksel bir deyisle, aralarinda bir egyapi
eslemesi olmadigimi kanitlayacagiz. Daha acik bir deyisle, X *’dan X’e giden
ve siralamay1 koruyan (yani artan) bir egleme olmadigini kanitlayacagiz.

Kanita girismeden 6nce problemi biraz tartigalim. Diyelim X T’dan X’e
giden ve siralamay1 koruyan (yani mutlak artan) bir egleme var. Bu eglemeye
f diyelim ve f’yi anlamaya caligalim.

Xg XX, X ~ . ‘f.(s)s X+

f /A
S ? e e o o o X
XoX1%) f(s)

Yukardaki sekilden takip edin. f, X T iyisiralamasinin ilk elemanlarimi (ki bun-
lar X’in de ilk elemanlaridir) gene kendilerine gotiirmeli, yani f baslangicta
her 2’i gene kendisine gotiiren 6zdeglik fonksiyonu olmali. Ornegin X *'nin ilk
elemani (ki bu X’in ilk elemanidir) f altinda gene X'in ilk elemanina gitmeli,
yoksa f hicbir zaman X'’in ilk elemanina degemez ve dolayisiyla 6rten olamaz.

X'’in ilk elemanlarina sekildeki gibi z,, dersek, f(x,) = z, esitligi hemen
hemen bariz olmali. Yani sol tarafta asayis berkemal, her eleman f altinda
kendisine gidiyor.

Ote yandan, X+ 'nin en son elemanina, gekilde oldugu gibi, s dersek, f(s),
X’in en son elemani olmali, ¢linkii eger y € X herhangi bir elemansa, belli bir
r € Xt igin, y = f(x) olur ve x < s oldugundan, y = f(x) < f(s) olur.

Simdi f(s)min f altinda gittigi eleman olan f(f(s))’ye, yani f2(s)’ye ba-
kalim. Bu eleman f(s)’den hemen &nceki eleman olmali, ¢iinkii f(s), s’den
hemen 6nceki elemandir. Ayn1 nedenden, f?(s), f(s)’den hemen &énce gelen
eleman oldugundan, f3(s), f?(s)’den hemen 6nce gelen eleman olmali.

Goriildigu gibi sol tarafta 6zdeglik fonksiyonu olan f, sag tarafta eleman-
lar1 bir eksiltiyor... Ortalarda bir yerde sorun ¢ikmali... Bir yerde f elemani
kendisine mi gotiirmek, yoksa eksiltmek mi gerektigine birtiirlii karar vereme-
meli...

Yukardaki parlak fikir ne yazik ki matematiksel olarak beg para etmez.
“Ortalarda bir yer” diye bir yerden s6zedilemez matematikte.

Soyledigimizi kanitlayacagiz ama tiimevarim kullanarak kanitlayacagiz. Tii-
mevarimla, her x € X igin f(x) = z esitligini kanitlayacagiz. Boylece s’ye
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gidecek yer kalmayacak ve bir geligki elde edecegiz.
A={zre X: f(x) ==z}

olsun. A'nin X’e egit oldugunu kamitlayacagiz. Bunun icin, X ten herhangi bir
x elemani alip,
{ye X:y<z}CA

varsayimindan yola ¢ikip x € A iligkisini kanitlamaliyiz.

Demek ki z’ten kiigiik her elemanin f altinda kendisine gittigini varsayiyoruz
ve x’in de f altinda kendisine gittigini kanitlayacagiz.

f(x) elemanina bakalim. Bu elemanin nerede oldugunu anlamaya ¢aligacagiz.

X N
== .

~| X
I lf
. X

f(z), z’ten kiigiikk olamaz. Aksi takdirde f(z) € A, yani f(f(x)) = f(x) olurdu
ve f birebir oldugundan f(x) = x olurdu, bir geligki.

f(z), z’ten biiyiik olamaz. Aksi takdirde X 'nin higbir elemani z’e dege-
mezdi. Nitekim eger f(y) = = ise, f(y) = = < f(z) ve y < x olur. Ama o
zaman da y € A icindeligi ve z = f(y) = y < x esitsizligi bize bekledigimiz
geligkiyi verir.

Demek ki f(z) = x.

Kanitladigimizi yazalim.

Teorem 3.4. Eger X bir iyisiralamaysa, X ile X iyisiralamalar: esyapisal
olamazlar.

g

3.4 iyiswalamalarl Birbirine Gommek

Iki iyi siralama alalm: (X, <) ve (Y, <). Bunlar tamsiralama olduklarmdan,
her ikisini de agagidaki sekildeki gibi birer dogru tizerinde temsil ederek cok

X

Y

biiyiik bir yalan sdylemis olmayiz. (Temsilde sagdaki elemanlar soldakilerden
daha biiyiik olacaklar.)

Eger X ve Y bogkiime degillerse her ikisinin de birer en kiigiik elemani
vardir. Bu elemanlara sirasiyla xg ve yo diyelim.
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X0

Yo
Eger X ve Y’de eleman kalmissa o zaman xg ve yp’dan hemen sonra gelen
elemanlar vardir. Bu elemanlara sirasiyla x; ve y; diyelim.

X0 X4

X

Yo Y1

Bunu boyle “siirdiirebilecegimiz kadar” stirdiirelim. Eger X ya da Y sonlu
adimda biterse, once bitenden digerinin baglangic dilimine giden bir egyapi
fonksiyonu buluruz.

Xy Xq X

Yo V1 e ¥,

Eger X ya da Y sonlu adimda bitmezse, o zaman her ikisinde de N’ye egyapisal
olan bir “baglangic dilimi” var demektir.

Daha fazla devam etmeden (¢iinkii bu tiir akil yiiriitmeler tehlikeli sularda
ylizmek demektir), biraz teori yapalim, en azindan kullandigimiz “basglangic di-
limi” terimini tanimlayalim. Once okurun sezgisine hitap edelim: Amacimiz iki
iyisirali kiimeyi, ilk elemanlarindan baglayarak ve gidebildigimiz kadar giderek,
birbiriyle eslestirmeye caligmak. Ikisinden birinin digerinden daha énce tiike-
necegini umup tiitkeneni digerinin “baslangic dilimine” gémmek. Okur oku-
maya devam etsin, her gey zamanla arzulanan matematiksel agikliga kavusacak.

3.4.1 Baslangic¢ Dilimi
(X, <) bir iyisiralama olsun. I C X bir altkiime olsun. Eger her z, y € X
icin,

y<zel

kogullar1 dogru oldugunda,
yel
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oluyorsa, I'ya baglangi¢ dilimsi (ingilizcesi initial segment) adi verilir. Ornegin
X’in kendisi bir baslangi¢ dilimidir. Daha ilging 6rnekler: Her a € X igin,

{reX:z<a}

ve
{reX:z<a}

kiimeleri X’in birer baglangic dilimleridir. Bunlardan bagka da baslangi¢ dilimi
yoktur, yani eger bir baglangic dilimi X ten degisikse, o zaman bu baglangic
dilimi, belli bir ¢ € X igin,

{reX:xz<a}

kiimesine esit olmalidir. Nitekim I C X bir baglangi¢ dilimi olsun. a, X \ I
kiimesinin en kiigiik elemani olsun. Elbette

{reX:z<a}CI

olur. I¢indeligin diger istikametini kanitlayalim. = € I olsun. Eger a < z ise,
baglangi¢ diliminin tanimindan dolay1 a € I olmali, ki bunun yanlig oldugunu
biliyoruz. Demek ki = < a. Istedigimizi kamtladik.

Eger I # X bir baglangi¢ dilimi ise, i*, X \ [

kiimesinin en kiiciik elemanim simgeleyecek. Yani 7, X’in I’'nin biitiin ele-
manlarindan daha biiyiik olan en kiiglik elemanmidir. Demek ki

I={zeX:z<i'}

Bu arada I U {i*} kiimesinin de bir baglangi¢ dilimi olduguna dikkatinizi
cekerim. Eger baglangic dilimine J ya da K dersek, bu elemanlar1 j* ve k*
diye anacagiz.

Bu buldugumuzu sik sik kullanacagiz; not edelim:

Onsav 3.5. X %in bir baslangic dilimi ya X ’e esittir ya da bir a € X i¢in
{z € X : x < a} bi¢iminde bir kimedir.

g

Sonug 3.6. Eger I ve J, X'’in birer baslangi¢c kiimesiyse, ya I C J ya da
JCI.
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Kanit: Eger I ya da J, X ise, sorun yok. Boyle olmadigin1 varsayalim. Eger
it < jTise I C J, aksi halde J C I. O

Asagidaki sonug da yukardakinden c¢ikar ama biz ¢egni olsun diye bagka bir
kanit verecegiz.

Onsav 3.7. p, elemanlar X in bazi baslangi¢ dilimlerinden olugsan bir kiime
olsun. O zaman Up, yani |J;c pI bir baslangic dilimidir.

Kanit: z € UlepI ve y < x olsun. Demek ki bir I € p igin x € I. Ama [ bir
baglangig dilimi. Demek ki y € I. Dolaysiyla y € [ J;¢ o I O

Asagidaki alistirmalarda X iyisiral bir kiimeyi simgeleyecek.

Aligtirmalar.

3.2. Eger I ve J, X’in birer baslangi¢ dilimiyse, ya I C J ya da J C I oldugunu kanitlayn.

3.3. p, her eleman: X’in bir baglangi¢c dilimi olan bir kiime olsun. O zaman Ny kiimesinin,
yvani Nreeo/ kiimesinin de X’in bir baglangig dilimi oldugunu kanitlayin.

3.4. Y iyisirali kiime olsun. f: X — Y, X’ten Y’nin bir baglangi¢ dilimine giden bir egyap1
fonksiyonu olsun. I C X bir baglangi¢ dilimiyse, f(I)’nin Y’nin de bir basglangi¢ dilimi
oldugunu gosterin.

3.5. p # &, her eleman1 X’in bir baglangi¢ dilimi olan bir kiime olsun. g’nin en kii¢iik bir
elemani oldugunu kanitlayin; yani 6yle bir I € p elemaninin varhigini kanitlayin ki, her
J € pigin I C J olsun.

3.6. X'in en biiylik elemanimin olmadigini varsayalim. p, X’in X’e esit olmayan baglangic
dilimlerinin kiimesi olsun. J; col=X esitligini kanitlayin.

3.7. A, X’in bir altkiimesi olsun.
I(A) = {z € X : z, A’nin bir elemanindan kiigikesit}
olsun. I(A)'nin bir basglangi¢ dilimi oldugunu kanitlayin. I(A)’nin A’y1 iceren baglangig
dilimlerinin en kiigiigii oldugunu kamtlaymn. I(A)’min X’in A’y1 igeren tiim baglangig
dilimlerinin kesigimi oldugunu kanitlayin.)

3.8. J = U, I olsun. {it: I € p} kiimesiyle j* eleman: arasinda nasil bir iligki vardir?

3.9. ICY C X olsun ve I, hem X’in hem de Y’nin baslangi¢ dilimi olsun. i "eleman1 X’te
ve Y’de farkli elemanlar olabilir. Aslinda, i* yerine i*(X) ve i*(Y) yazmak gerekir.
it (X) <iT(Y) esitsizligini kanitlayn.

3.4.2 Gomme Teoremi (1)

Boliimiin baginda tanimladigimiz z,, ve y, elemanlarini animsayalim. Eger X
ve Y’den biri sadece bu z,, ve y, elemanlarindan olusmussa, o zaman, bu ele-
manlardan olugsandan (asagidaki resimde X’ten) digerinin baglangi¢ dilimine
giden bir esyap1 fonksiyonu vardir.




3.4. lyisiralamalari Birbirine Gdmmek 69

Eger hem X'’te hem de Y’de eleman kalmissa, x,, ve y,, kalan elemanlarin en
kiiciigii olsun.

Bunu bdéylecene siirdiirebiliriz ve X ya da Y’nin elemanlarini bir zaman sonra
tiketebiliriz. Boylece, 6nce tiikeneni digerinin bir basglangic dilimine gémebi-
liriz... gibi bir hisse kapilabilir insan ilk anda ama ikinci anda bundan mate-
matiksel olarak heniiz emin olamayacagimizi anlariz...

Yukardaki akil yiirtitmenin beyne degil hislere hitap ettiginin farkina vardi-
niz mi1? Matematikte “bunu bdylecene siirdiirebiliriz” diye bir tiimce yazilamaz,
boyle bir tiimce ancak edebiyat siifina girebilir. Oysa burada matematik ya-
pimaktadir.

Bu boliimde yukardaki edebiyati matematige dontistiirerek su teoremi ka-
nitlayacagiz.

Teorem 3.8. (X, <) ve (Y, <) iki wyistralama olsun. O zaman ikisinden
birinden digerinin bir baslangic dilimine giden bir esyapr fonksiyonu vardur
ve bu baslangi¢ dilimi ve esyapr fonksiyonu birer tanedir. Ayrica her ikisin-
den de digerinin baslangi¢ dilimine giden esyapi fonksiyonlars varsa, bu esyapt
fonksiyonlar: esyapr eslemeleri (izomorfizma) olmak zorundadar.

Teoremi soyle yazmay: tercih ediyoruz:

Teorem 3.9. (X, <) ve (Y, <) ikiiyisiralama olsun. O zaman ikisinden biri
digerinin baslangi¢ dilimine gomailiir. Ayrica her ikisi de digerinin baslangi¢
dilimine gomiliiyorsa, bu gémmeler esyapr eslemeleri (izomorfizma) olmak zo-
rundadiriar.

Matematiksel tanimi verelim ki sonradan maraza ¢ikmasm. (X, <) ve
(Y, <) birer iyisiralama olsun. f: X — Y siralamay1 koruyan bir fonksiyon
olsun, yani z1 < x9 igin f(z1) < f(x2) olsun.

I/ 77

X’in Y’nin bir baslangi¢ dilimine gomiiltigt
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Bir de ayrica f(X)’in Y'nin bir baglangi¢ dilimi oldugunu varsayalim. O zaman
f’nin X’in Y’nin bir baslangi¢ dilimine gémdiliisii oldugunu ya da f’nin
X’i Y’nin bir baslangi¢ dilimine gomdigiini ya da X’in Y 'nin baslangi¢
dilimine gomiildiigini soyleyecegiz.

Teoremi kanitlamak biraz zaman alacak. Iyisiralamalarda tiimevarimla kanit
ilkesini sik sik kullanacagiz. (Bkz. Teorem 3.2.)

Bundan boyle X ve Y, iyisiralanmig birer kiime simgeleyecekler.

Bir sonraki onsavin tiimevarimda nasil kullanilacagini gormek igin kahin
olmaya gerek yok.

Onsav 3.10. f, Xin'Y 'nin bir baslangi¢ dilimine bir gomilist olsun. I, X ’in
bir baslangic dilimi olsun.

i. O zaman f(I), Y 'nin bir baslangi¢ dilimidir, yani f’'nin I’ya kisitlanis
olan fir fonksiyonu I’'nin 'Y 'nin bir baslangig dilimine gomiilisidiir.

ii. Eger I # X ve J = f(I) ise, f(iT) = jT olur.

Kamnit: i. y; € f(I) ve ya < y1 olsun. yo'nin f(I)’da oldugunu kanitlayacagiz.
Madem ki y; € f(I), f(z1) = y1 esitligini saglayan bir z; € I vardir.

I
° X

Y =l

y1 € f(X) ve f(X) bir basglangi¢ dilimi oldugundan, y;’den kiigiik olan y
de f(X)’in bir elemamdir. f(x2) = yo esitligini saglayan bir zo € X elemam
alalim.

f(z2) =y2 <1 = f(21)

oldugundan, zs < x1 olmah. Ama x; € I. Demek ki z9 € I ve

y2 = fla2) € f(I).

ii. 1, I'nin biitiin elemanlarindan daha biiyiik oldugundan, f(i"), f(I) 'nin
biitiin elemanlarindan daha biiyiik olmah. Demek ki 5+ < f(iT). Dolayisiyla
(f(X) bir baglangi¢ dilimi oldugundan) j* € f(X) ve bir z € X igin, f(z) =
jT olmal.

I l’+
° X
—
—_
£ ] [
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f(z) =77 < f(i1) oldugundan, x < i* olmal. Eger x < i* ise, o zaman x €
ve f(z) € f(I) olur ki bu da f(x) = j* ¢ f(I) ile gelisir. Demek ki z =4*. O

Onsav 3.11. X ’ten Y 'nin bir baslangi¢ dilimine en fazla bir gdmme vardar.

Kanit: f ve g, X’ten Y’nin bir baglangi¢ dilimine giden iki gdmme olsun. Her
z € X igin f(z) = g(z) esitligini kamtlayacagiz. Demek ki,

A={z e X: f(z) =g(x)}

tanimini yaparsak, A'nin X’e esit oldugunu kanitlamamiz gerekiyor. Tiime-
varimla kanit ilkesini kullanacagiz.

x € X olsun ve I = {y € X:y < z} kilmesinin A’nin bir altkiimesi
oldugunu varsayalim. Eger x’in de A’da oldugunu kanitlarsak, tiimevarim ilke-
sine gore A'nin Xe egit oldugunu kanitlamig olacagiz ve 6nsavimiz kanitlanmig
olacak.

Ama z = it ve Onsav 3.10.ii’'ye gore, f(I) = J = g(I) = K ise,

fla)=f") =47 =k" =g(i") = g(x).
Demek ki z € A. O

Yukardaki 6nsava gore X'’in bir baglangi¢c diliminden Y’nin bir baglangig
dilimine en fazla bir tane gémme vardir. Nitekim eger I, X’in bir baslangig
dilimiyse, Onsav 3.11’yi X yerine I’ya uygulayabiliriz.

Sonug 3.12. O.,.zde;;lik fonksiyonu Id, X ’ten X ’in bir baslangi¢ dilimine giden
bir gommedir. Onsav 3.11°dan dolay: X 'ten X ’in bir baslangi¢ dilimine giden
baska da boyle bir gomme yoktur. O

Teoremin Birinci Yarisinin Kaniti: g, Y’nin bir baslangi¢ dilimine
gomiilen X'’in baglangi¢ dilimleri kiimesi olsun. Yani,

p={I C X: I, X'in baglangig dilimi ve I'dan Y

‘nin bir baglangi¢ dilimine giden bir gémme var }

olsun.

Onsav 3.11’ye gore, eger I € p ise, I’dan Y’nin bir baglangi¢ kiimesine
giden sadece bir tane gomme vardir. Bu gommeye f; adini verelim.

Eger I ve J, X’in iki baglangic¢ dilimiyse, Sonug 3.6’ye gore ya I C J ya
da J C I. Diyelim I C J. Simdi, f; gémmesi J’den Y’ye gidiyor, ve I C J
oldugundan, f; fonksiyonunu I’da degerlendirebiliriz. Onsav 3.10’ya gore
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Y

fsir(I) de Y'nin bir baglangic dilimidir ve f;; da fr gibi, I'"dan Y nin bir
baglangic dilimine giden bir gommedir. Onsav 3.11’ye gore,

fnr=Jr.

Demek ki, her = € I igin, fi(z) = fy1(z) = fs(2).

Simdi Z = Up = Ulep I olsun. Z’nin p’de oldugunu kanitlayacagiz. Bu da
Z’nin @’nin en biiylik elemani oldugunu gosterecek, ¢iinkii ne de olsa Z, @’nin
elemanlarinin bilesimi. Yani Z, Y’nin bir baslangi¢ dilimine gémiilen X’in en
biiyiik baglangic dilimi olacak.

Onsav 3.7°¢ gore Z, X’in bir baslangic dilimidir. Z’den Y’ye giden bir
f fonksiyonu tanimlayacagiz. x € Z olsun. O zaman bir I € p i¢in = € I.
Simdi f(x)1 fr(z) olarak tammlayalim. Bu tamim “yasal”dir ¢iinki, I yerine,
2’in iginde bulundugu bir bagka J € @ baslangic dilimi segseydik, bir {ist-
teki paragrafta yaptiklarimizdan dolayr fr7(x) = fj(x) olurdu. Yani f(z)’in
tanimi, segilen I baslangi¢ diliminden bagimsizdir, yeter ki x, I’da olsun. Bu
da tamimin yasal oldugunu gosterir.

ﬁz
’s f X

J

/i ol

Y

Simdi f’nin siralamaya saygi duyan bir fonksiyon oldugunu kanitlayacagim.
Bunun kanit1 oldukca kolay. y < € Z olsun. Demek ki bir I € p i¢in = € 1.
O zaman y de I’da. Demek ki,

fly) = fily) < fr(z) = f().

Boylece f’nin siralamaya saygi duydugunu kanitlamis olduk.

Onsav??’ten dolay1 f (Z)’nin Y nin bir baglangi¢ dilimi oldugunu biliyoruz.
Demek ki f, Z’den Y’nin bir baglangi¢ dilimine bir gomme. Dolayisiyla Z € p
ve Z, ¢’nin en biiyiik elemani. Durum goyle:

Z

lf [(Z)
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Eger Z = X ise igimiz bitmistir, ¢linkli o zaman X, Y 'nin bir baglangi¢ dilimine
gomiiliir.

Eger f(Z) =Y ise de isimiz bitmistir, ¢iinkii o zaman Y, f~! sayesinde X’in
bir baglangi¢ dilimine (Z’ye) gémiiliir.

Z
EiG
> 2=

Simdi Z # X ve f(Z) # Y varsayimlarimi yapalim. Bir geligki elde edecegiz.
T = f(Z) olsun. Bu durumda 2" ve t* elemanlar1 vardir. Simdi X’in ZU {27}
basglangi¢c kiimesinden Y 'nin

X

Y

f(Z)uf{tT}

baglangi¢ kiimesine giden ve siralamay1 koruyan bir fonksiyon bulabiliriz. Bu-
nun icin, Z iizerine tamimh olan f’yi z* elemamm ¢ elemanina gotiirecek
bigimde genigletmek yeterli. Ama o zaman da ZU{z"} € p olur. Bu da Z’nin
@'nin en biiyiikk elamani olmasiyla celigir. O

Teoremin Ikinci Yarisimin Kaniti: f, X’ten Y’nin bir baglangi¢ dili-
mine giden bir gomme olsun.

X
t /
i Y
2 ﬁ A/A/X
g, Y’den X’in bir baslangig dilimine giden bir gomme olsun. O zaman, g o f,
X’ten X’in bir baglangi¢ dilimine giden bir gémmedir. Onsav 3.11’ya gére

go f=1Idx.

Demek ki her z € X i¢in g(f(x)) = z. Dolaysiyla g 6rtendir, yani bir egyapi
eslemesidir. (¢g’nin birebir oldugunu zaten biliyoruz.)

Eger f orten degilse, o zaman Y’de her x € X igin, f(x) < u esitsizligini
saglayan bir v elemani vardir. Bu egitsizligin her iki tarafina da ¢’yi uygularsak,
her z € X i¢in, x = g(f(x)) < g(u), yani

r < g(u)
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olur. Bu egitlikte eger x = g(u) alirsak, ki g érten oldugundan bunu yapabiliriz,
bir celigki elde ederiz. Demek ki f de 6rtendir, yani f de bir egyap: eslemesidir.
O

Yukardaki teoremin kamitindan agagidaki sonug gikar:

Sonug 3.13. X ve Y birer wyisiralama olsun. O zaman, Y 'nin bir baslangig
dilimine gomdilen X ’in bir en biyik Z baslangic dilime vardir ve bir tanedir.
Ayrica eger Z # X ise bu gomme drten olmak durumundadir, yani Z ~'Y ’dir.

)W
[(2)=Y

Kanit: Nitekim kanitta bulunan X’in Z altkiimesi tam bu baslangig dilimidir.
O

3.4.3 Gomme Teoremi (2)

Yukarda iyisirali kiimeleri birbirine gomdiik. Burada iyisirali bir kiimenin he-
raltkiimesini iyisirali kiimenin bir baglangi¢ dilimine gomecegiz.

Teorem 3.14. Iyisuraly bir X kiimesinin her altkimesi (iyisiraly bir kiime
olarak) X ’in tek bir baslangi¢ dilimine ve tek bir bi¢imde gomdliir.

Teoremin Tartismasi. Gommenin biricikligi Teorem 3.8’ten ¢ikar ama
goémmenin varligl ayni teoremden c¢ikmaz.

Tyisirali kiime X olsun, altkiimesi de Y olsun. Asagidaki sekilden de goriile-
cegi iizere X'’in Y altkiimesini sola kaydiracagiz. Sorun, bu “sola kaydirma”y1
matematikce ifade edip teoremi kanitlamak. Ve aslinda teoremi kanitlamakta
kargilagilan tek sorun bu.
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Teorem, solda her zaman Y icin yeterince yer oldugunu soyliiyor. Yani arka
kapidan binilen bir otobiiste, ayaktaki yolcular 6n kapiya dogru ilerleyip yan-
yana durabilirler, yolcular 6én kapiya dogru ilerlediklerinde arkada yer acilir,
otobiiste yer kalmamasi diye bir sorun yaganmaz, yolcu sayisi sonsuz, hatta
¢ok ¢ok sonsuz bile olsa...

Engin deneyimime gore birinci simif matematik ogrencileri burada neyin
kanitlanmasi gerektigini anlayamiyorlar. “Elbette Y 'nin elemanlarini sola dogru
itekleyebiliriz” diyorlar. Belki Y sonluysa ’elbette’ de, Y sonsuz oldugunda
“elbette” kanit1 hafif kagabilir. Ayrica, bariz bile olsa, matematikte her seyin
kanitlanmasi gerekir.

Bir derste iki saatimi bu “itelemenin” hi¢ de bariz olmadigini, burada
bir seylerin kanitlamasi gerektiginin anlasilmasina harcadigimi animsiyorum.
Ogrencilerden 1srarla “sola kaydirmay1” matematikceye cevirmelerini istedim.
Sonunda buldular. “Sola kaydirmak” demek “f gommesi artmayan bir fonksi-
yondur” demektir, yani her y € Y igin f(y) < y esitsizligi gegerlidir demektir.
“Y’yi sola kaydirmak” edebiyattir, oysa

“her y € Y icin f(y) <y”

matematiktir. (Bkz. agagidaki kanittaki Arasav.)

Ogretmen arkadaglarima yukardaki agamay1 1srarla ogrencilere atlatma-
larini 6neririm. Bu aligtirma matematigin ne oldugunu o6gretme konusunda
son derece faydalidir.

Teorem 3.14°’un Kaniti: X’in altkiimesine Y diyelim. Y de iyisirali bir
altkiimedir (iyisiralamay1 X’ten miras almigtir.) Yukarda kanitladigimiz te-
oreme gore ya X, Y’nin ya da Y, X’in bir baslangic dilimine goémiiliir. Do-
layisiyla eger X, Y'nin baglangic dilimine gémiilmiiyorsa o zaman teoremimiz
kamitlanmigtir. Ama ne yazik ki X bazen Y 'nin baslangi¢ dilimine gdémiilebilir.
Ornek: X = Nve Y = N\ {0} ise, f(z) = = + 1 fonksiyonu X’i Y’ye (ki Y,
Y’nin bir baglangi¢ dilimidir) gémer. Dolayisiyla bu kanit denemesi fiyaskoyla
sonuglanir.

Bir bagka yol bulmaliyiz.

Biraz 6nce gikardigimiz sonucu (Sonug 3.13’'u) kullanacagiz. O sonugta X
ile Y’nin yerlerini degistirelim. O zaman X’in bir baglangi¢ dilimine gémiilen
Y’nin en biiyiik bir basglangi¢ dilimi vardir. Bu baglangi¢ dilimine Z diyelim.
Z’nin Y'ye esit oldugunu kanitlamak istiyoruz.
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Z’yi X’in baglangi¢ dilimine gémen gommeye f diyelim. Z’nin Y’ye esit ol-
madigini varsayip bir celigki elde etmeye caligalim. Eger Z # Y ise, o zaman
Sonug 3.13’e gore f(Z) = X olmali. (Kamt1 anmimsayin: Yoksa f’yi bir adim
daha genigleterek Z’den daha biiyiik bir baglangic dilimi bulabiliriz ve bu bir
geligki olur.)

Arasav. Her z € Z i¢in f(z) < z.
Savin Kaniti: Savi tiimevarimla kanitlayacagiz.

A={z€Z: f(z) <z}

olsun. A'nin Z’ye egit oldugunu tiimevarimla kanitlayacagiz. Bir zg € Z igin,
Z'nin zg’dan kiigitk elemanlarimin A’da olduklarini varsayip, zg elemaninin
A’da oldugunu kanitlayalim. Yani

I={ze€Z:2<2}CA

varsayiminda bulunup 2o € A iligkisini kanitlayalim. Ama it = i*(Z) = 29 ve
Onsav 3.10.ii’ye gore, J = f(I) ise,

flz0) = f(7) = 35"
Ote yandan her z € I C A icin, f(z) < z < 2. Demek ki zp, f(I)'nin her

elemanindan daha biiyiik, yani j© < z9. Bundan da f(z) = f(it) = 51 < 29
cikar. Arasavimiz kanitlanmigtir.

Simdi teoremin kanitinin sonunu getirebiliriz. Eger Z # Y ise, o zaman Y \ Z
boskiime degildir. Y\ Z kiimesinden bir y elemam alalim. O zaman, her z € Z
i¢in, f(z) < z < y. Dolaywsiyla y, f(Z)’de degil. Demek ki f(Z) # X ve bu,
Sonug 3.13’1a celigir. O

Sonucg 3.15. Eger bir X iyistralamasindan bir'Y iyisiralamasina giden sirala-
mayr koruyan bir fonksiyon varsa, o zaman X ’ten Y ’nin bir baslangi¢ dilimine
giden bir (ve bir tek) gomme vardar. O
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3.5 Esyapisallik ve Gomme

Dort elemanli ve iyisirali cok kiime vardir. Tam 24 tane. Hepsinin resmini yapa-
may1z (yeterince yer ve zaman yok!) ama birkac¢inin resmini yanda yaptik. Re-
simde beg tane iyisirali (ya da tamsirali, ayni sey) dort elemanh kiime goriiyor-
sunuz. Elemanlarin soldan saga dogru siralandigini varsayiyoruz: Kiiciikler sol-
da, biiytikler sagda. Ornegin sonuncusunda 5 < 0 < 7 < 7, dogal siralamadan

a b cd
——t—+

d cab
———

0123
—

56915
—

507w
bttt

farklh bir siralama belli ki. Dort elemanli her tamsirali kiimenin elemanlarini
kiiciikten biuiyiige dogru,
o < X1 <2 <I3

olarak dizebiliriz. Dolayisiyla 4 elemanli her tamsiral kiime,
0<I<2<3

olarak tamsiralanmig {0, 1, 2, 3} kiimesine benzer. Dort elemanli ¢ok iyisiral
kiime var ama hepsi birbirine benzer. Bunlarin hepsi “egyapisal”dir.

3.5.1 Egyapisallik

X ve Y tamsiralanmig iki kiime olsun. Her iki siralamay1 da < simgesiyle
gosterelim. Aslinda X’in siralamasin <x ile Y'nin siralamasini <y ile goster-
mek gerekiyor, c¢linkii, ornegin X, Y’ye esit bile olsa iizerlerindeki siralamalar
farkli olabilir. Eger bir f : X — Y fonksiyonu,

her z1, zo € X i¢in, z1 < 22 & f(x1) < f(z2)

ozelligini saghyorsa, f’ye esyapr fonksiyonu ya da morfizma adi verilir.
Yani egyap1 fonksiyonlar: elemanlarin siralamalarini degigtirmezler, matema-
tiksel deyimle “siralamaya saygi duyarlar”.

Bir egyap: fonksiyonu birebir olmak zorundadir, ¢linkii eger f(x1) = f(z2)
ise ne 1 < x9 olabilir ne de x5 < x1, demek ki 9 = x1 olmak zorundadir. Bu
yizden egyapi fonksiyonlarina gomme de denir. Eger f ayrica ortense, f’ye
esyapr eslemest ya da tzomorfizma denir. Bu durumda tamsirali X ve Y
kiimelerine egyapisal tamsiralamalar ya da izomorfik denir ve X ~ Y
yazilir.
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Esyapisalligin ortaya gikarmaya caligtigr sey su: Eger X ~ Y ise, X ve YV
tamsiralamalar1 arasinda elemanlarimin adlar1 diginda higbir fark yoktur.

Eger n bir dogal sayiysa n elemanlh tiim tamsiralamalar birbirine esya-
pisaldir. Nitekim, X ve Y, n elemanh iki tamsiralama olsunlar. X ve Y ’nin
elemanlarini kiiciikten blytge dogru

ro <21 <...<Tp-1

ve
Yo <Y1 <...<Yn-1

olarak tamsiralayalim. Simdi f(z;) = y; olarak tamimlanmig f fonksiyonu X’le
Y arasinda bir esyap1 eslemesidir.

Sonsuz tamsiralamalar ¢ok degisik olabilirler ama. Ornegin, dogal siralanmig
N, Z, Q ve R kiimeleri birbirinden degisiktirler, yani aralarinda egyap1 eglemesi
olamaz. Aciklayalim: Dogal siralanmig N kiimesi bir iyisiralamadir, 6érnegin
N'nin bir en kiiciik elemam vardir: 0. Ote yandan digerlerinin en kiiciik elemamn
yoktur. Demek ki N digerlerinden biriyle (dogal siralama altinda) egyapisal
olamaz. QQ ise yogun bir siralamadir, yani herhangi iki elemani arasinda bir
eleman vardir. N ve Z yogun olmadiklarindan bu 6zellik Q’yii N ve Z’den
ayrigtirir. Ayni nedenden R ile N ya da Z egyapisal olamaz. R ile Q arasindaki
ayrimi gormek icin siralamalar diinyasindan ¢gikmamiz lazim. Dogal siralanmig
R ile Q kiimeleri arasinda siralama bakimindan “pek” bir ayrim yoktur. (“Pek
bir ayrim yoktur” tiimcesine matematiksel bir anlam verilebilir ama konu-
muz bu degil; okur bu tiimceyi hafife alarak okusun.) R ile Q sirali kiime-
leri arasindaki ayrim siralamadan degil “eleman sayisindan” kaynaklanir: Q
sayilabilir sonsuzluktadir, ama R sayilabilir sonsuzlukta degildir, dolayisiyla
R ile Q kiimeleri arasinda, birakin bir egyap: eglemesini, egleme bile yoktur!

Simdi egyap1 fonksiyonlarinin ve egyapisalligin birkag 6zelligini gorelim.

E1l. Eger X, Y ve Z tamsiral {i¢ kiimeyse ve

f: X—>Yveg:Y>Z
birer egyap: eslemesiyse (fonksiyonuysa), o zaman
gof: X —Z

bir egyap1 eslemesidir (fonksiyonudur) elbette. Sonu¢: X ~ Y ve Y =~ Z ise
X =~ Z olur.
E2. Eger X ve Y tamsiral iki kiimeyse ve

f: X—=>Y
bir esyap1 eslemesiyse , o zaman

Ly - X
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bir egyap1 eglemesidir. Bunun kanit1 kolaydir ve okura birakilmigtir. Sonug:
X ~Y ise Y = X olur.
E3. Eger X tamsiral bir kiimeyse, Idx (x) = = olarak tanimlanms,

Idxy: X - X

Ozdesglik fonksiyonu bir egyapi eglemesidir. Sonug: X =~ X tir.

Bu iig ozelligi daha simgesel bir yaziyla yazalim:

El. XY veY~Zise X =~ Z.

E2. X =Y iseY =~ X.

E3. X = X.

Goruldiigi tizere tamsirali kiimeler arasinda tanimladigimiz = iligkisi sanki
gibi davraniyor. Ama esitlik olmadig1 gibi, denklik iligkisi bile degildir ¢iin-
kii tamsirali kiimelerden olusan bir kiime yoktur. Birazdan, iyisiraliesitlikmis
kiimeler arasinda, tamsiralama gibi davranan bir < iligkisi bulacagiz. (Acele
davranip tanimi hemen verelim: X ’ten Y ’ye giden bir egsyap1 fonksiyonu varsa,
bunu X < Y olarak gosterecegiz.)

Tamsiralanmig bir kiimeden gene kendisine giden esyapi eslemelerine esyapt
eslesmest ya da otomorfizma adi verilir. Ornegin Idx her zaman bir egyapi
eslesmesidir.

X'in egyap1 eglegmeleri kiimesi Aut X olarak yazilir. Yukardaki {i¢ 6zellik-
ten sunlar gikar:

1. f,ge Aut X ise fog € Aut X.

2. f € Aut X ise f~! € Aut X.

3. Idx € Aut X.

Bir tamsiralamanin tiim egyap1 eglemelerini bulmak, o tamsiralamay1 iyice
anlamak demektir. Birkac¢ 6rnek verelim:

Ornekler.

3.1. X, tamsiralanmig sonlu bir kiimeyse, Aut X = {Idx}.
3.2. AutN = {Idy}.

3.3. Daha genel olarak, eger X iyisiralanmig bir kiimeyse, Onsav 3.11’ye gore Aut X = {Idx}
olur.

34 AMZ={fa:Z —>7Z:a € Zve fo(zr)=z+a}.
3.5. Aut Q ¢ok daha karmagik bir kiimedir. Eger a, b € Q ve a > 0 ise,
fa,b(x) =ax + b

kuraliyla tanimlanmig fq, 5 : Q — Q fonksiyonlarnin herbiri Q'niin bir esyap: eslesmesidir.
Ama Q’niin cok daha fazla egyap1 eslesmesi vardir. Ornegin,

= eger x ¢ (0, 1) ise
fl@) = { 25 egerz e (0, 1) ise

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon bir egyap: eslemesidir. (Hentiz islemedigimiz kardinal
sayilar1 bilenler i¢in: Q’niin esyap1 eslemesi sayis1 olabilecek en yiiksek sayida, yani 280
tanedir.)
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Alistirmalar.

3.10. Tim bir elemanl kiimeleri igeren bir kiimenin olamayacagimi kanitlayin. (ipucu: Aksi
halde tiim kiimeler kiimesi olurdu!) Bundan, tiim tamsirali ya da iyisirali kiimeleri igeren
bir kiimenin olamayacagini ¢ikarin.

3.11. Eger X veY iyisirali kiimelerse, X’le Y arasinda en fazla bir tane esyap1 eslemesi olabilir.

3.5.2 iyiswalamalarl Birbirine Gommek

X ve Y iki iyisiral kiime olsun. X’ten Y’ye giden bir egyap: fonksiyonu varsa
(ki bunlara gémme dedik), Sonug 3.15’a gore X’ten Y ’nin bir baslangi¢ dili-
mine giden bir ve bir tane gémme vardir.

Eger X iyisiralamasi1 Y iyisiralamasinin icine gémiiliiyorsa, bunu X < ola-
rak gosterelim. Her X, Y, Z iyisiralamasi igin,

E4. X X X,

E5. X <xYveY xZise X X7,

E6. X XY veY <XXise XY

olur.

Bunlardan ilk ikisini zaten biliyorduk. Uciinciisit Sonug¢ 3.12’den dolay:
dogru.

E4, E5, E6 6nermeleri, dikkat ederseniz, < iligkisinin iyisirali kiimeler iize-
rinde bir tiir siralama oldugunu soyliiyor. Tek sorun iyisiralamalarin bir kiime
olusturmamasi.

Teorem 3.8’iin birinci kismi, < iligkisinin iyisirali kiimeleri tamsiraladigini
soyliiyor: Her X ve Y iyisiralamasi igin,

E7.Ya X <Y yadaY < X.
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4. Ordinaller 1

4.1 Ordinallerin Islevi

Kiimeler toplulugunun bir kiime olamayacagini Bertrand Russell Paradoksu’n-
dan biliyoruz [SKK]. Kiime olmayan bir seye kiime diyemeyecegimize gore, tiim
kiimeler topluluguna bir bagka ad bulmaliyiz. Bu topluluga ktiimeler evreni
ya da kisaca evren diyelim.

Kiimeler Evreni

Muazzam bir gey olan evreni yukarda resmettik. (Zaten kiime olmamasinin
nedeni de bu muazzamligi! Kiime olmak igin ¢ok biiyiik. O kadar biiyiik kiime
mi olurmusg!) I¢ine de bildigimiz birkag kiime yerlegtirdik.

Iyi siralanmug her kiime (siralamasiyla birlikte) bu evrenin i¢inde yer aliyor.
Cunkii ne de olsa, iyi siralanmig bir kiime, baz 6zellikleri saglayan bir

AC X x X

altkiimesi icin (X, A) biciminde yazilan bir cifttir ve [SI]’den de bildigimiz
tizere her ¢ift bir kiimedir.

iyisu"alanm@ kiimelerin toplulugu da kiime olamaz, ¢iinkii tek elemanh
her kiime iyisirali bir kiime oldugundan, eger iyisiralanmig kiimeler toplulugu
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bir kiime olsaydi, Tamimlanabilir Altkiime Aksiyomu’'na gore, tek elemanh
kiimeler toplulugu da bir kiime olurdu, ama o zaman da bu kiimenin bilegimi
de, ki bu tiim kiimeler evrenidir, Bilesim Aksiyomu’na goére bir kiime olurdu.

. Kiimeler Evreni
Iyisiralanmis

Kumeler Evreni
(IKE)

iyisn“alanrmg kiimeler topluluguna tyisiralanmas kiimeler evreni (IKE) di-
yelim. Bunu yukarda resmettik.

Biitiin iyisiralanmis kiimeleri koyu gri renkteki IKE'nin icine koymaliyiz.
Dolayisiyla tiim tek elemanli kiimeler, bedavadan iyisiralanmig olduklarindan,
IKE'nin icinde olmallar. Ayrica birbirinden farkli her z ve y kiimesi igin,
{z, y} kiimesinden IKE'nin icinde iki tane olmali, biri z < y iyisiralamasi
igin, digeri de y < z iyisiralamasi icin. Bu iki iyisiralanmig kiimeyi resimde
{z < y} ve {y < z} olarak gosterdik. Genel olarak, zg, ..., x,—1 birbirinden
farkliysa, {zg, ..., 1} kiimesi n! degigik bi¢cimde tam (ya da iyi, farketmez)
siralandigindan, bu kiime IKE'nin icinde tam n! degisik bicimde yer alir.

Tahmin edildigini sandigim tizere, aslinda IKE’ye kiimeleri degil, kiimelerle
birlikte kiimelerin elemanlarmn iyisiralanmig hallerini koyuyoruz. Yani IKE
toplulugunda X kiimeleri degil, (X, <) iyisiralamalar1 var, ama biz kolaylik
olsun diye, siralamay1 kiimenin bir pargasiymig gibi addedip (X, <) yerine
yanlig da olsa X yazacagiz.

Iyisiralanms kiimeleri IKE nin icine yerlestirirken, kiiciikleri agagiya bii-
yikleri yukariya yazalim, yani eger iyisiralanmig bir Y kiimesi siralamasi bo-
zulmadan X’in icine gémiiliiyorsa, yani Y’den X’e giden bir egyap: fonksiyonu
varsa, (ve yine) yani Bolim 3.5.2’deki yazilmla Y < X ise, o zaman Y'yi
gorsel olarak X'’in altina yazalim. Eger Y < X ve X Y ise, yani X =~ Y ise
(Boliim 3.5.2. Ozellik E6), X ve Y’yi aym satira yazalim. Ornegin, tiim tek
elemanli kiimeler ayn satira yazilsin.
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i Kiimeler Evreni
yisiralanmig

Kimeler Evreni
(IKE)

(2} {x] {y)

Boylece iyisralanmig kiimeleri kat kat siralariz. Iyisiralanmig kiime ne kadar
biiyiikse o kadar yukar1 yazilir. Egyapisal olanlar1 da ayni kata yerlegtirdik.

Zemin katta @ var elbette, bogkiime zemin katta tek bagina oturuyor. Bu-
nun bir stlindeki birinci kat oldukca kalabalik, birinci katta bir elemanl tiim
kiimeler var. Bir sonraki katta iki elemanli kiimeler var ama bu kiimelerin her
biri iki kez yer aliyor. m-inci katta n tane elemani olan kiimeler var, her biri
n! kez yer aliyor. Sonlu kiimeler bittiginde kargimiza N (dogal siralamayla) ve
N’ye egyapisal olan iyisiralamalar ¢ikiyor. Dogal olarak siralanmig N kiime-
sini, w olarak gbstermenin bir gelenek oldugunu ve bu gelenege uyacagimizi
sOylemigtik.

01234567 8910111213 x

"ttt .

o iyisiralamasi

w’'nin oturdugu katin bir iist katinda w’nin en sonuna tek bir eleman geti-
rilerek olusan iyisiralamalar oturuyor. w’da olmayan herhangi bir x kiimesi
alip 2’1 w'nin en sonuna en biiyiikk eleman olarak koyalim. Boylece w U {z}
kiimesi iyisiralanir. (Bkz. Altbdliim 3.2.1.) Bu yeni iyisiralamada z, tiim dogal
sayilardan daha biiyiiktiir. Ayrica w’nin bir {ist katinda oturan tiim iyisirala-
malar bu bigimdedirler.

01234567 8910111213 - «x

"ttt .

o’nin tistkatindaki bir iyisiralama.
x, ®’da olmayan bir kiimedir ve ®’nin
en sonuna eklenmigtir.

Dogal sayilar da kendi aralarinda dogal olarak siralanmisglardir. w, w’nin bir
elemani olmadigindan (bkz. Teorem 4.1), burada x yerine w alabiliriz. Yani

S(w) = wU{w}
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iyisiralamasi, w’nin oturdugu katin bir iist katinda oturuyor.

Teorem 4.1. w ¢ w.

Kanit: w € w olsa, w bir n dogal sayisina esit olur. O zaman da
S(n)ew=n

olur [SI]. Bu da S(n) < n demektir. Ama n < n+ 1 = S(n) esitsizlizliginden
dolay1 S(n) < n olamaz. O

Her katin bir iist kat1 vardir. Eger X bir iyisiralamaysa, X te bulunmayan
bir Y kiimesini (ki vardir 6yle bir kiime, yoksa X tiim kiimeleri icerirdi) alip
X’e eleman olarak ekleyelim ve Y’yi X’in tiim elemanlarindan daha biiyik
yapalim. Boylece,

X Uu{Y}

kiimesi iyisiralanmig olur ve bu iyi sirali kiilme X’in oturdugu katin hemen bir
iistiinde oturur.

Eger X ¢ X ise (ki eger gerekmedikge kabul etmek istemedigimiz Temel-
lendirme Aksiyomunu kabul edersek X ¢ X olmak zorundadir, bkz [SI]), o
zaman Y = X alabiliriz ve boylece iyisiralanmig S(X) = X U {X} kiimesini
X’in bir tist katinda buluruz.

P Kiimeler Evreni
lyisiralanmig

Kiimeler Evreni

(IKE)

ordinaller,
her katta bir tane

Simdi ontimiizdeki birkag¢ boliimiin ana hedefini soyleyelim: Her iyisiralanmig
kiimeler katindan bir ve sadece bir tane temsilci sececegiz ve bunu olabildigince
dogal bigimde yapacagiz. Bu temsilcilere ordinal adini verecegiz.

Her katta en fazla bir ordinal olacak. Bunu kanitlamasi kolay. Ve her katta
en az bir ordinal olacak. Bunu kanitlamak daha zor. Hatta su anki halimizle
imkansiz. Bunu kanitlamak icin adina Yerlestirme Aksiyomu diyecegimiz
yeni bir aksiyoma ihtiyacimiz olacak. Bu aksiyoma neden gereksindigimizi an-
latmaya caligacagiz, yani okura bu gereksinimi hissettirmeye calisacagiz.
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4.2 Ordinaller

Bir a kiimesine ordinal denmesi igin iki kosul gergeklesmelidir. Kogullardan
ilki su.

Ordl1l. a’mn her elemani, ayni zamanda o ’min bir altkuimesidir.
Bu kosul, tam tamina,
(yerxea)=yca
diyor, yani a’nin elemanlarinin elemanlar: o’nin elemanlaridir diyor, yani o’nin
her eleman: a’nin altkiimesidir diyor.

Ord1 6zelligi saglayan kiimelere €-kapals' denir. Biraz zor gerceklesen bir
kosul oldugu diigtiniilebilir, ama bogkiimenin (yani 0’in)

e -kapali bir o kitmesi: o’nin her 6gesi o’nin bir altkiimesi

e-kapali oldugu ¢ok bariz. Aslinda her dogal sayi, [SI] ‘de tanimlandig1 bicimde,
€-kapalidir. Dogal sayilar kiimesi N de (yani w da) e-kapalidir. Bunlarin
kanitini birazdan verecegiz.

Eger z = {y} ve y = {x} ise {x, y} kiimesi €-kapalidir?.

Kolayca goriilecegi tizere, €-kapali bir a kiimesinde

Tp ETp—1€... €T €EQ

kogullar:

Tn € Q

kogulunu gerektirir. e-kapali kiimelerin bize gerekecek birkag 6zelligi daha var:

Onsav 4.2. Elemanlar €-kapalr olan bir kimenin bilesimi ve kesisimi de €-
kapalidar.

1ingilizcesi €-complete.
2Ote yandan eger Temellendirme Aksiyomu dogruysa x = {y} ve y = {z} esitliklerini
saglayan z ve y kiimeleri olamaz. (Bkz. [SI].)
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Kanit: A, elemanlar1 €-kapali kiimeler olan bir kiime olsun. y € x € UA
varsaymmini yapalim. O zaman, UA kiimesinin tanimi geregi, bir o € A igin,
y € x € « olur. Ama « kiimesi €-kapali oldugundan, bundan y € « cikar.
Demek ki

yéaguA,

yani y € UA. Boylece UA bilegiminin €-kapali oldugu kanitlandi. NA igin kanit
aynidir ve okura birakilmigtir. O

Not 1. z herhangi bir kiime olsun. &, x’in €-kapal bir altkiimesidir. «’in
tiim €-kapali altkiimelerinin bilegimi z’in en biiyiik €-kapali altkiimesidir.

Not 2. x herhangi bir kiime olsun. z’i altkiime olarak igeren €-kapali
bir kiime oldugunu (yani z’in €-kapali bir iistkiimesi oldugunu) varsayalim.
O zaman, z’in tiim €-kapali tistkiimelerinin kesigimi x’in en kiigiik €-kapali
tistkiimesidir. (Bu kiimelerin kesigimi neden bir kiimedir?)

Not 3. x herhangi bir kiime olsun. z’i eleman olarak iceren en kiiciik
€-kapali kiimeyi bulmaya kalkigalim. Ay = {z} olsun. Eger n € N i¢in, A4,
tanimlanmaigsa,

An+1 - An U (UAn)

olsun. Tanimdan dolay1 A,’nin elemanlar1 A, 4+;’in hem elemanlar1 hem de
altkiimeleri. Simdi n =0, 1, ... igin A, kiimelerinin

UnGNAn

bilegimini alalim. Eger bu bilesim bir kiimeyse, z’i eleman olarak iceren en
kiigiik €-kapali kiimedir. (Aligtirma.) Boliim 5’de soziinii edecegimiz Yerlestir-
me Aksiyomu kullanilarak U,enA, toplulugunun kiime oldugu gosterilebilir.

€-kapali kiimeler hakkinda birkag basit olgu kanmitlayalim. Eger « bir kii-
meyse, S(a)nin
S(a) =aU{a}

larak tanimlandigini animsayalim [SI].

Onsav 4.3. Eger a kimesi €-kapalysa, S(a) da €-kapalidor.

Kanit: x € aU {a} ve y € = olsun.

Eger x € a ise, a bir €-kapali kiime oldugundan, y € o olmali. Ama ayrica
a CaU{a} = S(a). Demek ki y € S(a).

Eger z ¢ « ise, x € a U {a} oldugundan, z = « olmali. O zaman da
YyEzT=a. O
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Sonug 4.4. Her dogal say €-kapalidar.

Kanit: 0 = @ oldugundan 0 sayis1 €-kapahdir. Onsav 4.3 tiimevarimla kanit
i¢in zemini hazirlamigtir. O

Sonug 4.5. Dogal sayilar kiimesi €-kapalidar.

Kanit: Her n dogal sayist S(n)’nin yani n + 1’in eleman:i oldugundan,
N = UN.

Istedigimiz Sonug 4.4’ten ve Onsav 4.2'den ¢ikar. O

Alistirmalar.

4.1. Eger a C N altkiimesi €-kapaliysa, o zaman ya a € N ya da a = N oldugunu kanitlayin.
4.2. x herhangi bir kiime olsun. A9 = {z} olsun. Her n € N i¢in,

An+1 =A,U (UAn)

olsun. U,enAy bilegiminin bir kiime oldugunu varsayip, bu bilesimin #’i eleman olarak
igeren en kiiclik €-kapali kiime oldugunu kanitlayin.

Bir « kiimesine ordinal denmesi i¢in ikinci kosul su:
Ord2. « kimesi € ikili iliskisi tarafindan iyisiralanmagtar.
Ord2 asagidaki 6nermelerin topuna denktir:

Ord2a. Ejer v € a ise x ¢ x.

Ord2b.Ejger x, y, z € @ ve z € y ve y € x ise z € x.
Ord2c. Eger x,y € aise ya x €y ya x =y ya da y € x.

Ord2d. Eger A, o’nin bos olmayan bir altkimesiyse, oyle bir a € A vardur
ki, her b € A icin ya a € b ya da a = b.

Ord1l ve Ord2 o6zelliklerini saglayan bir kiimeye ordinal denir.
Herhangi bir dogal say1 kiimesi Ord2’yi sagladigindan [SI], Sonug 4.4 ve
4.5’ten her dogal sayinin ve N'nin ordinal olduklar:1 ¢ikar.

Not 1. Ord2a, siralama dilinde “x, x’ten kiigiik degil” diye okunur. Eger
Temellendirme Aksiyomu’nu dogru kabul edersek, hicbir x kiimesi i¢in « € =
olamayacagindan bunu séylemeye gerek yoktur, zaten dogrudur [SI]. Ayrica
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Ord2a’dan « ¢ « ¢ikar, ¢iinkii aksi halde a € a olurdu ve Ord2a’ya gore o ¢ «
olurdu!

dilinde bu soyle ifade edilir: a’nin her x, y, z elemani igin, z, y’den ve y de x’ten
kiigiikse, o zaman z, z’ten kiiciktiir. Demek ki Ord2a ve 2b, a’'min € iligkisi
tarafindan siralandigini séyliiyor. Dolayisiyla, bir ordinalin z ve y elemanlar:
igin, “x < y” ve “x € y” ifadelerini ayirt etmeksizin kullanabiliriz. Demek ki ilk
okuyusta tuhaf gelebilecek ama yagami ¢ok kolaylagtiran ve aligilmasi gereken
su 6nerme dogrudur: Bir ordinalin her elemam, kendinden kicik elemanlarin
kiimesidir.

Eger a bir ordinalse, «, Ordl’i sagladigindan, Ord2b’de y ve z’nin a’nin
elemanlar1 oldugunu soylemeye gerek yoktur, bu zaten zorunlu olarak 6yledir.

Eger a bir ordinalse, Ord2b, ayrica a’nin elemanlarinin €-kapali olduklarini
soyliiyor. Buradan hareketle bir ordinalin elemanlarinin da ordinal olduklarini
kanitlamak cok basittir. Birazdan bunu kanitlayacagiz.

Not 3. Ord2d, a’nin iyisiralandigini soyliiyor. Nitekim, siralamaca dilinde,
Ord2d’de belirtilen a, A'nin en kiiciik elemanidir.

dogruysa, Ord2c’ye gerek yoktur, bu zaten dogrudur; bunu gérmek i¢in Ord2d’de-
ki A altkiimesini {z, y} almak yeterlidir.

Kanitlarin satir sayisinda tasarruf saglamak amaciyla bir kiimeyi ordinal
yapan en az saylda Ozelligi yazalim:

Ordl1l. o’nwn her elemans, aynt zamanda o’ nwn bir altkimesidir.

Ord2a. Ejer v € a ise x ¢ x.

Ord2b’. Ejer x € a ise ve z € y ve y € T ise 0 zaman z € T.

Ord2d. Eger A, a’nin bos olmayan bir altkimesiyse, éyle bir a € A vardwr
ki, her b € A icin ya a € b ya da a = b.

4.3 Ordinallerimizi Taniyalim

@’den, yani 0’dan degisik bir « ordinalinin (€ iligkisi i¢in elbette, bagka bir
siralama yok) bir en kiigiik elemani olmali. Nedir bu eleman? Bu en kiigiik
elemana a dersek, a N a = @ olmali, ¢iinkii a N a’nin bir eleman1 a’dan kiigiik
olur. Ote yandan « ordinal oldugu i¢in, a C . Demek kia =aNa =@ =0,
yani ordinallerin en kiiciik elemani bogkiimedir, yani 0’dir.

0

0, bogkiime olmayan her ordinalin en kiigiik elemanidir.
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Ik kez goren icin, bu tir akil yiriitmeler biraz sasirtici olabilir. Zamanla
aligiliyor.

Birazdan bir ordinalin ikinci elemaninin, eger varsa elbet, 1 oldugunu ka-
nitlayacagiz. 1’den sonraki eleman da 2 olmali...

Eger x bir a ordinalinin bir elemaniysa ama en biiylik eleman degilse,
o zaman, « iyisirali oldugundan, o’da x’ten hemen sonra gelen bir eleman
vardir. Bu eleman teshir edelim. z’ten hemen sonra gelen elemana y diyelim.
Kiic¢iikliigiin tamimidan dolay, y, kendisinden kiigiik elemanlarin (yani kendi
elemanlarinin!) kiimesidir.

0 x Y o

v, x’ten hemen sonra gelen eleman olsun. y, kendisinden
kiiciik elemanlar kiimesidir. Bu elemanlar da ya x’ten
kiiciiktiir ya da x’e esittir. Demek ki y = x U {x} = S(x).

Bu elemanlar da ya x’e egittir ya da x’ten kii¢iiktiir. x’ten kiigiik olanlar tam
tamina z’in elemanlar: oldugundan, y = x U {z} buluruz.

Teorem 4.6. Eger a bir ordinalse, S(c) da bir ordinaldir.

0 o o
° °

S(o) = o U {o}

Kamt: Onsav 4.3'de S(a)’mn Ord1’i sagladigim gosterdik.

Ord2a’nin Kaniti: € S(a) = aU{a} olsun. Diyelim € . « bir ordinal
oldugundan, z, a’da olamaz, ¢iinkii Ord2a’ya gore bir ordinalde x € z iligkisi
yasak. Demek ki z = a. Dolayisiyla o« € a. Ama « bir ordinal oldugundan,
a’nin bir eleman1 (bu eleman « bile olsal) kendi elemani olamaz. (Bu da aligik
olmadigimiz ilging kanitlardan!)

Ord2b’nin Kaniti: z € S(a) = aU{a} olsun ve z € y ve y € z iligkilerini
varsayalim. Eger x € « ise, « bir ordinal oldugundan z € z. Eger x ¢ « ise,
x = « olmak zorunda. Demek ki z € y ve y € @. Ama « ordinal oldugundan
bundan z € a = x ¢ikar.

Ord2d’nin Kaniti: A, S(«)’nin bog olmayan bir altkiimesi olsun. Eger
ANa =@ ise, o zaman A = {a} olmak zorunda ve a = o gérevi goriir.

A
0 o 73 )

AcSa)=au{o}

Ote yandan eger A Na # @ ise, 0 zaman

AN«
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kiimesinin (€ igin elbette, bagka siralama yok) bir en kii¢iik a eleman vardir.
a, A'min en kiicliik elemanidir. O

Bu teoreme gore, bir ordinalin en kiiciik elemani 0 oldugundan, 0’dan sonra
gelen ilk eleman 1’dir. Sonra 2, 3, 4 gelir ve eleman kaldig1 siirece bu boylecene
devam eder.

4.4 Temel Olgular

Agagida kanitlayacagimiz teoremler ordinaller hakkinda temel ve basit olgu-
lardir. Ordinalleri hissetmenizde etkili olacaklarini umuyoruz.

Teorem 4.7. Bir ordinalin her elemant bir ordinaldir.

Kanit: « bir ordinal ve z € « olsun. Ord2b’ye gore x, Ord1l’i saglar. Simdi €
iligkisinin 2’ iyisiraladigini kanitlayalim. x C «a oldugundan, =, o’y1 iyisiralayan
iligki tarafindan iyisiralanir. (Her iyisirali kiimenin altkiimesi, tistkiimeyi sira-

g

Teorem 4.8. Eger x bir a ordinalinin baslangi¢ dilimiyse, ya * = « ya da
x € o’dir. Demek ki bir ordinalin bir baslangi¢ dilimi bir ordinaldir.

Kanit: « bir ordinal olsun ve x, o’nin bir baglangic dilimi olsun. Eger x # «
ise a, @ \ 2’in en kii¢iik elemani olsun. O zaman

r={yca:y<al={yca:ycal=aca

olmalidir. O

Teorem 4.9. 3, « ordinalinin bir altkumesi olsun. B’nin bir ordinal olmas:
i¢in B'min o’mn bir baslangic dilimi olmast gerek ve yeterdir.

Kanit: 5, a’nin baglangig dilimiyse, sonug bir 6nceki teoremde verildi. Simdi o
tarafindan verildigini aklimizda tutalim. 8 bir ordinal oldugundan, S’nin bir
elemanindan kii¢lik bir eleman S’nmin bir elemanidir. Bu da S’nin o’nin bir
baglangi¢ dilimi oldugunu gosterir. O
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4.5 Derin Olgular

Teorem 4.10. Eger o ve 3 birer ordinalse, ya o € B ya o = B ya da 5 € o’dar.

Kanit: Diyelim a N S, hem oa’'nin hem de f’nin 6zaltkiimesi. Bir geligki elde
edecegiz. x, a\ aN f’nmn ve y, B\ aN f’nin en kiigiik eleman olsunlar. z =y
esitligini kanitlayabilirsek, igimiz ig, ¢iinkii o zaman x = y € a N § olacak ve
istedigimiz celigkiyi elde edecegiz.

x ve y'nin rolleri simetrik oldugundan, z C y iligkisini kanitlamak yeterli.

z € x olsun. Demek ki a ordinalinde z < x egitsizligi gegerli.  elemani
a\aNf’nin en kiigiik elemani oldugundan, bundan z € aNf gikar. Dolayisiyla
z € 8. 3imdi, ya z = y ya z € y ya da y € z. Bakalim hangisi. Birinci sikta,
z =y ¢ an B, imkam yok! Uciincii sikta, z € 2 iliskisinden dolay1 y € x elde
ederiz, ki bundan da y € aN B gikar, gene celigki. Dolayisiyla sadece ikinci sik
miimkiin: z € y. Boylece x C y icindeligini elde etmis oluruz. U

Teorem 4.11. Boskime olmayan herhangi bir ordinaller kumesinin en kicuk
elemans vardar.

Kanit: A, bir ordinaller kiimesi olsun. o € A olsun. Eger a;, A’nin en kiigiik
eleman1 varsa sorun yok. Bundan bdyle a’nin A’nin en kii¢liik elemani ol-
madigini varsayalim. O zaman o N A bogkiime degildir. Demek ki, bir ordina-
lin bog olmayan bir altkiimesi oldugundan, aoN A kiimesinin en kiigiik elemani
vardir. Bu eleman elbette A’nin en kiigiik elemandir. O

Teorem 4.12. Boskiime olmayan herhangi bir ordinaller kumesinin bilesimi
ve kesigimi de bir ordinaldir.

Kanit: Kesisimin ordinal oldugu Teorem 4.12’den belli: Kesigim, ordinaller
kiimesinin en kiiclik elemanina egit. Bilegsimin bir ordinal oldugunu kanitlayalim.
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A, ordinaller kiimesi. Aslinda sekil yanlis, ¢linkii, 6rnet4n,
o, Bnin bir elemani olmaliydi. Dogru sekil kafa karistirict
demeye cesaret edemeyiz de, cok karmagik.

Her a # 3 € A igin, bir 6nceki teoreme gore, ya o € § ya da 8 € a. Bunu
kullanacagz.

x € UA olsun. O zaman, bir a« € A igin, x € « olur. Ama « ordinal
oldugundan x C a. Ote yandan, a C UA. Demek ki x C UA. Ordl kanitlanda.

Ord2a’y1 kanitlayalim. Bu kolay: £ € UA olsun. O zaman, bir a € A igin,
z € a. Ama « ordinal oldugundan z ¢ x.

Sira Ord2b’de. Bu da kolay: x € UA ve z € y € z olsun. O zaman, bir
o € A igin, x € . Ama « ordinal oldugundan z € .

Simdi yukardaki teoremi kullanarak Ord2d’yi kanitlayacagiz. @ # B C UA
olsun. O zaman A’da N B # @ Onermesini saglayan bir « vardir. o bir
ordinal oldugundan, a’nin aaN B altkiimesinin bir en kiigiik elemani vardir. Bu
elemana a diyelim. Bu a’nin B’nin en kiigiik elemani oldugunu iddia ediyorum.
b€ B\ {a} olsun. Belli bir 8 € A i¢in, b € 5. Teorem 4.7’ya gore a ve b birer
ordinal. Teorem 4.10’a gére ya a € b ya da b € a. Ikinci durumda, b € a € «
olacagindan, b € «, yani b € aN B ve bu da a’nin N B’nin en kiigiik elemani
olmasiyla celisir. Demek ki a € b ve a, B’nin en kiiciik elemani. g

Teorem 4.13. Swraly kiime olarak esyaprsal olan iki ordinal birbirine egittir.

Kanit: a ve 3, f: a — [ esyapisal eglemesiyle egyapisal olan iki ordinal olsun.
O zaman, Teorem 4.10’a gore ya o« C 8 ya da § C «. Birincisini varsayabiliriz.

O zaman, Teorem 4.9’e gore, i(z) = x formiiliyle tanimlanmig 7 : a — f
fonksiyonu da o’dan f’nin « baglangig dilimine giden bir gémmedir. Onsav
3.11’ya gore f =i. Demek ki f = f(a) =i(a) = a. O

Sonug 4.14. fyz’szmlz bir kiime en fazla bir ordinale ve tek bir esyapr eslemesiyle
esyapisal olabilir.
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Kamt: Eger A iyisirall (ya da sadece sirali) kiimesi o ve [ ordinalleriyle
esyapisalsa, a ve § da birbiriyle egyapisaldir, dolayisiyla yukardaki teoreme
gore o = [’dir. Egyapisal eglemenin biricikligi Onsav 3.11’dan cikiyor. O

Tlerde her iyisirali kiimenin bir ordinalle esyapisal oldugunu kanitlayacagiz
ama bunun i¢in daha giiglii bir kiimeler kuramina ihtiya¢ duyacagiz.

Teorem 4.15. Eger bir a ordinalinden bir 8 ordinaline giden bir esyapr fonk-
siyonu varsa, o zaman ya o = 3 ya da o € S olur. Dolaypsiyla o C f ve v < 8
olur.

Kanmit: f: a — § siralamay1 koruyan bir fonksiyon olsun. Teorem 3.14’a gore
f(a)’nm ’nin bir baglangic dilimi oldugunu varsayabiliriz. Teorem 4.8’ye gore
ya f(a) = B ya da f(a) € B ve f(«) bir ordinaldir. Teorem 4.13’ye gore de
fla) = a. O

Sonug 4.16. « ve 8 ordinal olsunlar. Asagidaki énermeler esdegerdir.

l.a€ef yadaa=p0,

2. a C B,

3. a <,

4. a, B’nan bir baslangie dilimi,

5. «, B’nan bir altkimesiyle esyapisal.

Aligtirmalar.

4.3. «a bir ordinal olsun. Eger a’nin en biiylik elemani varsa bu elemanin Ua oldugunu
kanitlayin. Eger a’nin en biiyiik elemani yoksa Ua = « egitligini kanitlayin.

4.4. B bir ordinal kiimesi olsun. C' C B gu 6zelligi saglasin: “Her § € B igin 8 < 7 esitsizligini
saglayan bir v € C vardir”. Bu durumda

UgenfB = Uyecy

esitligini kanitlayin.
4.5. a = S(B8) = BU{B} olsun. a bir ordinalse, f’nin da bir ordinal oldugunu kamtlayn.
4.6. « ve (B birer ordinal olsunlar. S(a) = S(f) ise a = 3 esitligini kanitlayin.

4.6 Limit Ordinaller ve Ordinallerde Tiimevarim Ilkesi

Iyisirali kiimelerde tiimevarimla kamitlama yénteminden 6'nc1 boliimde sozet-
tik. O bolimde su teoremi kanitladik:
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Teorem 4.17. fyiszralamalarda Tiimevarim Ilkesi (X, <) biriyi siralama
olsun. A C X bir altkiime olsun. A’nin su ézelligi oldugunu varsayalim:
Her x € X igin, ejer {y € X : y <z} C A ise, 0o zaman x € A.
Bu durumda A = X olur.

Her ordinal iyisirali bir kiime oldugundan, ayni teorem ordinallerde de
gecerlidir elbet. Ama ordinaller sézkonusu oldugunda, ayni teoremi bagka tiir-
lii yanhg ifade etmek kanitlarda bazi avantajlar saglar.

Baz1 ordinallerin en biiyiik elemanlar1 vardir. Ornegin 5’in en biiyiik ele-
mani 4’tiir. S(w)nin en biiylik eleman1 w’dir. Ama her ordinalin en biiyiik
eleman1 yoktur. Ornegin en biiyiik dogal say1 olmadigindan, w’nmn en biiyiik
elemani yoktur. En biiyiik elemani olmayan 0’dan degisik ordinallere limit
ordinal denir. w ilk limit ordinaldir. Limit ordinaller genelde A (lambda) sim-
gesiyle gosterilir.

Limit olmayan ve 0’dan degisik olan bir « ordinalinin en biiyiik eleman g
ise, « = S(B)’dir elbet. (Okura basit bir aligtirma.)

Teorem 4.18. [Ordinallerde Tiumevarim flkesi] Bir onerme,

a) 0 i¢in dogruysa,

b) Bir a ordinali i¢in dogru oldugunda S(«) ordinali i¢in de dogruysa,

¢) her X\ limit ordinali i¢in, onerme X’dan kii¢ik ordinaller igin dogru ol-
dugunda X i¢in de dogruysa,

o zaman o énerme her o ordinali icin dogrudur.

Kamt: Onermeye ¢(z) diyelim. o(z)’in her ordinal i¢in dogru olmadigim
varsayalim. Diyelim ¢(z), o ordinali i¢in yanhs. § = S(«) olsun.

A={vy € B:p(y) yanhs}

olsun. A bir kiimedir ve bir ordinal kiimesidir. & € A oldugundan, A # &. O
zaman A’nin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elemana ~ diyelim. Demek ki
¢(z) dnermesi y’dan kii¢iik ordinaller i¢in dogru. (a) varsayimina gore y # 0.
(b) varsayimina gore bir § ordinali i¢in v = S(9) olamaz. (¢) varsayimina gore
~ bir limit ordinal olamaz. Demek ki v olamaz! U

Kimileyin bu ilke yerine kanit1 kullanilir. Diyelim ordinaller hakkinda ka-
nitlamak istedigimiz bir ¢(«) 6nermesi var. Bir an igin ¢’nin her a ordinali
icin dogru olmadigini varsayalim, diyelim ¢ Onermesi « i¢in dogru degil.

{8 < a: ¢(B) yanhs}

kiimesine bakalim. « bu kiimede oldugundan, bu ordinal kiimesi bog degil.
Demek ki bir en kiiglik eleman: var. O elemana ( diyelim. Simdi () yanhs
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ama f(’dan kii¢iikk her 7 ordinali i¢in ¢(7y) dogru. Buradan bir celigki elde
etmeye c¢aligilir. Bunun i¢in 6nce f’nin 0 olamayacagi kanitlanir. Sonra 'nin
bir v ordinali igin S(v)’ya esit olamayacagi kamtlanir. Ardindan, 'nin bir
limit ordinal de olamayacag kanitlanir. Béylece S’nin higbir sey olamayacagi
anlagilir ve bir geligki elde edilir.

Tlerde tiimevarim ilkesini sik sik kullanacagimizdan ornek vermiyoruz.

Alistirmalar.

4.7. a # @ bir ordinal olsun. a’nin limit ordinal olmas: i¢in
Ua =«

esitliginin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayn.
4.8. o # & limit olmayan bir ordinal olsun. oo = S(Ua) esitligini kanitlaymn, yani Ua, a’nin
en biiyiik elemanidir.
4.9. Elemanlar1 limit ordinaller olan ama bogkiime olmayan bir kiimenin bilegiminin de bir
limit ordinal oldugunu kanitlayin.
4.10. A # @, en biiyiik eleman1 olmayan bir ordinaller kiimesiyse UA’'nin bir limit ordinal
oldugunu kanitlayin.
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5.1 Deneme

Bu boliimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordinalle egyapisal oldugunu
kanitlamaya calisacagiz ve biglizel ¢uvallayacagiz. [Si]’de verdigimiz aksiyom-
larla bu 6nerme kanitlanamaz. Ama biz gene de inatla kanitlamaya caligsacagiz
ve bildigimiz kiimeler kuraminin nerede eksik kaldigin1 ayan beyan gorecegiz.
Eksik kaldigimiz yeri yeni bir aksiyomla tamamlayacagiz.

Yeni aksiyomumuz bizce dogru olmasi gereken dogal bir onermedir. Ama
okur, bu yeni aksiyomun dogalligina yeri geldiginde kendi kendine karar ver-
melidir. Sonug olarak, aksiyomlarin se¢imi, neyin dogru olmas: gerektigi konu-
sunda inanca dayanir.

Herhangi iyisirali bir kiime alalim. Bu kiimeyle bir ordinal arasinda sira-
lamay1 koruyan bir egleme, yani bir izomorfizma ya da Tiirkgesiyle bir egyap1
eslemesi bulacagiz, daha dogrusu bulmak istiyoruz.

Iyisirali kitmemize (X, <) diyelim. Sonug 4.14’e gore, (X, <) ancak tek bir
« ordinaline egyapisal olabilir ve X’le o arasinda ancak tek bir egyap: eglemesi
olabilir. Yani eger X iyisirali kiimesinden bir « ordinaline giden bir f: X — «
esyap1 eglemesi varsa, hem « hem de f bir tanedir.

Matematikte bir geyden bir tane varsa o seyi bulmak genellikle ¢ok ko-
laydir. Matematikte zor olan, tek bir tane olan nesneleri bulmak degil, tam
tersine ¢ok olanlardan birini bulmaktir. Ornegin, eger bir nesneden sonsuz tane
varsa, kimileyin bu sonsuz tane olan nesnelerden birini bile bulmak miimkiin
olmayabilir. Bu ilging ve bir o kadar da tuhaf olguya ilerde deginecegiz.

Tiim iyimserligimizi takimip baghktaki 6nermeyi kamtlamaya (galismaya)
baslayalim.

Eger X boskiimeyse, o zaman X, 0 ordinaline esittir. Bu durumda X’in
kendisi zaten bir ordinaldir. Fazla bir gey soylemeye gerek yok.

Eger X bos kiime degilse, X’in bir en kiiciik eleman1 vardir. Bu elemana xg
diyelim. Eger X’in bundan bagka elemani yoksa, o zaman X, 1 ordinaliyle egya-
pisaldir elbette. Resmi agagida ¢izdik. Bu durumda, X’le 1 ordinali arasindaki
(tek) egyapr eslemesi (hatta tek fonksiyon!) z¢’1 0’a gonderen fonksiyondur.
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X 0
*——— o

X =0 !

Eger X’in xp’dan bagka elemanlar1 varsa, o zaman X'te xg’dan hemen sonra
gelen bir eleman vardir. Bu elemana z; diyelim. Eger X’te z1’den biiyiik bagka
eleman yoksa, yani X’te sadece zg ve x; elemanlar1 varsa, o zaman X, 2
ordinaliyle egyapisaldir.

Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) egyap: eslemesi o1 0’a, x1’i 1’e
gonderen fonksiyondur; en kiigiik eleman en kii¢iik elemana, en biiyiik eleman
en biiyiik elemana gitmelidir.

Eger X’te x1’den biiylik elemanlar varsa, o zaman X 'te x1’den hemen sonra
gelen bir eleman vardir. Bu elemana z9 diyelim. Eger X’te z5’den biiyiik bagka
eleman yoksa, yani X ’te sadece xg, x1 ve z9 elemanlar: varsa, o zaman X, 3
ordinaliyle esyapisaldir?.

Xy Xq X, X 012 3
o—o—o——

flxg) =0

f(x1)=1

flxy) =2

Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) esyapi eglemesi x¢1 0’a, 1’1
1’e, z9’yi 2’ye gonderen fonksiyondur; en kiigiik eleman en kiiclik elemana, en
biiylik eleman en biiyiik elemana gitmelidir.

Bunu béylece siirdiirebiliriz... Eger sonlu zamanda (her ne demekse!) X’in
en bliylik elemanina ulagirsak, o zaman X iyisiralamasi bir dogal sayiyla es-
yapisaldir.

Eger X’te n + 1 tane eleman varsa ve bu elemanlar: kiigiikten biiyiige
dogru,

o<1 <...<ZTp

diye siralarsak, o zaman X,
flai) =i

eslemesiyle n + 1 ordinaline egyapisaldir.

Yazinin Béliim 3.1’e benzemeye bagladigini okur fark etmis olmali.
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Xy Xy Xy X, 012 . n
*—o—o—0 oo —0
X flag) =0 n+l
f(xl) =1
f(xz) =2
flx,)=n

Ama X’in elemanlarim boyle teker teker sonlu zamanda bitiremeyebiliriz, X
sonsuz da olabilir. Simdi X’in sonsuz oldugunu varsayalim.

Eger z,, X’in n+ l’inci elemaniysa ve X’te bu x,,’lerden basgka bir eleman
yoksa, o zaman X'’in w’ya (yani N’ye) benzedigi, hatta f(x,) = n fonksiyonu
sayesinde w’yla egyapisal oldugu asikar.

Xg XXy e X, 012 .« n
eoe® ©
X flx,)=n ‘D

X’te bu x,,’lerden bagka elemanlar da olabilir, neden olmasin? Tim bu x,,’lerden
biiyiik olan elemanlarin en kiiciigiine x,, diyelim. X’in, x,, dahil olmak iizere,
7,,’ya kadar olan kismi belli ki S(w) ile esyapisal?.

Bunu boylece siirdiirebiliriz... Ama nereye kadar siirdiirebiliriz? X’in sonuna
ulagabilecek miyiz? Zamanin (istedigimiz kadar) sonsuz oldugu bir evrende
yagasaydik belki bu tiir kanitlar o evrenin matematiginde kabul edilebilirdi,
ama ne yazik ki 6yle bir evrende yasamiyoruz ve yukarda yapilanlar bir yere
kadar kabul edilebilir. Daha matematiksel bir yontem bulmaliyiz.

Bu noktadan sonra matematik bagliyor.

5.2 Matematik Bashyor

(X, <) iyiswrali bir kiime olsun. X’in bir ordinale egyapisal oldugunu kanitlamak
istiyoruz.

X’in bir ordinale egyapisal olup olmadigini bilmiyoruz heniiz ama X’in
baz1 baglangi¢ dilimlerinin bir ordinale esyapisal oldugunu biliyoruz. Ornegin,
eger X'te en az 10 eleman varsa, X’in ilk 10 elemanindan olugan kiime (ki bu
bir baglangi¢ dilimidir) 10 ordinaliyle egyapisaldir.

2Yazinin Béliim 3.1s’e benzemeye bagladigimi okur fark etmis olmal
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©, X’in bir ordinale egyapisal olan baglangi¢ dilimlerinin kiimesi olsun. g,
gercekten bir kiimedir. [Si]’de verdigimiz aksiyomlardan hareketle p'nin bir
kiime oldugu kolaylikla kanitlanabilir.) Amacimiz X'’in p’de oldugunu kanit-
lamak tabii.

Eger I € p ise, I baslangi¢ diliminin esyapisal oldugu tek bir ordinalin
oldugunu biliyoruz (Teorem 4.13). Bu ordinale a; adim verelim. Ayrica, I
basglangi¢ dilimiyle a; ordinali arasinda tek bir esyapi eslemesi oldugunu da
biliyoruz (Sonug ?? ya da 4.14). Bu egyap: eglemesine de f; adii verelim.

@ X
L J IeB
it f,l

vy v o
01

Sav 1. J ve I, ¢’ den iki baslangi¢ dilimi olsun. O zaman ikisinden biri digerinin
altkiimesidir. Ayrica, eger J C I ve x € J ise, fi(x) = fr(x) olur.

Savin Kanmiti: I ve J, X’in baglangi¢ kiimeleri oldugundan ikisinden biri
digerinin altkiimesi olmal (Boliim 3.4.1). Diyelim J C I.

I ve J baglangig¢ dilimleri,

f]:I—>Oq

ve
f]iJ-)OéJ

eslemeleriyle, sirasiyla, oy ve oy ordinallerine egyapisallar.
Eger ay — J C I — ay yolunu takip edersek, a;'den aj’ya giden

—1
fIOfJTl:ajLJQILaI

esyapi fonksiyonunu buluruz. O zaman Teorem 4.15’e gore oy C « ve hatta
ay, a’nin bir baglangic dilimi (Teorem 4.9).

~

1y i

%

v %

Simdi f7: I — ay fonksiyonunu I’nin J baglangic dilimine kisitlayabiliriz, yani
frnin I’da aldigi degerlere bakacagimiza fr'nin sadece J’de aldigi degerlere
bakabiliriz.
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IR J X
fyify
v Y y O

Eger bu fonksiyonu fr s olarak simgelersek, her z € J i¢in, fr;; fonksiyonunun
tanimi geregi,

fria(x) = fi(z)
olur. Demek ki

fria(J) = fr(J)

ve dolayisiyla fr;7(J), az'nin bir baslangi¢ dilimi (Onsav 3.10.i). Simdi J'yi
ar’nin baglangic kiimelerine gémen iki esyapi fonksiyonumuz var: biri fy, digeri
fry7- Onsav 3.11’ya gore

fr=frJ.

Bir bagka deyisle, eger x € J ise,

fi(x) = f1(z).

Savimiz kanmtlanmigtir. O

Bu sav bize parlak ve hatta tozpembe bir gelecek igaret ediyor. Sanki her
sey yolunda gibi.

Simdi amacimiz p’nin elemani olan baslangic kiimelerinin bilegimini alip
bunun X’e esit oldugunu, yani

X == UIEpI

esitligini gostermek. Bir de aj ordinallerinin bilesiminin bir ordinal oldugunu
gosterebilirsek o zaman igimiz is... Zaten bir ordinal kiimesinin bilesiminin bir
ordinal oldugunu biliyoruz (Teorem 4.12). Bu ordinale « diyelim:

a = Urepar.
Biitiin bunlar1 yaptigimiz1 varsayarsak, X’ten o’ya giden su egyapi eslemesini

tammlayabiliriz: Eger 2 € X = Ujgyl ise, o zaman x € I € g iligkilerini
saglayan bir I vardir. Simdi,

flz)=fi(z) €ar Ca

olarak tanimlayalim.
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Sav 1’e gore, tanimda, p’'nin x’i iceren hangi I basglangi¢ diliminin alindig:
onemli degildir, tiim secimler ayni sonucu verir. Bu asamada f’nin X’ten
a’ya giden bir egsyapi eslemesi oldugunu kanitlamak isten bile degildir. Zamani
geldiginde yapacagiz.

Urepl = X esitligini gostermek icin kiiciik bir numara yapmamiz gerekiyor.
Bir an i¢in (X, <) iyisirali kiimesinin bir ordinale egyapisal olmadigini varsa-
yalim. X’in bir ordinale egsyapisal olmayan basglangic dilimlerinin en kii¢iigiinii a-
lahm. Bu baglangi¢ dilimine gimdilik X’ diyelim. Algtirma 5’e gore boyle
bir baslangi¢ dilimi vardir. Hem X hem de X’ bir ordinale esyapisal olma-
yan iyisirali kiimeler. Ama X’ iyisiralamasimin X’e gore bir ayricaligl var:
X' iyisiralamasimin kendisine esit olmayan her baslangic dilimi bir ordinale
esyapisal. Simdi X yerine ayricaligi olan bu X’ iyisiralamasini alabiliriz. Bun-
dan boyle,

1. X’in bir ordinale esyapisal olmadigini, ve

2. X’in X’e egit olmayan her baglangi¢ diliminin bir ordinale egyapisal
oldugunu varsayiyoruz. Bir bagka deyisle, g, artik X’e esit olmayan X’in tim
baglangic¢ dilimleri.

Sav 2. X'in en biytuk elemany olamaz.
Kanit: X'’in en biiyilik elemani oldugunu varsayalim. Bu elemana s diyelim.
Simdi,
I={yeX:y<s}
olsun. I, X’in bir baglangi¢c dilimidir. Ama s, I’da olmadigindan, I # X.
Demek ki I bir a; ordinaline bir f; egyap: eglemesi aracihigiyla egyapisal. Ama

X =1U{s}
S(Oq) =ar U {Oq}

ve X’in ve S(ay)’'nin siralamalar: son derece uyumlu. fr egyap: eslemesini
I’dan X’e genisgletmek ¢ok kolay: Asagidaki sekilde gosterildigi gibi X’in en
sonundaki s elemanimi S(as)’'nin en sonundaki oy elemanina yollayalim.

X
! P
[
°
Oy O
S(ayy)

Boylece X ile S(«ay) arasinda bir egyapr eglemesi bulduk. S(«;) bir ordinal
oldugundan (Teorem 4.6), bu bir geligkidir. O
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Artik Ure,l = X esitligini kanitlayabiliriz. p'nin X’in X’e esit olmayan
basglangi¢ dilimlerinin kiimesi oldugunu animsatirim.

Sav 3. Urel = X.
Kamit: x € X olsun. z, X’in en biiyiik elemam olmadigindan (Sav 2), X’te
x’ten biyiik bir eleman vardir. Bu elemanlardan biri y olsun. O zaman,

I={zeX:z<y},

X’in 2’1 iceren ama y’yi icermeyen bir baglangic dilimidir. Demek ki z €
Ulep I ]

Istedigimizin nerdeyse sonuna geldik.

Sira, her I € p baglangi¢ diliminin egyapisal oldugu «a; ordinallerinin bile-
siminin bir ordinal oldugunu kanitlamada, yani Ure,a; bilesiminin bir ordinal
oldugunu kanitlamaliyiz.

Sav 4. Urepar bir ordinaldir.
Kanit: Teorem 4.12’de bir ordinaller kiimesinin bilesiminin gene bir ordinal
oldugunu kanitlamigtik. Demek ki bilmemiz gereken tek gey

{ar: I € p}

toplulugunun bir kiime oldugu... Bunu bilirsek gerisi gelecek...

Maalesef bunu [Si]’de verdigimiz aksiyomlarla kanitlayamayiz. Neden ka-
nitlayamayacagimizi biraz agiklamaya caligayim.

Once bir durum degerlendirmesi yapalim. Neyle karst karsiyayiz? p bir
kiime; bundan kugkumuz yok. Her I € g ic¢in ay iyi tanimlanmig bir ordinal;
bundan da kuskumuz yok. Nitekim «j, I iyisiralamasinin esyapisal oldugu
yegane ordinal, bir ikincisi daha yok.

Durumu 6zetleyen soyle bir resim ¢izdik. Begenilerinize sunuyoruz:

Ordinaller Evreni

Iyisiralanmig Kiimeler Evreni

Kiimeler Evr
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Aslinda resim ¢ok daha sade. Resmin iyi siralanmig kiimelerle ya da ordinallerle
filan pek bir ilgisi yok. En yalin haliyle resim goyle: @ bir kiime. p’'nin her I
elemani igin bir ve bir tek aj kiimesi tanimlanmis. @’nin kiime oldugundan
hareketle,

{ar: I € p}

toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Durumu bu daha yalin haliyle agagida resmettik.

Kiimeler Evreni

Kritik soru: @ bir kiime. ’nin her elemani icin o
kiimesi bir bigimde tanimlanmus. a’lerin toplulugu
da bir kiime olur mu?

Eger p sonluysa sorun yok, c¢iinkii o zaman

{ar: I € p}

toplulugu sonlu bir topluluk olur ve her sonlu topluluk gibi bu da bir kiime
olur. Sorun, g sonsuz oldugunda.

Ote yandan eger aj’ler rastgele, yani hicbir kurala bagl olmaksizin se-
gilmiglerse (ki aslinda boyle bir se¢im fiziksel olarak miimkiin bile degildir!)
ar’lerin toplulugunun bir kiime olmasimi bekleyemeyiz. Ote yandan burada
0zel bir durumla karsi karsiyayiz. Her aj, I’ya belli bir kuralla bagh: aj, I
iyisiralamasimin egyapisal oldugu yegéne ordinal. Yani, eger ¢(z, y), Tirkge
soyledigimiz su Ozelligin

x bir stralama ve y, x’le esyapisal olan bir ordinal,

matematikgesini simgelerse, o zaman her x € p igin ¢(z, y) formiiliinii saglayan
bir ve bir tane y kiimesi vardir.
Simdi sorumuzu soruyoruz:
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Onemli Soru: ¢ bir kime ve o(x, y) bir ézellik olsun. Her x € @ ig¢in,
o(z, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y kiimesinin oldugunu varsayalvm.
O zaman bir x € p icin p(x, y) ozelligini saglayan y’ler bir kime olusturur
mu? Yani

{y: 3x(z € pAop(z, y))}

ise, o zaman bunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Sorun, tiim y’leri eleman
olarak igeren bir R kiimesinin olup olmadigini bilmedigimizde ortaya gikiyor;
bu sanssiz durumda

{y: Jz(z cp ol y)}

toplulugunun bir kiime olduguna hitkmedemiyoruz.

Kiimeler Evreni

boyle bir kiime
var mi1?

bu bir kiime

 bir kiime olsun. Her x € @ icin, @(x, y) 6zelligini saglayan bir ve bir tane
y oldugunu varsayalim. O zaman, belli bir x € @ icin ¢(x, y) 6zelligini
saglayan y’ler bir kiime olustururlar m1?

Not: @ kiimesinin elemanlarini x, x,, ... diye yazmamiz okuru yaniltmasn,
g ktimesi sayilabilir olmak zorunda degildir.

Bu arada ¢(z, g)'nin nerdeyse tanim kiimesi g olan bir fonksiyon tanimladigi-
na dikkatinizi ¢cekerim. Gergekten de her z € g i¢in bir ve bir tek y degeri veri-
yor. Tek eksigi deger kiimesinin olmamasi... Hatta degerleri iceren bir kiimenin
olmamasi.

Sanirim soruyu ve sorunu yeterince tartigtik. Yaniti vermenin zamani geldi.
Boyle bir kiimenin varlig [Si]’de verdigimiz aksiyomlarin yardimiyla kanitla-
namaz. Bu kanitlanamazlhigin kaniti zor olmasa da bizi konumuzdan bayagi
saptiracagindan kanit1 burada vermeyecegiz.

Bir yandan boyle bir kiimenin olmasini istiyoruz, ¢iinkii her iyisiralamanin
bir ordinale egyapisal olmasi gerektigini hissediyoruz (en azindan ben &yle
hissediyorum, ben diinyay1 dyle algilhiyorum), diger yandan bdyle bir kiimenin
varligim kanitlayamiyoruz. O zaman yeni bir aksiyom gerekiyor.
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5.3 Yerlestirme Aksiyomu

Iste ihtiyacimiz olan aksiyom:

Yerlestirme Aksiyomu. p bir kime ve @(x, y) bir ézellik olsun. Her
x € g i¢in, o(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y kimesinin oldugunu
varsayalim. O zaman bir x € p icin p(x, y) ézelligini saglayan y’ler bir kime
olustururlar. Yani

{y: 3z(z e pAo(z, v))}

toplulugu bir ktiimedir.

Eger Yerlestirme Aksiyomu’nun var oldugunu séyledigi kiimeye R dersek,
o zaman ¢(x, y) ozelligi (ya da formiilii), p’den R’ye giden orten bir fonksi-
yon verir. Mecazi konugacak olursak, Yerlegtirme Aksiyomu, p kiimesini R’ye
yerlegtirerek R'nin kiime olduguna hitkmedebilecegimizi sdyliiyor.

Simdi Sav 4’in kanitin1 tamamlayabiliriz. Yerlestirme Aksiyomu’'na gore
{as: I € p} bir kiimedir, hatta bir ordinal kiimesidir. Dolayisiyla bu kiimenin
elemanlarinin bilesimini aldigimizda bir kiime buluruz: Uc, o bir kiimedir.
Hatta, Teorem 4.12’e gore bu bilegsim bir ordinaldir. O

Teorem 5.1. Her iyisiral kiime bir ve bir tek ordinale esyapisaldir.

Kamt: Iyisirall bir kiimenin iki degisik ordinale esyapisal olamayacagini Te-
orem ?7?’den biliyoruz.

Bulduklarimizi tekrarlayalim. Bir ordinale egyapisal olmayan iyisirali bir
X kiimesiyle bagladik. Biraz ugragla, X'in X’e esit olmayan her I baglangic
diliminin bir o ordinaline egyapisal oldugunu varsayabilecegimizi gordiik. Sav
2’de, X’in en biiyiik elemaninin olamayacagini gordiik.

Eger p, X’in X’e esit olmayan baglangic dilimlerinin kiimesiyse, her I € p
icin, I'nin egyapisal oldugu tek bir « ordinali ve I’dan «;’ya giden tek bir fr
esyapi1 eslemesi vardir.

Yerlegtirme Aksiyomu'na gore {as: I € p} toplulugu elemanlar1 ordinal-
ler olan bir kiimedir. Dolayisiyla bu kiimenin bilesimi de bir ordinaldir. Bu
ordinale o adin1 verelim.

a = Urepag.

Ayrica Sav 3’e gore U, I = X.

Bir de Sav 1 ¢ok 6nemli: Eger I ve J, @’delerse ve eger J C [ ise ve eger
ayrica x € J ise, o zaman f;(x) = f1(z).

Simdi X'’ten a’ya giden su f fonksiyonunu tanimlayabiliriz: Eger

X GX:U[epI
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ise, x € I € p iligkilerini saglayan bir I baglangi¢ dilimi vardir.

fl@)=fi(x) ea; Ca

olsun.

U U
I fI

— oy
U U
J £> o

Sav 1’e gore, f(z)’in taniminda,p’nin x’i igeren hangi I baglangi¢ diliminin
alindig1 6nemli degildir, tiim secimler ayni sonucu verir.

f’'nin X’ten a’ya giden bir esyap1 eslemesi oldugunu kamitlamak kald: ge-
riye. Bu kolay:

f Ortendir: B € a olsun. a = UIep ay oldugundan, belli bir I € g igin
B € oy olmalidir.

f[:I—>Oq

orten oldugundan, belli bir x € I igin, fr(z) = B olmalidir. Demek ki

flx) = f1(z) = 8.

Ve,z €1 C U, I =X.

f Swralamaya Saygi Duyar: z, y € X olsun. z < y esitsizligini varsa-
yalim. X = Ulepl oldugundan, I, J € picinxz € I ve y € J. Ama [ ve J,
X’in baslangic kiimeleri olduklarindan, ikisinden biri digerinin altkiimesi ol-
mali. Diyelim J C I. O zaman, hem x hem de y, I'nin elemanlari. Dolayisiyla
f(z) ve f(y)'nin tanimlarinda aynm I baglangi¢ dilimini alabiliriz:

Ayrica, fr: I — aj bir egyap: eglemesi oldugundan ve x < y esitsizliginden,
fr(x) < fi(y) esitsizligi gikar.

Simdi, f(z) = f1(z) < f1(y) = f(y), yani f(z) < f(y). Istedigimiz kanit-
lanmigtir, X iyisirali kiimesi o ordinaline egyapisaldir. U
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5.4 Yerlestirme Aksiyomu’nun Izin Verdigi Kiime-
ler

Eskiden kiime olmayan topluluklarin kiime olduklarini Yerlegtirme Aksiyomu’'nu
kullanarak kanitlayabiliriz.

Ornekler.

5.1. {0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ...} toplulugu bir kiimedir.

5.2. Aslinda bu kiimeyi boyle yazmak giinah siifina olmasa da kabahat sinifina sokulabilir,
¢iinkii matematikte “nokta nokta nokta” diye bir simge yoktur.
Sunu kanitlayacagiz: ap = 0 olsun ve her n € w i¢in, an+1 = {an} olsun. Oyle bir o(z, y)
formiilii vardir ki, p(z, y)’nin dogru olmasi igin yeter ve gerek kosul ’in bir dogal say1
olmasi ve y’nin ay’e egit olmasidir.
¢(z, y) formiilunii yar1 Tirkge yar1 matematikge yazacagiz; sadece matematikge yazar-
sak formiilii gereksiz yere uzatmig oluruz.
¢(z, y) formiilii, énce x € w diyecek. Sonra

z={ao, a1, ..., Gz—1}

diye bir kiimenin varligindan sézedecek. Bunu gdyle soyleyecegiz: éyle bir z kiimesi ve
Oyle bir f: xz — z eglemesi vardir ki, f(0) = ao ve her 0 < i < z — 1 igin f(S(?)) =
(i) pdir.

Simdi bir de ayrica y = {f(x — 1)} diyelim.

z = 0 gikki yukarda sorun yaratir. Eger x = 0 ise ¢(z, y) formiilii “y = 0” desin.

Boylece diledigimiz gibi ¢(z, y) formiili bulduk. §imdi Yerlegtirme Aksiyomu’'nu ¢(z, y)’ye
ve w’ya uygularsak, eleman olarak sadece a,’leri (n € w) igeren bir kiimenin varhigini
kanitlamig oluruz.

Not 1. Bu asamaya kadar [Si]’de ve bu ders notlarinda gordiigiimiiz kiime-
ler kuramina Zermelo-Fraenkel kiimeler kurami adi verilir ve bu “teori” ZF
olarak kisaltilir. Kiimeler kuramininin son aksiyomu ileride gorecegimiz Se¢im
Aksiyomu’dur. ZF’ye Secim Aksiyomu eklenerek elde edilen teori ZFC olarak
yazilir.

Not 2. Artik her iyisirali kiimenin bir (ve bir tek) ordinale egyapisal
oldugunu biliyoruz ama hentiz sayilamaz sonsuzlukta bir kiimenin iyisirala-
nabilecegini, dolayisiyla sayilamaz sonsuzlukta bir ordinalin oldugunu bilmi-
yoruz. Boyle bir ordinalin varhigini ileride, Se¢im Aksiyomu'nu kullanarak
kanitlayacagiz. Daha ileri gidip, her kiimenin iyisiralanabilecegini kanitlaya-
cagiz.

Not 3. Ne ZF’de ne de ZFC’de tiim ordinaller toplulugu bir kiimedir.
Bunu bir sonraki altboliimde kanitlayacagiz.
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Not 4. Burali-Forti Paradoksu (), tiim ordinaller kiimesi olsun. O za-
man, o = UQ bir ordinaldir (Teorem 4.12; ashnda Q2 = «, ama bunun higbir
6nemi yok) ve elbette ordinallerin en biiyligiidiir. Ama S(«), o’dan daha biiyiik
bir ordinaldir. Celigki! (ihtiyacmlz varsa Ord2a’y1 da kullanin.)

Buna “Burali-Forti Paradoksu” denir. 1897’de Cesare Burali-Forti (1861-
1931) tarafindan bulunmustur, Bertrand Russell (1872-1970) Paradoksu’ndan
4 y1l daha 6nce. Burali-Forti Paradoksu’nun bir benzeri iki y1l sonra Cantor
tarafindan bulunmugtur. Tiim paradokslarin kokeni aymidir: Her biri ¢ok cok
“bliytik” topluluklarin kiime olduklarini varsayar. Diin paradoksa yol acan akil
yiriitme bugiin paradoks olmaktan ¢ikmigtir, ¢linkii ordinaller toplulugu 2 bir
kiime degildir! € ’'nin kiime olmadiginin kaniti yukarda: Yoksa Burali-Forti
Paradoksu gergekten bir paradoks olurdu ve geligki elde ederdik (olmayana
ergi yontemi).

Burali Forti, Peano’nun asistanligini yapmigtir. 200’den fazla matematik-
sel makalesi vardir. Matematik egitimi konusuna da egilmistir. Ancak Eins-
tein’in izafiyet kuramina inanmamig ve (Tommaso Boggio ile birlikte) kuramin
yanligligini géstermeye calisan bir kitap yazmistir.

5.5 Ordinallerde Toplama

5.5.1 Toplamanin Tanimi

Ilkokulda dogal sayilar1 toplamay1 nasil 6grendiginizi ammsaym. 3 +4 = 7
yerine, 3 fasulye +4 fasulye = 7 fasulye esitligini 6grenmissinizdir 6nce her-
halde. Ogretmen sola 3 fasulye dizmigtir. Bu grubun sagina dort fasulye daha
dizmistir. Sonra tiim fasulyeleri saymanizi rica etmistir.

78g @QgQ

Ogretmen fasulyeleri siraya dizmeden karigik koymus olabilir. Siraya dizerse,
saymasi daha kolay olur. Biz iyi 6gretmenle okudugumuzu varsayalim: Sa-
yacagimiz nesneler siralansin.

08g0dy - + g@@QQsUQ

00ga0 - 08g8a®et .
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Ordinaller de aynen fasulye toplar gibi toplanir.

Daha matematiksel olmak gerekirse... a ve g iki ordinal olsun. Bu iki ordi-
nali toplamak i¢in « tane fasulyenin sagina 3 tane fasulye koyariz ve boylece
elde edilen fasulyeleri soldan saga sayariz... Burada, “saymak”la “iyisira-la-
mak”1 kastediyoruz.

Daha daha matematiksel olahim. « ve 8 birer ordinal olsunlar. Asagidaki
sekilden takip edin. Ordinal olduklarindan, a ve g iyisirali kiimelerdir: €,
yani “elemani olmak” iligkisiyle iyisiralanmiglardir. Altboliim 3.2.2’de herhangi
iki iyisirali kiimeyi toplamay1 tammlamistik. Soyle yapmstik: Once o ve 8
iyisirali kiimelerini o x {0} ve 8 x {1} kiimeleriyle degistirmistik, ¢iinki o ve
B kiimelerinin kesigmelerini istemiyorduk (bu iki kiime esit bile olabilirler!), her
tirli kesigsme olasiligina kargi 6nlem olarak o ve 5 yerine, kesigmediklerinden
emin oldugumuz « x {0} ve 8 x {1} kiimelerini almigtik. Sonra, o ve g iize-
rindeki siralamalar sirasiyla oo x {0} ve 8 x {1} kiimelerine yansitmigtik, yani
her ay, as € a, by, bs € [ icin,

((11, 0) < (CLQ, O) S a < a,
(bl, 1) < (bg, 1) < by < bo

tanmimlarini yapmistik. En sonunda da, kesismediklerini bildigimiz « x {0} ve
B x {1} kiimelerinin

(ax{0}) U (B x{1})
bilesimini alip bu bilegimi, « x {0} ve 5 x {1} altkiimelerinin siralamalariyla
uyumlu olacak bicimde siralamigtik. Bilegimin siralamasi, a x {0} ve 8 x {1}
kiimelerinin siralamasina sayg1 duyar, ve ayrica, 5’ya bir ayricalik taniyarak,
B x {1}’in her elemanini o x {0}’in her elemanimndan daha biiyiik ilan eder.

B o ve B iki iyisirali kiime.
Kesigebilirler.
V V Voovaa a N
ox {0} pxf1}
(ox{0}) L (Bx{1})

o ve P yerine, ox {0} ve px {1} kiimeleri alintyor. Bu kiimeler
kesismezler. o ve B’nin siralamalarini oox {0} ve Bx {1} kiime-
lerine yansitiliyor. Ayrica ax {0}'1n elemanlarinin Bx{1}in
elemanlarindan daha kiiciik oldu'4ina hitkmediliyor.

Bigimsel tamim soyle: Her a1, a2 € a, b1, by € (5 icin,

(CLl, 0) < (CLQ, 0) Sa < az,
(bl, 1) < (bg, 1) < by < by,
(a1, 0) < (b2, 1) & 0 =0 (yani her zaman!)
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Bunun bir iyisiralama oldugunu kanitlayip adina o + 8 demistik (Altbolim
3.2.2). Bu boliimde a+ 3’y1 bir bagka anlamda kullanacagimizdan, (a x {0})U
(8 x {1}) kiimesi tizerine tamimlanan yukardaki iyisiralamaya gecici olarak
alH B adim verecegiz.

Akilda tutulmasi gereken sey su: a4 8 siralamasinda, 6ziinde, 3 si-
ralamasi, a’dan ayrik bir kiime olarak « siralamasinin sonuna getirilmistir.

Bir 6nceki boltimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordinale egyapisal
oldugunu kanitlamigtik (Teorem 5.1). Dolaywsiyla « |4 3 iyisiralamasi da bir
ve bir tek ordinale esyapisaldir. Iste aly B iyisiralamasina egyapisal yegane
ordinale o + 8 ad1 verilir. Ornegin, 8 < a oldugunda, a + /3 ordinalinin sekli
sOyle:

O B’nin bir kopyasi,
0 yerine o’yla bashyor.

o + B ordinali

o’'nin « 4 B ordinalinin baglangi¢ dilimi oldugu bariz olmali. Eger 8 < « ise,
elbette 5 da a + (8 ordinalinin baglangi¢ dilimidir. Ama bu bizi pek ilgilendir-
meyecek. Daha 6nemli olan f’nin a + § ordinalinin “son dilimi”’ne egyapisal
olmasidir. Nitekim,

fr{reca+p:a<z}

olur. Burada, sag taraftaki {z € a + f: a < x} kiimesi, o + f’nin altkiimesi
olarak gene € iligkisiyle (iyi)siralanmigtir.

5.5.2 Temel Sonuclar

Hemen birkag alhigtirma yaparak ordinallerle toplama hakkinda sezgi edinelim.
Ik olarak dogal sayilar1 andiran bir olgu:

Onsav 5.2. Her a ordinali icin, 0 +a=a+0=a ve a +1 = S(a).

Kamt: Son esitligi kamtlayalim, digerleri bariz. Once, a + 1 ve S(a)’mm
tanimlarini animsayacagiz. Bunlar birer ordinal olarak tanimlanmiglardi. Bu
ordinallerin esit olduklarini kanitlamak icin, iyisiralamalarinin egyapisal olduk-
larini kanitlamak yeterli, ¢linkii Teorem 4.13’ye gore esyapisal olan iki ordi-
nal birbirine esit olmak zorunda. Demek ki o + 1 ve S(a)’min tanimlarinda
onemli olan nesnelerin kendileri degil, siralamalar1: Bu iki sirali kiime eger
esyapisallarsa o zaman egittirler.
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Once S(a)'nin ve siralamasinin tanimlarimi ammsayalim: S(«a) = o U {a}
ve S(a) siralamasinda « elemani a kiimesinin en sonuna konmustur. Iste

S(a) =aU{a}

siralamasinin resmi:

[ B

o o

S(o) = oL {or}

Bu kolaydi. Simdi, bir sayfa 6nce tanimladigimiz a+1’in siralamasiyla esyapisal
olan a |4 1 iyisiralamasini animsayalim. «[4 1 iyisiralamasinda, 1 kiimesi, ayrik
bir kiime olarak, a siralamasinin en sonuna eklenmisti; 1 = {0} oldugundan,
bu, a’min sonuna yeni bir eleman (0’ bir kopyasin) eklemek demektir.

Oo—— % 1:{0}

1x{1} = {0)x{1} = {(0, 1)}

(0, 0)’1'—}"

ax{0

aw 1= (ax{0}) u (1x{1})

Her iki siralamanin da ayni olduklari, yani siralamalarin egyapisal olduklar:
¢ok belli. Her ikisinde de a’nin en sonuna bir eleman ekleniyor. Onsavimiz
kanitlanmistir. O

Yukardaki yontemi siirekli kullanacagiz. Iki ordinalin birbirine esit olduk-
larini kanitlamak i¢in siralamalariin birbirine egsyapisal olduklarini kanitlamak
yeterlidir.

Her ne kadar ordinal toplamasi dogal sayilarin toplamasini andiriyorsa da,
dogal sayilarda gegerli olan o+ 5 = 8 + « esitligi ordinallerde maalesef gecerli
degil, 6rnegin

l4+w=w#w+1.
Hemen 1 + w = w egitligini gostererek okurun hakli merakini giderelim. Yu-
kardaki kadar ayrintilara girmeyecegiz, yoksa bu bolim bitmez. 1 + w, yani
{0} Y w iyisiralamasinda, 0 elemaninin sonuna w eklenmistir, yani

w=1{0,1,2, ...}
kiimesinin en bagina —1 gibi yorumlayabilecegimiz bir eleman eklenmis ve
{-1,0,1,2, ...}

kiimesinin siralamasina benzer bir siralama elde edilmis.
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l+o

Bu son siralamanin w’nin siralamasindan pek bir fark: yok, sayilar 0’dan bas-
layacagima —1’den baglamis. Dolayisiyla 1 4+ w = w. Ote yandan, w + 1’in en
biiyiik eleman oldugundan (w, w + 1’'in en biiyiikk elemanmdir), w + 1, w’ya
esyapisal olamaz, yani w # w + 1.

Ordinal toplamasi dogal say1 toplamasiyla ortiigiir, yani 5 + 8, dogal say1
olarak da toplansa, ordinal olarak da toplansa 13 bulunur. Bariz olan bu sonug,
daha matematiksel olarak Onsav 5.2'den ve simdi kanitlayacagimiz Onsav
5.3’den cikacak. (Bkz. Sonug 5.5.)

Onsav 5.3. Her a, 8, v ordinali igin, a + (8 +~) = (o + ) +~ olur-

Kanit: Her zaman oldugu gibi, esitligi degil,

a+(B+7y)=(a+p)+7

egyapisalligini kanitlayacagiz. Her iki siralamanin da nasil insa edildigini anim-
sayalim.

a + (B + 7y) swralamas igin « siralamasimin sonuna [ + v siralamasi geti-
rildi. 8 + ~ siralamasi da [ siralamasinin sonuna -y siralamasi konularak elde
edildi. Demek ki a+ (8 4 ) siralamasi i¢in 6nce «, sonra 3, daha sonra da ~
siralamasini pespese koyduk.

(o + B) + v sralamas1 i¢in ise a + [ siralamasinin sonuna v siralamasi
getirildi. a + § siralamasi da « siralamasimin sonuna [ siralamasi konularak
elde edildi. Demek ki (a+ ) + =y siralamasi igin, 6nce «, sonra 3, daha sonra
da v siralamasini pegpese koyduk.

B+vy

+(B+y):

R [€-»| Q

(o+ B)+7

o+
Yukardaki sekilden ve siralamalarin tanimindan da belli ki

a+ (B+7) = (a+B)+17.
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Yani egitlik sézkonusu. U

Sonug 5.4. Her a ve [ ordinalleri i¢in, a + (6 + 1) = (a + 5) + 1, yani
a+S(B) = S(a+p).

Sonug 5.5. Dogal sayilarin dogal sayr olarak ve ordinal olarak toplama esittir.

Kanit: Onsav 5.2'den dolay1 ordinal olarak n+0 = n, aynen dogal sayilardaki
egitlik. Gene Onsav 5.2% gore sagdan 1’le toplamak da bir ayrim yaratmiyor.
Simdi n+m toplaminda bir fark olmadigini varsayarak, n+(m+1) toplaminda
bir ayrim olmadigim gosterelim. Ama bu, dogrudan Sonug 5.4’ten ¢ikar. [

Bir sonraki Onsavda gorecegimiz iizere ordinallerde dogal sayilardakine
benzer bir ¢ikarma yapilabilir.

Onsav 5.6. B < « iki ordinal olsun. O zaman B+ v = « egitligini saglayan
bir ve bir tane vy ordinali vardir. Ayrica ejer «, B wve v birer ordinalse ve
a+ [ =a+ ise o zaman B = v dar.

Kanit: Eger § = a ise v = 0 alabiliriz. Simdi § < a varsayimini yapalim,
yani 5 € « ve dolayisiyla 5, a’nin baglangi¢ dilimi. o\ 8, o’nin bir altkiimesi
oldugu icin, a’nin siralamasindan miras kalan siralamayla iyisirali bir kiimedir.
Demek ki

a\p

iyisiralamasina egyapisal olan bir « ordinali vardir. Simdi o ~ 8 + =, yani
«a = 3 + v ¢ok bariz; kanitinin bir resmi asagida.

o

o\ B kiimesi, ¥ ordinaliyle
B B esyapisal
]

(=Y }
1=

= [[C 9~
=2

+y

~ ordinalinin biricikligi ikinci 6nermeden gikar. Ikinci énermeyi kanitlayalim.

Toplamanimn tamimindan dolayi, 8, a + f'nin («a + §) \ « altkiimesiyle
esyapisal. Aym sekilde v, a + vy'nin (o + ) \ « altkiimesiyle egyapisal. De-
mek ki,

Br(a+B)\a=(a+y)\ary.
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Sonug olarak 8 = ~. O

Bu 6nsavdan hareketle, eger o sonsuz bir ordinalse, 1 + « ordinalinin a’ya
esit oldugunu kamitlayabiliriz. Ama 6nce “sonsuz ordinal”’i tamimlamaliyiz.
Daha once sonlu ordinalleri tanimlayalim: w’nin elemanlarina sonlu ordi-
nal denir. Sonlu olmayan, yani w’nin elemani olmayan ordinallere sonsuz
ordinal denir. Demek ki bir « ordinalinin sonsuz olmasi i¢in

yvaw =« yadaw € a,

w<a wCa

esdeger onermelerinden biri (dolayisiyla hepsi) gegerli olmali. (Sonug 4.16.)
Simdi oldukga sagirtici bir sonug kanitlayalim:

Onsav 5.7. Eger a sonsuz bir ordinalse ve n bir dogal sayiysa o zaman n+oa =
)
a’dar.

Kamt: o sonsuz bir ordinal olsun. Onsav 5.3’ye gore 1 + o = « egitligini
kanitlamak yeterli, gerisi n iizerine tiimevarimla gelir. Onsav 5.6’e gore, bir 3
ordinali i¢in @ = w + 8. Demek ki,

l+a=14w+p)=1+w)+B=w+L=a.

Yukarda, Onsav 5.3’yi ve daha 6nce kamtladigimiz 1 + w = w esitligini kul-
landik. O

~ Demek ki sonlu ordinaller sonsuz ordinaller tarafindan soldan yutuluyorlar.
Ilerde daha da gasirtici bir teorem kanitlayacagiz, bkz. Teorem 5.29 ve Sonug
5.31.

5.5.3 Toplama ve Siralama

Ayni kiime tlizerinde gesitli iglemler ve iligkiler tanimlanmigsa, bu iglem ve
iligkiler arasinda iligkiler aramak ve hatta bulmak lazimdir, yoksa aym kiime
tizerinde birbirinden bagimsiz birkag matematiksel yapi olur ki, o zaman da
gereksiz yere kalabalik etmis olurlar. Bu béliimde ordinallerde toplamayla si-
ralama arasindaki iligkileri irdeleyecegiz.

Onsav 5.8. Her a ve B ordinali i¢in, o < o+ 8 ve 8 < a+ . Ayrica eger
B#0isea<a+p.
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Kanit: « + § ordinalinin tamimina bakilacak olursa, o ve 8 siralamalarinin
« + B’min birer altkiimesiyle egyapisal olduklari hemen anlagilir. Nitekim «,
a + B'min bir baglangic dilimine egyapisaldir; 8 da bu dilimden geri kalana
egyapisaldir. Teorem 4.15e gére o < a4+ S ve 8 < a+ f.

Eger 8 # 0 = O ise, toplamanin tanimindan da belli ki, a’nin egyapisal
oldugu baglangi¢ dilimi, o + f’min 6z baglangi¢ dilimidir (yani o 4+ S’ya esit
degildir), ¢linkii o + f’nin « basglangi¢ diliminden hemen sonra gelen eleman
o’dir; dolayisiyla o € o+ 3, yani o < o« + 3. O

Eger 5 # 0 ise a < § + « egitsizliginin dogru olmayabilecegini 1 + w = w
esitliginden biliyoruz. Can sikici ama boyle, yapacak bir sey yok.

Gene 1 4+ w = w = 0 + w egitliginden ordinal toplamasinda her zaman
sagdan sadelegtirmenin olmadigini biliyoruz. Peki ya soldan sadelesme var mi?
Evet! Bu Onsav 5.6’te kanitland.

Onsav 5.9. Her a, 8 ve ~ ordinali i¢in B < vy ise 0 zaman a+ 5 < a+y ve
B4+ a <v+a olur. Ayrica, ejer a+ 8 < a+ -y ise 0 zaman [ < v olur.

Kanit: Birinci esitsizligin olasi birgok kamitindan biri: § < v varsayimini
yapalim. Onsav 5.6’e gore, bir § ordinali i¢in g + § = v egitligini saglanir.
Demek ki, birinci esitsizligi kanitlamak igin,

a+ B <a+(B+9)
esitsizligini kamtlamalyiz. Onsav 5.3’ye gore,
at+pB<(a+p)+0

esitsizligini kamtlamak aym sey. Onsav 5.8'nin ikinci kismina gore, bu esitsizligin
saglanmasi i¢in ¢’nin 0 olmamas1 gerekir, ki 3, v’ya esit olmadigindan, §, 0
olamaz.

Ayrica, Onsav 5.8'ye gore a < § + a oldugundan, yukarda kanitlanandan
B+ a< B+ (0+ «) gkar. Demek ki,

f+a<f+(0+a)=B+0)+a=y+ca.

Ikinci esitsizlik de kamtlandu.
Simdi, a4+ < a4+ varsayimini yapalim. Demek ki bir § > 0 ordinali igin
(a+B)+d=a+~yve

aty=(a+pf)+d=a+(8+9).
Simdi Onsav 5.6’¢ gore v = 8 + d ve birinci kisma gore

B=B+0<pB+d=1
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olur. O

Aligtirmalar.

51. a<~vyve f<Jveise a+ f < v+ esitsizligini kanitlayin.
5.2. a+ f < a+yise B < v egitsizligini kanitlayn.

5.5.4 Limit Ordinaller ve Toplama

Simdi ¢ok ilging bir teorem kanitlayacagiz. Ama énce bu agamada okura kolay
gelmesi gereken bir aligtirma:

Alistirmalar.

5.3. a ve B birer ordinal olsunlar. o 4+ 8 ordinalinin limit ordinal olmasi igin gerek ve yeter
kosulun ya f’nin bir limit ordinal olmasi, ya da 8’'nin 0 ve a’nin bir limit ordinal olmasi
oldugunu kanitlayin.

Teorem 5.10. Her sonsuz o ordinali bir A limit ordinalt ve bir n dogal sayist
icin X + n olarak tek bir bicimde yazilabilir. Bu X\, o’dan kicikesit en biyiik
limit ordinaldir.

Kanit: Eger varsa, A’'nin o’dan kiiciikesit en biiyiik limit ordinal olmasi ge-
rektigi malum. Bu bilgi 1g18inda A’'y1 arayalim. A, o’dan kiigiikegit limit or-
dinaller kiimesi olsun. A bir ordinal kiimesi oldugundan, | J A da bir ordinal-
dir (Teorem 4.12). Ayrica A'min elemanlar1 limit ordinaller oldugundan, |J A
da bir limit ordinaldir (Algtirma 9). A’nin her elemani a’nin bir altkiimesi
oldugundan, | J A da a’nin bir altkiimesidir. Demek ki | J A < «. Bundan boyle
UA = X olsun. Onsav 5.6’ gore A + 8 = « esitligini saglayan bir 8 or-
dinali vardir. Simdi f’nin sonlu oldugunu, yani w’nin bir elemani oldugunu
kanitlayacagiz. Eger § sonsuzsa, yani f ¢ w ise, o zaman ya f = w ya da
w € B’dir. Her iki durumda da w < . O zaman A +w < A+ 8 = «a ve yu-
kardaki aligtirmaya gore A + w, a’dan kiigiikesit bir limit ordinaldir. Ama o
zaman da, A + w C |J A = X olur, bir geligki.

Demek ki 3 = n, bir dogal sayidir ve a = A\+n. Eger X’ limit ordinali ve n’
dogal sayis1 i¢in o = XN +n’ ise, X' de aynen \ gibi a’dan kiigiikesit en biiyiik
ordinal oldugundan, A = X’dir. Simdi,

Adn=a=N+n = +n

esitliginden ve Onsav 5.6’ten n = n’ ¢ikar. g
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Bu teoremden su ilging sonug gikar. a ve [ iki sonsuz ordinal olsun. a’y1
teoremdeki gibi A + n olarak yazalim. O zaman, Onsav 5.7’ya gore,

a+B=A+n)+B8=A+n+p)=A+p

Demek ki sonsuz ordinalleri toplarken, soldaki ordinalin bir limit ordinal ol-
dugunu varsayabiliriz.

5.5.5 Timevarimla Toplama

Daha énce a+0 = a ve a+S(8) = S(a+73) esitliklerini kamtladik. [SI]’de dogal
sayilarda toplamay1 bu iki formiille timevarim yontemiyle tanimlamistik, ¢iin-
kii her dogal say1 ya 0’a esittir ya da bir 8 dogal sayisi i¢in S(f) seklinde
yazilabilir. Ordinallerde bunun dogru olmadigini biliyoruz, buinlarin diginda
bir de limit ordinaller var. Demek ki eger her A limit ordinali igin o+ A ordinal
toplamimi N’dan kiiciik S ordinalleri i¢in « 4+ 8 toplamlar cinsinden yazabi-
lirsek, o zaman ordinal toplamasini dogal sayilarda oldugu gibi tiimevarimla
tanimlayabiliriz.

Aligtirma 4.6’de okurdan her A limit ordinalinin kendisinden kiigiik ordi-
nallerin bilegimi oldugunu kanitlamasini istemigtik:

A= U5<)\ﬁ.

Demek ki,

Bu asamada ne kanitlanmasi gerektigi belli:
a+ (Ug<af)
toplamindaki soldaki a’y1 bilegsimin icine dagitip
a+ A =a+ (Ugrf) = Ugcer(a + B).

yazabilmek istiyoruz. Bunu hemen kanitlayalim.

Onsav 5.11. Eger B bir ordinal kiimesiyse, a + (Usepf3) = Usen(a + B).

Kanit: Once Teorem 4.12'den dolay esitligin sagindaki ve solundaki kiimele-
rin birer ordinal olduklarina dikkatiniz ¢ekerim. Demek ki

a+ (UgepfB) ve Ugep (a + f).

kiimelerindeki siralamalarin egyapisal olduklarini kanitlamaliyiz.

Once a + (Ugepf) kiimesinin siralamasina bakalim. “Bir resim bin soze
denktir” 6zdeyisinden hareket ederek bu kiimenin ve siralamasinin bir resmini
cizelim.
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o U[}EBB

OH'UBeBB

Simdi (Jge p(a+ B) kiimesini ve siralamasini resmedelim. Bu sefer, énce a + 3
islemlerini yapip sonra bu toplamlarin bilesimini alacagiz.

R IR IR IR R R
= o

UBEB(OL+B)

Goriildigi gibi (1), her iki siralama da aym!
Bu gorsel kanittan memnun olmayanlar icin daha bigimsel bir kanit su-
nalim. B’nin bogkiime olmadigini ve B’de boskiime olmadigini varsayabiliriz.
Once o + (Ugepf) ordinalinden bir v eleman1 alalim. y'nin

Ugep(a+ B)

kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz. Elbette v > «. Demek ki

o <7 <a+ (Usend)
ve bir § € Ugepf i¢in,
vy=a+9d

olur. Ayrica § € Ugepf oldugundan, bir € B icin ¢ € f’dir. Demek ki
y=a+d<a+f,yamnmiyeEa+dea+p.
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Simdi Ugep(a + ) ordinalinden bir v eleman: alalim. v'nin

o+ (UgenB)

kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz. Bir 8 € B igin
vyEa+p

olur. v'min o’dan biiyiikesit oldugunu varsayabiliriz, ¢linkii v < « olursa, o
zaman v € o C « + (UBEB B) olur. Demek ki v > a ve bir § € S icin,

v = a + 6 olur. Ote yandan,
B € Ugenf
oldugundan, 5 < Ugepf (Teorem 4.15). Demek ki

7:a+6<a+5§a+U5eBﬂ

olur. O

Ve sozverdigimiz gibi toplamanin tiimevarimsal tanimui:

Sonug 5.12. Ordinal toplamas,

a+0 = q,
a+S(B) =S(a+B)

ve bir A limit ordinali icin,

a+ A= U(oz—i—ﬁ)

B<A

esitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, eger A ve B birer or-
dinalse, oyle yeterince biyik bir C ordinali vardwr ki, her « € A ve § € B
1¢IM,

f((l, B) =a+f
kuralwla tansmlanmas f : Ax B — C fonksiyonu, yukardaki tig¢ esitligi saglayan
ve A X B kartezyen carpimindan C’ye giden biricik fonksiyondur ve ayrica
f(a, B)’'nin degeri o’yu iceren A’dan ve o’y igeren B’den bagimsizdur. O

Bircok kitapta ordinallerin toplami yukardaki formiillerle tanimlanir. Biz,
daha dogal buldugumuz bir yolu sectik.

Bu sonug, tiimevarim ilkesiyle kanitlanacak teoremlerde ¢ok biiytik kolaylik
saglar.
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5.5.6 Kofinallik

a bir ordinal ve A C « olsun. Eger her 8 € « igin, 8 < 7 esitsizligini saglayan
bir v € A varsa, A’ya o’da kofinal ya da o’nin kofinal altkiimesi denir.
Eger A C B C « ise ve A, o’da kofinalse, B de o’da kofinaldir elbette. Demek
ki kofinal kiimelerin kiiciikleri makbuldiir. Ancak limit ordinallerin kofinal bir
altkiimesi oldugunu okurun dikkatine sunariz. (Alstirma 5.5.6.)

Ornegin, kareler kiimesi w’da kofinaldir. {w+3n: n € w} kiimesi w2'de ko-
finaldir. Ordinalleri ve iis almay1 6gredigimizde, {wn: n € w} kiimesinin w?’de
(Alstirma 13), {w”: n € w} kiimesinin de w*’de kofinal oldugunu (Onsav
5.27) gorecegiz.

Alistirmalar.

5.4. Ancak limit ordinallerin kofinal bir altkiimesi oldugunu kanitlayin.
5.5. « bir ordinal ve A, B C « olsun. Eger her z € A igin

r<yeB

iligkilerini saglayan bir y varsa ve A, o’da kofinalse, o zaman B’nin de a’da kofinal
oldugunu kanitlayin.

5.6. A bir limit ordinal olsun. A C )\ i¢in, A’nin \’da kofinal olmasi i¢in yeter ve gerek kogulun
A = |J A esitligi oldugunu kanitlaym. A bir limit ordinalse, A’nin A’da kofinal oldugunu
kanitlayin.

5.7. A, en biiylik elemani olmayan bir ordinaller kiimesiyse, A’nin | J A’da kofinal oldugunu
kanitlayin.

5.8. « ve X ordinal olsunlar. X\ limit ordinal olsun. a + A ordinalinin limit ordinal oldugunu
biliyoruz (Alstirma 3).

{a+p8: BN}

altiimesinin « + A’da kofinal oldugunu kanitlayn.

5.6 Ordinallerde Carpma i§lemi

5.6.1 Carpmanin Tanimi

Gene ilkokul yillarimizdan baglayalim. Ilkokulda dogal sayilarmn carpimimi nasil
ogrendiginizi amimsayin. 3 x 4 = 12 egitligi i¢in her biri iginde ii¢ fasulye
barindiran dort kiime tistiiste konur ve biitlin fasulyeler teker teker sayilir.
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-@8q (@4
-@8¢ _ [¢8¢
-84 ~ 44
~@8g [0d@

Yukardaki gekilde fasulyeleri saymaya en alttan ve en soldan bagladik ve saga
dogru gittik. En saga ulagtigimizda bir iist siranin tekrar en solundan bagladik.
Yani fasulyeleri yatay, fasulye kiimelerini dikey siraya dizdik, 6nce doguya
sonra kuzeye giderek saydik.

Ordinaller de igte aynen boyle garpilir.

« ve f iki ordinal olsun. Her birinin i¢inde « tane fasulye bulunan 3 tane
fasulye kiimesini iistiiste koyup yukardaki “6nce dogu sonra kuzey” yontemiyle
sayalim. Burada saymakla aslinda iyisiralamay1 kastediyoruz.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz. Once tamm planimizi agiklayalim:
«a ve B, carpimini tanimlayacagimiz iki ordinal olsun. Ordinal olduklarindan, o
ve § iyisiralanmig kiimelerdir. Once a x 3 kartezyen carpimimi iyisiralayacagz.
Her iyisiralama gibi, iyisiralanmig « x 8 kartezyen carpimi da bir ordinale
esyapisaldir. a8 carpimini, o x 8 kartezyen ¢arpiminin esyapisal oldugu ordinal
olarak tanimlayacagiz.

Bolim 1.2.6’da X ve Y sirali kiimelerinin X x Y kartezyen ¢arpiminin al-
fabetik siralama denilen yontemle nasil siralanabilecegini gormiustiik. Ayrica
Bolim 3.2.3’te eger X ve Y iyisiral kiimelerse, bu alfabetik siralamanin X x
Y’yi iyisiraladigini gérmiistiik.

Ordinaller s6zkonusu oldugunda (nedendir bilinmez!) alfabetik siralama
degil, birazdan tamimlayacagimiz ters alfabetik siralama kullanilir.

(X, <)ve (Y, <) swali birer kiime olsun. X xY kartezyen ¢arpimi iizerine
su siralamay1 koyalim: x1, 2 € X, y1, y2 € Y icin,

(z1, y1) < (22, Y2)

ancak ve ancak
y1 < y2 yadays = yz ve 1 < T3

ise. Bu, aynen biraz onceki “Once dogu sonra kuzey” siralamasidir. (x, y)
cgiftleri once y’lere gore siralanirlar; y’ler egit oldugunda x’lere bakilir. Bu,
gercekten bir siralamadir. Bu siralamaya ters alfabetik siralama denir.
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Ornegin eger X = {a, b, ¢} =Y ise ve her iki siralamada da
a<b<ec
ise, (z, y) yerine xy yazarsak, ters alfabetik siralamada,
aa < ba < ca < ab<bb<ch<ac<be<ece

olur.

Y ? i XxY
V) 5
N e
‘oo
oo o 0000000 X
il o)

(xp )’1) < (x29 yl) < (xla yz) < (x2’ }’2)

Ayrica eger (X, <) ve (Y, <) iyisirali kiimelerse, X x Y de ters alfabetik
siralamayla iyisiralanir. Bunun kanit1 gok kolaydir ve aynen alfabetik siralamada
oldugu gibidir.

Her y € Y igin, X ~ X x {y} ve her z € X i¢in Y = {z} x Y oldugundan,
eger her ikisi birden bogkiime degilse, X ve Y siralamalar1 X X Y’nin igine
gomiiliirler. Eger Y'nin en kiiciik elemani varsa, diyelim yg, o zaman, X x {yp},
X xY’nin baglangig dilimi oldugundan, X, X x Y’nin igine bir baslangi¢ dilimi
olarak gomiiliir.

Simdi ordinallere gelelim. o ve § birer ordinal olsun. Demek ki o ve 3
iyisirali kiimeler. Dolayisiyla a x 8 kartezyen carpimi ters alfabetik siralamayla
iyisiralanmigtir. Her iyisirali kiime gibi, iyisirali @ x § kiimesi de bir ordinale
esyapsaldir. Iste, ters alfabetik siralanmig o x 8’nin esyapisal oldugu bu or-
dinale a’yla f’nin ¢arpwma denir. o ve S’nin bu ¢arpimi af ya da «.8 ola-
rak yazilir. Bir onceki paragrafta, eger «, 8 # & ise, a < aff ve f < af
esitsizliklerinin kanitlandigina dikkatinizi ¢ekerim.

5.6.2 Temel Sonuclar
Her seyden 6nce, 0.ac = a..0 = Oesitligi gecerlidir, ¢linkii
0=0veax@=Oxa=4d.
Sonra, 1.a = .1 = a, ¢linkii

axl=ax{0}={(B,0): fe€a}=a.
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Burada, en sondaki ~ isareti iki (iyi)sirali kiime arasindaki egyapisalligi belir-
tiyor. Soldaki kartezyen carpim ters alfabetik siralanmisg,

10|

|H—0—0—0—0—H—H| o

|ox1

ama y koordinati tek bir deger alabildiginden ters ya da diiz alfabetik siralamalar
arasinda bir fark yok. Sagdaki ise bildigimiz a ordinali... Resim yukarda.

Aynen bunun gibi, 1 X a & «’dir, yani 1.« = « ama bu sefer gekil yatay
degil yanda goriildigii gibi dikey. Dikey mikey, gene de esyapisal.

aff = v gibi bir ordinal egitligi gostermek igin, toplamada da yaptigimiz
gibi, af ~ = egyapisalligim gostermek yeterlidir, ¢linkli egyapisal iki ordinal
esit olmak zorundadir. Demek ki a5 = « esitligi i¢in, ters alfabetik siralanmig
a x B ile v'nin egyapisal olduklarimi gostermek yeterlidir.

o 1 xo

1
(0, 0y) < (0, ocz(xl <0,

Ordinal carpmasinda da toplamada oldugu gibi baz siirprizler var. Soldan
carpmayla sagdan carpma ayni sonucu vermez. Ornegin 2w = w’dir, ama w2 #
w’dir.

Once 2w = w esitligini gorelim. Tanmm geregi 2w ~ 2 X w oldugundan,
2 X w =~ w egyapisalligin1 gostermek yeterlidir, ¢iinkii o zaman 2w ~ w elde
ederiz ve buradan 2w = w ¢ikar.

o} T |2 xo

(%1 ]2

2:0:(0,0)<(1,0) <(0,1)<(1,1) <

PP 1

w: 0 < 1 < 2 <

< ..

(0,2) <(1,2)
b
< 4 S

< < ...
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Resim yararhdir, 2 x w’nin ve ters alfabetik siralamasinin bir resmini yaptik bir
onceki sayfada. Bu resim ve agiklamasi bize ordinal carpmasi hakkinda bayagi
bir sezgi kazandiracak. Resmin agiklamasi: En alt kattan baglayarak 6nce sol-
dan saga, sonra agagidan yukariya dogru zigzag siraladigimizi animsayin. 2 X w
kiimesi, ters alfabetik siralamayla,

(0,0)<(1,0)<(0,1)<(1,1)<(0,2)<(1,2) < ...
diye siralanmig, aynen
w:0<l<2<3I<d<h<. ..

siralamasi gibi. Daha bicimsel olarak, 2 xw iyisiralamasiyla w arasindaki egyapi
eslemesi, f(i, j) = 25 + i kuraliyla belirlenen

fi2Xxw—ow

fonksiyonuyla verilmis. (Herhangi iki iyisiralama arasinda en fazla bir egyapi
eslemesi olabilir.) Demek ki 2w ~ 2 X w ~ w ve, 2w ile w egyapisal ordinal
olduklarindan esittirler.

Simdi de w2’nin nasil bir siralama oldugunu anlayalim.

w2 # w

esitsizligini gorecegiz.

w2 =~ wx2 oldugundan, bu kez w x 2’nin ters alfabetik siralamasina bakmak
gerekiyor, yani bu kez w yatay eksen, 2 = {0, 1} ise dikey eksen olacak. Sekil
asagida.

2 X2

SR ©

ox2:(0,0)<(1,0) <(2,0)<...<(0,1)<(1,1)<(2,1) < ...

(0, 0)’dan baglayarak saga gidiyoruz. Ikinci koordinat1 0 olan (n, 0) ciftlerini
bitirdigimizde, ikinci koordinati 1 olan (n, 1) ¢iftlerine sira geliyor.
U simgesinin ayrik kiimelerin bilesimini simgeledigini animsayarak,

wx2=wx{0,1} =wx {0} Uw x {1}

olarak yazabiliriz. Ters alfabetik siralamada, w x {0} kiimesinin her elemam
w x {1} kiimesinin her elemanindan daha kiigiiktiir. Ayrica w x 2’nin hem
wx {0} altsiralamas: hem de w x {1} altsiralamasi w siralamasiyla esyapisaldir.
Yani w x 2 siralamasinda w’nin bir kopyasi olan w x {1}, gene w’nin bir kopyasi
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olan w x {0}’dan sonra konulmustur, aynen w + w’da oldugu gibi... Demek ki
W2RwX2xw+w, yani w2 =w+ w # w.

Demek ki ordinaller garpiminda aff = S« esitligi her zaman dogru degildir,
yani ¢arpma iglemi degigsmeli degildir. Toplama da degismeli degildi animsar-
saniz.

Ote yandan ()y = a(87) esitligi (neyse ki!) dogrudur.

Onsav 5.13. Ejer a , § ve v birer ordinalse, (af)y = «(B7) olur-.

Kanit: (af)y ordinali, her bir kartezyen carpimin ters alfabetik siralanmig

oldugu (a x ) x v swralamasiyla egyapisaldir. «(B7) ordinali ise, kartezyen

carpimlarim gene ters alfabetik siralanmig oldugu a x (8 x ) swralamasiyla

egyapisaldir. Dolayisiyla (ax 8) x v &= ax (8 x7) egyapisalligin kanitlamahyiz.
(a x B) x v ile a x (B x ) arasinda dogal bir egleme vardur,

f((a’ b)’ C) = (CL, (b7 C))

eslemesi. Bu eslemenin siralamaya saygi duydugunu kanitlamak istiyoruz. De-
mek ki
((a, b), ¢) < ((d', V), ') & (a, (b, c)) < (d, (¥, ))

onermesini kanitlamaliy1z. Baglayalim:
((a, b), ¢) < ((d/, V'), ) esitsizligini varsayalim.

(a, (b, ¢)) < (a’, (¥, )

esitsizligini kamitlayacagiz. Eger ¢ < ¢ ise (b, ¢) < (V/, ¢) olacagindan, bu
durumda sorun yok. Bundan boyle ¢ = ¢ esitligini varsayalim. O zaman
(a, b) < (a/, V') olmak zorunda. Eger b < V' ise, (b,¢) = (b, ) < (V, )
olur, bu durumda da sorun yok. Bundan boyle bir de ayrica b = ' esitligini
varsayalim. O zaman a < a’ olmak zorunda. O zaman da

(a7 (b7 C)) < (a/7 (b7 C)) = (a,v (b/7 Cl))

olur ve bu durumda da sorun yok. (a, (b, ¢)) < (d/, (V/, )) esitsizliginden
hareketle ((a, b), ¢) < ((a/, V'), ) esitsizligini kanitlamayr okura birakiyoruz.
U

(141w =2w=w # w+ w = lw + lw egitliklerinden ¢arpmanin sagdan
toplamaya dagilmadigini biliyoruz, yani

(a+B)y=ay+ By

esitligi her zaman dogru degil. Ote yandan

a(f+7) =af+ay
esitligi dogrudur:
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Onsav 5.14. Eger o, 8 ve v birer ordinalse, a(8 + ) = aff + a.

Kanmit: a x (8+7) ~ a x v+ a x v egyapisalligin1 kanitlamaliy1z. Asagidaki
resmin yararl olacagini ve daha fazla séze gerek olmayacagimi umuyoruz. Gene
de bir iki laf edelim:

ax(B+7y) =axp+oxy

B+y

a X (B + ) nin elemanlarini soldan saga ve agagidan yukar1 sayarken zorunlu
olarak once o X f’nin elemanlarini sayiyoruz, ardindan « x y’nin elemanlarini;
bu da bize a x 8 + a X v siralamasim verir. 0

Sonug 5.15. Eger a ve 3 birer ordinalse, a(B + 1) = af + « olur. O

Sonucg 5.16. Dogal sayrlarin dogal sayr olarak ve ordinal olarak ¢carpima esittir.

Kanzit: 0 ve 1’ile carpmanin uyustuklarini gordiik. Sonug 5.15’ten dolay1 n ile
m’nin ¢arpimlar1 uyusuyorsa, n ile m + 1’in (yani S(m)’nin) de uyusuyordur.
Tiimevarimla kanit igi bitirir. O

5.7 Carpma ve Siralama
Toplamayla carpma arasindaki iliski Onsav 5.14’de verilmisti. Simdi siralamayla
carpma arasindaki iligkiyi irdeleyelim.
Onsav 5.17. Eger a < 8 ordinallerse, her 0 < v ordinali i¢in,
ya < B a < yavea < ay

olur.
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Kanit: o < 8 oldugundan, bir 0 < § ordinali i¢in, 8 = o+ (Onsav 5.6).
Simdi, Onsav 5.14’ye gore,

VB =v(a+6) = ya+ v > ya.

Burada ayrica Onsav 5.8’yi kullandik.
Kanit1 v X a’y1 v X f’nin igine gémerek de yapabilirdik.
a, yo'nin (ya da v X a’nin) igine {0} x « olarak gomiildiigiinden o < ~ya.
a < oy egitsizligini, @’y1 a X y'min igine a x {0} olarak gomerek elde ederiz.

0

Sonug 5.18. «, B, v ordinalleri i¢in, ya < B ise, o zaman a < . Ayrica
v >0 ve ya =~f ise, 0o zaman o = 3.

Kamt: Ik nerme: v = 0 olamaz. a = 8 da olamaz. Eger @ > 8 olsaydi,
Onsav 5.17’e gore ya > v olurdu, geligki.
Ikinci 6nerme: oo < 3 olsaydi, Onsav 5.17°e gore ya < 8 olurdu, celigki.[]

Onsav 5.19. Eger a ve B ordinalleri a < 8 esitsizligini saglyorsa, o zaman
her v ordinali i¢in, ay < By olur.

Kanit: a < § oldugundan, a X 7y siralamasi 3 X y siralamasinin bir altkiimesi.
Demek ki oy, f+'nin icine gémiiliiyor. Teorem ?7’e gore ary < S olur. g

Onsavdaki < kiiciikesitlik simgesini < simgesiyle degistiremeyiz, ¢iinkii,
ornegin 1 < 2 ama w = 2w. Sagdan sadelestirmenin dogru olmadigi ayni
esitlikten belli. Soldan sadelestirme dogru ama (Sonug 5.18).

5.7.1 Ordinallerde Bolme

Ordinallerde dogal sayilardakine benzer bir bolme iglemi vardir. Nasil dogal
sayilarda, 251 7’ye,
25=7x3+14

olarak kalanli bolebiliyorsak, ordinallerde de buna benzer bir b6lme yapabiliriz.
Bolme teoremini kanitlamadan 6nce daha sonra da ihtiyacimiz olacak olan
teknik bir 6nsavi aradan g¢ikaralim:

Onsav 5.20. B bir ordinaller kiimesi olsun. o bir ordinal olsun. O zaman

O‘(UﬁeB B) = U,BeB af olur.



5.7. Garpma ve Siralama 131

Kamit: Aslinda kanit, agagidaki sekilden hemen hemen bariz olmali. Okurun
matematiksel bir kanitla ¢ok zaman gegirebilecegi olasiligini dikkate alarak
bigimsel kanit1 sunuyoruz.

ocxuﬁeB B= UﬁeB (oxB)

UBE B B
B
B//
p axp’
B axp

o

Once ordinallerde €, < ve C iligkilerinin esdeger olduklarini ammsatiriz (Sonug
4.16). B € B herhangi bir ordinal olsun.

sc s

BeB

s< B

BeB
Onsav 5.17°e gore, af < a(Ugep B)- Demek ki

oldugundan,

apCal s

ve dolayisiyla
Jescal s
BeB BEB

Esitligin her iki tarafinda da ordinaller oldugundan, | g @8 ordinali a(Usc 5 8)
ordinalinin baglangic dilimi olmali. Ote yandan,

U(axﬂ)zUaﬁga UB ~ o X Uﬂ:U(axB).

BeB BeB BeB BeB BeB

Demek ki (e p(e x B) ordinali kendisinin bir baslangi¢ dilimine gémiiliiyor.
Bundan ve Sonug 3.12’den bu gommenin 6zdeslik fonksiyonu Id oldugu ve

Uaﬁga UB

BeB BEB
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igindeliginin aslinda esitlik oldugu anlagilir. O

Simdi ordinallerde aynen dogal sayilardaki gibi bolme yapabilecegimizi ka-
nitlayabiliriz.

Teorem 5.21. « ve 3 birer ordinal olsunlar. 8 > 0 olsun. O zaman o = By+p
esitligini ve p < [ esitsizligini saglayan bir ve bir tane (v, p) ordinal ¢ifti
vardar.

Kamt: Once (v, p) ciftinin varhgim kamtlayalim. v’y1 8y < «a esitsizligini
saglayan en biiyiik ordinal olarak alacagiz.

Eger By < « ise, Onsav 5.17¢ gore v < o olmali (yoksa o > By > fa > «,
geligki.) Demek ki,

F={y:B8y<a}={y<a:By<a}

toplulugu bir kiimedir ve elbette bir ordinal kiimesidir. Dolayisiyla Uver ~ bir
ordinaldir (Teorem 4.12). Onsav 5.20’den dolay:

slUn=Usrca

vyel vyel

(¢iinkii eger v € I' ise 8y < o ve By C ). Demek ki J, v € T, ve U, e,
I["nin en biiyiik elemani. Bu elemana ~ diyelim. Ozet olarak, v, By < «
esitsizligini saglayan en biiyiik ordinal.
Onsav 5.6% gore, a = [y + p egitligini saglayan bir p ordinali vardir.
Simdi p ordinalinin 8’dan kiigiik oldugunu kanitlayalim. Tersini varsayalim:
p > B olsun. O zaman p = [ + § esitligini saglayan bir § vardir. Demek ki,

a=py+p=PFy+(B+)=0Bv+B)+o=0r+1)+6>p(yv+1)

ve v’dan daha biiyiik olan v+ 1, I''min bir elemani, bir celigki. p < § esitsizligi
kanitlanmigtir.

Simdi (v, p) ¢iftinin biricikligini kanitlayalim. Sy+p = Bv1+p;1 esitligini ve
p, p1 < B esitsizliklerini varsayalim. p = p; ve 7 = =1 esitliklerini kanitlayacagiz.
Eger v = 71 esitligini kanitlarsak, o zaman sadelestirerek (0nsav 5.6)

b=Dp1

esitligini elde ederiz. Demek ki v = 71 esitligini kamtlamaliyiz. v > 71 esitsiz-
ligini varsayalim. O zaman 6yle bir § vardir ki vy =~ + 46 (Onsav 5.6). Demek
ki

)

Bri+pi=py+p=p6(Mm+9)+p
= (By1 + B9) +p =By + (B0 +p).
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Sadelestirerek 5 > p; = 56 + p > B4 elde ederiz. Dolayisiyla § = 0 ve

Y=mt+o=m
olur. O

Sonug 5.22. Eger \ bir limit ordinalse, bir ve bir tek v ordinali icin A = w~y
olur.

Kanit: Yukardaki teoreme gore bir + ordinali ve bir n dogal sayisi i¢cin A =
w7y + n olur. Limit ordinalin tanimina gore, n = 0 olmali. U

Sonug 5.23. Eger X\ bir limit ordinalse, her n dogal sayist icin, nA = X’dar.

0

5.7.2 Carpmanin Tiimevarimsal Tanimi

Onsav 5.20’den (ve elbette Sonug 14.3’ten) ordinallerde carpmanin tiimevarimsal
bir tanimini elde edebiliriz.

Sonug 5.24. Ordinal carpmast

a0 =0,
a S(B)=af+a,

ve bir A limit ordinali icin,

ay=]JeB

B<A

egitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, ejer A ve B birer ordi-
nalse ve C, A x B iyistralamasina esyapisal bir ordinal iceren bir ordinalse, o
zaman, her o € A ve 8 € B igin,

fla, B) = af

kuraliyla tanymlanmas f : Ax B — C fonksiyonu, yukardaki ti¢ esitligi saglayan
ve A X B kartezyen carpimundan C ordinaline giden tek fonksiyondur.

Aligtirmalar.

5.9. «a ve 8 ordinal olsunlar.
a+fB=aU{a+vy:vy<pB}tveaf={abd+p:0<PBvep<a}

egitliklerini kanitlayin.
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5.10. (w2)w = ww egitligini kamtlayn.
5.11. (w4 1)w = ww esitligini kanitlaymn.
5.12. « bir ordinal olsun. n € N i¢in, a” ordinalini tiimevarimla g6yle tanimlayalim:

{a™: n € w} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlaym. ipucu: Yerlestirme Aksiyomu
kullamilmali; ¢(n, z) formilii sunu desin: n bir dogal sayidir ve dyle A ordinaller kiimesi

ve
fin+l1—= A
eslemesi vardir ki,
a) f(0)=1ve
b) her ¢ i¢in, eger 0 < i € nise, f(i+ 1) = f(i)a ve
¢)z=f(n).
5.13. « bir ordinal olsun. A bir limit ordinalse, aA’nin da limit ordinal oldugunu ve
{af: B <A}

‘nin aX’da kofinal (bkz. Boliim 5.5.6) oldugunu kamitlayin.

5.8 Ordinallerde Us Alma

5.8.1 Yanlig Bir Yontem

Gegen iki boliimde ordinallerde toplama ve carpma iglemlerini tanimlamigtik.
a ve 8 ordinallerini (bu sirayla) toplamak i¢in « siralamasinin sonuna 3 sira-
lamasini eklemistik; carpmak igin ise o x [ kartezyen carpimim ters alfabetik
siralamayla siralamigtik.

Ya “a iissii 8”7 (yani o) ordinalini tamimlamak icin ne yapmalh? Top-
lama ve carpmaya benzetmeye caligirsak, “« iisstii § kadar” elemani oldugunu
diisiindiigiimiiz bir Z kiimesi bulup Z’yi iyisiralamaliyiz ve o ordinalini de
Z’nin bu iyisiralamasina egyapisal olan biricik ordinal olarak tanimlamaliyiz.

Eger bu dediklerimizi bir de “dogal bi¢cimde” yapmay1 basarirsak, o zaman
iis alma igleminin toplama ve carpma iglemleriyle uyumlu olacagini umma
hakkina sahip olabiliriz.

Dogal sayilardan esinlenelim. Eger X ve Y, sirasiyla m ve n eleman olan
sonlu iki kiimeyse, n™ tane elemani olan bir kiime bulabilir miyiz? Evet! X ten
Y’ye giden tam tamina n™ tane fonksiyon vardir. Nitekim, eger

X = {:Eo, ceey l‘mfl}

ise, X’ten Y’ye giden bir f fonksiyonunu belirlemek i¢in, X’in her z; ele-
mant i¢in Y'nin bir f(z;) elemanin belirlemeliyiz. Her bir z; i¢in tam n tane
secenegimiz oldugundan, ve toplam m tane x; oldugundan, X’ten Y’ye giden
toplam fonksiyon sayisi tam tamina n"’dir.
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N_/
S

3 elemanlt X = {x,, x,, x,} kiimesinden 2 elemanl
Y = {y,, y;} kiimesine giden 23 = 8 fonksiyon.

Simdi X ve Y iyisiralanmig iki kiime olsun. Her iki kiimenin siralamasim da
ayni simgeyle, < simgesiyle gosterelim. Fonk(X, Y), X’ ten Y’ye giden fonksi-

f<g<e f#gveeger z, X'in f(x) # g(x)

esitsizligini saglayan en kiic¢iik
elemaniysa o zaman f(z) < g(x).

Y A
f
glx)
f(x) /\/ g
< f=g > X

X

x’ten oncesine kadar f = g. Ama x’te f ve g degisik degerler aliyorlar.
Eger f(x) < g(x) ise f < g deniyor. x’ten sonra alinan degerlerin 6nemi yok.
Fonksiyonlarin ayristiklari ilk noktaya bakiliyor.

Sayfanin bagindaki resimde, 8 fonksiyonu yukarda tanmimlanan iligkiye gore
kiiciikten biytlige dogru siraladigimiza dikkatinizi ¢ekerim. Eger bu ornekte,
bir f fonksiyonunu,

(f (o), f(21), f(x2))

ticliisii olarak gosterirsek, o zaman fonksiyonlar kiiciikkten biiyiige dogru (yani
soldan saga dogru) soyle yazilirlar:

(Yo, Yo, Y0), (Yo, Yo, ¥1), (Yo, y1, o), (Yo, Y1, Y1)
(ylu Yo, yO)’ (y17 Yo, y1)7 (y17 Y1, y0)7 (yl’ Y1, yl)
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Eger yo yerine 0, y; yerine 1 yazarsak ve parantezleri ve virgiilleri atarsak, o
zaman fonksiyonlar kii¢likten biiyiige dogru,

000, 001, 010, 011
100, 101, 110, 111

olarak yazilirlar. Siralamaya dikkat ettiniz mi? Aynen sayilar gibi (mesela 2
tabaninda):
0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, ...

Bundan da bu tanimin oldukca dogal bir tanim oldugu kanisina varabiliriz.

Yukarda tanimlanan ikili iligkinin bir tamsiralama oldugunu kanitlayalim.

1. Hicbir f fonksiyonu icin f < f olamaz, ¢iinkii tanimda f < g olabilmesi
icin f # g olmas1 gerektigi yaziyor.

2. Simdi f < g ve g < h esitsizliklerini varsayip f < h egitsizligini ka-
nitlayalhm. f ve g¢’nin ayrigtiklar ilk nokta xg olsun. Demek ki her z < zg
icin f(x) = g(x) ama f(xg) < g(zo). g ve h'nin aynistiklar1 ilk noktaya da x;
diyelim. Ug gik var, {iciinil de teker teker ele alalim.

Eger zp < z1 ise o zaman xzy’dan kiigiik her z igin f(z) = g(x) = h(x),
ama f(zo) < g(xo) = h(zo). Demek ki zg, f ve h'nin ayrigtiklar: ilk nokta ve
f(zo) < h(xp). Tanima gore f < g.

Eger xg = x1 ise o zaman xg’dan kiigiik her x i¢in f(z) = g(x) = h(z)
ama f(zg) < g(xo) < h(zg). Demek ki zg, f ve h'nin ayrigtiklar: ilk nokta ve
f(zo) < h(xp). Tamima gore f < g.

Eger x1 < xg ise o zaman z7’den kiiglik her z i¢in f(z) = g(x) = h(z)
ama f(z1) = g(x1) < h(zo). Demek ki z¢, f ve h’nin ayristiklar: ilk nokta ve
f(zo) < h(xp). Tanima gore f < g.

Her {i¢ durumda da f < g esitsizligini gosterdik.

Demek ki fonksiyonlar kiimesinde tamimlanan < iligkisi bir siralamadir.
Simdi bu siralamanin bir tamsiralama oldugunu gosterelim. Ama bu ¢ok ko-
lay... Eger f # g, iki fonksiyonsa,

{zeX: fz) #g(x)}

bosgkiime degildir, dolayisiyla (X bir iyisiralama oldugundan) Y nin
fz) # g(x)

esitsizligini saglayan bir en kiiclik z elemani vardir. Y bir tamsiralama oldu-
gundan ya f(z) < g(x) ya da g(z) < f(x). Birinci durumda f < g, ikinci
durumda g < f.

Buraya kadar her sey yolunda gitti ama bundan 6tesi yolunda gitmeyecek.
F(X,Y) tuzerine tanmmmladigimiz bu tamsiralama ne yazik ki genellikle bir
iyisiralama degildir; X ve Y’nin birer iyisiralama oldugu durumda bile.
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Bir 6rnek verelim. X = w ve Y = 2 = {0, 1} olsun. X'ten Y’ye giden bir
fonksiyonu bir 01-dizisi olarak gosterebiliriz. Ornegin,

0,1,0,1,0, 1,0,

dizisi ¢ift sayilarda 0, tek sayilarda 1 degerini alan fonksiyonu simgelesin. Hatta
terimlerin arasindaki virgiilleri de atarak bu fonksiyonu,

01010101 ...
olarak da gosterebiliriz. Simdi,
fo=1111111....
f1=0111111...
fo=0011111...
f3 =0001111...

fonksiyonlarini alalim. Bunlar ilk n sayida 0, daha sonra hep 1 degeri alan

fonksiyonlar. Bu fonksiyonlar kiimesi A olsun. A’'nin en kii¢iik elemani yoktur.
Cunki tim f,’lerden kiiglik fonksiyonlarin en biiytigii hep 0 degerini alan
0000000 . . fonksiyonudur, bu da A’da degildir. Dolayisiyla bu siralama bir
iyisiralama olmuyor.

Ordinallerde iis almayi, toplama ve carpmada oldugu gibi o kadar dogal
bir bicimde tanimlayamayiz. Bu ugrasa bir sonraki boliimde girisecegiz ve s
almay1 tiimevarimla kanitlayacagiz.

F(X,Y) kiimesi tizerine yukarda tanimladigimiz tamsiralama gene de il-
ging bir siralamadir. Bu siralamayla ilgili bir iki aligtirmayla bitirelim boliimii.

Y iyisirali bir kiime olsun. Aligtirmalar.

5.14. F(w, Y)'nin bos olmayan her altkiimesinin en biiyiik altsinir1 oldugunu gosterin. Yani
@+ AC F(w,Y) ise, dyle bir f € F(w, Y) vardur ki,
a. Her a € A i¢in, f < a,
b. Eger g € F(w, Y) “her a € A igin, g < a” kogulunu saghyorsa o zaman g < f.
5.15. F(w, Y)’nin bos olmayan her altkiimesinin en kiigiik iistsinir: her zaman var midir?
5.16. Ilk aligtirmay1 w yerine iyisirali bir X alarak yapin.
517. f, g € F(w,Y) olsun. Eger f # g ise, n, f(n) # g(n) esitsizligini saglayan en kiigiik
dogal say1 olsun. d(f, g) = 1/2" olsun.

d(f, f)=0
olarak tanimlansin. Sunlar1 gésterin:
a. d(f, g) >0 ve, d(f, g), ancak ve ancak f = g ise 0 olabilir.

b. d(fa ) _d(97 )

c. d(f, g) < d(f, h) + d(h,g). Dolaysiyla d, F(w, Y) lzerine bir “mesafe”dir. d mesa-

fesinin (c)’den daha giiglii bir 6zelligi vardur:
9)

d. d(f, g) < max{d(f, ), d(h, 9)}.
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5.8.2 Ordinallerde Us Alma

Ordinallerde toplama ve ¢arpmay1 oldukca dogal bir bicimde tanimladiktan
sonra, bir onceki boliimde iis almay1 da ayni dogallikta yapmaya caligtik ama
beceremedik. Bu boliimde ordinallerde iis almay: tiimevarimla tanimlayacagiz.
Onceki boliimlerde su sonuglar: kanitlamigtik.

Timevarimla Ordinal Toplamas: Sonug 5.12. Ordinal toplamasi, o ve
B ordinalleri i¢in,

a+0 = q,
a+S(B) =S(a+B)

ve bir X limit ordinali i¢in,

atr=|Ja+p)

B<A
egitlikleri tarafindan belirlenmistir.
Timevarimla Ordinal Carpmasi1 Sonug 5.24 Ordinal carpmass,

a0 =0,
aS (B) = af + «,

ve bir A limit ordinali i¢in,

ay=]J a8

B<A

egitlikleri tarafindan belirlenmistir.
Ordinallerde iis almay1 da bu yontemle tiimevarimla tanimlayacagiz.

Tanim: « ve 8 ordinal olsunlar.

olarak tanimlayalim. Eger A\ limit ordinalse,
o= | o
B<A

olsun.
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Onsav 5.25. a ve B birer ordinalse, o® da ordinaldir.

Kanit: [ lizerine tiimevarimla kanitlayacagiz. a’y1 kanit boyunca sabitliyoruz.
B = 0 ise, 6nermenin dogrulugu bariz.
Eger 6nerme f i¢in dogruysa S(3) i¢in de dogru oldugu ¢ok belli, ¢linkii

P = ofa.

Simdi A bir limit ordinal olsun ve X’dan kiiciik £ ordinalleri i¢in o®’nin bir
ordinal (dolayisiyla bir kiime) oldugunu varsayahm. o = | B a? oldugundan,

AN ={a’?: < \}

toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak yeterlidir, ¢iinkii herhangi bir
ordinal kiimesinin bilesiminin (hem bir kiime hem de) bir ordinal oldugunu
(Teorem 4.12) biliyoruz.

A(N) toplulugun bir kiime oldugunu goéstermek icin Yerlegtirme Aksiyomu’nu
kullanacagz.

« ordinalini sabitleyelim. Her 8 < X ordinali icin, o ordinalini 3 cinsinden
ifade eden bir formiil bulmaliyiz. Yani 6yle bir ¢(x, z) formili bulmaliyiz ki,
eger B < \ise, p(3, z) ancak z = o oldugunda dogru olsun.

©(B, z) formiilii sunlar1 desin: 8 bir ordinaldir ve dyle bir A ordinaller
kiimesi ve bir f: 6+ 1 — A esglemesi vardir ki,

a) f(0) =1

b) her v igin eger v € B ise, f(v+ 1) = f(y)«

c) her limit A € 8+ 1 icin, f(A) = U,y f(7) ve

d) z = f(B)

olur. Buradaki A ordinaller kiimesinin (eger varsa)

{a7:y < B}

olmasi gerektigi ve f fonksiyonunun f(vy) = a” kuraliyla verilmesi gerektigi
belli. Tek yapmamiz gereken, 5 < A igin,

{a7:y < B}

toplulugunun bir kiime oldugunu gostermek. Bunun igin, elbette A(/3)’nin bir
kiime oldugunu gostermek yeterli.

Simdi kanitin ta en bagma dénelim ve “a ve B ordinallerse, o da ordi-
naldir” Snermesi yerine “a ve B ordinallerse, o da ordinaldir ve A(B) bir
kiimedir” onermesini aynen yukarda yaptigimiz gibi kanitlayalim. Ayrintilar
(eger kalmigsal) okura birakiyoruz. O

o? ordinaline “« tsst §” denir.
0%1n 1 olarak tamimlandigina dikkatinizi cekerim.
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5.8.3 Temel Ozellikler

Tahmin edilen ilk esitlik gercekten dogru:

! SO = la = 1a = a.

Ikinci esitlik de:

Her sey bu kadar dogal seyretmiyor ama; 6rnegin

2= ]2 =w

n<w
Teorem 5.26. Ejer 1 < a ise B < v ancak ve ancak o < a7,

Kanit: § < v varsayimini yapalim. Sonucu 7 iizerine tiimevarimla kanitlaya-
cagiz. v = 1 ise, B = 0 olmall. O zaman da o’ = a® =1 < a = a! =
olur.

Onsavin ~v ve y’dan kiigiik ordinaller i¢in dogru oldugunu varsayip, v + 1
igin kanitlayalm. 8 < v 4 1 olsun. Eger § < +~ ise o zaman tiimevarimla
a? < aY. Eger B = ~ ise 0 zaman o = a7. Demek ki her iki durumda da
a? < a7. Ama Onsav 5.17% gére

a? <a’=a"1l<a’a ="t

Simdi A bir limit ordinal olsun. A’dan kiigiik ordinaller i¢in 6nsavin dogru
oldugunu varsayalim. § < A olsun. Tammmdan dolayr o C a*. Demek ki
of < o*. Ama X limit oldugundan, 8+1 < A ve gene a1 < a?. Ote yandan
Onsav 5.17'e gore o < ot Demek ki of < o1 < o

Simdi o < Y varsayimini yapalim. Eger 5 > ~ olsaydi, birinci kisma gore
o? > a7 olurdu, celigki. Demek ki § < 7. O

Sonraki teoremler igin teknik bir sonuca ihtiyacimiz var:

Onsav 5.27. « bir ordinal olsun.

i. A bir limit ordinal ve B C X\, X’da kofinal bir altkiimeyse, {o® : § € B}
kiimesi o ’da kofinaldir.

ii. B bir ordinal kiimesiyse Jgep of = oUses P,

Kanit: i. § € o olsun. o* = U7<>\ a7 oldugundan, bir v < X i¢in § € o?
olur. B, X’da kofinal oldugundan, bir 8 € B icin v < § olur. Demek ki, Teorem
5.26’ye 6 € a* C o olur, yani § < of.

ii. Teorem 5.26’ye gore her B € B icin o C aUsen b Ayni teorem, eger
B’nin en biiyiik elemani varsa esitligi verir. B’nin en biiyiik elemaninin ol-
madigini varsayip ters icindeligi kanitlayalim. Bu durumda, Uﬂe g8 = A\ bir
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limit ordinaldir (Aligtirma 10) ve B bu limit ordinalde kofinaldir (bkz. Boliim
5.5.6). Birinci kisma gore

U 046 = o/\ = aUﬁEBﬂ.
BeB

Onsav kanitlanmigtar. O

Teorem 5.28. o7 = afa.
Kanit: « iizerine tiimevarimla. v = 0 igin:

ot = a0 = 0 = 0P1 = Pl = P,

Teoremi ~ i¢in dogru oldugunu varsayip, esitligi v + 1 icin kanitlayalim:
BT+ — BN+ — (B, — (aﬂoﬂ)a — aﬂ(oﬂa) — Partl.
Son olarak A bir limit ordinal olsun. Teoremdeki esitligin A’dan kii¢lik ordi-

naller i¢in dogru oldugunu varsayip A i¢in kanitlayalim. 8+ X\'nin da bir limit
ordinal oldugunu ve

Pt = U Pt
F<A

esitligini Onsav 5.27.ii’den biliyoruz. Demek ki,

ot = U Pty = U Par =a U o = oPa.
F<A F<A F<A

Son esitlikte Onsav 5.20'i kullandik. O

Teorem 5.29. (”)7 = o,

Kanit: ~ iizerine tiimevarimla.
Eger v =0 ise, (a”)Y = (o) =1ve a?" =0 =’ = 1.
Eger esitlik v i¢in dogruysa,

(@) = ()P = of1aP = o 1HF = PO+,

Eger ~ limit ordinalse ve teorem ~’dan kiiclik § ordinalleri i¢in dogruysa,
@ = U = o™,
<y o<y

Algtirma 13’e gore [~y bir limit ordinaldir ve

{Bd: 6 <~}
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kiimesi 8v’da kofinaldir. Onsav 5.27.i%¢ gore

[a™: g e B)
kiimesi o?7’da kofinaldir. Gene Onsav 5.27.i%¢ gore

U aPd = 87
5<y

Teorem kanitlanmisti ki. O
Son olarak, toplama iglemini ¢ok kolaylagtiracak ve 1 + w = w esitligini

genellegtiren bir egitlik kanitlayalim.

Teorem 5.30. Ejer 5 < a ise, w® + w® = w?.

Kanit: o = f + v esitligini saglayan bir v > 0 vardir. Demek ki,

WP+ w® =wf 4+ WP = WP 4 WP
=1+ w) =P’ =P = we

Istedigimiz kamtlanmistir. O

Sonug 5.31. Ejer f < o ve w® < v ise w’ + v =~.
Kanit: § ordinali v = w® 4 9 egitligini saglasin. O zaman,
B _, B a _ o
W Hy=w +w+d=w"+6=7

olur. O



6. Ordinallerin Cantor
Normal Bicimi

Bilindigi gibi, sayilar1 genelde,
3546 = 3 x 10° +5 x 102 +2 x 10" + 6 x 10°

gibi onluk tabanda yazariz. Aym sayiy1 bagka tabanlarda da yazabiliriz. Ornegin
11 tabaninda,

3546 =2 x 113+ 7x 112 +3 x 11  +4 x 11°

dir. Aymi seyi 1 > 0 ya da 11 yerine herhangi bir p > 1 dogal sayis: i¢in de
yapabiliriz: Her n dogal sayisi, her
ag, ...,ar €40, 1, ..., p—1}, ax #0
icin,
n=app" + -+ aop’

toplami bi¢iminde tek bir bigimde yazilir. Buna n’nin p tabaninda yazilima
adi1 verilir.

On parmagimiz oldugundan 10 tabani1 6nemlidir. Bilgisayarlar sayesinde 2
tabani da 6nemlidir. Saat ve dereceler de 60 tabanina belli bir 6nem kazandirir.

Bu boélimde benzer seyi ordinaller i¢in yapacagiz, p dogal sayisi yerine

herhangi bir @ > 1 ordinali alacagiz ve her 5 ordinalinin “o’lik tabanda” tek
bir bicimde yazabilecegini gorecegiz. Iste teorem:

Teorem 6.1. 1 < a ve 0 < 3 ki ordinal olsun. O zaman,
e bir k dogal sayis,
® YL >y > ... > Y Ve
e 0 <9; < a(l <i<k) ordinalleri igin, B ordinali

B=amd + a0+ -+ a0

olarak yazlir. Ayrica bu kosullary saglayan k, ~; ve 6;(1 <1i < k) biriciktir.
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Teoremi, o’y1 sabit tutup S iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

Onsav 6.2. Egerl<a, vy >...>v ve0 <9 <« ise, 0 zaman
QM <™ <M+ -+, < o’ (6 +1) <Mt
olur.

Kanit: Ilk iki esitsizlik ve sonuncusu bu asamada kolay olmali. Uciinciisii olan
Moy + -+ a5, < a™ ((51 + 1)

esitsizligini k tlizerine tlimevarimla kanitlayalim.
Eger k =1 ise a1 < o (91 + 1) esitsizligi kanitlanmal ki bu da bariz.
Simdi k& > 1 olsun. Onceki boliimlerde kamitladigimiz sonuglar: kullanarak
hesaplayalim:

a1 + a0+ -+ a6, =6 + (oﬂQég +--+ Oﬂk(sk)
<aMd +artl <oy + o = a’ (014 1).

Onsav kamitlanmsgtir. O

Sonug 6.3. Eger 8 ordinali teoremdeki gibi yazilirsa, o zaman
Y, @’ < B

egitsizligini saglayan en buyik v ordinalidir ve 61, a7d < [ esitsizliging saglayan
en biyik § ordinalidir. O

Eger teorem dogruysa, v1 ve d1 yukardaki sonuctaki gibi olmak zorunda
olduklarindan, bu o6zelligi saglayan 7, ve d; ordinallerinin varliklarim kanitla-
maliy1z:

Onsav 6.4. 1 < a ve 0 < f iki ordinal olsun. O zaman a7 < f3 egitsizliging
saglayan en biytk bir v ordinali ve o6 < B esitsizligini saglayan en biiyik bir
0 ordinali vardur.

Kanit: o < § esitsizligini saglayan tiim ~ ordinallerin toplulugu bir kiime
oldugundan (okura ahstirma), bu ordinallerin bilesimi de bir ordinaldir (Te-
orem 4.12) ve ayni esitsizligi saglar (Onsav 5.27.ii); dolayisiyla bu bilegim

al <p
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esitsizligini saglayan en biiyilik « ordinalidir.
a’d < B

esitsizligini saglayan tiim d ordinaller toplulugu da bir kiime oldugundan (okura
al__1§t1rma), bu ordinallerin bilegimi de bir ordinaldir ve ayni esitsizligi saglar
(Onsav 5.20), dolayistyla bu bilesim

a’d < p
esitsizligini saglayan en biiytik § ordinalidir. Il

Teorem 6.1’in Kaniti: Artik teoremi kolaylikla kanitlayabiliriz. a ve
teoremde soylendigi gibi olsun. 1 ve d; yukardaki 6énsavdaki gibi olsun. 51,

B=a"6 + b

esitligini saglayan biricik ordinal olsun. Elbette 81 < a7, ¢iinkii aksi takdirde

B=am6+ 1 >a"01+a" =a" (6 +1);

ama J, a0 < f esitsizligini saglayan en biiyiik ordinaldi, celiski. Demek ki
£1 < o < B. Simdi tiimevarimla teoremdeki kogullar: saglayan endisli v ve §
ordinalleri icin,

b1 = a2y + -+ Oﬂk(;k.

Onsav 6.2’den dolayn,
a'yz S Bl < a’72+1 < a’h

ve Teorem 5.26’ye gore 2 < 1 olur. O

a = w ise §’lar dogal say1 olmak zorunda olduklarindan, bu sonu¢ o = w
icin daha dikkat cekicidir:

Teorem 6.5. Ordinallerin Cantor Normal Bigimi. 0 < § bir ordinal
olsun. O zaman,

e bir k dogal sayisi,

® Y > 9 > ... >, ordinalleri ve

® Ny, N2, ..., ng pozitif dogal saylar: icin,

B=uw"n +w?ng + ...+ wny

olarak yazlir. Ayrica bu kosullary saglayan k, v; ve n;(1 <i < k) biriciktir.

Ayni olguyu soyle de soyleyebiliriz:
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Teorem 6.6. Ordinallerin Cantor Normal Bicimi. 0 < g bir ordinal
olsun. O zaman,

e bir k dogal sayisi,

& v > 9 > ... > ordinalleri icin,

B:w71+w’72_|_.,,+w"/k

olarak yazlir. Ayrica bu kosullary saglayan k ve ~v; (1 <1 < k) biriciktir.

Ordinalleri Cantor normal bicimiyle toplayip carpmak oldukcga pratiktir.
Yazinin geri kalan béliimiinde bu pratigi 6grenecegiz. Once toplamanin tste-
sinden gelelim. Teoremlerimizi w tabani i¢in kanitlayacagiz.

6.1 Toplama

Teorem 6.7. v1 > o > ... > v ve 61 > 0y > -+ > d§ ordinal olsunlar.
ni, N2, ..., NE vemi, Mo, ..., my pozitif dogal sayr olsunlar. O zaman, ejer
i, v; > 01 esitsizligini saglayan en buylk gdstergeg ise

(@ ) (P )
[=whng + - +wng +wlmy + -+ wmy]

olur.

Kanit: Eger v < 6 ise w'n + wim = w’m esitligini kamtlamak yeterli. v < §
olsun. Teorem 5.26’den dolay1

WY < .

Teorem 5.29’ten dolay1, wY + w® = w?’dir. n ile carpma n kez toplama oldu-
gundan kanit bitmigtir! O

Demek ki a+ § toplamini bulmak i¢in o ve 5’y1 Cantor normal bi¢ciminde
yazip o’nin kuyrugundaki kiigiik terimleri atip 8’y1 bu kisaltilmig a’nin sonuna
oldugu gibi eklemeli.

6.2 Carpma
Simdi carpmaya gelelim. Carpma toplama kadar kolay degil, ama c¢ok da zor
degil.

a=wng+- -+ whn
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ve
B =wlmy + -+ wmy

carpmak istedigimiz ve Cantor normal bigimde yazilmig iki ordinal olsun. Can-
tor normal bi¢imde yazilmig ordinalleri toplamay bildigimizden ve soldan da-
gilmadan dolay1 (Onsav 5.14),

(Wny + - - 4+ wng)w’m

carpimini bilmemiz yeterli. Hatta m = 1 bile alabiliriz. Demek ki,

(wing + -+ + wny)w’

carpimini bulmaliyiz. § = 0 ise carpimin ne olmasi gerektigi belli. § > 0
durumuna yogunlagmaliy1z. Onsav 6.2’den dolay,

Wwntd = Ml < (Whng+---+ w7’“nk)w5
< Nt 8 — m+D)+6 w’71+(1+5)7

yani
Wt < (WM e Wy )w® < @ HFO),
Demek ki, eger 6 sonsuzsa, 1 + 4 = ¢ olacagindan,
W o < (Wnp -+ w”’@nk)w(s < wnt@+6) —  n+é
ve dolayisiyla
WMy 4 - + whng)w?® = W,

Ya d =m € w ise
(Whny + -+ + wPny)w™

carpimi nedir? m = 0 ise carpimin ne olacagi belli. Bundan béyle m > 0 olsun.
Elbette sagdan w™ ile bir defa carpmak yerine sagdan w ile m defa carpmak
yeterli. Demek ki

(Wh'ny + -+ wng)w

¢arpimini bulmaliyiz.
(Whng + -+ whng)w = Upey(Wng + -+ wng)r

esitliginden dolayi,
(Whng + -+ +wWng)r

¢arpimini bulmaliyiz. Ama bu,

whng + -+ wlng
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sayismi kendisiyle 7 kez toplamak demek ve Cantor normal bi¢iminde yazilmig
ordinalleri toplamay1 bir 6nceki teoremden biliyoruz. Ornegin,

(Whni+ - +w™ng) + (Wng + - - + w’ny)
— w"flnl + w'Ylnl + WVZTLQ 4+ 4 w’)’knk

= wM2nq +w?ng + - - - + wlny.
Buradan kolayca goriilecegi iizere,
(W'ng + -+ WnE)r = wMrng + wWPng + - + Whng.
Demek ki

(Whng + -+ wng)w = U (W'ng + -+ wng)r
rew
=Uprew(Wrny +wng + -+ +wny)
<Upeww (rng +1) = wMtL,

Ote yandan, r sonsuza gittiginde, 7n; de sonsuza gittiginden, r’yi yeterince
biiyiik alirsak, rn; her s dogal sayisini agacagindan,

W = 0w = Ugepw's < Upepwtrng
<Urew(Whrng + -+ + w™ny)

=(W"ng + -+ wng)w.
Sonucta, (wng + - - + wng)w = W+ Demek ki,
(Wng + -+ + wWlhng)w™ = W™,
ve § > 0 sonlu da olsa sonsuz da olsa,
(WNny + -+ whng)w® = a9,
Bulduklarimiz1 toparlayalim:

Teorem 6.8. v; > ... > v, ve § > 0 ordinal olsunlar. r bir dogal sayr olsun.
O zaman,

(W"ny 4 - + whng)w? = N+

ve
(Whny + -+ W nE)r = wMrng + wPng + -+ + wWhny

olur.
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Bu teorem sayesinde Cantor normal bigiminde yazilmig herhangi iki ordi-
nali kolaylikla carpabiliriz. Ornegin,

ile

W4+ W+ w2 +wt w3+ 7

w2 w
W8 w8 W T L w3 w3

ordinallerinin ¢arpimi ic¢in, sirasiyla

ww

(W24 + 0 + w2 + W + w23+ Tw
(W24 + W + w2 + wh + W23+ T) w®
(W24 4+ 0 + w2 + W + w23+ 7w +“’5
(W24 4 W + 0’2 + Wt + w234 T) w3
(W24 4w + 0’2+ + W+ T w
(W24 + 0 + w2 + Wt + w234 7)3

carpimlarii bulup bu sirayla toplamaliyiz. Baslayalim

W24 4 ¥ 4 w2 +wr+ w347
Y20 4w b 2wt w3+ T
w2 ot w2 +t+ w2347

“’2+w

w2+ww8 _

w
w38

W +w5 “’2+w3+w5

“24 4w w2 Fwt + w23+ T
w24 4w w0 2wt w234+ 7
w2+ o w2+ w0t + w23+ 7) 3
YL w2 4wt w34 T

) w*
) w*
)w
“2h 4 4w 2wt w23+ T) W 1 = 2
)
)w

W 212 4 ¥

43 — w 2—‘1-43
w “2+1

Carpim bu ordinallerin bu sirayla toplanmasiyla cikar. Iste sonuc:

6.3 Ordinal Sinavi

2 3 3
d + ww“’38+ w w¥ 24w +w5 + ww“’2+w +1 + ww“’2+43 + ww“’2+1

212 o w2t W23 T

1. Her a ordinali i¢in, 1% = 1 esitligini gosterin.
2. (af)Y = 737 egitligi her zaman gegerli mi?

3. Her n, m € w icin w"w™

= wm™Ww" egitligi dogru mudur?
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4. o > 0 icin w*? = wP olabilir mi?

5. Eger 1 < a ve o = a7 ise 8 = v esitligini kanitlaymn.

6. 2¥ = 3¥ = w egitligini kanitlayin.

7. a > 1ise o > f esitsizligini kanitlayim.

8. a > 1ise a1 > f esitsizligini kanitlaym. Ote yandan of > § esitsizliginin
o = w ve 8 = gp i¢in yanhg oldugunu kanitlayn.

9. o > 1 bir ordinal olsun. o® < a7 ise 8 < v esitsizligini kanitlaym. (o < o”
ise B < v esitsizligini kanmitlamak yeterli. 3 iizerinden tiimevarim yapin.)

10. ap = w, apy1 = w*" olsun. Ornegin,

a; = w = w¥, ay = w =W, ag = w*? = w‘“ww

10a. {ay,: n € w} toplulugunun bir kiime oldugunu kamtlayin. (Yerlegtirme
Aksiyomu’nu kullanmalisiniz.)
10b. g9 = U, ., an oOlsun. w® = gq esitligini kanitlaymn.
10c. Eger w® = ¢ ise € > ¢¢ esitsizligini kanitlayin.
10d. £¢’1n w’dan biiyiik ve toplama, carpma ve iis alma altinda kapali en kiiciik
ordinal oldugunu kanitlayin.
11. (w+ 1)% ve (w + 1)? ordinallerini w cinsinden bir “polinom” olarak yazin.
Aym seyi (w + 1)" i¢in yapin.
12. (w + 1)" ordinalini Cantor normal bigimde yazin.
13. (w+1)¥ = w* esitligini kantlaymn.

2
14. w0 23 + w3 4 w2 4 w? + w3 + 4 ile

2

W B+ w

ww+1

24w w2t w1

ordinallerini toplayin ve carpin ve sonucu Cantor normal formda yazin.
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7. Secim Fonksiyonlar: ve
Secim Aksiyomu

7.1 Giris

Sonsuz sayida ayakkabi ¢ifti var ve biri sizden her ¢iftten bir adet getirmenizi
istiyor... Her ciftten sol ayakkabiy1 segebilirsiniz 6rnegin. Ya da hep sag ayak-
kabiy1... Ya da bir sag bir sol ayakkabiyi... Yani iki ayakkabidan birini se¢gmek
igin bir kural bulabilirsiniz.

Simdi, diyelim sonsuz sayida ayakkabi cifti degil de, sonsuz sayida gorap
¢ifti var. Her ¢iftten birini segeceksiniz... Coraplarin sagi solu belli olmadigindan
bu sefer belli bir kural bulamazsiniz. Coraplarin biri sagda biri solda olsa ya
da biri iistte biri altta olsa ya da biri yirtik biri pirtik olsa, o zaman gorap
se¢gme kuralimi koymak kolay. Sorun, sonsuz sayida gorap ¢ifti oldugunda ve
giftleri olugturan goraplardan birini digerinden ayirdedemedigimizde.

Ayaktakimini bir kenara birakip matematik diinyasina dénelim.

X = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ...}
olsun. Yani X bir kiime ve elemanlar1 bir n dogal sayis1 igin,
{2n+1, 2n + 2}

biciminde. X’in her elemam iki elemanli bir kiime. Amacimiz X’in her ele-
manindan bir eleman se¢gmek. X’in her elemam iki dogal sayidan olustuguna
gore, bu dogal sayilarin en bilytigiini secebiliriz: {1, 2}’den 2’yi, {3, 4}’ten
4’1 ve genel olarak

{2n+1, 2n + 2}

kiimesinden 2n + 2 elemanini segebiliriz.

Bagka se¢im yontemleri de olabilir elbet. Amacimiz se¢im yontemlerinden
birini bulmakt1 ve bagardik.

Bir bagka 6rnek: Eger

X ={{1,2}, {1, 3}, {1,4}, ...}
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ise, 1, X'’in her elemaninda oldugundan, hep 1’i segebiliriz. Béylece X’in her
elemanindan bir eleman (1’i) se¢mis olduk.

Birazdan orneklerimizi artiracagiz ve se¢imin her zaman kolay, hatta kimi-
leyin miimkiin bile olmadigini gérecegiz.

Soruyu daha matematiksel olarak soyle ifade edelim. Elinizde bir X kiimesi
var. Bu kiimenin elemanlari da kiime ve higbiri bog degil. X’in her elemanindan
bir eleman (6rnek, numune, esantiyon) segmek istiyoruz. Eger = € X ise, z’ten
segilen numuneye f(x) adini verelim. f(x)’ten tek istedigimiz x’in bir elemani
olmasi, yani f(x) € z kogulu.

Bir bagka deyigle, tanim kiimesi X olan Oyle bir f fonksiyonu bulmak
istiyoruz ki, her € X igin, () € z olsun. Boyle bir fonksiyona X’in se¢im
fonksiyonu denir.

Elbette X’in bir se¢im fonksiyonu olabilmesi i¢in, X’in elemanlarimin (ki
bu elemanlar da birer kiime) higbirinin bogkiime olmamas: gerekir.

Bu boliimde soracagimiz soru su: Bos olmayan kiimelerden olusan her
kiimenin bir secim fonksiyonu var midir?

Sorunun zorluk derecesini 6rneklerle 6lgecegiz. Bundan sonraki boliimlerde
de sorunu derinlemesine tartigacagiz.

7.2 Secim Ornekleri

7.2.1 Kolay Siklar

Eger X, agagidaki gekildeki gibi, elemanlar1 bog olmayan kiimeler olan sonlu
bir kiimeyse, o zaman X’in bir se¢im fonksiyonunu bulmak c¢ok basittir: X’in
her elemanindan bir eleman alin, olsun bitsin!

Yukarda, X kiimesinin x, v, z, £, # ve v olmak iizere 6 elemani goriiliiyor.

Bu elemanlari resimde siyah noktalar olarak gosterdik. x, vy, z, ¢, # ve v’nin
herbiri ayrica birer kiime. x, v, z, #, u ve v’yi ayrica bir de kiime olarak,

“oval patates” biciminde gosterdik. Bu alti kiimenin elemanlarini “nokta”larla
gosterdik. Orne'4n a, hem x’in hem de y’nin bir elemani. #’nin z’nin bir elemani
olduaina dikkat edin. X kiimesinin bir se¢im fonksiyonu soyle olabilir:

flx)=aex, fly)=aey, f(t)=bet, flu)=ceu fR)=vez flv)=de .
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Sonlu tane ¢orap ¢iftinin her birinden bir adet segmeyi herkes bilir... Sorun X
sonsuz olunca...

X sonlu oldugunda bir se¢cim fonksiyonunun oldugu X’in eleman sayisi
tizerine tiimevarimla kolaylikla tanimlanabilir. Kaniti okura birakiyoruz.

Eger X’in elemanlarinin ortak bir elemani varsa, o zaman da kolay, hep o
ortak elemam secelim. Ornegin yukardaki 6rneklerden birinde, 1, X’in biitiin
elemanlarinin ortak elemaniydi ve biz hep 1’i se¢mistik.

Eger X'in her elemaninda (ki bu elemanlar da birer kiime, tekrarliyoruz),
a ve b diye adlandiracagimiz iki elemandan biri varsa, o zaman da secim kolay:
X’in herhangi bir x elemanini alahm. Eger a € x ise a’y1 segelim, yani f(z) = a
olsun. Eger a ¢ x ise, o zaman z’ten b’yi segelim, yani bu durumda f(x) = b
olsun.

Bunlar kolay siklar. Simdi isi biraz zora sokalim.

p(A)*, A'nin bog olmayan altkiimelerinden olusan kiime olsun:

p(A)" = p(A)\ {2}

Yazinin bundan sonrasinda gesitli A’lar igin p(A)* kiimesinin bir segim fonk-
siyonunu bulmaya calisacagiz. Eger A'nin n elemani varsa, p(A)* kiimesinin
2" — 1 tane elemani vardir, ama bizi daha ¢ok A’nmin sonsuz oldugu durumlar
ilgilendiriyor.

Ornekler.

7.1. p(N)* kiimesinin se¢im fonksiyonu. Bos olmayan her dogal say1 kiimesinden kolaylikla
bir eleman secebiliriz; 6érnegin kiimenin en kiigiik elemanini secebiliriz. Bu yontemle,
sozgelimi,

{1, 5, 8}
kiimesinden 1'i, ¢ift sayilar kiimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi segeriz. Bir
bagka 6rnek: Se¢im fonksiyonuna f dersek,

f({7,5,8}) =5

olur.
Bu soru da oldukga kolaydi. Simdi biraz daha zor bir soru soralim:

7.2. p(Z)* kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Bos olmayan her tamsay1 kiimesinden de belli bir yontemle bir eleman secebiliriz. Ornegin
su yontemi alalim: @ # x C Z olsun. Eger z’in en biiyiik elemani varsa o en biiyiik ele-
mani segelim. Eger z’in en biiylik elemani yoksa o zaman NN kiimesi bogkiime olamaz,
bu kiimenin en kiigiik elemanini segelim. Boylece bog olmayan her tamsay1 kiimesinden
bir eleman se¢mis olduk.
Bu yontemle {—5, 2, 6} kiimesinden en biiylik say1 olan 6’y1, 5Z+3 kiimesinden 3’1 segeriz.
Bunun da iistesinden geldik.
©(Z)* kiimesinin bagka sec¢im fonksiyonlar: da vardir. Biz, bunlardan sadece birini bul-
duk. Hepsini bulmak gibi bir amacimiz yoktu.
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7.4.

7.5.

7.6.
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Dikkat ederseniz her seferinde z’ten segilen f(z) elemani igin bir kural ortaya koyuyoruz.
Bu kurala uyan biri soylenen elemani se¢gmek zorundadir, “onu mu seceyim, bunu mu
seceyim” gibi bir ikilemi olamaz.

@(QZO)* kiimesinin se¢im fonksiyonu. Bog olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesin-
den bir say1 nasil segeriz? Bir¢ok se¢im yontemi vardir. Iste bunlardan biri: Kiimeye
diyelim. Jimdi su kiimeyi tanimlayalim:

Alz)={a+b:aeN, beNvea/bez}

x bogkiime olmadigindan, A(z) de bog degildir. Bog olmayan her dogal say1 kiimesi gibi,
A(z)’in en kiiglik eleman: vardir. Bu elemana n(z) diyelim. Simdi,

{a/bexz:aeN,beNvea+b=n(z)}

kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, ayrica boskiime degildir, do-
layisiyla en kiiciik eleman: vardir. Iste x’ten bu eleman: segelim.

Buldugumuz bu se¢im fonksiyonu asagida gerekecek, ona bir ad verelim: f.

Kiime karmasgiklagtik¢a se¢im fonksiyonu bulmanin da zorlagtigina dikkatinizi ¢ekerim.
Bir zaman sonra imkansiz hale gelecek.

p(Q)* kiimesinin se¢im fonksiyonu.

Bog olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman segebiliriz.

XCcQ

bos olmayan herhangi bir kiime olsun. Eger X NQ=° boskiime degilse, yukardaki yontemi
kullanahm ve f(XNQZ=) elemanmi secelim. Eger X NQ=° boskiimeyse, o zaman X NQ<°
ve -X NQ>° kiimeleri bog degildir; bu durumda X’ten — f(—X NQ>°) elemanini segelim.
(f, bir onceki drnekteki segim fonksiyonuydu.)

Genel olarak, eger X sayilabilir bir kiimeyse (yani dogal sayilar kiimesi N ile aralarinda
bir egleme varsa), p(X)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu bulmak oldukca kolaydir.
Nitekim, f : X — N fonksiyonu X’ten N’ye giden bir egleme olsun. Ve @ # = C X
olsun. Eger n, f(z)’in en kiigiik elemaniysa, o zaman z’ten f~'(n) elemani seceriz.

Araliklar kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Gergel sayilarin bog olmayan araliklarindan da belli bir yontemle bir eleman secebiliriz.
Iste bir yéntem:

[a, V], [a, b), (a,b], (a, b)
araliklarindan “orta noktay1”, yani (a+b)/2 sayisini, (—oo, a] ve (—oo, a) araliklarindan
a — 1 sayisini, [a, 00) ve (a, co) araliklarindan a + 1 sayisini ve son olarak (—oo, — o0)
araligindan 0 sayisim (gene orta noktayi!) segelim.
p(R)* kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Iste simdi en civeivli soruya geldik. Yukardaki érneklerde kimileyin kolayca kimileyin
biraz zorlanarak da olsa, her seferinde bir se¢im fonksiyonu bulduk. Ama bu kez bir
se¢im fonksiyonu bulmak hig kolay degil.
Hemen soyleyelim: p(R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonunu bulamazsiniz. istediginiz
kadar deneyin... Sadece siz degil, kimse bulamaz!
Bu kiimenin se¢im fonksiyonu yok demiyorum. Yoksa elbet bulamazsiniz. Var da demi-
yorum... Ama varsa da bulamazsiniz!
Bu kiimenin bir se¢im fonksiyonunun oldugu ancak su aksiyomla kanitlanabilir:

Secim Aksiyomu (C): Elemanlar: bos olmayan kiimeler olan her kiimenin
bir se¢im fonksiyonu vardar.
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Bu aksiyom kullamlarak o(R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyonu oldugu ka-
nitlanabilir (elbette!), ama o se¢im fonksiyonunun kurali bulunamaz! Yani acgik
acgik secim fonksiyonunu yazamazsiniz. Bir bagka deyisle, varligi ancak yukar-
daki aksiyom kullanilarak kanitlanan bir se¢im fonksiyonunun “kurali” yoktur.
Olamaz da.

Okur hakli olarak boyle bir fonksiyonun neden olamayacagini soruyordur;
hatta belki de iyi anlayamadigini saniyordur.

S6yle bir 6rnek verelim, verilebilecek G6rneklerin en basiti: X, elemanlar:
birbirinden ayrik kiimelerden olusan sonsuz bir kiime olsun. Daha tane tane
soyleyelim: X bir kiime, X’in elemanlar1 da kiime ve X’in herhangi iki ele-
maninin kesigimi bogkiime. Hatta diyelim X, sayilabilir sonsuzlukta. X’in ele-
manlarini teker teker sayip numaralandiralim: Bu elemanlara

Xo, X1, X, X3, o0, Xop, o0

diyelim. Bunlarin her biri bir kiime, hicbiri bog degil, ama herhangi ikisinin
kesigimi bogkiime. Bu bog olmayan her kiimeden bir eleman se¢gmek istiyoruz.

Birinci kiime olan Xy’ dan x¢ adini verecegimiz bir eleman segelim. Asagidaki
sekilden takip edin. Xy bogkiime olmadigindan, bdyle bir elemanin varligini
biliyoruz. Herkes Xy'dan ayni elemani se¢meyebilir, ama bu bir sorun degil
bizim ic¢in. Simdi sira X; kiimesinde. Bu kiimeden de rahatlikla bir eleman
segebiliriz. Segtigimiz elemana z; diyelim. Bunu bdylece hep stirdiirebiliriz.
X, kiimesinden secilen elemana z,, diyelim. Simdi f fonksiyonunu

f(Xn) =y,

olarak tamimlayalim. Her n i¢in f(X,) € X, oldugundan sorun yok gibi
goriinebilir. Ama var... Sorun f’nin bir fonksiyon oldugunu kanitlamada. f,
bir fonksiyon olmayabilir. Fonksiyonlar da dahil olmak {izere matematikte her
sey bir kiimedir.

<

b

>

b

—_
&~

e
e
e
e
—e <

xO xl xz x3 x4 xn
o|o(ofo]e °
X, X, X, X; X, X,
f’nin bir fonksiyon olmas: i¢in de z,’leri iceren {xo, z1, x2, ...} nesnesinin

(f’nin imgesinin yani) bir kiime olmas: gerekir. Bu nesnenin bir kiime oldugu
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da su ana kadar gérdiigiimiiz kiimeler kuraminin aksiyomlariyla kanitlanmalidir.
Iste bu kanit1 yapmaktan aciziz. Kanit igin Segim Aksiyomu gerekmektedir.

Ornekler.

7.7. R/Z kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Her r gercgel sayisi icin,
r+Z={r+n:necZ}
olsun. Bu ornekte her r 4+ Z kiimesinden bir eleman se¢cmeye galigacagiz.
Elbette r, r + Z kiimesinin bir elemanidir, dolayisiyla r + Z kiimesinden r’yi segelim
diyebilirsiniz. Ama r + Z kiimesi r’yi belirlemiyor ki...

-2 r-2 =1r-1 0
|
|

1 r+1 2 r+2 3 r+3
o —+Fe Ho—

.
O o Lo

r+2
Nitekim, birbirinden degisik r ve s sayilar1 icin, 7 + Z = s + Z olabilir. Ornegin,
V24Z=014+2)+Z=(-34+2)+Z

dir.
Yukarda s6zii edilen sorunu iyice anlamak i¢in sorumuzu séyle gorelim:

R/Z={r+7%Z:r R}

olsun. Amacimiz R/Z’nin her elemanindan bir eleman se¢gmek. R/Z’den herhangi bir
eleman alalim. Bu elemana « diyelim. Elemani 6zellikle @ diye yazdik, r + Z diye r’yi
onplana gikaracak bigimde yazmadik. Her ne kadar «a, birgok 7 igin r + Z ’ye egitse de,
tiim bu r’ler arasindan hangisini segmeliyiz?

Aslinda her bir a € R/Z i¢in, o = r + Z esitligini saglayan bir r € R segebiliriz. Ama bu
secimlerde bir diizen olmazsa, yani segimleri belli bir kurala bagh kalarak yapmazsak, o
zaman segilen r’lerin bir kiime olusturdugunu bu asamaya kadar verdigimiz aksiyomlarla
kanitlayamayiz. Ama Secim Aksiyomu bdyle bir se¢imin oldugunu (yani segimlerin bir
kiime olugturdugunu) soyliiyor.

Bu érnekte, belli bir kurala bagh kalarak, her o € R/Z i¢in, a = r +Z esitligini saglayan
bir r € R segebiliriz, yani Se¢im Aksiyomu’na gerek yok bu &érnekte. Nitekim, her a €
R/Z i¢in, @ = r + Z esitligi saglayan bir ve bir tek r € [0, 1) sayis1 vardir. Iste
o’dan, [0, 1) araligindaki bu r sayisini segelim. Bu sefer binlerce (!) r’den rastgele birini
se¢medik, [0, 1) araliginda bulunan « = r 4+ Z esitligini saglayan tek r’yi segtik.

Bu yo6ntemle, 7 + Z kiimesinden 7 — 3’l1, /2 + Z kiimesinden /2 — 1’i segeriz.

Eger bir @ € R/Z elemam verilmisgse, a = r 4+ Z esitligini saglayan r € [0, 1) pratikte
nasil bulunur? Séyle bulunur: Once,

a=s+7Z

esitligini saglayan herhangi bir s alinir. Boyle bir s'nin varligini biliyoruz. Simdi, s’ye
yeterince 1 ekleyerek ya da s’den yeterince 1 ¢ikararak, o = r + Z esitligini saglayan bir
r € [0, 1) sayisina ulagiriz. Ayrica, [0, 1) araliginda bu esitligi saglayan bagka bir say1
da yoktur.
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r=s—-2¢e[0,1)

Burada s’yi belli bir kurala uymadan segtigimizi belirtelim. Se¢im Aksiyomu’nu kul-
lanmadan buna hakkimiz var mi? Var! Ciinkii [0, 1) araliginda bulunan r sayis1 s'nin
se¢iminden bagimsizdir. a = s + Z esitligini saglayan hangi s’yi segersek segelim, ayni
r’ye ulagiriz. Burada Se¢im Aksiyomu’na ihtiyacimiz yok. Ashnda 7, s — [s] sayisina
esittir ve o’dan hangi s segilirse segilsin, s — [s] hep ayni sonucu verir. Hatta r’yi goyle
de tanimlayabiliriz:
r=an|0, 1) kimesinin yegane eleman,
ya da
r=nN(an]o, 1)).
Burada Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadik. Her « igin bir s € « sectik ama
kanitimizda bu se¢imlerin bir kiime olusturmasina ihtiyacimiz olmadi.
Sonug: Yukarda tamimlanan f fonksiyonu R/Z’nin bir se¢im fonksiyonudur
ve Secim Aksiyomu’na ihtiyag duyulmadan bulunmustur.

Bu fonksiyonun varliginda [0, 1) araliginin su 6zelligi 6nemli: Her o € R/Z
icin,
lan [0, 1)] = 1.
Simdi bu 6rnegi hafifge degistirerek Segim Aksiyomu’na ihtiyacimiz olan bir
se¢im Ornegi verecegiz.

Ornekler.

7.8. R/Q kiimesinin se¢im fonksiyonu.
Her r gergel sayisi igin,
r+Q={r+q:q€Q}
olsun. Bu sefer her r + Q kiimesinden bir eleman se¢gmeye caligsacagiz. Yani,
R/Q={r+Q:r R}
ise, R/Qniin bir se¢im fonksiyonunu bulacagiz.

0+Q=Q=12+Q
\

R

d

2|

1|e C

° b
/2 °

°

A

V2+Q n+Q r+Q

r,s € Rigin, 7 + Q ve s + Q kiimeleri ya esittir ya da ayriktirlar. (Okura aligtirma.)
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Bu, her a € R/Q igin, | N X| = 1 esitligini saglayan bir X C R altkiimesi bulmaya
egdegerdir.

Elle bulamay1z. Sadece biz degil kimse bulamaz. B6yle bir se¢im fonksiyonunu ancak in-
saniistii yetenekleri olan birileri bize verebilir... Bu sefer se¢im fonksiyonunu bulmak igin
Segim Aksiyomu’'nu kullanmak zorundayiz. Se¢im Aksiyomu olmadan bdyle bir fonksi-
yon bulamayiz. Inanmazsaniz bulmaya ¢aligin! Bagaramayacaginiz goreceksiniz.

Se¢im Aksiyomunu kullandigimiz sonuglarin bagma kimi zaman “[ZFC]” iba-
resi koyacagiz. “[ZF]” ibaresi ise koydugumuzda Se¢im Aksiyomu kanitta kul-
lanilmiyor demektir.



8. ZFC Kumeler Kurami

Tiim matematigi kiimeler kuramina dayandirabiliriz, yani matematik, en azin-
dan kuramsal olarak, kiimeler kuraminda ifade edilebilir, kiimeler kuraminin
icinde yer alabilir. Ornegin topoloji, analiz, cebir, sayilar kuram, diferansiyel
denklemler, kompleks analiz gibi duydugunuz ya da duymadiginiz her mate-
matik dal kiimeler kuraminin bir altdali olarak gériilebilir. (Matematikte pek
de merkezi olmayan kategori kuramini kaideyi bozmayan istisna olarak kabul
edelim. Kategori kurami kiime olmayan nesnelerle ilgilenir.)

Dolayisiyla kiimeler kurami ¢eligkisizse, o zaman tiim matematik geligkisiz
demektir. Eger 0 = 1 esitsizligi kiimeler kuraminda kanitlanamiyorsa, kiimeler
kuraminin ¢eligkisiz oldugu soylenir. Celigkili bir kuramda, dogru olsun ya
da olmasin, her 6nerme kanitlanabilir.

Ama ne yazik ki kiimeler kuraminin celigkisiz oldugu kanitlanamaz. Bu,
Godel’in, cagimin en biiylik matematikgisi Hilbert de dahil olmak tizere, birgok
kisiyi diigkirikligina ugratan derin bir teoremidir.

Ote yandan kiimeler kuraminim celigkili oldugu kamtlanabilir. Bunun icin
0 = 1 egitligini kanitlamak yeterlidir. Birazdan agiklayacagimiz kiimeler ku-
raminda heniiz boyle bir esitlik kanitlanamamigtir, umariz hicbir zaman da
kanitlanamaz.

Bugiin kimse ciddi olarak kiimeler kuraminin celigkili olabilecegine ihtimal
vermiyor. Genel kani, “celigkili olsaydi bugiline kadar bir celigki bulunurdu”
seklinde.

Yukarda, birinci paragrafta, “matematik, en azindan kuramsal olarak,
kiimeler kuraminda ifade edilebilir” dedik. Burada “kuramsal olarak” sozleri
hafife alinmamali. Matematigin her dalini kiimeler kuramina dayandirmaya
caligmak her ne kadar miimkiinse de, boyle bir ugrasa girmek akla zarardir ve
bu ¢abanin makul bir siire i¢inde bagariya ulasmas: miimkiin degildir. Ustelik
bunu bagarmak uygulamada pek bir ise de yaramaz.

Matematigin merkezine yerlestirdigimiz “kiimeler kurami”nin ne oldugu
sorusu bu agamada dogal, dogru ve sorulmasi gereken bir sorudur. [Si]’de ve
onceki boliimlerde kiimeler kuramindan ve aksiyomlarimdan (yani aksiyom-
larindan) sézetmigtik. Bu boliimde konuyu toparlayip kiimeler kuraminin ak-
siyomlarini toplu halde verecegiz.
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Birbirine agagi yukar1 egsdeger birkag kiimeler kurami vardir. Bunlardan
en yaygin olarak kullanilan1 ZFC kisaltmasiyla anilan ve biiyiik 6lgiide ilk kez
Ernst Zermelo tarafindan ifade edilen kuramdir. Bunun disinda, 6rnegin, Bert-
rand Russell’in tipler kurami ve von Neumann, Bernays ve Godel’in kiimeler
kurami (NBG) vardir. Biz burada sadece ZFC’yi aciklamakla yetinecegiz.

ZFC kiimeler kuraminin tanimsiz iki terimi vardir: “Kiime” ve “elemani
olmak”.

Kiime. ZFC’de sozii edilen her nesne (elemanlar, fonksiyonlar, siralamalar
vs) bir kiimedir. Ornegin, “Oyle bir x var ki” diye baglayan bir énerme, ashinda
“Oyle bir x kiimesi var ki” olarak okunmalidir.

emani mak. Bu, iki kiime arasinda bir iligkidir ve bu da tanimsiz
El Olmak. Bu, iki k da bir iligkid bu da t
olarak verilmigtir. “x € y” yazilimi, “z, y’nin bir elemanidir” anlamina gelir
demeyecegiz, ¢linkii tanimsiz oldugundan “z, y’nin bir elemanidir”’in anlami
yoktur; ama “x € y” yazilimi, “z, y’nin bir elemanidir” olarak okunur ve 6yle
de hissedilir.

“r ¢ y” yazihmi ise, “z, y'nin bir eleman: degildir” anlamina gelir. Artik
“z, y’'nin bir elemanidir” onermesinin anlamini bildigimizi varsaydigimizdan,
bu varsayima dayanarak, “z, y’'nin bir elemani degildir”in ne demek oldugunu
biliyoruz.

Kiimeler kuraminda (en azinda ZFC’de) her sey kiime oldugundan, bir
kiimenin elemanlar1 da kiimedir. (Ortaokullarda ve liselerde elemanla kiime
apayr1 seylermis gibi gosterilir, oysa kiimeler kuraminda 6yle degildir.)

Tanimsiz verilmig bu “kiime” ve “elemani olmak” terimlerinin asagi yukari
ne anlama gelmeleri gerektigini biz sezgilerimizle biliriz elbet, ne de olsa hayat
tecriibemiz var, ama kuram bunu bilmez.

Kiimeler kuraminin (ve matematigin) diger tiim tammlari bu iki terim
kullanilarak yapilir. Ornegin, eger x kiimesinin her elemani y kiimesinin de bir
elemaniysa, x’e y’nin bir altkiimesi denir. Bunun gibi matematigin dogal sayu,
gercel say1, karmagik sayi1, fonksiyon, tirev, siireklilik gibi kavramlar: kiimeler
kuramina indirgendiginde, tanimlanmamig ve hichir zaman da tanimlanmaya-
cak olan “kiime” ve “elemani olmak” terimleri kullanilarak tanimlanirlar.

Agagidaki ZFC’nin aksiyomlarini bulacaksiniz.

Aksiyomlarin sayisi sonlu (10 tane) gibi goziikebilir ama bu yamltici: 3'tin-
clii ve 9’uncu aksiyomlar aslinda sonsuz sayida aksiyomdan olusuyorlar, her
biri her ¢ ozelligi igin ayr1 birer aksiyomu simgeler. [Si]’de aciklamigtigimiz
“0zellik”in tam ne anlama geldigini bilmek pek 6nemli olmayacak, okur yeter
ki “asal say1 olmak” gibi sozlii ifade edebildigi her seyin aslinda matematiksel
anlamda bir 6zellik olduguna ikna olsun.
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ZFC’nin Z’si yukarda da dedigimiz gibi Zermelo’nun Z’sidir. Bertrand
Russell’dan bagimsiz olarak zamaninin kiimeler kuraminda bir celigki yaka-
layan Zermelo, celigkiden kurtulmak igin kiimeler kuramim aksiyomlagtirma
cabasina girigir. Kiimeler kuraminin aksiyomlarinin ¢ogu ona aittir.

Zermelo, sisteminin celigkisiz oldugunu kanitlamaya caligmissa da basara-
mamigtir. Bagaramamasimin nedeni vardi: Sistemin ¢eligkisiz oldugunun kanit-
lanamayacagini bugiin Godel sayesinde biliyoruz.

ZFC’nin F’si ise 1922’de Temellendirme ve Yerlegtirme aksiyomlarina ge-
reksinildiginin farkina varan Adolf Fraenkel’in F’sidir. Thoralf Skolem de,
Fraenkel’den bagimsiz olarak Yerlegtirme Aksiyomu’nu aym yil kegfetmigtir.
Iki kiginin birden aym aksiyomu bulmasi manidardir elbet, bu, aksiyomun
gercekten gerektigine dair bir delildir. (()te yandan kiimeler kuramina ciddi
olarak egilmemig birinin Temellendirme Aksiyomu’na ihtiya¢ duymasi ola-
naksizdir. )

8.1 ZFC Aksiyom Sistemi

1. Bogkiime Aksiyomu. Hi¢ eleman: olmayan bir kume vardir: &.

2. Esitlik Aksiyomu. Ayni elemanlara sahip iki kiime birbirine egittir.

3. Tanimlanabilir Altkiime Aksiyomu. Eger ¢ bir ézellikse ve = bir
kiimeyse, x’in @ ozelligini saglayan elemanlarine eleman olarak iceren ve bun-
lardan baska eleman i¢ermeyen bir kiime vardir: {y € x: ¢(y)}.

4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, eleman olarak sadece ve sadece
x’in elemanlarinin elemanlaring iceren bir kiime vardar:

Ux:Uy:{z:biryexiginZEy}.
yex

5. Iki Elemanli Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimeyse, eleman
olarak sadece ve sadece x ve y'yi i¢eren bir kime vardwr: {z, y}.

6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kimeyse, eleman olarak
sadece ve sadece x’in altkimelerini iceren bir kiime vardar:

px) ={y:y Cz} ={y: y'nin her elemant x’in de elemanidir}.

7. Timevarimsal Kiime Aksiyomu. Boskimeyi iceren ve icerdigi her x
kiimesi i¢in x U {x} kimesini de iceren (en kigik) bir kiime vardur.

8. Temellendirme Aksiyomu. [Fraenkel] Eger x bos olmayan bir kiimeyse,
o zaman x’in x Ny = @ esitligini saglayan bir y elemany vardir. (Bu aksiyom
sadece kiimeler kuraminda kullanilir.)

9. Yerlestirme Aksiyomu. [Fraenkel ve Skolem] a bir kime ve ¢(x, y)
bir ozellik olsun. Her x € a i¢in, p(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y
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kimesi varsa o zaman bir x € a i¢in o(x, y) ozelligini saglayan y’ler bir kime
olustururlar. Yani

{y: Jz(z € anp(z, y))}

toplulugu bir ktiimedir.
10. Se¢im Aksiyomu (C). Elemanlar: bos olmayan kiimeler olan her kiime-
nin bir se¢im fonksiyonu vardar.

Bugiine dek hig gereksinmedigimiz Temellendirme Aksiyomu’ndan [Si]’de
uzun uzun soézettik. Bu aksiyom matematikte sadece kiimeler kuraminda kul-
lanilir.

Ik 9 aksiyoma ZF adi verilir. Sonuncusu da eklenirse, sistem ZFC adim
alir. C, “secim”in Ingilizcesi olan “choice” sozciigiiniin (ilk!) ¢’sidir.

ZFC kiimeler kuraminda sonsuz sayida aksiyom vardir. Montague 1961’de
bu sistemin sonlu sayida aksiyoma indirgenemeyecegini kanitlamigtir. Godel,
Bernays ve von Neumann’in buldugu NBG aksiyom sistemi sonludur. Her
iki sistemde de kiimelerle ilgili ayni sonuclarin kanitlanacag: biliniyor. Ancak
NBG siteminde kiime olmayan siniflardan da soz edildiginden, sonlu olmasina
kargin, bir anlamda NBG sistemi ZFC’den daha zengindir diyebiliriz. Bir bagka
deyisle, ZFC sisteminin dili V, V, = gibi standard matematik simgeleri diginda
sadece € simgesini kullanirken, NBG sistemi € simgesi diginda, kiime olmayan
topluluklardan s6zedebilmek icin fazladan bir simge daha kullanir.

Secim Aksiyomu. Son aksiyom (Se¢im Aksiyomu ya da kisaca C, ba-
zen AC) diger aksiyomlardan farkhdir, ¢iinkii (ikincisi diginda) diger aksi-
yomlar “yapic1” nitelikte aksiyomlardir, bir ya da birka¢ kiimeden yeni bir
kiime inga etme yOntemini soylerler. Ik on aksiyomla insa edilen her kiime
kullanilan aksiyom tarafindan tanimlanmig ve belirlenmistir; bu aksiyomlarla
inga edilen o kiimeden sadece bir tane vardir. (7'nci aksiyom bu dedigimize bir
istisna belki ama olsun... Onemsemeyin. 7'nci aksiyomun varhgim soyledigi
kiimenin biricik olmamasi bu aksiyomun en 6nemli niteligi degildir. Bu aksi-
yomu birazcik degistirerek, (en kiiciik) parantezini ekleyerek, tek bir kiime-
nin varligim séyler hale getirebiliriz.) Oysa Se¢im Aksiyomu’'nda varhg: séyle-
nen kiimenin (daha dogrusu fonksiyonun, ama fonksiyonlar da bir kiimedir)
nasil bir gey olduguna dair bir gsey séylenmemektedir. Se¢im Aksiyomu sa-
dece bir fonksiyonun varligindan sézetmektedir, fonksiyonun hangi fonksiyon
oldugunu séylememektedir. Se¢im Aksiyomu’nda varligi séylenen fonksiyon-
lardan birkag tane olabilir, ki genellikle 6yledir, ve bu fonksiyonlardan birini
gostermek imkansizdir.

Varlign Secim Aksiyomu’yla kanitlanmak zorunda olan fonksiyonlar agik
sec¢ik tanimlanamazlar. Bu yiizden Se¢im Aksiyomu uygulamada ige yarar bir
bi¢imde, 6rnegin bilgisayarlarda ya da teknolojide) kullamilamaz, Se¢im Aksi-
yomu’'nun sadece kuramsal bir 6nemi vardir.
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Hilbert’in tegvikiyle kiimeler kuramiyla ilgilenmeye basglayan Zermelo, her
kiimenin iyi siralanabilecegini kanitlayarak gen¢ yasinda iinlenmis, ancak ka-
mtinda herkes tarafindan kabul gérmeyen Secim Aksiyomu’nu kullanmigtir
(1904). Bugiin Se¢im Aksiyomu’yla Zermelo'nun bu teoreminin egdeger oldugu
biliniyor, yani Zermelo, teoremini kanitlamak igin Se¢gim Aksiyomu’nu kullan-
mak zorundaydi, bagka tiirlii yapamazdi. Bu egdegerliligi Boliim 11’te iyisn“a—
lama Teoremi’'nde kamtlayacagiz.

Secim Aksiyomu Zermelo’dan 6nce de kullamilmigti, ancak kiimeler ku-
rami heniiz aksiyomlagmadigindan ve matematikg¢ilerin boyle bir sorunu da
olmadigindan kimse bunun farkina varmamaigtu.

Bagimsizlik. Segim Aksiyomu’'nun degillemesi elbette goyledir:

Secim Aksiyomu’nun Degillemesi (—C). Elemanlar: bos olmayan kiime-
ler oldugu halde se¢im fonksiyonu olmayan bir kiime vardar.

1935’te Godel, eger ZF celigkisizse ZFC’nin de ¢eligkisiz oldugunu kanitla-
migtir.

1963’te Cohen, eger ZF celigkisizse, ZF’ye C’nin degillemesi olan —C' 6ner-
mesi (yani C’nin yanlig oldugu) eklendiginde de elde edilen kuramin geligkisiz
oldugunu kanitlamigtir.

Yani Godel ve Cohen’in sonuclariyla agagidaki sonug kanitlanir. Ama bu
olguyu kamitlamak hi¢ de kolay degildir. Boyle bir ugrag bu ders notlarinin
amaclarim kat kat agar. Ama gene de bu énemli olguyu not edelim.

(Godel ve Cohen). Eger ZF celiskisizse, hem (ZF + C) hem de (ZF +-—
C) celiskisizdir.

Bundan C’nin ZF’den bagimsiz oldugu sonucu ¢ikar: Eger ZF celigkisizse,
ZF’ye C’yi de, degillemesi olan =C"yi de eklesek geligkisiz bir kuram elde ederiz.

Bu asamada, C’yi mi yoksa — C’yi mi aksiyom olarak kabul etmeli gibi
artik matematigi asan felsefi bir problemle kargi karsiyayiz. Ne C’yi ne de
C’nin degillemesini kabul edip sadece ZF’yle yetinmek de bir segenektir elbet.

C’yi Kabul Etmeli mi Etmemeli mi? C’yi kabul edersek daha ¢ok te-
orem kanitlariz elbet, ¢linkii kuramimiz C’nin kabuliiyle daha da zenginlesmistir,
ornegin C’'nin kendisi bu teoremlerden biridir. C’nin degillemesini kabul eder-
sek de daha c¢ok teorem elde ederiz ama C’yi kabul ederek daha “olumlu”
teoremler elde edilir, ¢iinkii C sonug olarak bir fonksiyonun varligini soyliiyor;
C’nin degillemesi ise boyle bir fonksiyonun her zaman olmayabilecegini soyliiyor,
istelik ne zaman olmayacagindan hi¢ sézetmeden...

Eger sadece olumlu teorem (varlik teoremleri) elde etmek bizi ilgileniyorsa,
o zaman C’yi kabul etmeliyiz.
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Ama C’yi kabul edip etmemek felsefi bir sorun olarak da goriilebilir (ve
hatta goriilmeli). Sonug olarak matematikle gercegi anlamaya ve agiklamaya
caligiyoruz. Gergege uymadigimi diigtindiigiimiiz bir 6nermeyi aksiyom olarak
kabul etmemeliyiz. Yani C’yi kabul edip etmemek gercegi nasil algiladigimizla
ve gergegin ne olduguyla ilgili bir sorundur. Gergek yagamda (her ne demekse!)
C’nin dogru oldugunu diigliniiyorsak o zaman C’yi kabul etmeliyiz, yoksa et-
memeliyiz.

En iyisi C’nin sonuglarina bakmak. Eger C’nin sonuclar1 kabul edilebilir,
beklenen, gok sagirtmayan sonuglarsa o zaman C’yi kabul etmeliyiz. Ama eger
C’nin sonuglar: tiiyleri diken diken eden sonuglarsa, o zaman C’yi kabul etme-
meliyiz.

Tlerde C'nin bircok sonucunu gorecegiz. Bunlardan ikisini alalim bu béliime.

Secim Aksiyomu'ndan ¢ok “dogal” sonuglar gikabildigi gibi hi¢ de dogal
gorunmeyen sonuclar ¢ikar. Her ikisinden de birer érnek verecegiz.

“Dogal” Bir Sonug. X sonsuz bir kiime olsun. X’in sayilabilir sonsuz-
lukta bir altkiimesi var midir? Yani X’ten Oyle xg, 1, T2, x3, ... elemanlar
bulabilirmiyiz ki,

{l’o, L1, T2, T3y .. }

sayilabilir sonsuzlukta, yani N ile aralarinda
n— T,

gibi bir esleme olan bir kiime olsun?
Sec¢im Aksiyomu olmadan boyle bir kiimenin varligin1 kanitlanamaz. Zorluk
surdadar:

{$07 Ty, T2, T3, .. }

diye X’in sayilabilir sonsuzlukta elemanini iceren bir “nesne” bulabiliriz. Ama
bu nesnenin kiime oldugunu kiimeler kuraminin ZF aksiyomlariyla kanitlamak
gerekiyor, oysa Se¢im Aksiyomu olmadan bu kanitlanamaz. Bazi1 X kiimeleri
icin kanitlanabilir, ama her sonsuz kiime i¢in kamitlanamaz. Kiime olmanin
baz1 kogullar1 vardir. {xg, z1, x2, x3, ...} nesnesinin bu kosgullar1 yerine ge-
tirdigini kanitlayamayiz.

“Dogal Olmayan” Bir Sonug. 1 yaricaph (i¢i dolu) bir kiire alalim.
Simdi ¢ok sasirtict bir sey soyleyecegim. Bu kiireyi Oyle bes parcaya béle-
bilirim ki ve bu bes parcay1 dondiirerek ve Oteleyerek (yani hacim ve alan
degistirmeyen dontigiimlerden gegirdikten sonra) dyle bir araya getirebilirim
ki, parcalardan ikisinden yarigapi 1 olan bir kiime, geri kalan ti¢iinden gene yar1
cap1 1 olan bir kiime elde edebilirim. Bu sagmasapan goriinen teorem Secim
Aksiyomu’yla kanitlanabilir ancak. Matematikte buna Banach-Tarski Para-
doksu denir. Ama aslinda bir paradoks degildir, sadece sagirticidir, paradoksa
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benzer. Beg parcanin hicbirinin hacmi olamaz elbet, yoksa hacmi biiyiitemez-
dik.) Secim Aksiyomu'nun yardimiyla, R3 uzaymin hacmi hesaplanamayan
altktimelerini bulabiliriz.

Banach-Tarski Paradoksu ileride Boélim 16’da kanitlanacak. Daha basit,
dolayisiyla daha anlagilir ama en az Banach-Tarski Paradoksu kadar sasirtici
bir érnek i¢in [SKK, Bolim 4.6)’den sonraki “Se¢im Aksiyomu ve Bir Oyun”
baglikli “okuma parcasi”’na bakin.

Secim Aksiyomu ve Peano Segim Aksiyomu’'ndan tarihte ilk sézeden
Peano’dur. Zermelo’dan 14 yil 6nce Se¢im Aksiyomu’'nun farkina varmigtir.
1890°da yazdigr “Démonstration de 'integrabilité des équations différentielles”
[Math. Ann. 37 (1890) 182-229] makalesinin 210’uncu sayfasinda sonsuz sayida
se¢im yapilamayacagini agikca yazarak Se¢im Aksiyomu’nu kullanmayi red-
detmisgtir. Daha da ilginci, bundan beg yil 6nce 1985’te, “Sull’integrabilita della
equazioni differenziali di primo ordine” [Atti Acad. Sci. Torino 21 (1885/86)
677-685] adli makalesinde,

R, R¥de kapal bir dikdortgen ve f, R'den R'ye giden siirekli bir fonksi-
yon olsun. Her (z,y) € R i¢in, bu noktanin bir U komsulugunda taniml ve
tirevlenebilir dyle bir h fonksiyonu vardwr ki,h(x) =y ve her u € U igin,

K (u) = f(u, h(u))

egitlikleri gecerlidir
teoremini kanitlarken, hers 0 < ¢ < 2™ i¢in, hichiri bog olmayan

A(n,i) CR

kiimelerinden birer eleman se¢mek zorunda kaldiginda, Peano, c¢ok sasirtici
bir bigimde, burada tuhaf bir yontem uygulamak tizere oldugunu ayrimsamais
ve rastgele bir secimin miimkiin olmamas1 gerektigini acik ve net bir bigimde
sOylemistir:

Mais comme on ne peut appliquer une infinité de fois une loi arbitraire avec
laquelle a une classe a on fait correspondre un individu de cette classe, on a
formé ici une loi déterminée avec laquelle a chaque classe a, sous des
hypotheses convenables, on fait correspondre un individu de cette classe.

Nitekim, A(n, i) kiimelerinden her biri kapali ve tistten sinirh oldugundan, Pe-
ano bu kiimelerin maksimal elemanin almigtir ve boylece Se¢im Aksiyomu’nu
kullanmamigtir.

8.1.1 Secim Aksiyomu Neden Dogaldir?

Bu béliimde okuru Se¢im Aksiyomu’nun neden dogal bir aksiyom olduguna
ikna etmeye calisacagiz. Bu bolim de okuru ikna etmezse hicbir sey etmez!
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Cikis noktamiz Bertrand Russell’in ¢ok bilinen sonsuz sayida corap gifti
ornegi. Sonsuz sayida corap ¢iftimiz var ve her ¢orap ciftinden bir tane ¢orap
sececegiz. Corap yerine ayakkabi ¢ifti olsaydi, 6rnegin hep sol ayakkabiy1 se-
gerek kolayca bir secim yapabilirdik. Ama corap ciftlerinin sag1 solu belli ol-
madigindan, sonsuz sayidaki corap ciftinin her birinden bir tekini se¢cmekte
zorlaniriz. Sonlu sayida gorap ¢ifti olsa, sorun olmaz da, sonsuz sayida corap
ciftinden birini hicbir kurala bagh kalmaksizin secim yapabilmek hi¢ de bariz
degildir.

Russell'ln 6rnegini aklimizda tutup, bir bagka konuya gecelim. Baglantiy1
daha sonra kuracagiz.

Sayilabilir sonsuzlukta bir X kiimemiz olsun. Sayilabilir sonsuzlukta oldu-
gundan, X'’in elemanlarini

o, L1, L2, T3, T4, ..

olarak siraya dizebiliriz.

Simdi de her x,,’nin iki elemanl bir kiime oldugunu varsayalim. Elemanlari,
Tno Ve Tn1 olsun. Demek ki,

zo = {zo0, To1},
z1 = {z10, 11},
T2 = {96207 9611},

T3 = {»’6307 5611},

w

Tp = {xn07 xnl}v

Simdi bu z,, kiimelerinin bilegimini alalim:

00
Jx=U e
n=0
= {l’oo, 1'01} U {:Elo, 1311} U...U {:Eno, :L'nl} U...

= {I‘oo, Z01y, L10y L11y - -5 Ln0y LTnl, }

Gortldiigi gibi UX sayilabilir sonsuzlukta bir kiimedir, elemanlarini 0, 1, 2,
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3 diye dogal sayilarla sayabiliyoruz. Nitekim, yo,+; = xn; olsun:

Yo = Z00,
Y1 = o1,
Y2 = T1o0,
Ys = T11,
Ya = T20,
Ys = 21,
Y6 = T30,
Y7 = X31,
Yan = Tno,

Yan+1 = Tnl,

Burada sanki bir teorem kanitladik.

Teorem Her elemani iki elemanli bir kiime olan sayilabilir sonsuzlukta bir
kiimenin elemanlarinin bilegimi sayilabilir sonsuzlukta bir kiimedir.

Simdi corap sorununa geri donelim. Yukardaki her z,, bir corap ciftini
simgelesin. Coraplarin teki x,g, digeri x,1. Coraplar1 yukaridaki gibi

Yon+i = Tng

yontemiyle numaralandiralim. Simdi gostergeci ¢ift olan goraplari, yani

Yo, Y2, Y4, Y6, -

coraplarini secelim...

Hani sonsuz tane gorap ciftinin her birinden bir tane secemezdik? Sec-
tik igte! Yukardaki “Teorem”in kaniti biraz yanlig! Yanligin nerede oldugunu
aciklayalim.

xy, iki elemanh bir kiime (bir ¢orap ¢ifti) olsun. x,, 'nin iki eleman oldugun-
dan bu iki elemandan birini secip bu elemana x,, digerine x,,; adini verebiliriz.
Ama tiim z,,’ler i¢in bdyle bir se¢im ve kodlama yapmaya hakkimiz yok. (En
azindan hakkimizin olup olmadigim bilmiyoruz.)

Her z, kiimesiyle {0, 1} kiimesi arasinda tam iki egleme vardir. z, nin
elemanlardan birine x,g, digerine x,; adin1 vermek demek, bu iki eglemeden
birini se¢mek demektir. Eger eglemelere f,, ve g, dersek, her {f,, g,} kiime-
sinden bir eleman sectik... Gene sonsuz bir kiimeden yazili bir kurala bagh
kalmaksizin se¢im yapiyoruz... Bu ancak Segim Aksiyomu’yla miimkiindiir.
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Yukardaki teorem ancak Sec¢im Aksiyomu’nun yardimiyla kanitlanabilir.
Teoremin dogruluguna inaniyorsanz (en azindan elemanlar: 2 elemanh kiime-
lerden olusan sayilabilir sonsuzluktaki kiimeler i¢in) Se¢im Aksiyomu’na inan-
malisiniz.

Bu teoremi ilerde gergekten (ama Segim Aksiyomu’nu kullansarak) kanit-
layacagiz.



9. Secim Aksiyomu’nun
Yaygin Bir Kullanima

9.1 Eleman Secmek

Bir A kiimesi verilmis olsun ve A, bir bigimde, hi¢biri bog olmayan ayrik altkii-
melere ayrilmig olsun. A’nin bu ayrik altkiimelerine “parca” diyelim. Demek ki
A, parcalara ayrilmig bir kiime. (Modern deyigle, A tizerine bir denklik iligkisi
verilmig ve A’nin her bir ayrik parcasi bir denklik smufi.) Iki 6rnek iizerinde

caligalim.
o B A
a
4
f
/
bir parca bir baska parca
Ornekler.

9.1.

9.2.

A = R olsun. A’'nin ayrik pargalari, ¢ tamsayilar1 igin, [i, ¢ + 1) araliklar1 olsun. Bu
araliklar gergekten ayriktirlar ve bilegimleri A’dir.

L L a

C L 7

0 1 i i+1

Gene A = R olsun. Ayrik parcalarimiz r € R igin,
r+Q={r+q:qcQ}
altkiimeleri olsun. Herhangi iki r ve s gergel sayis icin,
yvar+Q=s+Qyada(r+Q)N(s+Q) =2

olur. (Okura a11§t1rm§.) Demek ki R’nin r + Q bicimindeki altkiimeleri R’yi ayrik par-
calara boler. Bunun Ornek 7 ile aym 6rnek oldugu belli.
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Simdi bu iki 6rnegi ayr1 ayri irdeleyelim:

Birinci Ornek. Birinci 6rnekte her [i, i+1) parcasindan kolaylikla bir say1
(tabir caizse, ki caizdir, bir temsilci) segebiliriz; 6rnegin [i, i + 1) araliginin en
kiigiik sayis1 (ve ayn1 zamanda tek tamsayisi) olan ¢’yi segebiliriz. Pargalardan
teker teker sectigimiz bu sayilar Z kiimesini olugtururlar. Z, her parcay1 bir ve
tek bir noktada, tam tamima parcadan sectigimiz noktada keser. Iste resim:

Ny

X, parcalarimizin kiimesi olsun:

X =A[i,i+1):i€Z}.
Parcalardan secilen sayilarin olugsturdugu Z kiimesinin su 6zelligi vardir:
(P) Her o € X igin, a N 7Z kimesinin bir ve bir tek elemany vardar.

7Z, bir anlamda, parcalarin temsilci meclisi; Z’de her parcadan bir ve bir
tane eleman (temsilci) var.

Her parcanin en kiigiik elemani sececegimize, her parcanin orta noktasini
da segebilirdik, yani [i, ¢ + 1) pargasindan ¢ + 1/2 noktasimi da segebilirdik.
Bunlar, bir j tek tamsayisi i¢in j/2 tiiriinden yazilan kesirli sayilardir. Simdi
Z bu temsilcilerin kiimesi olsun:

Z ={j/2:j € Zve j tek say1}.
O zaman, Z aynen yukardaki (P) ozelligini saglar.
(P) Her a € X i¢in, a N Z kiimesinin bir ve bir tek elemans vardur.

ikinci Ornek. Simdi benzer seyi ikinci rnekte yapmaya caligalim. Ikinci
ornegin parcalarindan birini ele alalim. Diyelim r+Q pargasin ele aldik. Simdi
bu pargadan bir eleman secelim. r € r + Q oldugundan bu parcadan bal gibi
r elemanini secebiliriz. Buraya kadar bir sorun yok.

Bu ornekte de birinci 6rnekte oldugu gibi her parcadan bir eleman sectik.
Yalniz ikisinin arasinda ¢ok 6nemli bir fark var ve bu 6nemli fark Segim Aksi-
yomu’'nun 6ziinii olugturuyor.

Birinci 6rnekte X’in bir a elemanindan secilen eleman, a’nin en kiigiik
elemaniydi (aym zamanda o’nin tek tamsayisiydi). Biri size ve bir arkadaginiza
a’y1 verse ve a’nin en kiiciik elemanini bulun dese, hata yapmadiginiz takdirde
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ikiniz de aym elemani bulursunuz, ¢iinkii a’nin bir ve bir tane en kiigiik elemani
vardir.

Simdi gelelim ikinci 6rnege. Diyelim size ve bir arkadasiniza ikinci 6rnek-
teki X kiimesinden bir « eleman verildi ve bu a elemanindan bir eleman
secmeniz istendi. Yontemimizi uygulayalim: o elemaninin bir r € R igin 7+ Q
kiimesine egit oldugunu biliyoruz. Yukarda agikladigimiz yontem, a’dan, yani
r + Q altkiimesinden r’yi segiyordu. Ama «, birgok r € R igin r + Q altkiime-
sine esittir. Hatta o’dan hangi r elemanimi segerseniz secin, o = r + Q olur.
Bu r’lerden hangisini se¢meliyiz? Anlattigimiz yontemle, X’in verilen bir «
elemanindan sizin ve arkadagimizin ayni elemani elde etme olasiligi oldukca
diigiiktiir, o kadar diisiiktiir ki bu olasilik 0’a egittir.

Birinci 6rnekte X'’in her « elemanindan bir eleman se¢me yontemi ve-
rilmigti ve bu yontemi kim uygularsa uygulasin hep aym eleman seciliyordu.
Ikincisinde boyle bir yéntem yok. Ikinci érnekte o kiimesi ancak r + Q bigi-
minde yazilarak verilmigse, yani 6zel bir r elemani gozler 6niine serilmigse bu
kiimeden tek bir eleman (r’yi) se¢mesini biliyoruz.

Ikinci 6rnegimizi irdelemeye devam edelim. Birinci 6rnekte (P) o6zelligini
saglayan bir Z kiimesi bulmustuk. Bunu ikinci 6rnekte yapmaya kalkigalim.

X ={r+Q:reR}

olsun. X, aynen birinci 6rnekteki gibi R’yi parcalayan kiimelerin kiimesi. Simdi
R’nin 6yle bir Z altkiimesi bulmaya caligalhim ki, Z, X’in her a elemanini tek
bir noktada kessin. Iste bulmak istedigimiz Z’'nin temsili resmi:

o B R

N \/
N 7

Boyle bir Z bulmak ¢ok zor degil, X’in her o elemanindan bir ve bir tek say1
se¢mek yeterli bunun i¢in. X’in hi¢bir a elemani bogkiime olmadigindan, X’in
her a elemanindan bir say1 segmek miimkiindiir. Ancak bu se¢imlerle Z’yi
kiime yapmak zordur, hatta Se¢im Aksiyomu kullanilmaksizin, se¢im nasil
yapilirsa yapilsin, Z’nin bir kiime oldugu bu ikinci érnekte kanitlanamaz.

Giicliik, X’in her o elemanini tek bir sayida kesen bir Z toplulugu bul-
makta degil, giiclik, o Z toplulugunu kiime olarak bulabilmektir.

Se¢im Aksiyomu’yla (P)’yi saglayan bir Z C R bulmak ¢ok kolaydir: f,
X'in se¢im fonksiyonu olsun. Segim Aksiyomu, tanim kiimesi X olan boyle bir
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fonksiyonun oldugunu soyliiyor. Demek ki f fonksiyonu X’ten R’ye gidiyor ve
her @ € X igin f(a) € « oOzelligini saghyor. §imdi Z = f(X) olsun. Z bir
kiimedir. (Fonksiyonun tamimindan dolay1 bir fonksiyonun imgesi her zaman
bir kiimedir, bkz. [SI].) Ayrica Z, (P) 6zelligini saglar.

Se¢im Aksiyomu olmaksizin R'nin (P) 6zelligini saglayan bir Z altkiime-
sini bulamazdik. (Ama bunu bu ders notlarinda kanitlamamiz miimkiin de-
gildir, bu ders notlaruimin ¢apimi ¢ok gok asgar.)

Se¢im Aksiyomu sayesinde, herhangi bir A kiimesi ayrik altkiimelere (par-
galara) ayrilmigsa, A'nin, her pargadan tek bir eleman igeren bir Z altkiimesini
bulabiliriz. Bunu aynen yukarda yaptigimiz gibi kanitlayabiliriz. Kanitlayalim,
¢liinkii dikkatli olmamiz gereken bir nokta var.

Teorem 9.1. A herhangi bir kime olsun. X C p(A) olsun. & ¢ X wve
“X 7 in degisik her o ve 8 elemam i¢in aNp ="

varsayimlaring yapalim. O zaman oyle bir Z C A wvardwr ki, her a € X i¢in
Z N a’mn tek bir elemany vardar.

Kanmitta X’in bir kiime oldugunu kullanacagiz. Yoksa teorem yanlig olur.
Teoremde yazdigimiz “X C p(A)” timcesi, X, p(A)'mn bir altkiimesi de-
mektir, yani hem X’in her elemani p(A) nin bir elemanidir hem de X, {istiine
basa basa soyliiyoruz, bir kiimedir.

Ayrica kanitta Secim Aksiyomu’nu kullanacagiz. Aksi takdirde teoremi ka-
nitlayamayiz.

Son bir not daha: Orneklerimizde UX = A idi. Buna ihtiyacimz yok.
Gerekirse, A yerine UX alarak bu varsayimi saglayabiliriz ama dedigimiz gibi
gerek yok.

Kanita bagliyoruz ve baslar baslamaz da bitiriyoruz:

Teorem 9.1’in Kaniti: f, X kiimesinin bir se¢im fonksiyonu olsun. Z = f(X)
olsun. Gerisi kolay. O

Secim Aksiyomu’nu kullanarak yukardaki teoremi kanitladik. Yukardaki
teoremi varsayarak (ZF’de elbette) Se¢im Aksiyomunu da kanitlayabiliriz.

Teorem 9.2. Bir onceki teorem dogruysa Secim Aksiyomu da dogrudur.

Kanit: X, bogkiimeyi icermeyen herhangi bir kiime olsun. X’in elemanlar:
UX kiimesinin altkiimeleridir, yani X C p(UX) dir. Eger A = UX olarak
alirsak nerdeyse bir 6nceki teoremin varsayimlarina diigsecegiz; tek sorun, X’in
elemanlarinin birbirinden ayrik olmadigi durum.
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Simdilik X’in elemanlarimin birbirinden ayrik olduklarini varsayip X’in bir
se¢im fonksiyonunu bulalim. A = UX olsun. Bir 6nceki teoreme gore, A’'nin,

her @ € X i¢in Z N a’nin tek bir eleman1 vardir

ozelligini saglayan bir Z altkiimesi vardir. Her o € X igin bu elemana f(«a)
diyelim. Simdi f, X’ten A’ya giden ve her a € X i¢in f(a) € « kogulunu
saglayan bir fonksiyondur, yani X’in bir se¢im fonksiyonudur.

Eger X’in elemanlar1 ayrik olsalardi, igimiz bu agamada bitmisti. Gelgele-
lim, X’in elemanlar1 birbirinden ayrik olmayabilirler. Simdi, X’in ayrik olma-
yan elemanlarini yapay olarak ayriklagtiracagiz. X’in her a elemanni {a} X «
elemaniyla degistirecegiz. « ve (§ kiimeleri ayrik olmasa da, o # 8 ise {a} X «
ile {#} x B kiimeleri ayriktirlar.

Y ={{a} xa:ac X}

olsun. (ZF’nin en basit aksiyomlarini kullanarak Y’nin kiime oldugunu kanit-
lamak zor degildir. Bunun kanitim okura birakiyoruz.) Simdi Y, boskiimeyi
igermiyor ve elemanlar: ayrik kiimeler. Varsayima gore, Y 'nin bir secim fonk-
siyonu vardir. Bu se¢im fonksiyonuna g diyelim. Tabii ki, her o € X igin,

g({a} x o) € {a} x o,

yani bir f(«) € « igin,

g({a} x a) = (a, f(@)).

Iste bu f, X’in bir secim fonksiyonudur. Bir bagka deyisle, f fonksiyonunu
7 o g olarak tamimlayalim. (Buradaki 7o ikinci izdiigiim fonksiyonudur. Hangi
kartezyen garpimdan hangi kiimeye gittigini okura birakiyoruz.) U

Yanlis Anlasilmasin... Bog olmayan bir kiimeden bir eleman segmek
igin Se¢im Aksiyomu’na ihtiyag yoktur... Kimi zaman hangi eleman segildigi
bilinmese bile bog olmayan bir kiimenin bir elemani (bir anlamda) segilebilir.

Ornegin, eger “ikiz asallar sams1” dogruysa X = 27 olarak tanimlansin,
yanhgsa X = 2Z + 1 olarak tammlansm. Ikiz asallar samsmin dogru olup
olmadig1 simdilik bilinmediginden X’in 27Z’ye mi yoksa 27+ 1’e mi esit oldugu
da simdilik bilinmemektedir. Ama her iki durumda da X’in bir kiime oldugu
ve bogkiime olmadigi belli. X’ten bir eleman segebilir miyiz? Bir anlamda
evet! X’ten = elemanim secelim... x’i 4 ya da 5 olarak alabiliriz, ama hangisi
oldugunu bilemeyiz.

X’in elemanlarii bilmiyorsak bile, X’in bosgkiime olmadigini biliyorsak,
X’ten bir eleman “se¢gmek” zor degildir. Bunun igin Segim Aksiyomu’na ih-
tiyag yoktur. (Antrparantez, bundan su gikiyor: Lisede sOylenegeldigi ya da
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ima edildigi gibi, bir kiimenin var olmas: i¢in kiimenin tiim elemanlarimin bi-
linmesine gerek yoktur, kiime sonlu bile olsal!)

Secim Aksiyomu, sonsuz tane bog olmayan kiime oldugunda ve bu kiime-
lerin hicbiri boskiime olmadiginda, bu kiimelerin herbirinden birer eleman
secmeye yarar. Tabii burada isin piif noktasi, secilen bu elemanlar toplulugunun
bir kiime olusturmasidir.

Sonlu sayida kiimeden birer eleman se¢mek her zaman miimkiindiir, ¢iin-
kii sonlu sayida eleman her zaman bir kiime olugturur. (ZFC’nin 4 ve 5’inci
aksiyomlarindan g¢ikar bu.)

9.2 Sec¢im Aksiyomu’nun Bir Uygulamasi

Teorem 9.3. X, kismi suraly bir kiime olsun. Asagidaki kosullar esdegerdir.
i. X%n bos olmayan her altkimesinin maksimal bir elemans varder.
ii. X %in artan' her (z,), dizisi bir zaman sonra sabitlesir.

Kanit: (i = 4i). (z,,)n, X'in artan bir dizisi olsun, yani n < m dogal
sayilar i¢in, x,, < x,, olsun. zy, {x,: n € N} kiimesinin maksimal eleman
olsun. O zaman her n > m i¢in, z,, = xzy olur, yani bu asamadan sonra dizi
sabitlesir.

(i = ). Y, X’in bos olmayan ama maksimal elemani olmayan bir altkiimesi
olsun. O zaman her y € Y icin,

{teY:y<t}
olarak tanimlanan (y, co) kiimesi bog degildir. Elemanlar: bu

(y, o)

kiimelerinden olugan kiimeye Z diyelim. Z’nin bir se¢im fonksiyonu vardir. Bu
se¢im fonksiyonuna f diyelim. i: Y — Z fonksiyonu da i(y) = (y, oo) olarak
tanimlansin. g = f o4 olsun.
Demek ki, her y € Y igin,
9(y) € (y, 00),

yani y < ¢g(y). Simdi Y’den bir y elemani segelim ve y,,’yi tiimevarimla,

Yn+1 = 9(yn)

olarak tammlayalim (bkz. [SI], Sonug ??). (yy,)n dizisi hicbir zaman sabitlesmez,
bir celigki. O

LeArtan dizi”yi “azalmayan dizi” anlammda kullamyoruz, yani m < n ise &m < @n
ozelligini saglayan (z, ). dizisi anlaminda.
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10. Zorn Onsavi

10.1 Problemler

10.1.1 Imkansiz Bir Problem

Imkansiz bir problemle baglayalim: Gergel sayilar kiimesi R’nin maksimal bir
sonlu altkiimesini bulmaya caligalim...

Dogru anladiniz! Dedigimiz gibi imkansiz bir problemi ¢bzmeye caligacagiz...
Gergel sayilardan olusan 6yle bir sonlu kiime bulmaya ¢alisacagiz ki, bu kiime-
den daha fazla gercel say1 iceren hicbir gercel say1 kiimesi sonlu olamasin...

Boyle bir kiime olamaz elbet. Eger bir kiimenin sonlu sayida elemani varsa,
bu kiimeye yeni bir eleman ekleyerek ondan daha biiyiik ama gene sonlu sayida
elemani olan bir bagka kiime elde ederiz.

Biz gene de boyle bir kiime bulmaya caligalim. Caligmakla beyin aginmaz!
Maksat komiklik olsun...

R

R’nin tiim altkiimeleri

-Q

LA
027 37

Olsalardi, en biiyiik sonlu altktimeler burada (sinirda)
olacaklardi. Yeni bir eleman daha eklendiginde
bu kiimeler sonsuz olacaklardi...

R’nin sonlu altkiimeleri

Aradigimiz, “en biiyiik” sonlu kiime degil, yani tiim sonlu kiimeleri altkiime
olarak iceren sonlu bir kiime aramiyoruz. Sadece o sonlu kiimeden daha biiyiik
bir sonlu altkiime olmamasin istiyoruz.

R’nin sonlu bir altkiimesini alalim. Eger bu kiime R’nin maksimal bir sonlu
altkiimesiyse igimiz ig. Degilse (ki degildir!) o zaman bu kiimeden daha biiyiik
ama hala sonlu bir kiime daha vardir. (Kiimelerimiz hep R’nin altkiimeleri
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olsunlar, artik bunu siirekli tekrarlamayalim.) Simdi eskisinden daha biiyiik
olan bu yeni kiimeye bakalim. Bu yeni kiimenin maksimal sonlu kiime olma
olasilig1 eski kiimeye gore daha yiiksek tabii... Eger bu yeni kiime maksimal bir
sonlu kiimeyse, igimiz is, istedigimizi elde ettik. Degilse, o zaman bu kiimeden
daha biiyiik sonlu bir kiime daha vardir (ki var, biliyoruz). Simdi bu en yeni
sonlu kiimeye bakalim, acaba bu en yeni sonlu kiime maksimal bir sonlu kiime
mi? Eger 6yleyse maksimal bir sonlu kiime bulduk ve sorunumuzu hallettik.
Degilse, bu kiimeden daha biiylik bir sonlu altkiime vardir. Simdi bu sonlu
altkiimeye bakalim, acaba bu en gicir sonlu kiime maksimal bir sonlu altkiime
mi?..

Birinci kiimemize Ay diyelim. Eger Ag, R’nin maksimal bir sonlu altkiime-
siyse, sorun yok. (Ama olmadigini biliyoruz; eger a, Ap’da olmayan bir gercel
sayiysa, AgJ{a}, Ao’dan daha biiyiik sonlu bir kiimedir. ). Diyelim sansimiz
yaver gitmedi (!) ve Ag, R'nin maksimal bir sonlu altkiimesi degil, ondan daha
biiyiik sonlu bir kiime var. Ag’dan daha biiyiik sonlu bir kiime alalim ve bu
kiimeye A; diyelim. A, maksimal bir sonlu kiime degilse, A;’den daha biiyiik
sonlu bir kiime vardir. Bu kiimeye de Ay diyelim. Bunu boylece siirdiirebiliriz:

Ay C Ay C Ay, CA3C...CA,.

Bunlarin biri maksimal bir sonlu kiimeyse imkansiz problemimizi ¢ézdiik de-
mektir. Ama degilse islemi sonsuza kadar siirdiirebiliriz. Stirdiirelim:

AyCAL CAyCA3C...CA,C...

Boyle bir diziye zincir adini verelim.

Yukardaki zincirin A, “halkalar1’” sonlu gercel say1 kiimeleri. Herbirinin
bir éncekinden daha fazla elemani var. Dolayisiyla hi¢biri maksimal bir sonlu
kiime degil. Bunlarin herbirinden daha biiyiik ama hala sonlu bir gercel say1
kiimesi bulup bu kiimenin maksimal bir sonlu kiime olup olmadigina bakalim...
Bulacagimiz bu yeni kiime A,,’lerin hepsini (altkiime olarak) icermek zorunda
oldugundan sonlu olamaz maalesef. Ama olsaydi ne giizel olurdu... Bu, biitiin
Ap’leri igeren sonlu kiimeye A, der ve kaldigimiz yerden devam ederdik...
Durum soyle olurdu:

Ay C AL CAyCA3C...CA,C...CA,.

Eger A, maksimal bir sonlu kiimeyse sorunu ¢ézmiig olurduk. Degilse (ki degil,
¢linkii A, sonlu bile degil), o zaman A, ’dan daha biiyiik sonlu bir kiime bulur
ve ayni iglemi maksimal bir sonlu altkiimeye toslayana dek stirekli tekrarlardik.
Bir zincire geldigimizde ise zincirin bilegimini iceren sonlu bir kiime bulmay1
umup gene yolumuza devam ederdik. Bu yontemi hi¢ durmadan tekrarlayarak
maksimal bir sonlu kiime bulmaya calisabilirdik.
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Ama ne yazik ki bunlar hayal, biitin A,,’leri igeren A, gibi sonlu bir kiime
yok evrende.

Biitiin bu yaptiklarimizi sonlu altkiimeler yerine R’nin sayilabilir altkiime-
leriyle yapsaydik, gene basarisizliga ugrardik, ¢iinkii R’nin en biiyiik sayilabilir
altkiimesi de yoktur (¢iinkii sayilabilir bir kiimeye bir eleman daha ekler-
sek gene sayilabilir bir kiime elde ederiz) ama bu sefer yukardaki yontemle
bagarisizliga ugrayacagimiz gosteremezdik (giinkii ilerde kanitlayacagimiz tize-
re, sayilabilir sonsuzluktaki sayilabilir kiimenin bilegimi gene sayilabilirdir (ama
bu sonucu kamtlamak igin Se¢im Aksiyomu’na ihtiyag vardir)).

Gene de yukardaki fikrin bagariya ulasacagi durumlar olacaktir. Bizi izle-
meye devam edin!

10.1.2 Cok Kolay Bir Problem

Gene ¢ok kolay bir problem ele alalim, ama bu sefer liitfen ¢oziimii olsun! Bu
sefer R’nin 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimesini bulalim.

Gergekten ¢ok kolay bir problem bu. Tek bir ¢oziimii var: R\ {1}. Yani
bu sefer sadece maksimal degil, gercekten de kogulumuzu saglayan en biiyiik
altkiime var. Ama biz bu ¢6ziimi bilmedigimizi varsayarak yukardaki yontemi
deneyelim.

R’nin 1’i icermeyen herhangi bir altkiimesinden baglayalim. Bu altkiime
bogkiime de olabilir, {0} ya da {7} kiimesi de olabilir, hatta, sans bu ya,
R\ {1} kiimesi de olabilir; énemli olan 1’i igermemesi. 1’i icermeyen bu ilk
kiimeye Ag diyelim. Eger Ay kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimeyse,
o zaman keyfimize diyecek yok, problemi ¢ozditk. Ama diyelim Ay kiimesi
1’i icermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman Ag’1 igeren ve Ap’dan daha
fazla elemani olan ama 1’i igermeyen bir A; kiimesi vardir. Eger A; kiimesi
1’1 icermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir.
Ama diyelim A; kiimesi 1’i igermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman
Aqp’i iceren ve Ap’den daha fazla elemani olan ama hala daha 1’1 icermeyen
bir As kiimesi vardir. Eger Ay kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir kiimeyse, o
zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Bunu boylece devam ettirelim. Eger
belli bir agamada, diyelim n’inci agamada A, kiimesi 1’i icermeyen maksimal
bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir... Diyelim hicbir A,,
1’i icermeyen maksimal bir kiime degil, siirekli daha biiytigiinii buluyoruz.
Durumu resmedelim:

AyC AL CAyCA3C...CA,C...

ve Ozetleyelim: Bunlarin hepsi gercel say1 kiimeleri ve higbiri 1’1 igermiyor ve
herbirinin bir 6ncekinden daha fazla elemani var.
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Bunlarin herbirinden daha biiyiik ve 1’i igermeyen bir kiime bulup bu
kiimenin 1’i icermeyen maksimal bir kiime olup olmadigina bakalim. Bulaca-
g1miz bu yeni kiimenin A,,’lerin hepsinden daha biiyiik olmasini istedigimizden,
Ap’lerin hepsini altkiime olarak igermek zorundadir. Bir 6nceki 6rnekte A;,’lerin
hepsinden daha biiyiik ve sonlu bir kiime bulamamistik, yoktu 6yle bir kiime,
bakalim simdi bulabilecek miyiz? Heyecan son haddinde!

Biitiin bu A, ’lerin bilesimini alirsak, A, ’lerin hepsinden daha biiyiik bir
kiime buluruz elbet. Ayrica, A, lerin higbiri 1’i eleman olarak igermediginden,
Ap’lerin bilegimi de 1’i eleman olarak icermez. Ne giizel!

Demek ki tiim A;,’leri altkiime olarak iceren ama 1’i eleman igermeyen en
az bir kiime vardir. A,,, bu kiimelerden biri olsun. Ornegin

A, = An

neN

olabilir, ama bundan daha biiyiik bir kiime de olabilir, ne oldugu pek 6nemli
degil, 6onemli olan A,’nin A,’lerin hepsini altkiime olarak icermesi ama 1’i-
germemesi. (Bu arada, kafa karigtirmamak igin parantez iginde soyleyelim:
Unen An bilesiminin kiime oldugu hi¢ de bariz degildir. |J,, oy An'nin kiime
oldugu ZFC’nin aksiyomlarina dayanilarak kanitlanmali. Miinasip A,,’ler segi-
lerek bu kamtlanabilir. Ama okur bu béliimde bu sorunu bunu 6nemsemesin. )

R\ (1)

R’nin 1°i igermeyen
altktimeler1

Kaldigimiz yerden Ag yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi 1’1 iger-
meyen maksimal bir kiimeyse, o zaman bagariya ulagtik demektir... Degilse,
A,’v1 altkiime olarak iceren ama A,’dan daha bliylik olan ve 1’i icermeyen
bir kiime var demektir. Bu kiimeye A,4; diyelim. Okur tahmin ediyordur
bundan sonra ne yapacagimizi. Eger A, 11 kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir
kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir... Degilse, A, 11’in, A,y1’den
daha biiylik ve 1’1 igermeyen bir iistkiimesi var demektir. Bu kiimeye A, 2
diyelim... Bunu boylece stirdiiriiriiz... Eger

Ay CAps1 CApra C ... CApin C ...



10.1. Problemler 183

zincirinin A+, halkalarindan hicbiri 1’1 igermeyen maksimal bir kiime degilse,
bunlarin bilegimi Ornegin, 1’i icermeyen ve yukardakilerin herbirinden daha
biiyiik bir kiimedir. Boyle bir kiimeye Ao adini verelim. Eger Ao kiimesi
1’i icermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demek-
tir... Degilse, islemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir asamada, 1’i icermeyen
maksimal bir altkiimeye (yani R\{1}’e, ama sonucun bu oldugunu bilmiyormus
gibi davraniyoruz) rastlarsak o zaman gayretlerimiz amacina ulagmig demek-
tir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’i icermeyecek bigimde biiytitebiliyorsak,
bir adim ileri gidelim. Basgariya ulasmadigimiz stirece hep ileri gidebilecegimizi
biliyoruz.
sz C Aw2+1 C Aw2+2 c...C Aw2+n C...

Eger hep bagarisizliga ugramigsak, bir sonraki agamada bu kiimelerin bilegimini
iceren ama 1’1 icermeyen herhangi bir kiime alip buna A3 diyelim ve yukardaki
gibi devam edelim.

Peki ama bu durmadan ileri gitmenin bir sonu gelecek mi? En sonunda,
gerekirse sonsuz hatta ¢ok sonsuz adimi agip R\ {1} kiimesine ulagabilecek
miyiz?

Bu sorunun yaniti hi¢ de bariz degil. R ¢ok biiyiik bir kiime oldugundan
(bkz. [SKK]) ulagmak istedigimiz R\ {1} kiimesi de bayag: biiyiiktiir, sayilamaz
sonsuzluktadir. (Bunun ne demek oldugunu bilmeyen umursamasin.) Yukar-
daki yontemle zaten bildigimiz R\ {1} ¢dziimiine ulagip ulasamayacagimizdan
emin olamayiz. (Limit ordinallerde bilegim alarak sayilabilir adimda ulagama-
yacagimiz belli ama, daha ilerde gorecegimiz lizere sayilabilir sayida sayilabilir
kiimenin bilegimi de sayilabilirdir ¢linkii.)

10.1.3 Benzer Bir Problem

Bu sefer R'nin maksimal bir 6zaltkiimesini bulmaya caligalim. Yani R'nin 6yle
bir altkiimesini bulalim ki, R’nin bu altkiimeden daha biiyiik bir altkiimesi
R’ye esit olsun. Yaniti gene biliyoruz: Eger a, R'nin herhangi bir elemaniysa,
R\ {a} kiimesi R'nin maksimal bir 6zaltkiimelerinden biridir, R'nin ondan
daha biiytlik bir 6zaltkiimesi yoktur.

Bu sefer birden fazla yanit var, R'nin her a elemamn igin bir ¢éziim (R\ {a}
¢Oziimiini) bulabiliriz.

Ayni yontemi denersek bu sefer de birinci 6rnegimizdeki zorluga toslariz:
Eger

Ay C A CAyCA3C...CA,C...

herbiri R’nin 6zaltkiimesiyse, bunlarin hepsini birden iceren bir kiime R’ye esit
olabilir, yani bunlarin hepsinin bilesimi R olabilir. Ornegin, n € N igin,

Ay = (—o0, n)
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araligiysa, bu Ap’lerin hepsi Ozaltkiimedir, hi¢biri maksimal bir 6zaltkiime
degildir, ama bilegimleri R’dir.

Bu zorlugu yenmek icin bu problemi bir 6nceki probleme doniistiirtip belli
bir a i¢in (a = 1 olabilir), bu belirlenmis a’y1 igermeyen maksimal bir altkiimeyi
bulmaya calismaliyiz. Sans bu ya, a’y1 icermeyen maksimal bir altkiime R’nin
maksimal bir o6zaltkiimesidir.

10.1.4 Orta Zorlukta Bir Problem

Simdi bir bagka probleme el atalim. Bu problem daha zor olacak. Kesirli sayilar
kiimesi Q’niin ¢ikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen maksimal bir altkiimesini
bulmaya galisalim. Yani 6yle bir M C Q kiimesi bulmaya ¢alisalim ki,

1. Her z, y € M igin, x — y € M olsun.

2. 1 sayis1 M’de olmasin.

3. M, Q' niin yukardaki iki kogulu saglayan maksimal bir altkiimesi olsun.
Yani M C N C Q ise, N ya ¢ikarma altinda kapali olmayacak (yani birinci
kogulu saglamayacak) ya da 1'i igerecek (yani ikinci kogulu saglamayacak).

“Maksimal” kogulundan vazgecip ilk iki kogulu saglayan bir kiime bulalim.
@ ya da {0} bu tir kiimelerdendir. Cift sayilar kiimesi 2Z de gikarma altinda
kapalidir ve 1’i igermez. Bu iki 6zelligi saglayan herhangi bir kiime alalim ve
bu kiimeye Ag adimi verelim. Eger Ag ilk iki kogulu saglayan maksimal bir
kiimeyse sorun yok, coziime ulagtik. Degilse, ilk iki kosulu saglayan ve Ag’dan
daha biiylik bir A1 C Q vardir.

Bu isglemi siirdiirelim.

Ay C A CAyCA3C...C A,

kiimelerini elde ederiz. Amacimiza heniiz ulasmamissak, yani A,, ilk iki kogulu
saglayan maksimal bir kiime degilse devam edelim. Sonlu bir agamada ilk iki
kogulu saglayan Q’niin maksimal bir altkiimesine rastlamamigsak soyle bir
zincir elde ederiz:

AyC A CAyCA3C...CA,C...

Bunlarin her biri Q’niin 1’1 icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali altkiimeleri,
ama hicbiri en biiytigii degil, yani her biri bir 6ncekinden daha fazla eleman
iceriyor. Bunlarin bilegimini alalim:

A, = U A,.
neN

A, da 1’1 igermez, ¢iinkii A, ’lerin higbiri 1'i igermiyor. (A, nin 1’i igermesi
icin A, ’lerin en az birinin 1’1 icermesi gerekir.) Ayrica A, da ¢ikarma altinda
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kapalidir. Bunu kanitlayalim. A,’dan iki eleman alalim, diyelim x ve y. Bu iki
eleman A, ’da oldugundan, herbiri A, ’lerden birindedir, ama ikisi birden ayni
A, de olmayabilir, en azindan bundan heniiz emin degiliz, birazdan olacagiz
ama... Diyelim,

r €A, vey € Ap.

Simdi ya n < m ya da m < n. Durum z ve y acisindan simetrik oldugundan,
birinin digerinden fark: yok, dolayisiyla goniil rahathigiyla n < m esitsizligini
varsayabiliriz. Boylece,

re A, C A,

olur. Demek ki hem x, hem de y, A,,’deler. Ama A,, ¢ikarma altinda kapali.
Buradan x—y € A, ¢gikar. Ama simdi, A,, C A, oldugundan, z—y € A, gikar.
Boylece A, kiimesinin ¢ikarma altinda kapali oldugunu kanitlamig olduk.
Demek ki bir sonraki asamada A, kiimesini alabiliriz. Bu kiime A,,’lerin
hepsinden daha biiyiik ve ayrica 1’1 igeriyor ve de c¢ikarma altinda kapali.
Kaldigimiz yerden Ag yerine A, ile devam edelim. Eger A, kiimesi, 1’1 icer-
meyen ve ¢gikarma altinda kapali olan maksimal bir kiimeyse, o zaman igimiz
bitti, istedigimizi bulduk. Oyle degilse, o zaman, A,,’y1 altkiime olarak iceren
(yani A, nin tistkiimesi olan) ama A,,’dan daha fazla eleman igeren 6te yandan
1’i icermeyen ve gene ¢ikarma altinda kapali bir kiime var demektir. Bu kiimeye
Ayt diyelim. Eger A,11 kiimesi 1’1 igermeyen ve gikarma altinda kapali mak-
simal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdiik demektir... Degilse, A,,11’in,
A,+1’den daha biiyiik ve 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali bir listkiimesi
var demektir. Bu kiimeye Ao diyelim... Bunu boylece siirdiiriiriiz... Eger

Ay CAps1 CApa C ... CApin C ...

zincirinin A1, halkalarindan hicbiri 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali
maksimal bir kiime degilse, bunlarin bilesimi 6rnegin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali ve yukardakilerin herbirinden daha biiytlik bir kiimedir. Boyle
bir kiimeye A, adim verelim. Eger A,o kiimesi 1’i igermeyen ve cikarma
altinda kapali maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir...
Degilse, islemi devam ettirebiliriz... Eger belli bir agamada, 1’i icermeyen ve
¢ikarma altinda kapali maksimal bir altkiimeye rastlarsak o zaman ¢abalarimiz
amacina ulagmig demektir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’1 icermeyecek ve
¢ikarma altinda kapali olacak bicimde biiyiitebiliyorsak, bir adim ileri gidelim.
Hep ileri gidebilecegimizi biliyoruz.

Ao C Aw2+1 C Aw2+2 Cc...C Aw2+n ...

Eger stirekli basarisizliga ugramigsak, bir sonraki asamada bu kiimelerin
bilegimini igeren ama 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali herhangi bir
kiime alip buna A3 diyelim ve yolumuza devam edelim...
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Bir zaman sonra istedigimiz kiimeye rastlayacak miyiz? Zor soru...

Coziim: Yukardaki yontemi terkedelim, belli ki bir yere varamayacak.
Aradigimiz kiimelerden birini ayan beyan yazacagim:
p herhangi bir asal say1 olsun.

M ={pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bélmiiyor}

olsun. M cikarma altinda kapalidir, bunu gérmek kolay. Ayrica M, 1’i de
igermez; c¢iinkii aksi takdirde, p’nin b’yi bolmedigi a, b € Z tamsayilar igin
1 = pa/b olur, buradan pa = b ve p’'nin b’yi boldiigi gikar ki bunun bdoyle
olmadigim biliyoruz... Demek ki 1 ¢ M.

Simdi M ’nin, Q’niin bu iki 6zelligi olan maksimal bir altkiimesi oldugunu
kanitlayalim. N, M’den daha biiyliik ve gikarma altinda kapali herhangi bir
kesirli sayilar kiimesi olsun. 1’in N’de oldugunu kanitlayacagiz ve boylece is-
tedigimiz kamitlanmig olacak.

Once cikarma altinda kapali kiimelerin ¢ok bilinen ve kolay kanitlanan bir
ozelligini verelim:

Onsav 10.1. Eger N ¢ikarma altinda kapaliysa ve boskiime degilse, o zaman
0 € N ve N toplama altinda da kapalidir. Ayrica —IN C N olur.

Kanit: N # @ oldugundan, N’de en az bir eleman vardir. a ve b, (birbirine
esit ya da degil) N’'nin herhangi iki elemani olsun. N ¢ikarma altinda kapal
oldugundan,

0=a—a€N,
—a=0—a€eN
ve
a+b=a—(-b)eN
olur. 0

Sonug 10.2. N ve M, Q’niin ¢itkarma altinda kapalr iki altkimesi olsun.
MCN

vex € N 1se o zaman M + Zx C N olur. O

Simdi biraz énce tammmladigimiz,
M ={pa/b: a, b € Z ve p, b’yi bélmiiyor}

kiimesinin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal kesirli say1 kii-
mesi oldugunu kanitlayalim.
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Teorem 10.3. Yukarda tanimlanan M kiimesi, 17 icermeyen ve ¢ikarma al-
tinda kapaly bir maksimal kesirli sayr kumesidir.

Kanit: N, M’nin gikarma altinda kapali herhangi bir tistkiimesi olsun. Diye-
lim, N’de olan ama M ’de olmayan bir x kesirli sayisi var. a ve b tamsayilar icin,
x = a/b yazahm. a ve b’nin birbirine asal olduklarini varsayabiliriz. x, M’de
olmadigindan, p, a’y1 bolmez. Demek ki a ve p birbirine asallar. Dolayisiyla
pu + av = 1 egitligini saglayan u ve v tamsayilar1 vardir [S]|. Dolayisiyla,

pu + vbx = pu + vb(a/b) = pu+ va = 1.
Ama pu = pu/l € M ve vbx € Zx. Dolayisiyla,
1=pu+vbxre M+ Zx C N.

Boylece, M'nin 6zaltkiimesi oldugu c¢ikarma altinda kapali her kesirli say1
kiimesinin 1’i icermek zorunda oldugunu kanitladik. Demek ki M, 1’1 icermeyen
ve ¢ikarma altinda kapali olan Q’niin bir maksimal altkiimesidir. O

10.1.5 Cetin Bir Problem

Son olarak ¢etin bir problemi ele alacagiz. Problemimiz bir énceki problemin
benzeri olacak. Yalniz bu sefer Q'niin degil R’nin altkiimeleriyle ugrasacagiz.

R’nin gikarma altinda kapali ve 1’i igermeyen maksimal bir altkiimesini
bulmaya calisacagiz.

Yontemimizi biliyorsunuz, eger ¢ikarma altinda kapali ve 1’1 igermeyen bir
kiime maksimalsa, duralim; degilse o kiimeden bir biiyiigi vardir. Simdi o
biiytik kiimeden hareket edelim. Bunu boylece stirdiirelim. Eger hicbir zaman
maksimal bir kiimeye rastlamazsak, o zaman

Ay C A CAy CA3C...CA,C...

diye bir dizi elde ederiz. Bu dizideki kiimelerin her biri bir éncekinden daha
biiyiiktiir. Her biri ¢ikarma altinda kapalidir. Higbirinde 1 yoktur. Simdi bu
kiimelerin bilegimini alalim. Bu bilegsim de gikarma altinda kapalidir ve 1’i
icermez. Simdi Ag’la yaptigimizi bu bilegimle yapalim. Ve bunu ¢ikarma altinda
kapali ve 1’1 icermeyen maksimal bir kiimeye rastlayana dek siirekli stirdiirelim.

Bu yontemle, boyle bir kiimeye rastlama sansimiz var mi? [SI} ders not-
larinda gordiiklerimiz boyle bir maksimal kiimeye rastlayacagimiz konusunda
bize bir giivence veremez.

Peki, bir 6nceki problemdeki gibi, ¢cikarma altinda kapali ve 1’i icermeyen
maksimal bir kiimeyi - sanki gokten inmig gibi - okurlara sunabilir miyiz?
Sunamayiz! Sadece biz degil kimse sunamaz.
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Boyle bir kiimenin varligi bir sonraki boliimde s6z edecegimiz Zorn Onsa-
v1 kullanilarak kamtlanabilir. Zorn Onsavi’nin kamit1 da Secim Aksiyomu’nu
gerektirir, Se¢im Aksiyomu olmadan yapilamaz.

Secim Aksiyomu'nun yardimiyla kamitlayacagimiz Zorn Onsavi sayesinde,
elle, akilla, emek vererek bulamayacagimiz matematiksel nesnelerin varligini
kanitlayabilecegiz. Zorn Onsavi'm (daha dogrusu Sec¢im Aksiyomu’nu) mate-
matikcilerin yardimina yetigen tanrisal bir el olarak algilayabilirsiniz: Se¢im
Aksiyomu sayesinde, olmasini ¢ok arzuladigimiz ama geleneksel yontemlerle
varligr kanitlanamayan kiimeler var olacaklar.

10.2 Zorn Onsavi ve Birkac Sonucu

10.2.1 Hazirhik

Okurun bir 6nceki boliimii okudugunu ve orada ortaya konulan sorunu an-
ladigini varsayiyoruz. O boéliimde ele aldigimiz ama pek basgarili olamadigimiz
kanitlama yonteminden, yani bir kiimenin belli kogullara sahip maksimal bir
altkiimesinin varligini gésterme ¢abamizdan sézedecegiz bu béliimde.

Gegen boliimde, son 6rnekte, ¢cikarma altinda kapali olan ve 1’1 igermeyen
gercel sayilar kiimelerini ele almigtik. Bu boliimiin en azindan basinda R’nin
bu tiir altkiimelerine yogunlagalim. R’nin bu tiir altkiimelerini eleman olarak
igeren kiimeye Z adini verelim. Uzunca bir siire bu o6rnekle ugragacagiz.

oMp+Z\/2+Zn

M, 22 *My+2T
'MP = {palb :fa, b € 7 ve p, b’yi bolmez}

¢ikarma altinda kapali
ve 1’1 icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Yukardaki sekilde Z’yi cizdik. Altkiimeleri agagiya, tistkiimeleri yukariya yaz-
dik, yani Z’nin elemanlarinin (altkiime iligkisine gore agagidan yukariya dogru)
siralanmasina dikkat ettik: A C B ise A’y1 alta B’yi yukariya yazdik. Do-
layisiyla boskiimeyi en alta koyduk. Bunun bir iistiinde Z’nin tek sonlu sayida
eleman olan {0} kiimesi var. Daha yukarda 1 ve —1 digindaki a sayilarinin
katlarindan olusan aZ kiimeleri var. Resimde gostermedik ama bir iist katta
/27 + 7Z gibi iki elemanla “gerilen” ¢ikarma altinda kapali ve 1’i igermeyen
aZ + bZ kiimeleri var. (Soru: v/2Z + /3Z kiimesi Z’de midir?) Resimde bir
de M, diye bir kiime var, tanimina bakilirsa 1’i igermiyor ve ¢ikarma altinda
kapali, yani Z’de. Velhasil, R’nin c¢ikarma altinda kapali ve 1’i igermesyen
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her altkiimesi Z’nin bir eleman1 ve bu altkiimeler kiiglikten biiyiige dogru
dizilmigler.
Z kiimesinin zincir 6zelligi adi verilen su 6zelligi var:

Eger T C Ziseve her X, Y €T i¢cin ya X CY ya da'Y C X ise, 0o zaman
T ‘nin elemanlariman bilesimi olan Uxcr X kimesi de Z’dedir.

z

zincirin elemanlarinin
bilesimi
zincir
¢ikarma altinda kapali

ve 1’1 icermeyen gergel
sayilar kiimesi

Bunun kanit1 oldukga kolay. Eger Uxe7 X kiimesi 1’1 igerseydi, 7 nin bir X
elemani da 1’i icermek zorunda olurdu ki, bu imkansiz, ¢iinkii

XeTCZ

Demek ki Uxe7 X kiimesi 1'i igeremez. imdi Uxe7X kiimesinin ¢ikarma
altinda kapali oldugunu kamtlayalim. x ve y, Jyc7 X kiimesinden iki ele-
man olsun. O zaman, x € X ve y € Y iligkilerinin dogru oldugu X, Y € T
kiimeleri vardir. 7 ’nin zincir 6zelliginden dolay1 ya X C YV yada Y C X
olmali. z ve y agisindan durum simetrik oldugundan, ¥ C X iligkisini kabul
etmede bir mahsur yok. O zaman y € Y C X ve hem z hem de y, X’in birer
elemani. Ama X cikarma altinda kapall bir kiime. Demek ki z — y € X. Ote
yandan, X elbette Uxc7 X kiimesinin bir altkiimesi. Sonug: x — y € Uxe7 X
ve Uxe,7X kiimesi ¢ikarma altinda kapali.

Z’'nin, “her X,Y € T icinya X CY yada Y C X” ozelligini saglayan T
altkiimelerine zincir diyelim. O zaman yukardaki 6zellik goyle okunur:

Z’nin her zincirinin bilesimi gene Z’dedir.

Gegen boliimde, bu 6zelligi, Z’nin sayilabilir sonsuzlukta elemani olan zincir-
leri i¢in kullanmigtik. Birazdan yazacagimiz Zorn Onsavi'nda Z’nin sayilabilir
yva da sayilamaz sonsuzluktaki tiim zincirlerini ele almamiz gerekecek.
Bu arada, Uxe7 X kiimesinin kimileyin U7 olarak yazildigini da animsa-
talim. Bu tikiz yazilim, simge sayisinda hatir1 sayilir bir indirim saglar.
Birazdan ifade edecegimiz Zorn Onsavi i¢in “Z’nin her zincirinin bilesimi
gene Z’dedir” ozelliginden daha zayif bir 6zellik gerekir. Iste o 6zellik:

T, Z’nin herhangi bir zinciriyse, Z’de T 'nin her elemanindan buyikegit bir
eleman vardur.
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Yukardaki 6rnekte, eger T C Z bir zincirse, UT ,Z’dedir ve 7T 'nin her ele-
manindan biiylikesittir. (Eger A C B ise B’nin A’dan buytkesgit oldugunu
sOyliiyoruz. Eger A C B ise B’nin A’dan btiytk oldugunu séyleyecegiz. Aslinda,
agagidaki sekilden de goriilecegi tlizere, U7, Z’de bulunan ve 7 ’nin her ele-
manin

M/ Zorn Onsavi’nin

varoldugunu
soyledigi eleman(lardan biri)

T ’nin her elemanim
iceren kiimeler.

T zinciri
U,.71A

AeT ¢ikarma altinda kapali
ve 1’1 icermeyen gercel
sayilar kiimesi

(%]

dan daha biiyiikesit olan elemanlarin en kiigiigiidiir. Ama bu 6zelligin bir 6nemi
olmayacak bizim igin.)
Birazdan tanitacagimiz Zorn Onsavi, eger Z yukardaki son italik kogulu
sagliyorsa, o zaman Z’nin en az bir maksimal elemaninin oldugunu soyler.
M/ Zorn Onsavr’nin

varoldugunu
soyledigi eleman(lardan biri)

T ’nin her elemanim
iceren kiimeler.

T zinciri
U,.7A

AeT ¢ikarma altinda kapali
ve 1’i icermeyen gergel
sayilar kiimesi

(%]

Yani, Zorn Onsavi, Z fizerine kogulan yukardaki italik kosul dogru oldugunda,
oyle bir M € Z vardir ki, der, Z’nin hicbir eleman1 M’den daha biiyiik olamaz,
en fazla M’ye esit olabilir. Ama dikkat: Bu maksimal elemanlardan sonsuz
sayida olabilir (ki ¢ogu zaman da &yledir).

10.3 Zorn Onsavi
Artik Zorn Onsavi'mi anlayacak bilgi birikimine sahibiz:

Onsav 10.4. (Z, <) kismi sural bir kiime olsun. Eger Z # & ise ve Z nin
her zincirinin bir Ustsiniry varsa o zaman Z ’nin maksimal bir elemant vardar.
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Zorn Onsavr’nin varoldugunu soyledigi
maksimum elemanlar

N

T ’nin bir Gstsiniri
(Zorn Onsavr’ni uygulamak icin her
T zincirinin bir iistsinirt olmali.)

T zinciri

Yarisirali bir Z kiimesi

Dikkat ederseniz, Zorn Onsavi, gecen boliimde yapmak isteyip de yapamadi-
gimiz1 herhangi bir zahmete girmeksizin yapiyor. Bir tiir sihirbazlik, ya da
Tanri'min eli diyebilirsiniz (“Al sana ugrasip da bir tirli bulamadigin kiime
evlat!”).

Zorn Onsavi’'m Boliim 12'te Se¢im Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayacagiz.
Simdilik Zorn Onsavi'ni kanitlamadan kabul edip énsavi kullanan birkag basit
ama onemli 6rnek verelim.

Ik olarak, Zorn Onsavi’'n kullanarak, gecen boliimde bulmaya ¢aligip bu-
lamadigimiz, bu béliimde de konu mankeni olarak kullandigimiz kiimenin
varhigini kanitlayalim:

Teorem 10.5. Gergel sayilar kiimesi R'nin ¢ikarma altinda kapaly ve 171 i-
cermeyen maksimal bir altkimesi vardir.

Kamt: Zorn Onsavim kullanacagiz.
Z ={A CR: A gkarma altinda kapali ve 1 ¢ A}

olsun. Z’yi “altkiimesi olmak” iligkisiyle siralayalim. Simdi (£, C) kismi sirala-

masin Zorn Onsavi’nin kogullarin sagladigini gosterelim. {0} € Z oldugundan
Z # @. Jimdi ikinci kogulun saglandigim kanitlayalim. 7 C Z bir zincir olsun.

UT ,7’nin her elemaninin bir tistkiimesi oldugundan, eger U7 € Z ise, UT ,

T ’nin bir tistsinirt olur. Dolayisiyla UT € Z Onermesini kanitlayalim. Bunun

icin iki sey kanitlamaliyiz:

1) UT gikarma altinda kapali olmali,

2) UT, 1'i icermemeli.

Birinciden baglayalm. z, y € UT olsun. Bu iki eleman 7 'nin eleman-
larindan birindedir, ama ikisi birden ayni elemanda olmayabilir, en azindan
bundan heniiz emin degiliz, birazdan olacagiz ama... Diyelim, A, B € T icin,
x € Avey € B. Ama T bir zincir oldugundan,

va AC Byada B C A.
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Durum z ve y agisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden fark: yok,
dolayisiyla goniil rahathgiyla A C B iligkisini varsayabiliriz. Boylece,

r€ACB

olur. Demek ki hem x, hem de y, B’de. Ama B ¢gikarma altinda kapali. Buradan
x —y € B gkar. Ama simdi, B C UT oldugundan, z — y € UT olur. Boylece
U7 kiimesinin ¢ikarma altinda kapali oldugunu kanitlamig olduk.

Simdi, 1 ¢ UT onermesini kanitlayalm. U7 kiimesinin elemanlar1 7 'nin
elemanlarimin elemanlaridir; dolaysiyla 1, UT kiimesinde olsaydi, 1, T kiime-
sinin bir elemaninin elemani olurdu. Ama 7 ’nin hicbir eleman1 1’i igermez.
Dolayisiyla, 1 de U T kiimesinde olamaz. O

Notlar

1) Zorn Onsavi'nda Z # @ kogulunu kanitlamak genel olarak kolaydir
ama gene de unutulmamasi gerekir. Eger Z bogkiimeyse, Z’nin maksimal bir
eleman barindirma gansi yoktur!

2) Uygulamada ¢ogu zaman Z bir kiimeler kiimesidir ve kismi siralama da
C tarafindan verilmigtir. Bu arada, Z ’de bir kismi siralama tanimlanmamigsa
onsavi uygulayamayacaginiza dikkatinizi ¢ekerim.

3) Uygulamada ¢ogu zaman Z’nin bir 7 zincirinin en kiiciik istsinir1 bu-
lunmaya galisihr (daha kolaydir ¢iinkii) ama bdyle bir zorunluluk yoktur tabii.

4) Zorn Onsavinin var oldugunu soyledigi maksimal elemam gorebiliyor-
saniz, yani acik acik tanimini yazabiliyorsaniz ya da diger tiim maksimal ele-
manlardan ayirdedebiliyorsaniz, o zaman Zorn Onsavimi gereksiz yere kul-
lanmigsiniz demektir, maksimal elemanin varligin1 Zorn Onsavi'm kullanma-
dan da kanitlayabilirdiniz.

Ornegin, Zorn Onsavi yardimiyla yukarda varligi kanitlanan R’nin ¢ikarma
altinda kapali ve 1’1 igermeyen maksimal bir altkiimesini acik acik yazamazsiniz.
Zorn Onsavi dogruysa boyle maksimal bir altkiime vardir ama birini bile “iste
budur” diye gosteremezsiniz. Ote yandan aym problemi Q icin sormus ve Te-
orem 10.3’te acik acik bir ¢oziimiini bulmustuk. Demek ki Q icin Zorn Onsavi
gerekmiyor ama R i¢in gerekiyor. Ilging...

5) Zorn Onsavi'm gerekmedikce kullanmamakta estetik ve matematiksel
yarar vardir. Ornegin maksimal elemandan tek bir tane varsa, Zorn Onsavimi
gereksiz yere kullanmig olmalisimz. Aymi teoremi bu sefer Zorn Onsavi kullan-
madan kanitlamaya ¢aligmalisiniz.

6) Zorn Onsavi’nin varsayimlarin saglayan Z kiimelerine talihsiz bir sekilde
tiimevarimsal kiime denir. [SI’de verdigimiz tiimevarimsal kiime tanimiyla
karigtirilmamali.

Zorn Onsayl uygulamasi olarak bir bagka 6rnek verelim. Bu 6rnegi aslinda
Boliim 7’de (Ornek 7 ve 8) yapmistik ama orada problemi biraz degigik bir
dilde ifade etmistik.
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Eger iki r ve s gergel sayis1 arasindaki fark tamsayiysa bu iki gercel sayiya
birbirine denk diyelim ve bunu r = s olarak gosterelim. Demek ki,

r=s<r—secz.

Ornegin, m, m+1, m+2, m— 3 sayilar1 birbirine denktir. 7’ye denk gergel sayilar
belli bir n € Z tamsayist igin m + n olarak yazilan sayilardir.

Bu, daha genel olarak dogrudur, her r gergel sayisi icin, 7’ye denk gergel
sayilar, belli bir n € Z igin r 4+ n olarak yazilan sayilardir.

-2 2 -1r-1 0
|
|

1 r+1 2 r+2 3 r+3
to—+Fe e I

,
O o o

Birbirine denk sayilar

Simdi amacimiz, 6yle bir X C R kiimesi bulmak ki, her » € R igin, r = =
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek = € X olsun. Boyle bir X kiimesi
kolaylikla bulunabilir, 6rnegin X = [0, 1) yar1 acik araligi istedigimiz 6zelligi
saglar.

[I\)
AN
S
_
T~
w

r—2 r—1
r=r—2¢e(0,1)

Nitekim, eger bir r gercel sayis1 verilmigse, r’ye yeterince 1 ekleyerek ya da
r’den yeterince 1 g¢ikararak, [0, 1) araliginda r’ye denk bir sayiya ulagiriz ve
[0, 1) araliginda r’ye denk basgka bir say1 da yoktur.

Su basit teoremi kanitladik:

Teorem 10.6. Oyle bir X C R vardir ki, her r € R i¢in 7 — z’in tamsay
oldugu bir ve bir tek x € X vardwr. (X = [0, 1) alinabilir.)

Yukardaki basit teoremde Z yerine Q koyarsak teorem c¢ok daha cetin bir
Onermeye donitisiir: O

Teorem 10.7. éyle bir X C R wvardwr ki, her r € R i¢in r —x sayisinan kesirli
bir sayr oldugu bir ve bir tek x € X wvardr.
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Kanit: R kiimesi iizerine = iligkisini,
r=sor—seqQ

olarak tanimlayalim. Daha 6nceki Z burada Q oldu. Ama bu sefer, [0, 1) aralig
gibi acik secik bir yanit1 yok bu sorunun.

Oyle bir X C R kiimesi bulmak istiyoruz ki, her » € R i¢in, r = x
denkliginin dogru oldugu bir ve bir tek x € X olsun.

r+Q

Béyle bir X kiimesi vardir. Hem de ¢ok vardir. Ama biri bile elle bulunamaz,
illa Zorn Onsawv1 gerekiyor!

X kiimesinin varhigimi hemen kanitlayalim. Kanitta (zorunlu olarak) Zorn
Onsavi’'mi kullanacagiz. (Ashinda aym kanit Se¢im Aksiyomu kullanilarak gok
daha basit bir bi¢imde yapilabilir ama verecegimiz kanit Zorn Onsavi’'nin kul-
lanildigr kanitlarin tipik 6zelliklerini tagidigindan, kanitimizi 6nemsiyoruz. )

Z ={X CR: X’in iki farkh elemam birbirine denk olamaz}

olsun. Yani X € Z ise, X'’in iki farkli elemaninin farki Q’de olamaz. Z’yi
“altkiime olma” iligkisiyle siralandiralim. Bakalim Z, Zorn Onsavi'nin kogul-
larini sagliyor mu?

Bogkiime ve tek elemanli her say1 kiimesi Z 'de oldugundan, Z bogkiime
degildir. Gozii 6rnege doymayan okur, {1, \/2} kiimesinin de Z’de oldugunu
kanitlayabilir.

Simdi 7 C Z bir zincir olsun. U7 'nin Z’nin bir elemani oldugunu ka-
nitlayacagiz. x ve y, UT kiimesinden iki degigik say1 olsun. Bu iki eleman 7T
'nin elemanlarindan birinin elemanidir. Diyelim, A, B € T icin, z € A ve
y € B. Ama T bir zincir oldugundan, ya A C B ya da B C A. Durum z ve y
agisindan simetrik oldugundan, birinin digerinden fark: yok, dolayisiyla goniil
rahathigiyla A C B iligkisini varsayabiliriz. Boylece, z € A C B olur. Demek
ki hem x, hem de y, B’de. B, Z’de oldugundan z ve y denk olamazlar.

Demek ki Z, Zorn Onsavi'nin énkogullarim saglhyor. Dolayisiyla Zorn On-
savi’na gore Z’'nin bir maksimal elemani olmali. Bu elemana X diyelim. Simdi
bu X'’in diledigimiz X oldugunu kanitlayacagiz.

r € R olsun. Diyelim r'nin denk oldugu bir z € X yok. O zaman r,
X’te olamaz. Simdi X; = X U {r} olsun. X7, X ten daha biiyiik oldugundan,
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X1, Z kiimesinde olamaz. Ama biz gene de X;’in Z’de oldugunu kanitlama
basarisinda bulunacagiz.

Eger X, Z’de olmasaydi, o zaman X;’de x = y denkligini saglayan iki
farkli  ve y elemani olurdu.

Xi=XU{r}veXeZ

oldugundan, hem x hem de y, X’te olamaz, demek ki ikisinden biri r’ye esit
olmali. Diyelim y = r. Ama o zaman da r = x € X olur, oysa biz boyle bir z’in
olmadigini varsaymigtik. Bir celigki. Demek ki boyle bir » € R yok. Dolayisiyla
R’nin her elemani X’in bir elemanina denktir.

Eger R'nin bir elemani X’in iki elemanina denk olsaydi, o zaman X’in o iki
elemani birbirine denk olurdu, dolayisiyla X € Z oldugundan, bu iki eleman
birbirine esit olurdu. Demek ki R'nin her eleman1 X’in bir ve bir tek elemanina
denktir. Kanitimiz bitmistir. O






11. iyiswalama Teoremi

I Bir kiimenin elemanlarini tamsiralamak hi¢ de kolay degildir. Zorlugu kav-
ramak igin, dogal sayilarin altkiimelerinin kiimesi olan p(N)’yi tamsiralamaya
calisalim. Kolay olmasa da miimkiindiir:

Her dogal say1 kiimesine, birazdan orneklerle acgiklayacagimiz yontemle,
0’la 1 arasinda bir gergel say1 ilistirecegiz, bir bagka deyisle her dogal say1
kiimesini [0, 1] arahgindan bir sayiyla kodlayacagiz; sonra da iligtirilen gercel
sayilar1 kullanarak dogal say:1 kiimelerini tamsiralayacagiz.

Ornekle baglayalim: Asal sayilar kiimesine iligtirilen gercel say1

0,0011010100010100010100010000010100000101010. ..

olacak. Dikkat ederseniz virgiilden sonraki sayilar, rakamin bulundugu yerin
(saymaya 0’dan baghyoruz) asal say1 olup olmamasina gore 1 ya da 0. Resmi
asagida.

12
Asal olmayanlar: 01 4 689 10/

0,0011010100010100010100010000010100000100010100...

ettt

Asallar: 235 7 1113 1719 23 29 31 37 41 43
Asal sayilari kodlayan gercel say:

Bu yontemle bos kiime 0 olarak, N kiimesi de 0,1111 ... sayis1 olarak kodlanir.
Cift sayilar kiimesi de 0,10101010101 ... olarak.
Bir A dogal say1 kiimesine kargilik gelen sayiya n(A) diyelim. Eger A C N

ve ¢ € N ise
~_ JOegeri¢ Aise
A(l)_{l eger i € A ise

olsun. O zaman,

n(A) =Y A(i)/10
=0

YYazar1: Niyazi Anil Gezer
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olur.
Simdi A ve B dogal say1 kiimelerini, bu kiimelere kargilik gelen sayilarin
biiytkligiine gore kargilastirabiliriz:

A< B&n(A) <n(B)

tanimini yapalim. Béylece dogal say1 kiimeleri tamsiralanmig olurlar.

Atla deve degil belki ama c¢ok ¢ok da kolay olmadi. Asagidaki gri ka-
rede, dogal sayilar1 bagka tiirlii (ama benzer) bir tamsiralama yontemini bu-
lacaksiniz.

Do al Sayi Kiimelerini Tamsiralamak

@\ [0,1\} /N

-2 2.2 2 =2 242 2

Pinci katta, 7’yi icermeyen kiimeler icin sola, 7’yi iceren
kiimeler icin saga gidelim. Ornegin, asal sayilar kiimesi igin
sol-sol-sag-sag-sol-sag-sol-sag-sol-sol-sol-sag...
yoriingesi secilir. Boylece her dogal say:1 kiimesi bu ikili
aYacin sonsuz bir dali olarak goriilebilir. Bir A dogal say1
kiimesinin dalinin sagindaki dallarla simgelenen dogal sayi
kiimeleri A’dan daha biiyiik olsunlar. Ornegin, 0’i iceren
kiimeler 0’1 icermeyen kiimelerden daha biiyiik olsunlar.
Boylece dogal say: kiimeleri tamsiralanir. Ama bu
tamsiralama bir iyisiralama degildir, 6rnegin @’den
(en soldaki daldan) “hemen sonra gelen” bir kiime yoktur.

Dogal say1 kiimeleri kiimesi p(N)’yi bagariyla tamsiraladik. Simdi aymi seyi
©(R) i¢in yapmaya calisin. Zorlanmaktan da 6te, elle bagaramayacaksiniz, illa
Zorn Onsavr’mi kulanmaniz gerekecek.

Eger bir kiimeyi tamsiralamak zorsa, iyisiralamak cok daha zor olmali.

Sonlu kiimeleri iyisiralamakta sorun yaganmaz elbet. Sayilabilir sonsuzluk-
taki (yani Nile aralarinda bir egleme olan) bir kiimeyi iyisiralamak da oldukga
kolaydir. Gercekten de, eger sayilabilir kiimeye X dersek ve f : X — N bir
eslemeyse, f(z)’i 'in numarasi olarak algilayip, X’in elemanlarimi numara-
larina gore siralayabiliriz. Yani, X iizerine < iligkisini, her z, y € X igin,

z <y fz) < fy)

olarak tamimlarsak, N'nin iyisiralamasimi aynen X’e tagimig oluruz. (Ashnda
sadece N ile degil, iyisiralanmig bir kiimeyle arasinda esgleme bulunan her
kiimeyi yukardaki yontemle iyisiralayabiliriz.)
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Demek ki iyisiralamasi kolay olmayan bir kiime sayilamaz sonsuzlukta ol-
mali. Ornegin R’yi ya da p(N)’yi ciplak elle iyisiralamak imkéansizdir, Segim
Aksiyomu ya da Zorn Onsavi gibi giiclii silahlar gerekir.

Bu boliimde ZF’yi ve bir de ayrica Zorn Onsavi’mi kabul edip her kiime-
nin iyisiralanabilecegini kanitlayacagiz. Ayrica ZF’yi ve Iyisiralama Teoremi’ni
kullanarak Se¢im Aksiyomu’nu kanitlayacagiz. Bir sonraki boliimde de ZFC
varsayilarak Zorn Onsavi kamtlanacak ve boylece ZF aksiyomlar sisteminde
Secim Aksiyomu, Zorn Onsavi ve iyisu“alama Teoremi’nin (matematiksel an-
lamda egdeger olduklar1 gosterilmis olacak.

11.1 Zorn Onsavi = iyiSIralama

Teorem 11.1. Zorn Onsaw dogruysa her kiime iyisiralanabilir.

Kanitta ZFC’yi degil sadece ZF’yi kullanacagimiz iistiine basarak tekrar
sOyleyelim.

Teoremin Kaniti: A, iyisiralanacak kiime olsun. A’nin iyisiralanmis alt-
kiimeler kiimesine Z diyelim. Demek ki,

Z={(X,<): X C Ave <, X'iiyiswralayan ve X tizerine tanimlanmig ikili bir iligkidir}.

Z ’nin elemanlarini iyice anlayalim. Z’de, ayn1 X C A igin, (X, <)ve (X, =)
gibi iki degisik iyisiralama olabilir. (Hatta eger |X| > 1 ise ve X {izerine bir
tane iyisiralama varsa mutlaka bir bagka iyisiralama daha vardir, ornegin iki
elemanin siralarini degis tokus ederek bir bagka iyisiralama elde ederiz.)

2Z’ye Zorn Onsavi’'ni uygulayacagiz, ama Zorn Onsavi ancak kismi siralanmig
kiimelere uygulanabilir. Dolayisiyla 6énce Z’yi kismi siralamaliyiz.

Z’nin kismi siralamasi. (X, <) ve (Y, x), Z ’den iki eleman olsun. Eger
(X, <) iyiswralamas1 (Y, <) iyisiralamasinin baglangi¢ dilimiyse, yani,

)X CY,

2) z1, 22 € X ise, x1 <xy & 11 X 9,

NreX,yeYvey<xuz ise ye X,

kosullar: saglaniyorsa, o zaman (X, <)’ye (Y, <)’den kiigiikesit diyecegiz
ve bunu (X, <) C (Y, <) olarak gosterecegiz. (X, <) C (Y, <) oldugunda,
ikinci koguldan dolay: siralamalarin ikisini de aym simgeyle (6rnegin < ile)
gosterebiliriz.

C iliskisi Z kiimesini kismi siralar. Yani,

(X, ) C (X, <),

(X, <) C (Y, <) ve (Y,

(X, S)E (¥, <) ve (Y,

) C (X, <)iseX =Y,

<
)L (Z,<)ise (X, <) C (7, <)

(S
(S
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kogullar1 dogrudur. Bunlarm oldukea kolay olan kanitim okura birakiyoruz.
Simdi, bu siralamayla birlikte Z’nin Zorn Onsavi'min énkogullarin sagladigim
kanitlayalim.

Zorn Onsavi’'min Onkogullar:. Hergeyden 6nce bogkiimenin (bogsirala-
masiyla birlikte) Z’de oldugunu gorelim, dolayisiya Z bogkiime olamaz. Eger
bu 6rnek hogunuza gitmediyse, A'nin bogkiime olmadigini varsayip, bir a € A
icin X = {a} alin ve X’i miimkiin olan tek siralamayla siralayin.

Simdi Z’den bir T zinciri alalim. Bu T zincirinin Z’de bir istsiirini bul-
maliyiz. 7 deki elemanlar (X, <x) olarak yazalim.

vy= |J X

(X,Sx)GT

olsun Y elbette A’mn bir altkiimesi. Simdi Y’yi birazdan tamimlayacagimiz

(X, Sx) eT

i¢in, (X, <x) C (Y, <) 6nermesini gosterecegiz. Aslinda, Y'nin ve C iligkisinin
tamimindan ve (2) 6zelliginden dolayi, Y tizerine,

ozelligini saglayan tek bir siralama vardir, o da g6yle tanimlanmistir: Y’den
herhangi iki eleman alalim: u ve v. (Asagidaki sekilden takip edin.) Y’nin
tanimmindan dolay1, 7'nin (U, <p) ve (V, <y) elemanlar1 i¢cin u € U ve v €
V’dir. Ama T bir zincir oldugundan, ya U C V ya da V' C U. Diyelim birinci
iligki gecerli. O zaman hem u hem de v, V'nin bir elemanidir. Eger v <y v
ise, Y’de de w'nun v’den kiiclik olduguna hiikmedelim. Yani

u<vesulyv

olsun. Yalniz bu tanimda bir sorun olabilir: » < v’nin tanimini1 yaparken, hem
u’yu hem de v’yi igeren bir V' € T kullandik. v < v taniminmin bu se¢gimden
bagimsiz oldugunu gostermemiz gerekir, yoksa tanmim kabul edilir bir tanim
olmaz. Nitekim, diyelim hem u hem de v aymi zamanda 7 'nin bir W ele-
manindalar. Ya W CV yada V C W ve (2) 6zelliginden dolay1,

a

X0 e oX

e e e

UXET X

N}
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u<yve&uly .

Tanimin U’dan bagimsiz oldugunu kanitladik; u ve v’nin her ikisini birden
iceren hangi (U, <y) € T alinirsa alinsin, ayn1 tanimi elde ediyoruz.

Simdi bu iligkinin Y iizerine bir iyisiralama oldugunu kanitlamamiz lazim.
Once kismi siralama oldugunu kanitlayalim. Bunun icin,

1) Her z € Y igin, z < =z,

2)Herz,y €Y igin, z <y vey < xisex =y,

3) Her z, y, z € Y igin, x <y vey <ziser < z
Ozelliklerini gostermeliyiz. T bir zincir oldugundan, eger Y 'nin ii¢ tane z, y
ve z elemani verilmigse, bu elemanlarin hepsinin birden iginde bulundugu
bir (U, <y) € T bulabiliriz. O zaman, verilen z, y ve z igin yukardaki
esitsizliklerde, < yerine <p alabiliriz. Ama (U, <gy) bir kismi siralama ol-
dugundan ozelliklerin ti¢li de dogrudur.

X
- —W
. . v
x y
° ° — U
x y z
UXET X J.C ;; z

Tamsiralama 6zelligini (dordiincii 6zelligi) simdilik pas gegerek, iyisiralama
ozelligini (besinci 6zelligi) kamtlayalim. Bir sonraki sekilden izleyin. B, Y'nin
bog olmayan herhangi bir altkiimesi olsun. B’nin en kiigiik elemanini bulmak
istiyoruz. = € B olsun.

—— ]

————— 97

N

R JRK Jtsd

X/

Demek ki # € Y. Dolayisiyla, belli bir (U, <y) € T i¢in € U olur. Simdi
U N B kiimesinin U’'nun bog olmayan bir altkiimesi oldugunu biliyoruz (z’i
igeriyor). (U, <g) bir iyisiralama oldugundan, U N B kiimesinin <;; siralamasi
icin bir en kiigiik elemani vardir. Bu en kiigiik elemana b diyelim.

Simdi bu b elemaninin B’nin en kiigiik elemani oldugunu kanitlayacagiz.
a € B, B’nin herhangi bir elemani olsun. b < a esitsizligini kanitlamaliy1z. Hem
b’yi hem de a’y1 igeren herhangi bir (V, <y) € T alahm. b <y a esitsizligini
kanitlamaliyiz. Diyelim, a <y b. Eger V' C U ise a € U olur. Eger U C V ise, o

UXET X
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zaman U, V'nin baglangig¢ dilimidir ve (3)’ten dolay1 a € U olur. Demek ki her
iki durumda da a € U. Ama o zaman da a, U N B kiimesinde, b’den kii¢iik bir
eleman olur ki bu da b’nin tanimiyla geligir. Demek ki a <y b olamaz, b <y a,
yani b < a olmali.

Tamsiralama 6zelligi (doérdiincti 6zellik) beginci 6zelligin bir sonucudur.
Nitekim, z, y € Y = Jxc7 X ise, B = {z,y} alahm. B’nin en kiigiik elemanu,
digerinden kiiclikesittir, yani ya x < y ya da y < z olur.

Demek ki Y = [Jxcr X kiimesi A'min iyisiralanmig bir altkiimesidir, do-
layisiyla Z ’dedir.

Daha kanitimiz bitmedi. Her (X, <x) € T igin,

(X, <x)C (Y, <)
iligkisini gostermeliyiz, ki (Y, <), 7 nin stsinir: olsun. Yani 7 'nin her
(X7 SX)

elemaninin (Y, <)’nin bir baglangig dilimi oldugunu gostermeliyiz.

Baslangic dilimi olmanim birinci 6zelligi olan X C Y elbette dogru. Ikincisini
kanitlayalim. x1, o € X ise “z; <x x2 < 1 < x3” onermesini kanitlamaliyiz.
Ama bu, Y {izerine tamimladigimiz < siralamanin bir 6zelligi.

Son 6zellige gelelim. z € X, y € Y ve y < x olsun. y’nin X'in bir elemani
oldugunu gostermeliyiz. Hem = hem de y’yi eleman olarak iceren bir

U, <p)eT

vardir. Y {izerine koydugumuz < iligkisinin tanimindan dolay1, y <y « iligkisi
elbette dogrudur. Eger X C U ise, X, U'nun bir baglangi¢ dilimidir ve bu
yizden y € X olur. Eger U C X ise, elbette y € X olur. Demek ki her iki
durumda da y € X.

Zorn Onsavi’m Kullamiyoruz. Demek ki, Zorn Onsavi’na gore, Z ’'nin
maksimal bir eleman1 var. Bu elemana (Y, <) diyelim. Y’nin A oldugunu
kantlayacagiz. Eger Y C A olsaydi, o zaman bir a € A\ Y olurdu. Simdi
Y1 =Y U{a} olsun. Y7'i iyisiralayalim. Bunun igin, Y’nin siralamasimi alip, a
elemanini Y7'in en sonuna koyalim, yani a, Y 'nin biitlin elemanlarindan daha
biiyiik olsun.

Yy

Bu yeni siralamaya (Y1, <) diyelim. (Y1, <) iyisirali bir kiimedir, yani

V1,9 ez
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olur. Ayrica kolaylikla goriilecegi tizere, (Y, <) C (Y1, <) olur, yani Y, ¥7’in
baglangi¢ dilimidir. Ama hani (Y, <), Z ’'nin maksimal elemaniydi? Oysa Z
‘de (Y, <)’den daha biiyiik bir eleman bulduk. Bir geligki. Demek ki Y = A
ve A kiimesi < tarafindan iyisiralanmigtr. 0

11.2 iyisu'alama = Secim Aksiyomu

Ornek 1’de N’nin bos olmayan altkiimeleri kiimesi ©(N)*nin bir se¢im fonk-
siyonunu bulduk. Okur animsasin: N'nin bog olmayan her A altkiimesinden
A’da bulunan en kiiglik dogal sayiy1 sectik. Goriildiigii gibi burada 6nemli
olan, N’den ziyade N'nin iyisiralanmig olmasi. N yerine iyisiralanmig hangi X
kiimesini alirsak alalim, ayni yontemle, o(X)*’in bir se¢im fonksiyonunu bu-
luruz: X’in bos olmayan her altkiimesinden, altkiimenin en kiigiik elemanini
secelim. Bir onceki teoremden, her kiimenin iyisiralanacagini bildigimizden,
bu fikri kullanabiliriz.
Asgagidaki teoremde sadece ZF’yi kullanacagiz.

Teorem 11.2. Iyisiralama Teoremi dogruysa, Secim Aksiyomu da dogrudur.

Kanit: X, hicbir eleman1 @ olmayan bir kiime olsun.

A=Jx=v

YeX

olsun. A, X'in elemanlarinin elemanlarindan olugur ve béylece X’in her ele-
man1 A’nimn bir altkiimesi olur. Varsayima gore A’y1 iyisiralayabiliriz. Tyisirala-
yalim. Simdi eger Y € X ise, Y, A’'nin bog olmayan bir altkiimesi oldugundan,
Y’nin en kiiciik eleman1 vardir. Y’den igte bu en kiigiik elemani segelim. Yani
f(Y) = Y'nin en kii¢iik elemani olsun. Boylece f(Y) € Y olur ve f bir se¢im
fonksiyonudur. O

Iyisiralanabilirlik Teoremi’nin Kisa Tarihi 1878'de Cantor Stireklilik
Varsayima’'ni ortaya atti:

Siireklilik Varsayimi. R’nin her sonsuz altkiimesi ya dogal sayilar kiime-
siyle ya da R'nin kendisiyle eslendirilebilir. (Bu kitapta ilerde a¢iklayacagimiz
daha modern bir séylemle, |N| = w = Ng ile |R| = 2% arasinda bir baska
kardinalite yoktur.)

Cok denemesine kargin Cantor bu varsayimini kanitlayamadi. Caginin en
onemli matematikgisi Hilbert, Cantor’un bu varsayiminin énemini hemen kav-
radi ve 1900’de Paris’te verdigi iinlii konugsmasinda, Cantor’un bu sorusunu
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dinleyicilere (ve 20’nci yiizyil matematikgilerine) ilk soru olarak sundu. Hil-
bert, Siireklilik Onsavi’ndan 6nce her kiimenin iyisiralanabileceginin kanitlan-
mas1 gerektigini 6nerdi.

O sirada Hilbert’le ayni iiniversitede (Gottingen’de) bulunan Zermelo, 1904’te
Hilbert’in 6nerdigi sonucu (Iyisiralanabilirlik Teoremi) kamtladi. Zermelo bu
kanitiyla Gottingen’de profesor oldu ve iin kazandi. (Daha o zamanlar Zorn
Onsavi bilinmiyordu, dolayisiyla Zermelonun kanit1 burada verdigimiz kanit
olamaz. Burada verdigimiz kanit, profesorliik unvanmim kazanmak igin biraz
fazla kolay!) Zermelo’'nun kanit1 Se¢im Aksiyomu’nu kullaniyordu. O zaman-
lar, Russell Paradoksu daha yeni yeni bulunmustu ve Kiimeler Kurami biiyiik
bir kriz yagiyordu. Bu tiir kanitlar1 birgcok matematik¢i kuskuyla karsiliyordu.
Kanit1 o kadar ¢ok elestiri aldi ki, 1908’de aynm sonucun daha kabul edilir bir
kanitini verdi. Kanit1 gene Se¢im Aksiyomu’nu kullaniyordu elbet ama bu sefer
kanitin1 matematikgilerin daha aligik olduklar: bir kilifa sokmusgtu. Bu makale-
sinde ayrica, hem Se¢im Aksiyomu’nu kullanimini savundu hem de diger mate-
matikgilerin de (6zellikle analizcilerin) farkina varmadan Se¢im Aksiyomu’'nu
kullandiklarini gosterdi.



12. Hausdorff Zincir Teoremi
ve Zorn Onsavi’nin Kaniti

1 Gegen boliimde, Zorn Onsavi varsayilarak Iyisiralama Teoremi ve Iyisiralama
Teoremi varsayilarak Secim Aksiyomu kanitlandi. Bu béliimde 6nce Segim Ak-
siyomu’nu varsayarak Hausdorff Zincir Teoremi’'ni, ardindan Hausdorff Zincir
Teoremi’ni varsayarak Zorn Onsavim kanitlayacagiz. Boylece bu dort 6nerme-
nin (Zorn Onsavi, Tyi Siralama Teoremi, Secim Aksiyomu ve Hausdorff Zincir
Teoremi’nin) ZF altinda denk oldugu sonucuna ulagilacak.

12.1 Hausdorff Zincir Teoremi

Kanitlayacagimiz teoremi yazalim 6nce. Kullandigimiz terimleri hemen sonra
aciklayacagiz.

Teorem 12.1. Yarisiralanmis her kiimede maksimal bir zincir vardar.

Yarisirali bir kiimenin tamsiralanmig bir altkiimesine zincir adi verilir.
Ornegin, (p(N), C) kismi siralamasiin su elemanlarindan olugan kiimeyi
alalim:

@, {0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3},

Bu bir zincirdir. Yani bu kiimeler arasindan alinan herhangi iki kiimeden biri
digerini igerir, siralama diliyle, digerinden kiigiikesittir. Bu zincire N’yi eklersek
daha biiyiik bir zincir elde ederiz ve elde ettigimiz bu zincir (p(N), C) kismi
siralamasimin maksimal bir zinciridir. (Okura alstirma.)

Bir bagka zincir alalim:

@ c{0,2} c{0,2 4,6} c{0,2 4,68, 10}
c{0,2,4,6,8, 10,12, 14} C ...

YYazar1: Tolga Karayayla
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zincirini, yani
{2, {0, 2}, {0, 2, 4, 6}, {0, 2, 4, 6, 8, 10}, {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}, ...}

altkiimesini. Bu altkiime (p(N), C) kismi siralamasimin bir zinciridir elbette,
¢linkii herhangi iki eleman kargilagtirilabilir; ama maksimal bir zincir degildir,
¢iinkii, & ile {0, 2} arasina {0} kiimesini ekleyerek daha biiytik bir zincir elde
edebiliriz. Bu yeni zincire N’yi eklersek de daha biiyiik bir zincir elde ederiz.
Hatta

2N C2NU{l} c2NuU{l1,3} C....

altkiimelerini ekleyerek de daha biiyilik bir zincir elde ederiz.

Bu boliimde irdeleyecegimiz problem su: (p(N), C) gibi verilmis bir kismi
siralamanin her zinciri i¢in, bu zinciri iceren maksimal bir zincir var midir?
Okur, aligtirma olarak yukardaki zinciri igeren maksimal bir zincir bulmaya
caligmalidir.

Alistirmalar.

12.1. (An)n, N'nin bir altkiimeler kiimesi olsun.
An+1 C An»
ﬂn A" =9

UAn:N

varsayimlarinm1 yapalim. A, 41 ile A, arasina (altkiime olma iligkisi igin) maksimal bir
Cn zinciri sikigtirahm. Biitiin bu zincirlerin bilegiminin (p(N), C) kismi siralamasinin
maksimal bir zinciri oldugunu kanitlayn.

12.2. {n!N: n € N} U {@} kiimesinin bir zincir oldugunu gozlemleyin. Bu zincire 2N C 2N U
{1} C 2N U1, 3} C ... altkiimelerini ekleyerek daha biiyiik bir zincir elde edecegimizi
gosterin. Bu daha biiyiik zincirin maksimal olmadigini kanitlayin. Bu zincire 6N ile 2N
arasina girebilecek en bilyiik bir zincir sokugturun. Aym seyi, her n € N i¢in, (n + 1)IN
ile n!N i¢in yapin. Elde ettiginiz zincir maksimaldir ve tek sonlu elemani bogkiimedir.

ve

Daha matematiksel tanimlar soyle: (£, <) kismi sirali bir kiime ve X C Z
olsun. Eger X’in her x ve y elemam igin, x < y ve y < x egitsizliklerinden
biri dogruysa, X’e zincir denir. Z’nin zincirlerinden olugan kiime, altkiime
olma iligkisi altinda kismi siralanmigtir. Bu kismi siralamanin maksimal ele-
manlarina maksimal zincir adi verilir. Yani eger X', Z’nin bir zinciriyse ve
X'’1 6zaltkiime olarak iceren Z’nin bir baska zinciri yoksa, X’e Z’nin maksimal
zinciri denir.

Bir X zincirinin Z kismi sirali kiimesinin maksimal bir zinciri olmasi icin,
her a € Z\ X igin, X U {a}’nin bir zincir olmamas: gerek ve yeter koguldur.

Bu béliimde Segim Aksiyomu’'nu kabul edip Hausdorff Zincir Teoremi’ni
elde edecegiz. Kanita su olduk¢a zorlu énsavla baglayalim (igin neredeyse ta-
mamini bu 6nsav yapacak).



12.1. Hausdorff Zincir Teoremi 207

Onsav 12.2. X bir kime ve S, p(X)’in su éozellikleri saglayan bir altkimesi
olsun:

i.oes,

ii. FCFEeSise FES, yani E € S ise p(E) C S,

iii. S’nin her C zinciri i¢in, UC € S.

O zaman S’de maksimal bir kime vardwr. Yani S’de dyle bir M vardwr ki,
eger M C N €S ise M = N “dir.

X
P(X)
S et
o5~
%)

Onsavdaki S, p(X)’in “altkiime olma” ve “altzincirlerin bilesimini alma” iligkileri
altinda kapali ve bog olmayan bir altkiimesidir. Resmi yukarda ¢izilmistir.

Hausdorff Zincir Teoremi’'ni bu énsavdan elde etmek icin, §’yi kismi siralanmig
kiimenin zincirlerinden olugan kiime olarak alacagiz.

Onsav 12.2’nin Kanit1: Secim Aksiyomu’nu kabul ettigimize gore, p(X)*
kiimesinin bir se¢im fonksiyonu vardir.

s:p(X)" =X
bir secim fonksiyonu olsun. Demek ki, X’in bog olmayan her E altkiimesi i¢in
s(F) € E.
Simdi,
9: S — p(X)
fonksiyonunu soyle tanimlayalim: Her E' € § icin

g(E)={zre X: EU{x} € S}.

Sav 1. Her E € S i¢in, E C g(E).
Kanit: Eger z € E ise, EU{z} = F € S ve dolayisiyla = € g(F) olur. O

Sav 2. g(E) = F egitligi sadece ve sadece S’nin maksimal E elemanlart
tarafindan saglanar. Maksimal olmayan bir E € S i¢in, E C g(E) olur.
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Kanit: F € § maksimal olsun. Eger g(F) # E ise o zaman g(F)’de olan ama
E’de olmayan bir € X bulunur; bu durumda, £ C EU{z} € S oldugundan
FE’nin maksimalligiyle celigiriz.

Simdi g(E) = E olsun. Eger F maksimal degilse E C G € S olacak sekilde
bir G bulunur. z € G \ E olsun. Demek ki

Eu{z} CGeS.

Dolayisiyla S 'nin (ii) 6zelligine gore, EU{z} € Svez € g(F). Ama z, G\ E’'nin
bir elemanm oldugundan, E’nin bir elemam degildir. Demek ki £ C g(F) olur
ve bu da g(F) = F varsayimina ters diiger. O

Simdi f: S — S fonksiyonunu

B E eger g(F) = E ise
FB) = B0 (o2 51} e o) 7 5 e

olarak tanimlayalim.
f fonksiyonu gergekten de S’de deger alir: Eger g(E) = E € S ise,

f(E)y=FE€S.
Eger g(F) # E € S ise, E C g(F) oldugu i¢in, g(F) \ E # @ ve
s(9(E)\ E) € g(E).
Dolayisiyla g(E)’nin tamimindan dolay,

f(E)=EU{s(g(E)\E)} €S

olur.
Kolayca goriildiigii gibi her F € S i¢in

ECf(E) ve |f(E)\ E| <1
olur. (Dikkat! Bu son 6zellik kanitin sonunda bitirici rol oynayacak).

Sav 3. f(F) = E ancak ve ancak g(E) = E ise. )
Kanit: Eger g(F) = FE ise, f'nin tamimindan dolay1 f(E) = E. Ote yandan,
eger f(E) = E ama g(E) # E ise, o zaman

E=[f(E)=FEU{s(¢(E)\ E)}
ve s(g(E)\ E) € E; oysa s(g(E) \ E), g(F)\ E’de oldugundan E’de olamaz.[]

Sav 4. S’nin bir E elemaninin maksimal olmas i¢in f(E) = E egitligi
gerek ve yeter kosuldur.
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Kanit: Sav 2’ye gore, g(F) = E esitligi, E’nin maksimal olmasi igin gerek ve
yeter koguldur. Sav 3’e gore, f(E) = E esitligi, g(E) = E esitligi icin gerek ve
yeter kosuldur. O

Eger S 'nin bir T altkiimesi,

(1) eT,

(2) E€Tise f(E)eT,

(3) C C T bir zincir ise, UC € T
kogullarini saghyorsa, 7 ’ye kule diyelim.

Dikkat ederseniz S’nin kendisi de bir kuledir. Ayrica, bir kule ailesinin
kesisiminin de kule oldugunu kanitlamak ¢ok kolay. Dolayisiyla tiim kulelerin
kesigimi de bir kuledir ve en kiiclik kuledir.

Sav 5. Eger M C S hem bir kule hem de bir zincirse, UM, 8’ nin maksimal
bir elemanadar.
Kanit: M, hem zincir hem de kule olsun. Kuleligin (3) 6zelligine gore

(€ =T =M alm), UM € M.

Kuleligin (2) o6zelligine gore de f(UM) € M; dolaysiyla f(UM) C UM .
Ote yandan UM C f(UM) oldugunu biliyoruz. Boylece f(UM) = UM elde
ederiz. Sav 4’e gore, UM maksimaldir. O

Demek ki S'nin hem kule hem de zincir olan bir altkiimesini bulmaliyiz.
O da bir sonraki savda verilecek.

Sav 6. Tim kulelerinin kesisimi, yani S’nin
M :=0{T: T bir kule}

altkiimest hem bir kule hem de S’ nin bir zinciridir.
Kanit: M, kulelerin kesigimi oldugundan, bir kuledir.
M’nin zincir oldugunu gostermek icin yeni bir kiime tanimliyoruz:

Z={FEe€S:herze Micinyax C EyadaFE Cx}

olsun.

Eger M C Z ise, elbette M bir zincir olmak zorundadir. Demek ki M’nin
Z'nin altkiimesi oldugunu gostermeliyiz; bunun i¢in de Z’nin kule oldugunu
gostermek yeter ¢iinkii M tlim kulelerin kesigimi. Demek ki agagidaki altsav
savimizin kanitini bitirir.

Altsav. Z bir kuledir.
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Kamit: Kulenin tanimindaki kosullar: teker teker gozden gecirelim. Elbette
@ € Z,yani Z, kule olmanin ilk kogulunu saglar. Z’nin (3) kosulunu sagladigini
soylemek icin Z’de bir C zinciri alalim ve UC € Z O6nermesini kanmitlayalim. Yani

a) UC € S,

b) her x € M i¢in, ya x C UC ya da UC C x

kogullarini kanitlamaliyiz.

C, § ’nin bir altkiimesi oldugundan, C, § ’de de bir zincirdir, dolayisiyla
(iii) ’ten dolay1 UC € S olur. Demek ki (a) kanitlandi.

(b)’yi kamtlamak i¢in, herhangi bir z € M alip z’in UC’nin altkiimesi
olmadigini varsayalim. UC’'nin 2’in bir altkiimesi oldugunu kanitlamaliyiz.

yeC

olsun. x, UC’nin altkiimesi olmadigina gore, x, y’'nin de altkiimesi olamaz. y,
Z’nin eleman oldugundan, Z’nin tanimindan y C x ¢ikar. Bu her y € C icin
dogru. Boylece UC C z bulunur ve Z’nin (3)’t sagladigi kamtlanmg olur.

Son olarak Z’nin (2)’yi sagladigini géstermeliyiz. Bunun igin Z’den bir E
elemani alalim. f(F) € Z Onermesini kanitlamaliyiz. M’den herhangi bir z
elemani alip, f(E) C x ve ¢ C f(E) onermelerinden birinin dogru oldugunu
kanitlamaliyiz.

T={zxeM:ya f(E) Cxyadax CE}

olsun. Demek ki M C T oldugunu gostermek yeterli (¢linkii £ C f(F)).

T’nin bir kule oldugunu kanitlamak igi bitirir, ¢iinkii M tiim kulelerin
kesigimi. Demek ki agagidaki altsav, Altsav 6.1’in, dolayisiyla Sav 6'nin, do-
layisiyla Onsavimizin kamitini bitirir. (Asagidaki kanitta 7 'nin tammindaki
E’nin Z’nin sabit bir eleman: oldugunu unutmayin.)

Altsav. T bir kuledir.

Kanit: Bogkiime 7de elbette, (1) tamam.

(3)1 kamtlayalim. C, 7’de bir zincir olsun. f(E) C UC ve UC C E Oner-
melerinden birini kamitlamaliyiz.

T, M’nin bir altkiimesi oldugundan, C, M’nin de bir zinciridir. Demek ki
UC € M clinkii M bir kule.

Eger f(F), UC'nin altkiimesi degilse, f(F), C’'nin higbir elemaninin altkii-
mesi olamaz. Oyleyse, C C T oldugundan, C’nin her elemam E’nin altkiime-
sidir. Sonug olarak UC C EveT, (3)’i sagliyor.

Son adimda 7 nin (2)’yi sagladigim gosterecegiz, yani eger x, 7 'nin bir
elemaniysa, f(z)’'in de 7 nin bir elemam oldugunu gosterecegiz. Boyle bir x
alalim. Demek ki,

“flx) e M” ve “ya f(F) C f(z) yada f(x) C E”
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kogullarini gostermeliyiz.
x € T oldugundan, x, M’nin de bir elemamdir. M bir kule oldugundan,
f(z) € M. Birinci kosulu gosterdik. Sira,

f(E)C f(z) yada f(z) CE
kosullarindan birinin dogru oldugunu gostermeye geldi. x € 7 oldugundan,
va f(E) Cxyadax CE.

Uc degisik sikk incelemeliyiz:

Sik 1. f(F) C x. Bu durumda f(F) C z C f().

Sik 2. F' = z. Bu durumda f(E) C f(x) elbette.

Sik 3. x C E. Simdi bu son durumu irdeleyelim. f(z) € M ve E € Z
oldugundan, Z’nin tanimina gore

va f(z) C Eyada E C f(x).
Eger E C f(x) olursa x C E C f(x) olur, fakat bu bir celigki ¢linkii

[f(z)\ 2] <1

olmaliydr. Demek ki f(z) C E. O

Hausdorff Zincir Teoremi’nin (Teorem 12.1’in) Kaniti: X, kismi
sirali kiime olsun. Eger X = @ ise @ maksimal bir zincirdir. Bundan boyle
X # @ varsayimini yapalm.

S ={C: C, X’te bir zincir}

olsun. Se¢im Aksiyomu kabul edildigine gore yukarida kanitladigimiz 6nsavi
kullanmanin hi¢bir sakincas: yok. Tek yapmamiz gereken kanitladigimiz 6nsa-
vin kosullarini kontrol etmek. Teoremimiz, 6nsavimizin 6zel bir durumu olacak.

(i) @ bir zincirdir, dolayisiyla @ € S.

(ii) F zincirse ve F' C E ise F' de bir zincirdir elbette. Demek ki F' € S.

(iii) C, S’de bir zincir olsun. (C, bir zincirler zinciridir.) UC'nin X’te bir
zincir oldugunu gosterelim. x, y € UC olsun. z € A ve y € B olacak sekilde A,
B € C zincirleri vardir. C zincir oldugundan ya A C B ya da B C A. Genelligi
kaybetmeden A C B kabul edebiliriz. Bu durumda « € B olur ve B, X’te
bir zincir oldugundan x ya da y’den biri digerinden kii¢iikesittir. Bu da E’nin
X’te bir zincir oldugunu kanitlar: E € S. O
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12.2 Zorn Onsavi’'nin Kaniti

Se¢im Aksiyomu’'nu kabul edip 6nsavi, onu kullanarak da Hausdorff Zincir
Teoremi’'ni kanitladik. Simdi Hausdorff Zincir Teoremi’ni kullanarak Zorn On-
savi'ni kanitlayalim.

Teorem 12.3. X, bos olmayan kismi siraly bir kume olsun. X ’in her zincirinin
X ’te bir dstsinir: varsa, X in maksimal bir elemant vardar.

Kanit: Segim Aksiyomu’nu kabul ettigimizden, sonucu olan Hausdorff Zincir
Teoremi'ni kullanarak X’te maksimal bir zincirin varligim1 séyleyebiliriz. M,
boyle bir zincir olsun. Varsayimimiza gore X ’te M’nin tistsinir1 olan bir m
elemani vardir. m’nin X’in maksimal bir elemani oldugunu gosterelim. a € X,
a > m olsun. m, M’nin {istsinir1 oldugundan a ¢ M ve

M cC MU {a}.

X

Okur kolaylikla MU {a} 'mn bir zincir oldugunu kanitlayabilir ve bu da M’nin
maksimalligiyle celigir. Demek ki m, X’in maksimal bir elemanidir. O

Yukaridaki son teoremi aslinda sadece Hausdorff Zincir Teoremi’ni kabul
ederek kanitladik.

Soyle ozetleyebiliriz: Segim Aksiyomu Hausdorff Zincir Teoremi’ni o da
Zorn Onsavi'ni gerektirir. Daha 6nceki boltimiin sonuglariyla birlikte, tiim bu
onermelerin birbirine denk olduklarini soyleyebiliriz.

Kaynakga
M. Eisenberg, Axiomatic Theory of Sets and Classes, 1971, Holt, Rinehart
and Winston, Inc. (sayfa 259-265).

12.3 1ki Basit Sonug

Teorem 12.4. Her kiime en az bir ordinale esleniktir.

Kanit: Teorem 12.4’e gbre Zorn Onsavi dogrudur. Teorem 11.1’e gore her
kiime iyisiralanabilir. Teorem 5.1’e gore her iyisirali kiime bir ve bir tek ordi-
nalle egyapisaldir. Demek ki her kiime en az bir ordinale egleniktir. O
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Sonug 12.5. Sonsuz bir kiimenin sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesi vardar.

Kanmit: X sonsuz bir kiime olsun. Teorem 77’e gore X bir « ordinaliyle
egleniktir. f: a — X bir egleme olsun. Teorem 4.10 ve Ordl’e gore ya w C «
ya da o € w. Ama X sonsuz oldugu ikinci gik olamaz, dolayisiyla w C . Simdi
f(w), X’in sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesidir. O

12.4 Sec¢im Aksiyomu’na Denk ﬂg Sonucg

1. Asagidaki 6nermenin Segim Aksiyomu’na egdeger oldugu ¢ok bariz:

Teorem 12.6. (X;)icr, hicbiri bos olmayan bir kiime ailesiyse, [[,c; Xi # 9.

2. X bir kiitme ve Im C p(X) olsun. Eger Im su iki 6zelligi sagliyorsa:

1) Eger A € Im ise, A'nin her sonlu altkiimesi Im’dedir.

2) Eger X'in bir A altkiimesinin her sonlu alkiimesi Im’deyse A da Im’dedir,
o zaman Im’ye sonlu karakterli denir.

Onsav 12.7. Sonlu karakterli ve bos olmayan her kiimenin (altkime olma
iligkisine gore) maksimal bir elemany vardar.

3. Her ne kadar Hausdorff Zincir Teoremi’nden daha giiclii gibi gériinse de
agagidaki Onsav da Segim Aksiyomu’na denktir.

Onsav 12.8. Yanrisiralr her kiimede her zincir maksimal bir zincirin icindedir.






13. Zorn Onsavi’nin Birkac
Cebirsel Uygulamasi

Bu boliimde Zorn Onsavi’nin cesitli uygulamalarini vercegiz. Matematik sevi-
yesi ve olgunlugu teoremi anlamaya yetmeyen okur, sorun etmeden o boltimii at-
lasin, nasil olsa ileride kullanilmayacak.

13.1 Maksimal Idealler

Bir halkanin en az iki ideali vardir: 0 (yani {0}) ve R. Dolayisiyla R, bir
halkanin maksimal idealidir. Bu yiizden, “maksimal ideal” nitelemesi, “maksi-
mal 6zideal” anlamina kullamhr. Ilk teoremimiz maksimal ideallerin oldugunu
soyleyecek.

Teorem 13.1. R degismeli ve birim elemanly bir halka olsun. I << R herhangi
bir 6zideal olsun. O zaman R’nin I’yi iceren maksimal bir ideali vardar.

Kanit: 2 ={J 9 R: 1 C JveJ # R} olsun. Z’yi altkiime olma iligkisine
gore kismi siralayalim:
J1< S J1 C .

1 € Z oldugundan Z # @. Zorn Onsavimi uygulamak amaciyla, Z’nin tiime-
varimsal bir kiime (B6liim 10.3) oldugunu, yani Z’nin her zincirinin bir {istsinir:
oldugunu kanitlayalim. (Jx)kex, Z’den alinmig herhangi bir zincir olsun. Bu
su demektir: Her k, £ € k icin ya J C Jy ya da J; C Ji. Simdi: (Jye, Jx € Z
igindeligini kanitlayacagiz. O zaman muradimiza erecegiz ¢linkii her k € & igin
Ji € Uper Jr oldugundan, kismi siralamanin tanimina gére

Ji < U Jk
ke€k

olur.
o Elbette I C UgeyJi clinkii her Jy ideali I'y1 igeriyor.
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® UpcwdJi’min bir ideal oldugunu kanitlayalim. a, b € UgepJr ve 7 € R
olsun. a € Ji, b € Jy igindeliklerini saglayan k, ¢ € k secelim. Diyelim J, C Jj.
O zaman hem a hem de b, Ji'nin elemani olurlar. J; bir ideal oldugundan,

a+be Jp CUperdr ve ra € Jp C Upepdi

olur. Bu da Ugc,Ji kiimesinin bir ideal oldugunu kanitlar.

e Son olarak UgecxJy idealinin R’ye esit olmadigini kanitlayalim. Bunu
kanitlamak icin, su basit olguyu kullanacagiz: Bir R halkasinin bir J idealinin
R’ye egit olmamas i¢in “1 ¢ J” yeter ve gerek kosuldur. Ji ideallerinin higbiri
R’ye esit olmadigindan, 1 eleman1 higbirinde olamaz, dolayisiyla 1 elemani J
ideallerinin bilegsiminde de olamaz, yani 1 ¢ Uge,Jk.

Zorn Onsavi'min kosullar: gerceklestiginden, Zorn Onsavim uygulayabiliriz.
Z kiimesinin maksimal bir eleman: vardir. Bu maksimal eleman elbette bir
maksimal ideal olmak zorunda. Ayni zamanda I’y1 da igerir. U

Notlar:

1. Benzer teorem gruplar icin dogru degildir. Ornegin Q’niin maksimal
bir altgrubu yoktur. Genel olarak, (Q gibi) boliinebilir bir grubun maksimal
altgrubu olamaz. (Bkz. Aligtirma 10.)

2. Teoremde halkanin birim elemani olma kogulundan vazgegemeyiz. Or-
negin R halkasini goyle tanimlayalim: Kiime olarak R = Q olsun. Toplama,
bildigimiz toplama olsun. Carpmayi, her z, y € R i¢in xy = 0 olarak tanim-
layalim. Bir halka elde ederiz. (Dikkat, bu halkada 1z = 0’dir.) Bu halkanin
idealleri aynen Q’niin altgruplaridir. Bir 6nceki nottan R’nin maksimal ideali
olmadig1 goriiliir.

3. Teoremi elbette I = 0 idealine uygulayabiliriz.

4. K herhangi bir cisim olsun. Halkamiz R = [[y K olsun (Kartezyen
carpim.) I = @y K olsun. O zaman I, R'nin bir ézidealidir. Teoreme gore
I’y1 iceren maksimal bir ideal olmali. Ne siz ne de bagka biri, boyle bir idealin
ne oldugunu anlayamaz. Ama vardir! R'nin idealleri tiltrafiltrelerle verilir. Ult-
rafiltreler de bagka bir boliimiin konusu olacak. Ote yandan, sabit bir ng € N
igin,

Ing = {(zn)n: T, = 0},
maksimal bir idealdir. Bu idealler disindaki her maksimal ideal yukarda ta-
nimlanan [ idealini igermek zorundadir (bkz. Aligtirma 6), dolayisiyla betim-
lenemezler.

Alistirmalar.
13.1. G bir grup olsun. Eger her g € G ve n € N\ {0} i¢in h" = g esitligini saglayan bir h € G
varsa, G’ye bélinebilir grup denir.
la. Q'niin (toplama altinda) boliinebilir bir grup oldugunu kanitlayn.
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13.2.

13.3.

13.4.

13.5.

13.6.

1b. Boliinebilir ve sonlu bir grubun 1 olmak zorunda oldugunu kanitlayin.

1lc. G bolinebilirse ve H < G ise G/H bolim grubunun da bélinebilir oldugunu
kanitlayin.

G degismeli bir grup, H de G’nin (G’ye esit olmayan) maksimal bir altgrubu olsun.
G/H’nin bir p asali i¢gin Z/pZ’ye esit oldugunu kanitlaym.

Degigmeli ve boliinebilir bir grubun maksimal altgrubu olamayacagini kanitlayin. (ilk
iki ahgtirmadan gikar.) Dolayisiyla Q'niin maksimal altgrubu olamaz.

X, bir G grubunun bir altkiimesi olsun. Eger 1 ¢ X ise, G’'nin X N H = & egitligini
saglayan maksimal bir altgrubu oldugunu kanitlayin. Ama dikkat bu H altgrubu maksi-
mal bir altgrup degildir, sadece G'nin X N H = & esitligini saglayan altgruplar: arasinda
maksimaldir, yani H’den daha biiyiik bir altgrup X ile kesismek zorundadir.
Yukardaki 6rnegi G = Q ve X = {1} altkiimesine uygulayalim. (Dikkat: Q'niin etkisiz
eleman1 0’dir.) O zaman yukardaki aligtirmaya gore Q'niin 1’i igermeyen maksimal bir
altgrubu vardir. Ancak bu ornekte bunu kamtlamak icin Zorn Onsavina ihtiyacimiz
yok. Nitekim, bir p asali igin,

H={pa/b:a€Z,beZ\pZ},

Q’niin 1'i icermeyen maksimal bir altgrubudur. Bunu kanitlayn.
K herhangi bir cisim, R = [[ K ve I = @y K olsun. ng € N igin,

Ino - {(mn)n: Tng = 0}1

tanimini yapalim. I, ’1n maksimal bir ideal oldugunu kanitlaym. Bu I,,, idealleri disindaki
her maksimal idealin I’y1 igermek zorunda oldugunu kanitlayin.

13.2 Vektor Uzaylarinin Tabani

K bir cisim ve V', K {izerine bir vektor uzay: olsun. X C V olsun.

Tanim 13.1. Eger X’in her sonlu ve birbirinden degisik vy, ..., v, elemani
ve her A1, ..., A\, € K icgin,
AMU1+ -+, =0=XN=...= ), =0

Onermesi saglaniyorsa, X'’e dogrusal bagimsiz kiime adi verilir.

Ornekler.

13.1.

& dogrusal bagimsizdir. Dogrusal bagimsiz bir kiimede 0 vektorii olamaz. Eger v € V' \
{0} ise {v} dogrusal bagimsizdir. Eger v € V' \ {0} ve w € V' \ Kv ise ise {v, w} dogrusal
bagimsizdir. Dogrusal bagimsiz bir kiimenin her altkiimesi dogrusal bagimsizdir. Bir
kiimenin dogrusal bagimsiz olmasi icin yeter ve gerek kogul, kiimenin her sonlu altkiime-
sinin dogrusal bagimsiz olmasidir. Bu, 6énemli bir 6zelliktir ve bundan alabildigine ya-
rarlanacagiz birazdan. Bu tiir 6zelliklere “sonlu karakterli” 6zellik denir. Bir kiime ne
kadar kalabaliksa, dogrusal bagimsiz olmasi o kadar giigtiir.
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Tanim. Eger V’nin her v elemani, vy, ..., v, € X ve A1, ..., A\, € K
icin,
v =AU+ Ay

olarak yaziliyorsa, X’e (V'’yi) geren ya da treten kiime denir.

Ornekler.

13.2. V, V’yi gerer. Geren bir kiimenin her iistkiimesi de V’yi gerer. Bir kiime ne kadar
kiigiikse, geren kiime olmasi o kadar giigtiir.

Tanim. Eger X hem lineer bagimsiz hem de geren bir kiimeyse, X’e V'nin
tabans adi verilir.

Teorem 13.2. Her vektor uzaywnin bir tabant vardwr. Daha da genel olarak bir
vektor uzaynnin her dogrusal bagimsiz kumesi, maksimal bir dogrusal bagimsiz
kiimeye genigletilebilir ve maksimal bir dogrusal bagimsiz kume bir tabandir.

Kanit: Vektor uzayimiza V' diyelim. X C V', dogrusal bagimsiz bir altkiime
olsun.
Z={Y CV:XCY veY dogrusal bagimsiz}

olsun. Z’yi altkiime olma iligkisiyle siralayalim. X € Z oldugundan Z bogkiime
degildir. §imdi Z’nin tiimevarimsal oldugunu kamtlayalim. (Y%)gex, Z’den
alinmig herhangi bir zincir olsun. UgcxYr € Z igindeligini kanitlayacagiz.
Bilegim elbette X’i igeriyor. Simdi bu bilesimden, sonlu sayida birbirinden
degisik vektor alalm, diyelim vy, ..., v,. Her ¢ = 1, ..., n igin, v; € Yy,
igindeligini saglayan bir k; € x bulalim. Bu sonlu sayidaki

Yiys «ovy Yi,
arasindan biri en biytgiudir, diyelim Y;. O zaman vy, ..., v, € Y olur
ve dolayisiyla v, ..., v, arasinda triskadan olmayan dogrusal bir bagimlilik

olamaz. Demek ki Ugc,Yr dogrusal bagimsizdir ve Z’dedir. Her k € & igin
Y C Uger Yy oldugundan, bundan Z’nin tiimevarimsal bir kiime oldugu cikar.
Zorn Onsavi'na gore Z'nin maksimal bir elemani vardir. Bu maksimal eleman
elbette maksimal dogrusal bagimsiz kiimedir ve X’i igerir. Simdi boyle bir
kiimenin taban oldugunu kanitlayalim.

Y, V’'nin maksimal lineer bagimsiz herhangi bir altkiimesi olsun. Diyelim
v vektorii, hicbir vy, ..., v, € Y ve hicbir Ay, ..., A\, € K icin,

>\1U1 ++)\nvn

bi¢iminde yazilamiyor. Bu durumda YU{v} kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu
kanitlamak kolaydir (ama bunun i¢gin K ’nin bir cisim oldugunu kullanmak ge-
rekir. Simdiye kadar yaptiklarimiz sadece vektor uzaylar: igin degil, modiiller
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icin de gecerlidir. Ama bundan sonra yapacaklarimiz sadece vektor uzaylari
icin gegerlidir.) Nitekim, vy, ..., v, € Y ve A1, ..., Ay, A € K igin,

M+ A, FAv =0

varsayimini yapalim. Eger A = 0 ise, Ajv; + -+ + A\pvp, = 0 esitliginden ve
Y’nin dogrusal bagimsizhigindan Ay = ... = A, = 0 elde edilir. Eger X\ #£ 0 ise,
Avr + -+ -+ Apun + Av = 0 egitliginden,

v=(=A"A)v+ o+ (AT,
bulunur, ki bu da v {izerine yaptigimiz varsayimla celigir. Demek ki Y U {v}
dogrusal bagimsizdir, ki bu da Y’nin maksimalligiyle geligir. O
Sonug 13.3. V bir vektor uzays ve W < V olsun. Oyle bir U <V vardur ki
V=W@aU olur, yani V=W +U ve W NU = {0} olur.
Kanit: A C W, W’nin bir tabani olsun. B, V’nin A’y1 igeren bir tabani olsun.
U={aui+ - -+ayu,:neN u; € B\A, a; € K}

olsun. O zaman U <V ve V =W + U olur elbette. Dogrusal bagimsizliktan
W NU = {0} esitligini kamitlamak da zor degildir. O

Bir vektor uzaymin tabanimin “eleman sayisi”nin (yani kardinalitesinin)
tabandan bagimsiz oldugu da kanitlanabilir ama bunu yapmak icin gereken
“kardinal sayilar1”ni heniiz iglemedik.

Teorem 13.4. Bir vektor uzayimn iki tabany arasinda bir esleme vardir.

Aligtirmalar.

13.7. V bir vektor uzayi olsun. V'nin altuzaylardan olusan bir zincirine bayrak denir. Her
bayragin maksimal bir bayragin icinde bulundugunu kanitlayin.

13.3 Zorn Onsavi Aligtirmalar1 (Gruplar)

Bu aligtirmalar kolay olmayabilecekleri gibi, bazilar1 baz1 6grencilerin seviye-
sini agabilir. Ama her biri matematikte onemlidir. Aligtirmalar.

13.8. P bir asallar kiimesi olsun. Eger bir grubun elemanlarinin derecesinin asal bélenleri P
kiimesindeyse, o zaman gruba P-grubu adi verilir. Her grubun maksimal bir P-altgrubu
oldugunu kanitlayin. (Eger P = {p} ise P-altgrubu yerine Sylow p-altgrubu denir.)
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13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

13.14.

13.15.

13. Zorn Onsavr’nin Birkag Cebirsel Uygulamasi

Degigmeli, boliinebilir ve burmasi olmayan (¢" = 1 ise ya g = 1 ya da n = 0) boliinebilir
bir grubun @; Q grubuyla esyapisal oldugunu kanitlayin. (ipucu: Teorem 13.2)

G degismeli bir grup olsun. H < G bdliinebilir bir altgrup olsun. Bir K altgrubu igin
G = H@® K esitligini kamtlaym. (Ipucu: Zorn Onsavimi {K < G': KNH = 1} kiimesine
uygulaymn.) Degismeli gruplarla Z-modiiller arasinda bir ayrim olmadigini animsayarak,
bu aligtirmay tek iiretecli idealleri olan bir béliim halkasi (TUIB) iizerine bir modiile
uyarlayip kanitlayin.

p bir asal ve G, elemanlariin en yiiksek mertebesi p™ olan degigmeli bir grup olsun.
H, G'nin @, 7Z/p"Z grubuna esyapisal bir altgrubu olsun. Bir K altgrubu icin G =
H@ K esitligini kanitlaym. (Ipucu: Zorn Onsavimi {K < G: K N H = 1} kiimesine
uygulaymn.) Degismeli gruplarla Z-modiiller arasinda bir ayrim olmadigini animsayarak,
bu ahgtirmay: bir TUIB iizerine modiiller icin kanitlayimn.

Yukardaki aligtirmay1 kullanarak, elemanlarinin en biiylik mertebesinin sonlu oldugu
degigmeli burmali gruplarin, dongiisel gruplarin direkt toplamina egyapisal oldugunu
kanitlayin.

Boliinebilir ve degigmeli bir p-grubun, bir I gostergeg kiimesi i¢in Priifer p-gruplarinin
direkt toplamina egyapisal oldugunu kanitlayin.

Boliinebilir ve degigmeli bir grubun bazi gostergeg kiimeleri igin,

(EBIOQ) @D (@p asa,](@fpzpoo))

grubuyla egyapisal oldugunu kanitlayin. (ipucu: T, grubun burmali elemanlarindan olugan
altgrubu olsun. T bdliinebilir bir altgruptur. Ahgtirma 10’e gore bir K < G i¢in G =
TP K. Aligtirma 2, K'nin ne olmasi gerektigini sdyliiyor. T"yi asal bilegenlerine ayirip
her bilegene Aligtirma 6’y1 uygulayin.)

G bir grup ve H, G’nin bir altgrubu olsun. Eger her h € H ve her n € N i¢in, h = 2"
denkleminin G’de bir ¢ozimi varsa H’de de bir ¢6ziimi vardir 6nermesi dogruysa H’ye
G’de saf denir. G degismeli bir grup ve H, G’nin saf bir altgrubu olsun ve H’nin
en biiylik mertebesinin sonlu oldugunu varsayalim. O zaman bir K altgrubu i¢in G =
H @ K esitligini kanitlayin. (ipucu: H’nin en bilyiik mertebesi {izerine tiimevarimla. Ik
olarak H’nin bir p asali igin bir p-grup oldugunu varsayabilecegimizi kanitlayin. Eger
H’nin mertebesi p™ ise, Gp™ N H = 1 olur. Simdi

Z={K<G:Gp"<Kve KNH=1}

olsun. Zorn Onsavi’mi bu kiimeye uygulayin.)

13.4 Zorn Onsavi Alstirmalar1 (Sirall Halkalar)

Aligtirmalar.

13.16.

R sirali ve degismeli bir halka olsun. P, 0’dan biiyiikesit elemanlarin kiimesi olsun. K,
sonlu sayida karelerin toplamlarindan olusan kiime olsun.

a. P ve K kiimelerinin toplama ve ¢arpma altinda kapali olduklarini kanitlayin.

b. K C P igindeligini kanitlayin.

c. —1’in karelerin toplami olarak yazilamayacagini ve sonlu sayida karenin toplaminin
0’dan biiyiikesit oldugunu kanitlayin.
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13.17. F bir cisim olsun. —1’'in F' cisminde karelerin toplami olarak yazilamayacagini var-
sayalim. F’nin (belki birka¢ degisik bigimde) sirali bir cisim olacagini kanitlayacagiz.
K, F’nin sonlu sayida karenin toplami olarak yazilabilen elemanlarindan olugan kiime
olsun.
a. K’nin toplama, garpma ve (0 disinda elemanlariyla) bélme altinda kapali oldugunu
kanitlayin.
b. P C F kiimesi, toplama ve carpma altinda kapaliysa, K’y1 altkiime olarak iceriyorsa
ama —1 elemani degilse, P’ye koni diyelim. Maksimal bir koninin varhigini kanitlayin.

r<y&sy—xzeP

olarak tanimlayalim. Bunun F' iizerine bir tamsiralama oldugunu ve bu siralamanin F’yi
sirali bir cisim yaptigini kanitlayn.

d. F’yi sirali bir cisim yapan biitiin tamsiralamalarin yukardaki gibi elde edilebilecegini
gosterin.






14. Konig Onsavi

Bir ¢izge, noktalardan ve bazi nokta ciftleri arasina “cizilen” adina kenar
ya da bagintr denilen cizgilerden olusur. Bir noktanin baglantili oldugu nok-
talara o noktanin komsgular: diyelim. Ardigik noktalarin komsu olduklar: bir
noktalar dizisine yol denir.

%

iki parcali bir gizge

Y

Tekparga bir ¢izge A’dan B’ye giden bir yol

avi

Bir dongii Bir agac

Herhangi bir noktadan herhangi bir bagka noktaya sonlu sayida noktadan
olugan bir yolla ulagilabilen cizgelere tekparc¢a ¢izge denir. Gectigi bir nokta-
dan bir daha ge¢cmeyen yollara dal adi verilir. Bagladigi noktada biten yollara
ise dongi denir. Dongiisii olmayan tekparca cizgelere agag¢ denir. Bir agacta
bir noktadan bir bagka noktaya tek bir yol vardir, yoksa kolayca bir dongii elde
edilir. Bir noktanin derecesi, o noktaya bagintili nokta sayisidir. Bir noktanin
derecesi sonsuz da olabilir, sonlu da. Bir noktanin bir bagka noktaya uzaklige
o iki nokta arasindaki en kisa yolun uzunlugudur. Eger iki nokta arasinda
yol yoksa, uzakligin sonsuz oldugu soylenir; béyle bir durumda cizge tekparca
olamaz elbet. Komgular arasindaki uzaklik 1’dir.
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Noktalarin dereceleri

Eger her ¢izgede her noktanin derecesi sonluysa, bu ¢izgenin sabit bir noktasina
uzakligi n olan sonlu tane nokta vardir dogal olarak.
Simdi teoremimizi yazabiliriz:

Onsav 14.1. Sonsuz sayrda noktasy olan ve her noktasinin derecesi sonlu olan
bir agacta sonsuz noktaly bir dal vardsr.

Kanit1 biraz geciktirecegiz.

Her seyden 6nce, bunun dogrulugu ¢ok agik bir teorem oldugunu séylemek
gerekiyor. Ama kanit1 pek o kadar kolay degil. Kanit, zorunlu olarak Secim
Aksiyomu’nu kullanir. Ancak kanitta Segim Aksiyomu’nun tiim giiciine gerek
yoktur. Se¢gim Aksiyomu’'ndan daha hafif bir aksiyom da yeterlidir.

Konig Onsavi daha cok mantikta kullanihr.

Kanitin zorlugunu kavramak amaciyla, sonsuz sayida noktasi olan ve her
noktasinin derecesi sonlu olan birkag agac ¢izip bu agaglarin her birinde sonsuz
bir dal bulalim.

Hep sagdan giden Sa%h sollu giden Sonsuz bir dal
dal sonsuzdur dal sonsuzdur belli ki var, ama
hangisi?

Aslinda ii¢ 6rnegin de aynmi 0rnek olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Kafa karig-
tirmak amaciyla degil, bir ¢izgede sag sol (ya da alt iist) gibi kavramlarin
olmadigina gostermek amaciyla ayni cizgeyi ii¢ degisik bicimde ¢izdik. Eger
sag1 solu iyice kargtirirsak, ti¢linci ¢izgeyi elde ederiz ve bu ¢izgede sonsuz
dalin hangisi oldugu pek belli olmaz. Iste Secim Onsavi bu sonsuz dalin adresini
vermekte kullanilacak.
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Q
b

Py
A<B,ama Aile C
karsilagturlamaz.

Bir agacin herhangi bir noktasini se¢mek, agacin noktalarini kismi siralama-
miza olanak saglar. Bu kismi siralamay: aciklayalim, teoremin kamitinda ihti-
yacimiz olacak. Diyelim agactan Py noktasini sectik. Bu Py noktasi, tanimla-
yacagimiz siralamada agacin en kiiciik noktas: olacak. Simdi agactan iki A ve
B noktas1 secelim ve A < B iligkisini tanimlayalim: A < B ancak ve ancak
B ile Py noktasi arasindaki (yegane) yol A’dan gegiyorsa. Bunun gercekten
bir kismi siralama oldugunun kanitin1 okura birakiyoruz. Biiyiik noktalar: yu-
kariya, kiiclik noktalar1 asagiya cizmek nerdeyse bir gelenek halini almistir ve
biz de bu gelenege uyacagiz.

Bu siralamada bir dalin bir zincir olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. (Bkz. Bolim
10.1.1.)

Simdi artik teoremimizi kanitlayabiliriz.

Onsavin Kamit1: Agacimiza A adim verelim. Agactan herhangi bir Py
noktasi alalim ve agaci bu Py noktasi agacin en kii¢iik noktas: olacak sekilde
yukarda agiklandigi gibi kismi siralayalim. Agag, tekparga bir ¢izge oldugundan,
agacin her noktasindan bu Fy’a giden bir yol vardir.

-

Py

Bu yollarin her biri elbette Py’in komgularinin birinden geger. Ama FPy’in de-
recesi sonlu oldugundan, Fy’'in sonlu sayida komsgusu vardir.
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PO
Demek ki, Py’in 6yle bir P; komsgusu vardir ki, ¢izgenin sonsuz tane noktasi
Py’a bu P; noktasindan gegerek baglanir. Simdi tiim diger noktalari atip sadece
bu noktalar1 (yani Py noktasini ve P; noktasindan biiyiikesit noktalar1) ve ara-
larindaki bagintilar tutalim. (Yukardaki ¢izge, bir tistteki agactan bu sekilde
elde edilmistir.) Kalan ¢izge de bir agagtir, ¢linkii sonug olarak noktalarinin her
biri Py’a (P;’den gegen) bir yolla baghdir. Kalan agaca A; diyelim. A; teorem-
deki varsayimlarin hepsini saglar. Simdi, A; agacinin sonsuz tane noktasinin
her biri, P;’in sonlu tane komsusundan birinden gecen bir yolla P;’e baglanir.
Demek ki bu yollardan sonsuz tanesi P;’in komsularindan birinden gececektir.
Py’in bu komsularindan birini segelim ve bu noktaya P, adini verelim. Py # Py
elbette, hatta Py < P; < P. Simdi ¢izgenin tiim noktalarim atip Py, P; ve
Py’den bliylikegit noktalar: tutalim. Kalan cizgeye As diyelim ve yukardaki
yontemi siirdiirelim. Boylece tiimevarimla, Py < P, < Po < ... < P, < ...
noktalar1 tanimlanir. Bu noktalar elbette sonsuz bir dal olustururlar..

Kanit bitmistir. O

Secim Onsavi'nin tam olarak nerede kullamldigi samirim aciktir. Her P,
noktasindan bir sonraki P,; noktasini bulmak icin bir se¢im yapiyoruz, belli
bir 6zelligi olan noktalardan birini se¢iyoruz.

Timevarimsal kanittan ve Segim Aksiyomu’nun biraz gizlenerek kullanil-
masindan rahatsizlik duyan okur igin Onsav’in bir basgka kanit1 verelim. Bunun
igin, Teorem 9.3’1 kullanacagiz.

Onsavin ikinci Kaniti: Agacimza gene A adim verelim. Ve gene agactan
herhangi bir Py noktasi alip agaci bu Py noktas1 agacin en kii¢iik noktasi olacak
sekilde kismi siralayalim. Diyelim Onsav yanlig. O zaman yukardaki Teorem
9.3’in (b) kosulu, A ve iistiinde tamimlanan kismi siralama igin dogrudur. De-
mek ki, A'nin bog olmayan her altkiimesinin maksimal bir elemani vardir, do-
layisiyla A’'nin maksimal elemanlar: vardir. maksimal elemanlar arasindan Py’a
en uzak elemanlardan birini segelim. (Se¢im Aksiyomu burada kullanilmiyor
tabii! Se¢im Aksiyomu'nu Teorem 9.3’iin kanitinda zaten kullandik.) Bu uzaklik
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n olsun. Demek ki, agacin her noktasinin Py’a uzakligi en fazla n’dir. Ama her
noktasinin derecesinin sonlu olan bir agacta, Py’a uzakligi en fazla n olan sonlu
tane nokta vardir; demek ki aga¢ sonludur. Celigki. O






15. Hahn-Banach Teoremi

! Fonksiyonel analizin temel yapitaglarmdan biri olan ve kanitinda (kaginilmaz
olarak) Zorn Onsavi kullanilan Hahn-Banach Teoremi’ni kamtlayacagz.

V', bir vektor uzayi, U da V’nin bir altuzayi olsun. (U’nun V’nin altuzayi
oldugunu belirtmek igin, aligilageldigi tizere U < V yazacagiz.) Her z, y € U
ve her A € R igin,

fx+y) = Fz) + fy) ve f(Azx) = Af(x)

kogullarini saglayan bir f : U — R fonksiyonuna U iizerine dogrusal fonksi-
yonel ya da kisaca fonksiyonel denir.

Eger F': V — R bir fonksiyonelse ve U <V ise, F’yi U’ya kisitlarsak, U
tizerine bir fonksiyonel elde ederiz elbet. U altuzayina kisitlanmig bu fonksiyone
Fy olarak gosterilir.

Bir fonksiyoneli bir U altuzayina kisitlamak kolaydir, bunu herkes yapar.
Ama V’nin bir U altuzayimda tanimlanmig bir f: U — R fonksiyonelini V’ye
genisletmek daha zordur, Secim Aksiyomu’nu gerektirir: W, U’yu V’de tiimle-
yen bir altuzay olsun, yani U @ W = V olsun (Sonug 13.3).

Simdi F’yi, her u € U ve w € W i¢in, F(u + w) = f(u) olarak tamimlayalim.
F, V iizerine fonksiyoneldir ve f’yi U’dan V’ye genisletir.

U, V’ye esit degilse, U iizerine tanimlanmig bir f fonksiyonelinin birden
¢ok V'’ye geniglemesi vardir.

V’nin bir U altuzay: tizerine tanimlanmis verilen bir

f:U—=>R

fonksiyonelini, bagka bir kogul aramaksizin V’ye genigletmek, yukarda gor-
diiglimiiz gibi ¢oziimii ¢ok ¢ok zor olmayan bir problemdir. Ancak, belli bir

Yazar:: Ilksen Acunalp



230 15. Hahn-Banach Teoremi

ozelligi olan bir fonksiyoneli, bu 6zelligini kaybetmeyecek bigimde genigletmek
¢ok daha zor bir problem olabilir. Bu boliimde kanitlayacagimiz Hahn-Banach
Teoremi iste bu tiirden bir problemin ¢oziimiidiir. Problem su: Eger U < V
ise ve f: U — R fonksiyoneli bir p: V — R fonksiyoneli tarafindan iistten
siurliysa (yani her u € U igin f(u) < p(u) ise), f’yi tiim uzaya gene p’yle iist-
ten sinirli olacak bigimde genigletebilir miyiz? Hahn-Banach Teoremi, bundan
daha genel bir soruya olumlu yanit verir:

Teorem 15.1. V' bir vektor uzayr ve p: V — R, herx, y € V ve her A € R
1¢IM,
p(z+y) < p(x) + p(y) ve p(Az) = Ap(z)

ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. U, V 'nin bir altuzay: ve f : U — R,
her u € U igin,

fu) < p(u)
egitsizligini saglayan bir fonksiyonel olsun. O zaman, her x € V icin,

F(z) < p(z)

egitsizligini saglayan ve f’yi genisleten (yani U’ya kisitlamisy f’yi veren) bir
F:V — R dogrusal fonksiyoneli vardur.

Kamt: Once, Zorn Onsavi’mi uygulayacagimiz (£, <) kismi siralamasin
tanimlayalim. Z kiimesi,

Z={(W,q9):U<W<V,g: W — R fonksiyonel, her
w € W igin g(w) < p(w) ve her u € U i¢in g(u) = f(u)}

olsun. Dikkat ederseniz, Z, f’yi, p’yle tlistten sinirli olacak bigimde, U’yu iceren
W altuzaylarina genigleten fonksiyoneller kiimesi.

R
8
M
U

P
W<V

IN

(U, f) € Z’nin eleman oldugundan Z bos kiime degildir. Simdi Z {izerine bir
siralama tanimlayalim. (Wi, g1), (Wa, ¢2) ise, (W1, g1) < (Wa, g2) iliskisini,

‘Wi < Wa ve g1, go'nin Wi'e kisitlanigidir”

bi¢iminde tanimlayalim. Bunun bir kismi siralama oldugu tanimin her halinden
ve yukardaki sekilden belli.
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R
we
fT &1
U 1

&
W, <W,<V

IN

Simdi (£, <) swralamasimn her zincirinin bir tistsinir: oldugunu gosterelim,
ki Zorn Onsavi'm uygulayabilelim.
Z ’den herhangi bir C zinciri alalim.
M, C zincirinin tiim (W, g) elemanlarinin W altuzaylarinin bilegimi olsun.
M’nin V’nin bir altuzay:1 oldugunu savlayip kanithiyoruz: ag, ag € R ve

ml,mgeM

olsun. O zaman C ’'nin iki (W7, g1) ve (Wa, g2) elemani igin my; € Wi ve
mgo € Wo olur. W1 ve Waaltuzay olduklarindan, aym; € Wi ve agme € Wa.
Ote yandan, C bir zincir oldugundan,

va (W1, g1) < (W2, g2) ya da (W1, g1) < (W2, g2).
Demek ki, siralamanin tanimindan dolay1,
ya W1 < Wy ya da Wy < Wh.
Her iki durumda da bir (W, g) € C igin,
aimy € W ve agmg € W.
Ama W bir altuzay oldugundan, bundan,
aymy +asma € W C M

cikar. Demek ki aymi + aomg € M ve M, V’nin bir altuzayidir.

Elbette, her (W, g) € C i¢in, W < M'dir.

Simdi bir h : M — R fonksiyoneli tanimlayacagiz. Bilene: h, C zincirinin
tim (W, g) elemanlarimm g’lerinin bilesimi olacak [SKK]. Fonksiyonlar zinci-
rinin bilegiminin ne demek oldugunu bilmeyenlere h’yi tanimlayalim: m € M
olsun. O zaman M ’nin tanimindan dolayi, bir (W, g) € C i¢in, m € W'dir.
Simdi h(m)’yi g(m) olarak tanimlayalim. Yalniz bu tanimin gecerli olmasi
i¢in, g(m)’nin C’'nin (W, g) elemanina gore degigsmedigini kontrol etmeliyiz.
Nitekim eger bir bagka (Wi, g1) € C i¢in, m € W] ise, ya g, ¢g1’in ya da ¢,
¢'nin kisitlamasi oldugundan, g(m) = g1(m)’tir. Dolayisiyla h(m)’yi g(m) ya
da g1(m) olarak tamimlamak arasinda bir ayrim yoktur.

h’nin M fizerine bir fonksiyonel oldugu, M nin altuzay oldugunun kaniti
gibidir. Ayrintilar1 okura birakiyoruz.
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Her (W, g) € C igin, h fonksiyoneli g’nin M’ye bir genigletilmesidir. Bunun
kolay kanitin1 da okura birakiyoruz. Bunun sonucu olarak her (W, g) € C i¢in,
h fonksiyonelinin f’nin M’ye bir genigletilmesi oldugu anlagilir.

Her m € M icin h(m) < p(m) esitligini gérmek de kolaydr.

Demek ki (M, h) € Z ve (M, h), C 'nin her elemanindan biiyiikesit.

Simdi artik Zorn Onsavi'm Z 'ye uygulayabiliriz: Z’'nin bir maksimal (M, h)
elemani vardir. Eger M ’nin V’ye esit oldugunu kanitlayabilirsek, F' = h alarak
teoremimizin kanitini bitirmis oluruz.

M’nin V’ye esit oldugunun kaniti yukarda kanitladiklarimiz kadar standart
degil. Biraz caba gerektiriyor.

Diyelim M < V. O zaman V \ M bogkiime degildir. w € V'\ M ve

N =M+ Rw
olsun. w € N \ M oldugundan, M < N’dir. Simdi h’yi,
(M, h)<(N,g)€Z

olacak gekilde N {izerinde tanimlanmig bir ¢g’ye genisletecegiz. Buda (M, h)’'nin
maksimalligiyla celigecek ve istedigimizi verecek. Bagliyoruz:
Her z, y € M icin,

h(z) +h(y) =h(z +y) <plz+y) =plz —w+y+w)
<p(z —w) +py +w)

—p(z —w) + h(z) < p(y +w) — h(y)

olur. Demek ki,

sup [—p(z —w) + ()] < inf [p(e+w) — h(z)].
zeM T

Bu iki say1 arasindan bir « secelim. O zaman her z € M igin,
a<plz+w)—h(z) ve —a<plz—w)—h(z)

olur. Bu esitsizlikleri birazdan kullanacagz.
Artik ¢’yi tamimlayabiliriz: A € R ve x € M igin

g(x 4+ Aw) = h(z) + A

olsun. g, elbette h’'nin N iizerine genigletilmesi olan bir fonksiyoneldir. Simdi
her y € N igin g(y) < p(y) esitsizligini gosterelim. Belli bir A € R ve z € M
icin y = = + Aw olur. Eger A =0 ise, (M, h) € Z oldugu igin,

9(y) = g(x + Aw) = h(z) < p(z) = p(z + Aw) = p(y)
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olur. Eger A > 0 ise,

9(y) =g(x + Aw) = h(x) + Aa = A(h(z/\) + a)
< A(h(z/A) + p(z/A +w) — h(z/N))
=Ap(z/A + w) = p(z + Aw) = p(y)

olur. Eger A = —p < 0 ise,

9(y) = g(x + Aw) = h(x) — pa = pl—a + h(z/p)]
<uwlp(x/p—w) = h(z/p) + hz/p))]
= up(z/p —w) = p(z — pw) = p(x + Aw) = p(y)

olur.
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16. Banach-Tarski Paradoksu

1 Sonsuzlugun yol actig1 paradokslar binyillardir (tam 2,5 binyildir) bilini-
yor. Zeno’nun paradokslarimi okurlarimizin bilmesi gerekir [SKK]. Galile de
dogal sayilarla dogal sayilarin kareleri arasinda bir egleme oldugunu goriip,
parcanin bitiinii kadar elemani olabilmesine sagirmigtir. Bu yontemle, son-
suz bir kiimeden, bu kiimeyle aynmi “biiyiikliikte” birkag¢ kiime cikarilabilir.
Dolayisiyla Galile’ye gore “daha biiyik” ya da “esit” gibi nitelemeler sonsuz
nesnelere uygulanamaz. Artik modasi gegmis de olsa, sonsuzlukla ilgili bu tiir
diiglinceler insanoglunu uzunca bir siire mesgul etmistir. Bu boliimde sonsuz
bir kiimeyi parcalayarak neler yapilabilecegini gorecegiz.

Secim Aksiyomu’nun bazi sonuglarini ve egdeger ifadelerini énceki boliim-
lerde gordiik. Bu boliimde Se¢im Aksiyomu'nun o masum dig goriiniigiiniin
altinda yatan “canavarin” bir yiiziinii gorecegiz.

Hemen belirtelim: Her ne kadar boliimiin baghiginda “paradoks” sézcugii gec-
se de aslinda bagimiza gelecekler Se¢im Aksiyomu’nun bir sonucu olacak. Ka-
bul ettigimiz aksiyomlarin sonuglarina katlanmaliyiz. Matematiksel anlamda
bir paradokstan sézetmeyecegiz; sozedemeyiz de, ¢iinkii bugiin, matematiksel
bir paradoks bilinmemektedir. Eski paradokslarin her biri, matematigin aksi-
yomlarimin (6rnegin ZF ya da ZFC sistemleriyle) belirlenmesi sayesinde artik
birer paradoks olmaktan cikmiglar ve hicbiri giiniimiize kadar hayatta kalmay:
becerememigtir.

Burada “paradoks” sozciigii “bize imkansiz gibi gelen, sezgilerimize ters
diigen, bir tiirlii inanmak istemedigimiz” bir durum anlaminda kullanilmigtir.
Ornegin bir futbol topundan aymi ebatta iki futbol topu yaratmak paradok-
saldir, bize sagma gelir, “olmaz 6yle sey” ya da “bu ancak masallarda ve
fantastik Oykiilerde olabilir” deriz.

Secim Aksiyomu’'nu ilk kez géren biri Se¢im Aksiyomu’'na matematikte
neden 6zel bir yer ayrildigini, bu konuda neden bu kadar yazilip ¢izildigini
anlamayabilir. Sonug olarak, her giin se¢cim yapariz, o zaman se¢im yapmak
neden bir sorun yaratsm ki? Secim yapmaktan daha dogal ne olabilir ki? Iste
bu dogallik duygusu bu boliimde oldukca sarsilacak.

YYazart: Ali Altug ve Aykut Arslan
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1924’te, her ikisi de Polonyali olan Stefan Banach ve Alfred Tarski ta-
rafindan kanitlanan Banach-Tarski Teoremi (ya da Paradoksu), Secim Aksi-
yomu kabul edildiginde, bir topu (i¢i dolu bir kiireyi) sonlu sayida pargaya
(5 parca yetiyor, parcalardan biri de sadece merkezi igeren tek noktali kiime)
ayirip, bu parcalar1 sadece 6teleyip ve dondiiriip (yani hacim degistirmeyen
doniigiimlerden gegirip) birbirine yapigtirarak ilk topla ayni boyutta iki tane
top elde edilebilecegini soyliiyor bize. Yontem cok dogal: Bir top al, topu
parcala, parcalar1 dondiir, 6tele ve sonra egip biikmeden, ¢ekip cekigtirmeden
tekrar yapistir, al sana iki top! Top dogurdu! Bunu patatesle ya da kofteyle
yapabilseydik diinyanin aglik sorunu kokiinden ¢oziiliirdii.

Aslinda Banach’la Tarski Se¢im Aksiyomu’nun ne kadar tuhaf sonuglar
dogurabilecegini gostermek ve reddini saglamak icin kanitlamiglardir bu te-
oremi, ancak istedikleri gerceklesmemis ve Secim Aksiyomu gene de matema-
tikgilerin gok biiylik ¢gogunlugu tarafindan kabul gérmiigtir.

16.1 Gruplar

Iginde yasadigimiz iic boyutlu uzayda, yani R3’te calisacagiz. Yazi boyunca
R3'{in iki tiir doniigiimiini kullanacagiz: Otelemeler ve dondiiriiler.

Gorece daha basit olduklarindan énce Gtelemelerden baslayalim. R3’te her-
hangi bir (a, b, ¢) vektoriinii sabitleyelim ve R3"iin her (z, y, z) vektdriinii

(x+a,y+0b,z+c)
vektorine gotiiren doniisimiint 7\, 3, ) olarak gosterelim. Demek ki,
Tiape): R = R

doniigiimii,
T(a,b,c)(xa Y, Z) - (.’IJ +a,y+b,z+ C)

kuraliyla tanimlanmistir. R3’iin bu tiir déniisiimlerine 6teleme adi verilir.

(%, ¥, 2)

\ti}] 0% ¥, 2) = (x+a, y+b, 2+¢)
55D N (&, Y, %) = (x+a, y'+b, 2+c)

(a, b, ¢

/\ (a, b, ¢)

Otelemeler, uzunlugu, alani ve hacmi degistirmezler




16.1. Gruplar 237

R3'{in Stelemeler kiimesine 7' diyelim. Kolayca goriilecegi {izere,
G1. T{0,0,0) = Id = Ozdeslik dontigimi € T,
G2. T(a,b,c) °© T(a’,b’,c’) = T(a+a’,b+b’,c+c’) €T,

-1
G3. T(a,b,c) - T(—a,—b,—c) €T

olur. Yani 7" dontisiimler kiimesi 6zdeslik fonksiyonunu igerir, bilegke altinda
kapalidir ve her elemaninin tersini de icerir. Bu 6zellikleri olan doniisiim kiime-
lerine grup denir.

Simdi déndiiriileri aciklayalim. R?nin ve R3¥'iin “O merkezli déndii-
ritlleri”nden sozedecegiz. SO2(R) ve SO3(R) olarak gosterecegimiz gruplar,
sirastyla R? ve R¥’iin O’yu sabit birakan dondiiriilerinden olusan grup ola-
cak.

Po(P) = (xcosB — ysinb, xsin6 + ycos6)

R?min O merkezli déndiiriileri, R? diizleminin noktalarmi O etrafinda belli
bir 6 agisiyla dondiiren 7y doniisiimleridir. Bunlarin kiimesi SO2(R) olarak
simgelenir.

po = Id = Ozdeslik doniisiimii € SO (R),
po ' =p_g € SO2(R),
Po oDy = Po+p € SO2(R)

ozellikleri dogrudur. Demek ki SO2(R) de bir gruptur.

R¥iin dondiiriilerinden olusan SO3(R), anlasiimasi biraz daha giic olan
bir gruptur. O noktasindan gegen herhangi bir ¢ dogrusu (ekseni) ve bir 6
acis1 secelim. R3’te bir P noktasi alalim. 7, bu ¢ dogrusuna dik olan ve P ve
O’dan gegen bir diizlem olsun. 7 diizleminde P noktasini saatin ters yontinde
O etrafinda (ya da ¢ etrafinda, aym sey) 6 kadar dondiirelim. Bu doéniigtime
pe,p diyelim. Tiim py g déniisiimlerin kiimesine SO3(R) diyelim. Son 6zelligin
kanitlanmasi zor da olsa SO3(R) bir gruptur:
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p 0 =Id = Ozdeslik déniisiimii € SO3(R),
Pyt = pr,—o € SO3(R),
peoopey € SO3(R).

Pe,0 © per o dOniisiimiiniin hangi £ dogrusu ve hangi 6" acis1 icin 7 gv donii-
stimiine esit oldugunu bulmak hi¢ de kolay bir ugras degildir, ama Oyledir.

G'3 olarak gosterecegimiz grup ise R3’{in déndiiriileri ve ételemelerini iceren
en kiicitk grup olacak. G3’iin her eleman:i (tek) bir ¢ € T ve (tek) bir r €
SO3(R) icin tp bigiminde yazilir yani,

Gs =T -SO3(R) ={tr:teT ver e SO3(R)}

dir: Sag taraf T"yi ve SO3(R)’yi igerir elbet. Sag tarafin bir grup oldugunu
kanitlamak gerekiyor:

(ta)(sB) = tss tasp = (ts)(s Lasp)
esitliginden ve ts € T oldugundan, s~ 'as elemanmm bir dondiirii oldugunu

kanitlamak yeter. Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

16.2 Gruplarin Kiimelere Etkisi

Tanimlarla baglayalim.
St={(z,y) e R?: 2? + > =1},

S?2={(z,y, 2) eR¥: 2 4 4? + 2% =1},
T3 ={(2,y,2) ER?: 2® + > + 22 < 1}
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olsun. Uzunca bir siire (G, X) cifti,
(SO2(R), 8), (SO3(R), %), (G5, R?)

cgiftlerinden birini simgeleyecek. G’ye grup, X’e de G'nin etki ettigi kiime
denir. Her g € G ve x € X igin, g(x) noktasinin gene X ’te olduguna dikkatinizi
gekeriz. g, h € G igin, goh yerine gh yazmay: tercih edecegiz. Ayrica eger x € X
ise g(x) yerine gx yazdigimiz da olacak.

El. Id(z) = z,

E2. g(hz) = (gh)x.
esitlikleri 6nemli olacak.

Tanim 16.1. £ C X olmak iizere,

E= Ugi(Ai) = Uhj(Bj)

J
olacak sekilde, F’nin, ikigerli kesigsimleri bogkiime olan

A1> A27 SRR Am, Bl7 BQ7 RN} B’rL
altkiimeleri ve G'nin

91?927 ""gm’ h17 h27 "‘7hn

elemanlar1 varsa, E kiimesine (G, X)-¢eligik ya da kisaca G-¢eligik diyecegiz.

Eger bu tamimda £ =X =13 , G = G3 ve
AiU...UA,UB1U...UB, =1T3

olarak alabilirsek, o zaman amacimiza ulagmig olacagiz. Demek ki bir bigimde
T5’tin (G3, T3)-gelisik oldugunu kanitlamaliyiz.

Tanim 16.2. A ve B, X’in iki altkiimesi olsun. Eger

e A=U;A;, B=U;B;,

e her 0 <17 < j < nigin, AiﬂAj:BiﬂBjZQ,

® g1, 92, -+, gn € G icin g;(A;) = B;

kogullarini saglayan Ay, ..., A, C A, By, ..., B, C B altkiimeleri varsa,
A ve B kiimelerine (G, X )-esparcalanabilir ya da kisaca G-egparcalanabilir
denir.

A ile B, G-egparcalanabilirse bunu A ~¢ B olarak gésterecegiz.
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16.3 Banach-Tarski Paradoksu’nun Kaniti

Kanitimiz birkag parcadan olusacak. Oncelikle, birazdan tammlayacagimz uy-
gun bir D altkiimesi icin $? \ D'nin SOs-celisik oldugunu gosterecegiz. (Buna
Hausdorff paradoksu denir.) Bu paradoksun kaniti biraz teknik olacakve
teoremimizin ana hattim1 olusturacak. Bu noktada, Hausdorff Paradoksu'nu
kabul ederek Banach-Tarski Paradoksu’nu kanitlayalim, sonra da geri doniip
bosluklar1 doldurarak Hausdorff Paradoksu’na bakalim.

Omnsav 16.1. A, B, X ’in G-esparcalanabilen iki altkiimesi olsun. Eger A,
G-celisikse, B de G-celigiktir.

Kanit: Cok kolay; okura birakilmigtir. O

Teorem 16.2. Eger P € S* ise, S\ {P} ~s0,®) S

Kanit: R?’yi Cyle, SVi de {e¢?: 6 € R} ile gosterelim. Kanitin kolaylhig
agisindan P noktamizi € = (1, 0) noktasi olarak segelim.

A={e":n=1,2, ...}

olsun. 27 irrasyonel oldugundan, A’'nin biitlin elemanlar: birbirinden farklidir.
g ile diizlemin saat yoniinde 1 radyanlik dondiiriisiinii gosterelim: Her z € C
i¢in, g(2) = e7?z. Elbette g € SO5(R).

gA =AU {}
olduguna dikkat ediniz. Simdi buradan
ST\ LPY = ((S\ {P})\ 4) U A ~s0,m) (ST {PH\ AUg(4) = 81
elde edilir, yani S\ {P} ~g0ar) S*. O

Teorem 16.3. Sayulabilir herhangi bir D altkiimesi i¢in S%\ D ~S04(R) S?
olur.

Kanit: “Eger m # n ise p™ (D) Np™(D) = @” yani,
“eger k=1,2, ... ise, pf(D)ND = &

ozelligini saglayan bir p € SO3(R) buldugumuzu varsayalim.

c=J"D: k=012 ..}
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olsun. O zaman
57 = (§2\ O) UC ~s0,) 52\ CUp(C) = §\ D

olur ve teoremimiz kanitlanir.

Yukardaki ozelligi saglayan bir p bulalim. Once 0’dan gecen ve D’yi kes-
meyen herhangi bir ¢ ekseni segelim. A, ¢ eksenli ve bir n > 0 tamsayisi igin,
r"(D)ND # @ 6zelligini saglayan r dondiiriilerinin kiimesi olsun. D sayilabilir
sonsuzlukta oldugundan A da sayilabilir sonsuzluktadir. Ote yandan ¢ eksenli
dondiirtiler kiimesi sayilamaz sonsuzluktadir ([0, 27) kadardirlar). Simdi p’yi
¢ eksenli ama A’da olmayan bir dondiirii olarak segelim. O

Teorem 16.4. S?\ D 'nin SO3-celisik oldugu sayilabilir bir D kiimesi vardar.
Kanit: Kanit asil teoremden sonra verilecek.
Sonug 16.5. S%, SO3(R)-¢elisiktir.

Kanit: Hausdorff Paradoksu bize S?\ D'nin SO3(R)-gelisik olacagi sayilabilir
bir D C S? kiimesinin oldugunu soyliiyor. Teorem 16.3,

S*\ D ~g0,mr) S*

diyor. Simdi Onsav 16.1’i kullanarak, $?’nin S O3(R)-gelisik oldugunu goriiriiz.
O

Teorem 16.6. Merkezi O ’da olan i¢i dolu herhangi bir top SO3(R)-¢eligiktir.
R3 te ici dolu herhangi bir top Gs-celisiktir.

Kanit: Kanitimizda topun ¢apinin bir 6nemi olmadigi icin 73 ile caligabiliriz.

Birinci Adim: T3\ {O} ~g0,®) T5.

Topumuzun ic¢inde olan ve O noktasindan gegen bir ¢cember alalim. Bu
gemberden O noktasinin ¢ikmig haline C' diyelim. O zaman, Teorem 16.2’den
dolayn,

T3\ {0} = (T3 \ {O}) \ O)U ~s0,r) (T3 \ {O}) \ C U (CU{O}) =T5.
olur.

ikinci Adim: T3 \ {O}, SO3(R)-¢elisiktir.
S5?'nin herhangi bir parcalanigindan,

T3\ {0} ={ap:pe S?ve 0 <a <1}
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esitligi yardimiyla, T3 \ {O} kiimesinin bir parcalamisini elde edebiliriz. S2,
SO3(R)-gelisik oldugu i¢in, T3 \ {O} de SO3(R)-gelisiktir.

Ugiincii Adim: T3, SO3(R)-gelisiktir.
Ikinci ve {i¢iincii adimlardan ve Onsav 16.1’den hemen ¢ikar.

Teoremin ikinci 6nermesi i¢in, G3’te biitiin 6telemelerin oldugunu animsa-
yalim ve topumuzu merkezi O’ya gelecek gekilde oteleyelim. O

Bu noktada boliimiin asil amacina ulagtik ama kiiciik bir teoremi kanitini
eksik biraktik. Geri kalan béliimde de bu kiigiik teoremi kanitlayacagiz. Aslinda
Banach-Tarski Paradoksu, 100 y1l 6nce kanitlanmig o kiigiik teoremin (Haus-
doff Paradoksu’nun) bir sonucudur. Bu yiizden Banach-Tarski Paradoksu’na
kimi zaman daha hakkaniyetli olan Hausdorff-Banach-Tarski Paradoksu denir.

Yukarda (G, X) ¢iftini agagidaki {i¢ 6rnekten biri olarak almigtik:

(Gv X) = (502(R)7 51)7 (503(R)’ ‘92)7 (Gg, R3)'

Oysa, yaptiklarimiz bir X kiimesi iizerine “etki yapan” her G grubu igin
gecerlidir. Ornegin, bir G grubunun kendi {istiine de etkisi vardir: X’i G’ye esit
alalim ve g € G ve z € X igin g(x)’i gx (grup ¢arpmasi) olarak tanimlayalim.
(Yazinin bu agamasindan sonrasi igin grup teoriyle aginalik gerekebilir.)

Tanim. G bir grup olsun. Eger G, G-¢eligikse kisaca buna “G cgeligiktir”
diyecegiz.

Teorem 16.7. Iki iretecli bir F serbest grubu (F 'nin elemanlariyla soldan
carpmaya gore) ¢eligiktir.

Kanit: Grubumuza F' diyelim. F, o ve § elemanlar tarafindan tiretilsin.
X € F igin, B(X), F’nin, sadelestirilmis gosterimi X ile baglayan elemanlar:
kiimesini simgelesin. O zaman,

F={1}UB(e) UB(a )YUB(B)UB(B™")
dir. Ote yandan,
F =B(a)UaB(a ) ve F = B(B)UBB(L™Y)

dir. Bu kiimelerin ikiserli kesigimleri bogkiime oldugundan F’nin celisik oldugu
gikar.

Buraya kadar boliimiin higbir yerinde Segim Aksiyomu'ndan sézetmedik,
ama gimdi zamam geldi. Agagidaki teoremin kanitinda Banach-Tarski Para-
doksu’nun Se¢im Aksiyomu’yla olan iligkisini gorecegiz.
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Once bir tamm verelim. G grubunun X kiimesi tizerine bir etkisi olsun;
yani her g € G ve her x € X i¢in, E1 ve E2’yi saglayan bir g(x) € X elemani
verilmig olsun. g(z) yerine daha basit olarak gx yazmak bir gelenektir. Eger
(bir tek x € X icin bile) gx = x esitligi sadece g birim elemani oldugu zaman
saglaniyorsa, G'nin X iizerine etkisine 0zgir etki denir.

Teorem 16.8. G grubu X kiimesini 6zgirce etkilesin. Eger G c¢eligikse, X de
(G, X)-¢eligiktir.

Kanit: G celigik oldugundan, belli bir n ve m pozitif tamsayilar: ve her ¢ =
1, ..., n,7=1, ..., m gostergegleri icin,

G = Ugi(Ai) = Uhj(Bj)

esitliklerini saglayan ve ikigerli kesisimleri bog olan A;, B; C G altkiimeleri ve
gi, h;j € G elemanlar vardir.
Bir z € X igin, X’in,
Gz ={gz: g € G}

altkimelerine X’in yoringest denir. Her x € X i¢in, x € Gx oldugundan,
X’in tiim yoriingelerinin bilegimi olarak yazilabilecegi aciktir,

/

x’in yorungesi

yani

X:UGCL‘.

rzeX

Kolayca kanitlanabilecegi iizere, eger iki yoriinge birbirine egit degilse ayrik-
tirlar, yani kesigimleri bogktimedir.

Gx

Gz
Gt

M, her yoriungeden bir temsilei igerir.
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Dolayisiyla yortingeler X’in bir parcalanigimi verir: X = L, xGz.

M, her yoriingeden tek bir eleman (bir temsilci) igeren bir kiime olsun.
Yani M, her Gz yoriingesiyle ortak tek bir elemani olan bir kiimedir. Se¢im
Aksiyomu’nu kabul ettigimizden bdyle bir M kiimesi vardir: Nitekim, eger f,
{Gz:z € X} kiimesinin bir se¢im fonksiyonuysa, M’yi f’'nin imgesi olarak
alabiliriz.

Sav. X = UgeqgM ve g # h ise, gM NhM = @.
Bu savin kanit1 kolaydir ve okura birakilmistir.

O zaman elimizde X kiimesinin bir parcalanigi var. Simdi bu parcalanigtan
faydalanarak, i =1, ..., nve j=1, ..., m igin,

ai(A)(M) = | {gig(M): g € A;)

ve

hj(Bj)(M) = | J{n;h(M): h € B;}

kiimelerini olugturalim. Artik okur

X — Ugi(Ai)(M) = Jn;(B;) (M)

J

esitliklerini ve ikigerli kesisimlerin bogkiime oldugunu kolaylikla gosterebilir.[]

Teorem 16.9. SO3(R) de, bir k pozitif dogal sayisi ve hepsi birden 0 olmayan
a;, bj tamsaylar icin

e R R |

turinden hicbir esitligi saglamayan T ve S dondirileri vardwr. Bir baska deyisle,
derecesi (rank’) 2 olan serbest bir grubu geren T ve S € SO3(R) vardur.

Kanit: Kanit biraz uzun ve teknik oldugundan sadece bu tip dondiirtilere bir
cift 6rnek verecegiz. cos~1(1/3) radyanla z-ekseni etrafindaki dondiiriiyle, yine
ayni agiyla x-ekseni etrafindaki déndiirti teoremdeki kogullari saglar. Okura
aligtirma. O

Kamttaki iki dondiirtiniin gerdigi F' serbest grubuna bakalim. F' C SO3(R)
elbette. Simdi Hausdorff Paradoksu’ndaki D kiimemizi sececegiz. F’nin birim
olmayan elemanlarinin S?’de sabitledigi noktalar: alalim ve bunlarin kiimesine
D diyelim. (D sayilabilir sonsuzluktadir ¢iinkii SO3(R)’'nin birim olmayan her
elemam S2’de tam iki nokta sabitler.) Iste bu D kiimesi teoremdeki kiimemiz
olacak. Ote yandan F grubu S2 \ D fizerine Ozgiirce etki eder, ¢linkii sabit
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noktalar1 D’nin igine koymustuk. Bu noktada aklimiza hemen Teorem 16.8
geliyor, ama bize S?min F-celisik olmasi degil SO3(RR)-celisik olmasi gereki-
yor. Bir sonraki teoremle bunu da gosterip Hausdorff Paradoksu’nun kanitini
bitirecegiz.

Teorem 16.10. Eger G 'nin celisik bir altgrubu varsa, G de celigiktir.

Kanit: H, G iizerine soldan garpmayla 6zgiirce etki eder. Teorem 16.8ten
dolay1 G, H-geligiktir. H de G’nin altgrubu oldugundan G kendisi geligiktir.
O

Teorem 16.11. Hausdorff Paradoksu. S?\ D nin SO3(R)-celisik oldugu
sayilabilir bir D kiimesi vardir.

Kamt: D kiimemizi yukaridaki gibi se¢elim. O zaman Teorem 16.7 ve 16.8’ten
dolay1 S?\ D, F-celigiktir. Ote yandan da Teorem 16.9’dan dolay1 S?\ D kiimesi
SO3(R)-celisiktir. O

Hausdorff paradoksuyla beraber, Banach-Tarski paradoksunun kanitini da
tamamladik. Yani artik elimizde bir kiire olduktan sonra istedigimiz kadar kiire
yapabiliriz! Tabii ki iglerin boyle yliriimedigi kamttan gorilebilir. Kanitimiz
Secim Aksiyomu kabul edildiginde bir toptan iki tane ayni boyutta top yapi-
labilecegini soyliiyor, nasil yapilacagina iliskin bir ipucu ise vermiyor.

Nitekim bir toptan iki top elde etmek igin elde edilen sonlu sayidaki parca,
hacmi hesaplanamayan parcalardir. Aksi takdirde, 47r3/3 hacimli bir toptan
toplam 4773/3 hacmi olan iki top elde edemezdik. R*’iin “Lebesgue hacmi”
hesaplanamayan altkiimeleri Se¢im Aksiyomu olmadan bulunamaz.
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17. Cennete Hosgeldiniz!

Sonlu bir kiimenin eleman sayisimin ne demek oldugunu herkes bilir. Ornegin,
{0, 2, 6, 7, 13} kiimesinin 5 eleman:1 vardir. Bu sayimzin kapak konusunda,
sonsuz bir kiimenin “eleman sayisi” so6zlerini anlamlandirip sonsuzlugu dere-
celendirecegiz. Ornegin “dogal sayilar kadar” kesirli sayilar olacak, ama “dogal
sayilardan daha fazla” gercel say1 olacak.

“Bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugunu gorecegiz” demek ye-
rine, “bir kiimenin eleman sayis1 kavramini (tanmimlayarak) yaratacagiz” demek
daha uygun diigerdi, ¢iinkii sonug olarak matematiksel kavramlari biz zihni-
mizde yaratiyoruz.

Ote yandan, yarattigimiz matematiksel kavramlarin hissettiklerimizle, goz-
lemlediklerimizle ve sagduyumuzla uyumlu olmalar1 gerektiginden, matema-
tiksel kavramlarin bizim digimizda belli bir nesnelligi olmali, onlar rastgele
yaratamayiz, tanimlarin hissettigimiz gerceklikle uyumlu olmalar1 gerekir.

O zaman sormamiz gereken ilk soru gu: Simdilik sadece sezgilerimizle al-
giladigimiz (ama birkag sayfa 6tede matematiksel tanimin verecegimiz) “bir
kiimenin eleman sayisi” sozlerinden ne anliyoruz, heniiz matematiksel olarak
tanimlanmamig olan bu kavram bize ne s6ylemeli, neyi anlatmaya caligmali,
kavramin 6zellikleri ne olmali?

Ik asamada bazi kiimelerin “sonlu”, bazi kiimelerinse “sonsuz” olduk-
larini soyleyebiliriz. Crnegin {0, 2, 6, 7, 13} kiimesi sonludur ama dogal sayilar
kiimesi N sonsuzdur.

Sonlu bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugu belli: Kiimenin her
elemanina 1’den baslayarak ardigik numaralar verilir, verilen en son numara
kiimenin eleman sayisidir.

Ya bir kiimenin sonsuz olmasi ne demektir? Sonlu olmamasi demektir elbet!
Demek ki sonlu kiimenin anlamini bilirsek, sonsuz kiimenin de anlamini biliriz:
Sonlu olmayan kiimelere sonsuz denir!

Burada “sonsuz”un bir ad degil bir sifat olarak kullanildigina dikkatinizi
cekerim.

Peki, sonsuz bir kiimenin eleman sayisi ne olabilir? Okurlarin gogunun
“sonsuz” diyecegini tahmin ediyorum. Dogru elbet! Sonsuz bir kiimede hig
kuskusuz sonsuz sayida eleman vardir. Ama biz, ders notlarinin bu kisminda,
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kiime hakkinda bu yanittan ¢ok daha fazla bilgi igeren bagka bir yanit bu-
lacagiz. Verecegimiz yanit, érnegin, dogal sayilardan daha fazla gergel say1
oldugunu soyleyecek. (Ama ne kadar daha fazla gergel say1 oldugunu higbir
zaman bilemeyecegiz!)

Ote yandan, verecegimiz yamt, tamsayilar dogal sayilar kadar oldugunu
da sOyleyecek, ne bir fazla ne bir eksik! Bu, biraz degil, oldukg¢a sasirtici,
hatta biraz da rahatsiz edici. Ne de olsa her dogal say1 bir tamsayidir ama her
tamsay1 (6rnegin —2) bir dogal say1 degildir. Bariz bigimde daha fazla tamsay1
varken “dogal say1 kadar tamsay: vardir” demek sacma bulunabilir.

Bu “sagmaligl” ilk olarak Galile farketmigtir. Galile, 0, 1, 4, 9, 16 gibi
tamkare sayilar1 (karekok ve kare alarak) 0, 1, 2, 3, 4 gibi dogal sayilarla
eslestirmis ve boylece ¢ift sayilarla dogal sayilarin “aynmi sayida” olmalar ge-
rektigini gormiistiir. Boylece, Galile sonsuzlukla yapilan aritmetigin bambagka
tlirden bir aritmetik olmasi gerektigi sonucuna varmigtir.

Uzunca bir siire altkiimelerin iistkiimelerden daha az sayida elemani oldugu
diigtiniildii. Ik kez Oklid tarafindan yazih olarak ifade edilen ve cok da yanhs
olmayan bu “parca biitliniinden kiiciiktiir” diiglincesi, 19’uncu yiizyilin sonuna
kadar yaygindi. 19’uncu ylizyilin sonunda Cantor bugilin herkes tarafindan
degeri ve “dogrulugu” kabul edilen ama zamaninda biiyiik tartigmalara neden
olan “biuiyiikliikk /kii¢iiklikk” tanimini verdi.

David Hilbert, Cantor’un bu ¢alismalarini, “matematiksel dehanin en zarif
irtinlerinden ve saf insan zekasininin varabilecegi en yiice noktalardan biri”
olarak tasvir etmis ve bu yepyeni matematiksel diinyaya “Cantor’un cenneti”
adini1 vermigtir.



18. Sonsuz Bir Kumeden Bir
Eleman Atmak

Aralarinda bir egleme olan iki kiimeye eglenik ya da denk kiimeler diyecegiz.
Sonlu kiimeler ancak ayni sayida elemana sahiplerse eglenik olabilirler. Ayni
Onermeyi sonsuz kiimeler i¢in de yapmak geciyor igimizden ama ne yazik ki son-
suz bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugunu bilmiyoruz. Zaten ders
notlarimin bu kisminin amaci da “sonsuz bir kiimenin eleman sayis1” sozlerine
anlam kazandirmak ve bunu yukardaki énerme dogru olacak bigimde yapmak.
Yavag yavag da olsa o asamaya geliyoruz.
Dogal sayilar kiimesi

N=1{0,1,2 ...,n, ...}

ile
N\{0}={1,2, ..., n, ...}

pozitif dogal sayilar kiimesinin, 6rnegin,
fm) =n+1

fonksiyonu sayesinde eslenik olduklar1 diigtiniiliirse, “sonsuz bir kiimenin ele-
man sayist” sozlerine anlam kazandirmanin pek de kolay olmayacag goriiliir.
Ama tistesinden gelecegiz.

Eger X ve Y kiimeleri egleniklerse, bu, X ~ Y olarak gosterilir. Kiimeler
arasindaki = iligkisinin su 6zellikleri vardir: Her X, Y, Z kiimesi icin,

e X ~ X,

e X ~YiseY ~ X,

e Xr~YveYxZise X =~ Z.

Bunlar [SKK]'da kanitlamigtik.

Hemen derin bir soru ortaya atalim: Eger X sonsuz bir kiimeyse, X ten bir
eleman atarsak, kalan kiime X’e eglenik olur mu? Yani, bir anlamda, sonsuz
bir kiimeden bir eleman eksilirse, “eleman sayisi” azalir mi?

Her iki kiimede de sonsuz tane eleman var elbette, bundan kimsenin kus-
kusu yok. Ama bu, bu iki kiime arasinda egleme var anlamimna gelmez. Ornegin,
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[SKK)’da R ile N arasinda bir egleme olmadigim gordiik. Yani iki sonsuz kiime
arasida bir egleme olmayabilir. Ote yandan, eger kiimelerin arasmdaki fark
tek bir elemansa, o zaman kiimeler arasinda bir esleme olacagini umabiliriz.

Ornek olarak gercel sayilar kiimesi R’yi ele alahm. R’den 01 atalim. Bu
iki kiime birbirine bayag1 yakin, farki tek bir eleman yaratiyor. Bu iki kiime
arasinda bir egleme var midir? Yani,

R~R\ {0}

olur mu? Genel sorunun yamtin vermeden 6nce bu sorunun yanitim verelim.
Evet! R ile R\ {0} esleniktirler. Iste boyle bir esleme:

g(z) =

r+1 egerxzeNise
x  eger x ¢ N ise

Bu fonksiyon, R’den R\ {0} kiimesine giden bir eglemedir.

001 2 3 4 S 6

g

Benzer sekilde R>Y ile RZ0 arasinda da bir esleme bulabiliriz elbet.
Genel sorumuza geri donelim.

Soru. X sonsuz bir kiime olsun. v € X olsun. X ile X \ {z} kimeleri
arasinda bir esleme var madir?

X = R ve x = 0 iken yamitin olumlu oldugunu gordiik. Ama olumlu
yanitimiz gercel sayilar:1 ve bu sayilarla yapilan iglemleri kullaniyordu. Oysa
herhangi bir X kiimesinde goze ¢arpan dogal bir islem yoktur.

Ayni soruyu, “X sonsuz bir kiimeyse ve x € X ise, X ile X \ {z} kiimeleri
arasinda bir esgleme olmali midir?” geklinde de sorabilirdik, ¢iinkii sorumuz
ozlinde bir inan¢ meselesidir, ¢iinkii matematikte teoremler, kanitlanmadan
kabul edilen aksiyomlar sayesinde kanitlanirlar ve hangi aksiyomu kabul edip
etmemek gerektigi, son analizde, neyin “dogru” olup olmadigiyla ilgili felsefi,
hatta inanca gore degisen bir sorudur.

Baklay1 agzimizdan gikaralim. Yanit (matematiksel anlamda) olumludur.
Eger X sonsuz bir kiimeyse ve x € X ise, X ile X \ {z} kiimeleri arasinda bir
esleme vardir. Ancak boyle bir eglemenin varliginin kaniti, herkesin her zaman
dogal bulmadigi ama bugiin artik matematikte tartismasiz kabul edilen Secim
Aksiyomu’nu kullanir.

Kanmitin piif noktasi agagidaki masum goriiniiglii 6nsavda gizlidir:
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Onsav 18.1. Her sonsuz kiime saylabilir sonsuzlukta bir altkime barindirar.

Kanit Yerine: Gegmiste kanitladigimiz iki giiglii teoremle bu 6nsavi bu
agamada kanitlamak isten bile degildir. Ancak ge¢mise bu kadar erken refe-
rans vermemek i¢in 6nsavin kanitini Sonug ?7?’ya erteliyoruz. Kanitin ipucunu
fisildayalim: Kanit, her kiimenin iyisiralanabilecegi olgusunu kullanir.

Teorem 18.2. Eger X sonsuz bir kimeyse ve v € X ise, X ile X \ {z}
kimeleri arasinda bir esleme vardar.

Kanit: X \ {z} kiimesi sonsuz oldugundan, yukardaki énsava gore X \ {z}
kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta bir altkiimesi vardir. Bu altkiimeye A diyelim
ve A'min elemanlarini

X\ (A U (x})
- X

X\ {x}

A={a,:neN}

olarak numaralandiralim. §imdi, X ile X \ {z} kiimeleri arasindaki esleme
yukardaki gekildeki gibi bulunabilir. f: X — X \ {z} fonksiyonunu,

a oeger z = ise
f(z)=4¢ a 41 eger z=a, ise
z diger durumlarda

olarak tanimlayalim. f’nin bir esleme oldugu apacik ortada. O

Sonug 18.3. Eger X sonsuz bir kimeyse, X ile X U {zx} kimeleri arasinda
bir esleme vardar.

Kanit: Y = X U {z} olsun. O zaman X =Y \ {z} olur. Yukardaki teoreme
gore X ve Y, yani X ile X U {x} kiimeleri egleniktirler. O






19. Kardinal Sayilari, Tanim
ve Ilk Ozellikler

19.1 Kardinal Tanimi

Her kiimenin iyisiralanabilecegini kanitlamigtik (Teorem 11.1).

Ozel iyisirah kiimeler olan ordinalleri de Béliim 4.2’de tanmimlamigtik. Or-
dinallerde iyisiralama a € f iligkisiyle verilir, yani bir ordinalde < siralamasi,

a<f&saef

olarak tanimlanir. Ordinalin elemanlar: da ordinaldirler (Teorem 4.7).

Her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordinale egyapisal oldugunu Teorem
5.1’de kanitlamigtik.

Demek ki her kiime en az bir ordinale egleniktir, yani eger X bir kiimeyse
X’le arasinda bir egleme olan en az bir ordinal vardir. X’le arasinda bir egleme
bulunan ordinallerden birine « dersek,

{8 < a: X’le B arasinda bir egleme var, yani X ~ 3}

kiimesi, a ordinalinin bog olmayan bir altkiimesidir. Demek ki en kii¢iik bir
elemani vardir. Bu ordinali | X| olarak gosterelim.

Eger § ve « iki ordinalse, ya 5 < 7, ya 7 <  ya da 8 = v olur. (Teorem
4.10). Dolayisiyla yukarda tanimlanan | X |, segilen o’dan bagimsizdir ve sadece
X’e gore degisir. Demek ki |X|, X’le arasinda bir egleme bulunan en kiigiik
ordinaldir.
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X kiimesiyle arasinda esleme bulunan bu en kiiciik |X| ordinaline X'’in kar-
dinali, kardinal sayist, kardinalitesi ya da eleman sayist denir.

| X|’le | X|'ten daha kiiciik bir ordinal arasinda bir esleme olamaz elbette.
(Yoksa X'’le bu daha kiigiik ordinal arasinda bir egleme olurdu.) Bir kardinal
sayyr, kendisinden daha kiiciik bir ordinalle arasinda egleme olmayan ordinal
olarak tanimlayalim. Her X kiimesi i¢in, | X| bir kardinal sayidir.

Her kardinal sayisimin kardinali kendisine esittir elbette, yani || X|| = | X|.

Kardinaller 6zel ordinaller olduklarindan, ordinallerin siralamasiyla sirala-
nirlar.

esleme

esleme
olamaz

Alistirmalar.
19.1. |X| =(){a: a ordinal ve X ~ «a} esitligini kanitlayin.

Ik kardinal sayilarimizi bulalim:

Teorem 19.1. Her dogal sayn bir kardinal sayisidar.

Kanit: Bir n dogal sayisiyla kendisinden kiig¢iik bir m dogal sayis1 arasinda bir
esleme olamayacagini kanitlamaliyiz. Bu ¢ok bariz 6nermeyi kanitlayabilmek
i¢in dogal sayinin taniminabagvurmamiz gerekir elbet. Bu tanimi [Si]’de ver-
migtik. O ders notlarinda dogal sayilar1 teker teker degil, topunu birden, yani
dogal sayilar kiimesi N’yi tanmimlamistik. Ardindan, dogal sayilar1 N'nin ele-
manlar1 olarak tanimlamigtik. Okurun tanimi bildigini varsayiyoruz. Ancak

0=2ven+1=nU{n}

tanimlarini ve her n dogal sayisinin kendisinden kiigiik elemanlar kiimesi ol-
dugunu animsatalim.

« o - . . .

Her n ve m dogal sayisi icin, m < n ise, n ile m arasinda bir egleme
yoktur” onermesini m lizerinden tiimevarimla kanitlayacagiz.
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Eger m = 0 = & ise, m’den n’ye giden bir fonksiyonun imgesi ancak &
olabilir, dolayisiyla n # 0 = @ oldugundan, boyle bir fonksiyon érten olamaz.

Onermenin m icin dogru oldugunu varsayip 6nermeyi m + 1 icin kanitla-
yalim. m 4+ 1 < n olsun ve m + 1’den n’ye giden bir f eslemesi oldugunu var-
sayalim. Bir celigki elde edecegiz. n, 0’dan biiyiik olmak zorunda oldugundan,
bir k dogal sayisi i¢in, n = k+1 olmali. u < m+1 ve v < n sayillarim f(u) =k
ve f(m) = v esitlikleriyle tamimlayalim.

Asgagida resimledigimiz iki degisik sik var.

k+l=n
m+1 k m+1
B
m m
m m
f,
g »
Birinci Sik: f(m) = k. Ikinci Sik: f(m) # k.

Birinci Sik: v = m ise. Bu durumda, f, m’den k’ye giden bir ¢ eslemesine
yol agar: g = fj,;,. Ama tiimevarim varsayimi bunu yasaklar.

ikinci Sik: u # m ise. Bu durumda, g: m — k fonksiyonunu,

oi) = { f (@) eger i # u ise

v eger i = u ise

olarak tamimlayalim. Bu da m ile k arasinda bir eglemedir ve bize gereken
geligkidir. O

Simdi ilk sonsuz kardinal sayimizi bulalim:

Teorem 19.2. w bir kardinal sayisidar.

Kanit: w’nin kendisinden kiiciik bir ordinale, yani bir n dogal sayisina “eglenik”
olamayacagini kanitlamamiz gerekiyor. (Bundan boyle, aralarinda egleme olan
kiimelere eglenik kiimeler diyecegiz.) Bunu n iizerine tiimevarimla yapacagiz.

w'nin sonsuz oldugu, n’nin ise sonlu oldugu, dolayisiyla aralarinda bir
esleme olamayacag bariz de olsa, bu 6nermenin matematiksel olarak kanit-
lanmas1 gerekiyor.
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0 = @ oldugundan, w, 0 ile eslenik olamaz. w'nin n ile eslenik olmadigini
varsay1p, w'nin n+ 1 ile eglenik olamayacagini kanitlayalim. Celigki elde etmek
amactyla w’dan n + 1 sayisina giden bir f eglemesi ele alahm. f(0) = k ve
f(m) = n olsun. (Bkz. bir yukardaki sekil.)

o\ {0}
O
\ ‘
n+1
I n n
g
/ T
0 0@

Simdi
g:w\{0} —=n
fonksiyonunu goyle tanimlayalim:

g(z):{f(l) eger i # m ise

v eger i =m ise

f bir esleme oldugundan, ¢ de bir eslemedir elbet. Agagidaki resim bunun bir
kaniti! Simdi
h:w—n

fonksiyonu
h(z) = g(z +1)

olarak tanimlansin. g bir esleme oldugundan A de bir eglemedir. Bu, tiimevarim
varsayimimizla geligir. O

a+1

n+1
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Her ordinal bir kardinal olamaz, 6rnegin |w + 1| = w oldugundan, w + 1 bir
kardinal olamaz. Aslinda « + 1 bigiminde yazilan hicbir sonsuz ordinal bir
kardinal olamaz:

Teorem 19.3. Sonsuz bir kardinal limit ordinal olmak zorundadar.

Kanit: «, herhangi bir sonsuz ordinal olsun. |+ 1| = |/ esitligini kamtlaya-
cagiz. «, sonsuz oldugundan, w < «, yani w C «, hatta w, a’nin bir baglangig
dilimi. Simdi

fra+l—=a
fonksiyonunu yandaki resimdeki gibi ve asagidaki formiille tanimlayalim:

0 eger f=cqise

f(B)=< B egerw<f<aise
B 41 eger B < w ise

f bir eglemedir elbet. 0
Ama bunun tersi dogru degildir, 6rnegin w? bir limit ordinaldir ama
W = w

oldugundan (neden?) bir limit ordinal olan w? bir kardinal degildir.

Teorem 19.4. Bir kardinal kumesinin bilesimi bir kardinaldir. Yani eger
(Ki)ier bir kardinal ailesiyse, | Uier Ki| = Ujerk.

Kanmit: K bir kardinaller kiimesi ve Kk = UK = Ugecg @ olsun. x bir ordinaldir
[Olgu ??’ten hemen sonrasi]. § < k herhangi bir ordinal olsun. Eger K'nin her
a kardinali icin, a < 8 olsaydi, o zaman a C f olurdu ve k = Upega C 5,
yvani k < [ elde ederdik, bir geligki. Demek ki bir o € K i¢in § < «. Bu da
18| < @ < Kk demektir. Dolayisiyla x bir kardinaldir.

19.2 I"JQ Sonug

Teorem 19.5. X veY iki kiime olsun. Yo X ’ten' Y ’ye ya da 'Y 'den X ’e giden
birebir bir fonksiyon vardur.

Kamit: X’le |X| kardinali arasinda, Y ile |Y| kardinali arasinda birer egleme
oldugundan, 6nermeyi kardinal sayilari i¢in kanitlamak yeterli. Ama kardinal
sayilar1 birer ordinaldir ve herhangi iki ordinalden biri digerinin altkiimesidir
(hatta bir baglangig dilimidir, Sonug 4.16).
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Teorem 19.6. X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. Ya X ten Y’ye ya da
Y ’den X ’e giden drten bir fonksiyon vardar.

Kamt: Onermeyi gene o ve 8 ordinal sayilar icin kamtlamak yeterli. a C 8
olsun (Sonug ??). a # 0 oldugundan, 0 € a. Simdi,

|y egery < aise
f(/Y)_{O eger v > « ise

kuraliyla tanmimlanmis f: 8 — « fonksiyonu ortendir.

Teorem 19.7. X ve Y kumeleri i¢in asagidaki onermeler esdegerdir:
i. | X| <Y
ii. X ten Y 'ye giden birebir bir fonksiyon var.
iii. Y 'den X ’e giden érten bir fonksiyon var.

Kanit: (i = i) ve (i = 4ii) yukardaki kanitlardan ¢ikar.

(44 = )X ve Y’nin birer kardinal olduklarin varsayabiliriz. Eger ¥ < X
ise, Cantor-Schroder-Bernstein Teoremi’ne gore [SKK], Y’yle X arasinda bir
esleme vardir ve bu da 6nce X =Y esitligini, bu da haliyle X <Y esitsizligini
dogurur. Aksi halde X < Y.

(i = i1) Y’den X'e giden orten fonksiyona f diyelim.g,

{f (@) 2 e X}

kiimesinin bir secim fonksiyonu olsun. Demek ki

g(f M) ef o) CYy

ve
Fg(fH())) = a.
Simdi h: X — Y fonksiyonu

olarak tammmlansin. f(h(z)) = f(g(f~'(x))) = z esitliginden dolay1 h birebir-
dir.

19.3 wy ve w; Kardinalleri
w yerine bazen wq yazilir. wy elbette en kiiciik sonsuz kardinal sayisidir. “El-

bette” dedik ama bu, Se¢im Aksiyomu olmadan kanmitlanamaz. (Bkz. Sonug
?7.)
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wo’dan daha biiyiik bir kardinal sayis1 var midir?

Sadece wg’dan degil, her kardinal sayisindan daha biiyiik bir kardinal sayisi
vardir. Eger o bir kardinal sayisiysa ve p(«), a’'nin altkiimeleri kiimesiyse,
|p(cr)|, o’dan daha biiylik bir kardinal saysidir, ¢iinkii a’dan p(«)’ya gi-
den birebir bir fonksiyon vardir (6rnegin, a — {a} fonksiyonu) ama bilindigi
lizere a’dan p(a)’ya giden orten bir fonksiyon yoktur [SKK]. Demek ki, Teorem
19.7’ye gore, a < |p(a)|.

Madem ki a kardinal sayisindan daha biiytik bir kardinal sayisi vardir,
a’dan sadece “bir boy biiytik” bir kardinal sayis1 da vardir; yani o’dan biiyiik
kardinal sayilarinin en kiigiigii vardir. Nitekim, bog olmayan

{8 <|p(a)|: a < ve B kardinal}

ordinal kiimesinin en kiiciik elemani igte tam bu elemandir. a’dan sadece bir
boy biiyiik olan kardinal sayisin1 o™ olarak gosterelim. Demek ki

o < at < [p(a)|
esitsizlikleri ve
eger B kardinal sayst o < < ot esitsizliging saghyorsa o zaman B = o™

onermesi dogrudur.
wp’dan bir boy biiyiik kardinal say1 wy olarak yazilir: wy = wsr .
wy elbette, sayillamaz sonsuzluktaki en kiigiik ordinaldir, dolayisiyla (ele-

man sayisi) sayilabilir sonsuzlukta olan ordinallerin kiimesidir:
w1 = {a: a ordinal ve |a| < w}.

Bundan da sayilamaz sonsuzlukta sayilabilir ordinal oldugu ¢ikar (yoksa w;
sayilabilir sonsuzlukta olurdu.)

. . . . .. W@ .
2w, 3w, 4w gibi ordinallerin bilegimi olan w® ve w*, w**, wW** gibi ordi-
nallerin bilegsimi olan g ordinali wy’in elemanidir.

Alistirmalar.

19.2. wy’in sayilabilir sonsuzluktaki her altkiimesinin tistsinir1 vardir. (Bu 6zelligi olan siral
bir kiime bulmak pek kolay degildir.)






20. Kardinal Sayilariyla
Islemler

Bu boliimde, « ve 8 kardinal sayilari i¢in, 6rnegin, a+ 8 adini verecegimiz bir
kardinal sayisini, “a ve f’nin toplami”ni1 tanimlayacagiz.

Aslinda amac iki kardinalin toplamini tanimlamak degildir, olamaz da,
¢iinkii en yaygin ve saygin matematiksel tanimlar bir gereksinim sonucu ve
dogal olarak ortaya cikarlar, oysa iki kardinalin toplami diye bir isleme gerek-
sinim duymadik gimdiye dek. Durduk yerde yapay tanim yapmayalim.

Zaten her kardinal say1 bir ordinal say1 oldugundan ve ordinal sayilari
toplamay1 bildigimizden, durduk yerde kardinal sayilar1 yeniden toplamanin
bir anlami olamaz.

Amag, iki kardinal sayiy1 toplamaktan ziyade, iki kiimenin bilegiminin ele-
man sayisini bulmaktir, yani A ve B kiimeleri verilmigse, A U B kiimesinin
“eleman say1s1” olarak algiladigimiz |A U B| kardinal sayisini |A| ve |B| kardi-
nalleri cinsinden bulmaktir. Bu da son derece anlasilir ve sempatik bir amagtir.

Eger A ve B kiimeleri sonluysa, A U B kiimesinin eleman sayis1t AN B
kesigimine gore degisir elbet; genel formiil soyle:

|AUB| = |A| + |B| - |An B.

A N B kiimesi ne kadar kiigiikse A U B kiimesi o kadar biiyilik olur. Sonug,
max{|A|, |B|} ile |A| + |B| arasinda degisir. Ornegin A’nmn 5, B’nin 7 eleman
varsa, bilegsimin en az 7 (A'nin B’nin altkiimesi oldugu durum), en ¢ok 12 (A
ve B’nin ayrik olduklari durum) tane eleman: vardir.

Ilgingtir, birazdan kantlayacagimiz {izere, eger A ve B kiimelerinden en az
biri sonsuzsa, AU B kiimesinin eleman sayis1 A N B kesigimine gore degismez;
kesigim ne olursa olsun hep ayni kardinal sayisi, max{|A|, |B|} bulunur. Bunu
simdilik kabul edelim. O zaman, sonlu durumla benzerlik kurarak, |A| ya da
| B| kardinallerinin en az biri sonsuzsa,

“|A] + |B] = max{|A|, |B|} esitligi saglanir”
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diyebilmek istiyoruz. Kardinal toplamasini bu esitlik saglanacak bigimde bi-
¢imsel olarak goyle tanimlayabilirdik:

bilinen toplam  eger A ve B sonluysa

|A| + |B| = { max{|A|, |B|} eger A ya da B sonsuzsa

Ama bu yapay yolu tercih etmeyecegiz. Daha dogal bir yol izlemek istiyoruz.
Kardinal toplamasiyla ordinal toplamasinin karigmasini istemiyorsak, yu-

karda + yerine @ igaretini kullanabilirdik. Ama bunu pek sik yapmayacagiz.

Yazilimi karmasiklagtirmaktansa okurun kafasinin karigtirmayi tercih ederiz!

Onsav 20.1. Eger A ve B ayrik kimelerse ve en az biri sonsuzsa, o zaman
|AU B| = max{|A|, |B|} olur.

Kanit: Sonug 18.3’ten dolay1 A ve B’nin sonsuz olduklarini varsayabiliriz.
Ayrica |A| < |B| esitsizligini de varsayabiliriz. Demek ki, |A U B| = | B| esitli-
gini kanitlamaliyiz.

|A| = a ve |B| = 3 olsun.

|A] = a = |a x {0}] ve |B| = = |5 x {1}] esitliklerinden ve a x {0} ve
B x {1} kiimelerinin ayrik olmalarindan dolay1, A yerine a x {0} ve B yerine
B x {1} alabiliriz. Demek ki (a x {0}) U (8 x {1}) kiimesiyle S arasinda bir
esleme bulmaliyiz.

Once o = B 6zel durumunu ele alahm. Teorem 5.10°a gére, her v < o, bir
A limit ordinali ve bir n dogal sayisi icin A +n

B

ax {0} Px {1}

olarak tek bir bigimde yazilir. Bu yazilimi kullanarak

(> {0}) U (ax {1})

kiimesiyle o arasinda bir egleme bulacagiz. a x {0}, bir A limit ordinali ve
bir n dogal sayisi i¢in (A + n, 0) olarak yazilan bir elemanini o’nin A + 2n
elemanina ve o x {1}’in, bir A limit ordinali ve bir n dogal say1s1 igin (A+n, 1)
olarak yazilan bir elemanin1 a’nin A 4+ 2n + 1 elemanina yollayalim.

(A +mn,0) ax {0} (A+mn,1) ax {1}

T

A+2n A+2n+1)
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Boylece (a x {0}) U (o x {1}) kiimesiyle « arasindaki aradigimiz eglemeyi
buluruz. Bu fonksiyonun goriinti kiimesinin « oldugu, bir kardinal olan a’nin
limit ordinal olmasindan gikar (Teorem 19.3). Orten ve birebir oldugu ¢ok
bariz.

Yukarda yaptigimizin tek ve ¢ift ordinalleri tanimlamak olduguna dikka-
tinizi gekerim. Ayrica sonsuz bir a ordinali igin, |a + a| = || esitligi, yani
a + a =~ «a denkligi kanitlandi. Bunu aklimizda tutalim, bu bir.

Simdi o < f esitsizligini varsayalim. O zaman Onsav 5.6’e gore bir v
ordinali i¢in 8 = «a + 7 esitligi dogrudur. Bu iki.

Ordinallerin dilinde ifade edecek olursak, ordinal toplamasinin tanimindan
dolay, (a x {0}) U (B8 x {1}) kiimesiyle 8 arasinda bir esleme bulmak demek,
«a + 8 ordinaliyle 8 arasinda bir egleme bulmak demektir. Bu da tg.

Yukardaki bir, iki ve ii¢ sayesinde kanitimizi tamamlayabiliriz:

atf=a+(a+y)=(ata)+yra+ty=4
Onsav kamtlanmgtir. O

Simdi kardinal toplamasint tanimlayabiliriz. Kardinal toplamasi ordinal
toplamasindan degisik oldugundan, kardinalleri toplarken ¢ok kisa bir stire +
yerine ¢ yazmay1 yegleyecegiz:

Eger o ve § birer kardinal sayiysa, a & 3, kardinaliteleri a ve 8 olan iki
ayrik kiimenin kardinalitesidir. Eger v ve 8 sonlu kardinal sayilariysa, yani
birer dogal sayilarsa, bu tamim bize bildigimiz dogal say1 toplamasini verir.
Ama ikisinden beri sonsuzsa, o zaman hep max{«, 8} elde ederiz:

bilinen toplam eger o ve 5 sonluysa
max{«, 5} eger a ya da 3 sonsuzsa

a@ﬁ—{

Artik @ yerine + yazacagiz. Umariz bu yazilim bir karigikliga meydan vermez.
Bu tanimin sonucu olarak, kardinaller i¢in derhal su cebirsel esitlikler elde
edilir:

Onsav 20.2. a, B ve vy birer kardinalse, o zaman,

a+p=p+aq,
at(B+7y)=(a+p)+7,
alfBisea+y< B+

olur. O

“Teorem” admna biraz daha yakigan bir 6nerme (gok daha yakiganlarimi
gorecegiz):
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Teorem 20.3. A ve B, en az biri sonsuz iki kiimeyse,
|[AU B| = [A| + | B] = max{|A], [Bl}
olur.
Kamt: |B| < |A] olsun. O zaman
Al < |AUB[=[AU(B\ A)| = |A| + |B\ A] = max|A|, | B\ A] = |A].
Demek ki her yerde esitlik var. (En son egitlikte Onsav 20.1'i kullandik.) O

Sonug 20.4. A ve B iki kiime olsun. Eger A sonsuzsa ve |B| < |A| ise
[A\ B| = |4]
olur.

Kanit: B yerine AN B alarak, B’nin A’nin bir altkiimesi oldugunu varsaya-
biliriz. O zaman,

|B| # [A] = [(A\ B) U B| = [A\ B| + [B| = max{|A\ BJ,|B|}.
Demek ki |[A\ B| = |A|. O

20.1 Kardinal Sayilarinin Carpimlari

Eger a ve ( iki kardinal sayiysa, a ve S’'nin ¢arpimi « X § kartezyen carpiminin
kardinalitesi olarak tanimlanir:

a®f=laxpl

Carpmada, ordinal ¢arpmasiyla karigmasin diye ® imgesini kullaniyoruz. Ni-
tekim, ordinal carpmasinda
ww = w? #w

olur (Onsav 5.17) ama kardinal carpmasinda
WOw=|lwXxw =w

olur ¢iinkii sayilabilir sonsuzluktaki iki kiimenin kartezyen carpimi sayilabilir
sonsuzluktadir. Biz gene de bu boliimlerde sadece kardinal carpmasindan soze-
decegimizden, o ® 3 yerine, kolaylik olsun diye, kisaca af yazacagiz. Herhangi
bir karigiklik olasiligi durumunda, ordinal toplamindan mi1 yoksa kardinal top-
lamindan mi1 sozettigimizi 6zellikle belirtecegiz.

Eger o ve 8 birer dogal sayiysa, bu, aynen ilkokullu yillarimizda kabusla-
rimiza giren carpmadir. Bunun kolay kanitini okura birakiyoruz.
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Onsav 20.5. Her a, B, v ve § kardinal sayilart i¢cin,
i.a0=0, al = q,
ii. aff = Pa,
i, (a8)y = a(87),
iv. a(f+7) = af +av,
v.a< p ey <éise ay < fd.

Kanit: Bunlarin her biri iglemlerin tanimindan dogrudan cikar ve kanitlar:
son derece basittir, dolayisiyla okura birakilmiglardir, ama kanit1 ¢ok daha
uzun olan bir sonraki teoremden de cikarlar. O

Bir sonraki uzun kanitli teorem, aslinda eger o ve B’dan biri sonsuzsa
toplamadan ¢ok degisik bir kavram tanimlamadigimizi gosterecek:

Teorem 20.6. Hicbiri 0 olmayan o ve 8 kardinallerinden en az biri sonsuzsa,

aff = max{a, B} 'dur.
Kanit: o’nin sonsuz oldugunu varsayalim. Eger 8 sonluysa,

a(f+1)=lax (B+1)] = |axS(3)
=lax (BU{B}] = [(ax B) U (e x {B})]
=lax gl +lax{f} =af +a

egitliginden, J lizerine tiimevarimla S # 0 igin af = « eitligi kolayhkla
kanitlanr. Onsav 20.5.iv varsayilirsa kanit daha da sadelesir:

af+l)=af+a=a+a=aqa.

(Son esitlik Teorem 20.3’ten.)

Simdi her ikisinin birden sonsuz oldugunu varsayalim. Kanita baglamadan
once, eski sonuglarimiza bir goz atahm. [SKK]’da N x N &~ N eglenikligi kanit-
lamistik ve kanit1 oldukga kolaydi. Ama aym kitapta R x R &~ R eglenikligini
kanitlarken zorlanmigtik. Kanit pek kolay degildi. Dolayisiyla bu teoremin de
kanitinin kolay olmayabilecegini tahmin edebiliriz. Nitekim kanit pek kolay
degildir.

Once a = 8 sikkm ele alahm.

aa = « esitligini « lzerinden tiimevarimla kanitlayacagiz. a = w duru-
munda kanit1 biliyoruz. Bundan boyle o’dan kiiciik her 5 kardinali igin 838 = 8
esitligini varsayalim.

Simdi o x « kartezyen carpimi iizerine bir iyisiralama tanimlayacagiz.
(B, 7), (B1, 11) € a x a i¢in, (B, v) < (B1, 71) ancak ve ancak

e max{f, v} < max{f1, 71} ise, ya da

e max{f, v} = max{fS1, 11} ve f < [y ise, ya da
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e max{$, v} = max{f, n1}, 8= B1 vey < ise.
Bunun bir siralama oldugunun (kolay) kanitini okura birakiyoruz. Ne tiir
bir siralamadan sozedildigini daha iyi kavrayabilmek icin agagiya siralamayi

aciklayacagini umdugumuz bir resim cizdik.

0,1
(0, 1) AR
(0, 0)
(1, 0)
Siralamay1 izlemek igin en alt sol kosedeki (0, 0)’dan
(1,0) < (1, 1)

baglayarak yolu takip edin: (0, 0) < (0, 1) <
<(0,2) < (1,2)<(2,0) < (2, 1) < (2,2)
<(0.3)<(1.3)<(23)<(3.0)< (3.1) < (3
Eger o< o < Bise, (o, B) < (o, B)

Bu siralama, « x « kartezyen carpimini iyisiralar. Nitekim eger A C a X a bog
olmayan bir altkiime olsun. (Kanit1 agagidaki sekilden izleyebilirsiniz.)

B = {max{B, v}: (8, v) € A}

olsun. Bog olmayan bir ordinaller kiimesi oldugundan, B’nin bir en kiigiik

elemani vardir. Bu elemana g diyelim. Simdi,

C={(B,7) € A: max{f, v} = p}
olsun. (Asagidaki sekilde C'nin iki eleman var.) C' bogkiime degildir. C"yi iki
parcaya ayiralim:

Dy ={B: (B, n) e C}
Dy ={v: (u,7) € C}
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Eger D; # @ ise ve 8, Di’in en kiiglik elemanysa, (3, 1), A'nin en kiigiik
elemanidir. Eger (sekilde oldugu gibi) Dy = & ise o zaman Dy # @’dir ve eger
v, Do’nin en kiiciik elemaniysa, (i, v), A'nin en kiigiik elemanidir.

Demek ki tanimladigimiz < iligkisi o x « kartezyen carpimini iyisiralar.
Her iyisirali kiime bir ordinalle egyapisal oldugundan, (a x «, <) iyisiralamasi
bir (5, €) ordinaliyle egyapisaldir. Simdi f'nin o’dan biiyiik olamayacagini
kanitlayacagiz.

Diyelim g ordinali a’’dan biiyiik. O zaman « € 8 olmali. f, (3, €) ordina-
linden (a X «, <) iyisiralamasima giden bir egyap1 eglemesi olsun (izomorfizma
yani).

fla) = (Bo, 10) € x x
olsun. f'nin o’ya kisitlanmasina g diyelim:
9= fla-

Demek ki g, a’dan

Y={(B,v)eaxa: (B,v) < (Bo v)}

kiimesine giden bir eglemedir. Elbette o = |Y|. Simdi,

do = max{fo, Y0}

tanimini yapalim. « bir kardinal oldugundan ve gy, a’dan kiigiik olan By ve g
ordinallerinden birine esit olmak zorunda oldugundan, |0y| < «. Tiimevarim
varsayimina gore |[0g X dg| = |do|. Ama Y, dp X dp’nin bir altkiimesi, dolayisiyla
a = Y| < 6] < «, bir geligki. Demek ki § ordinali a’dan biiyiik olamaz.
Bundan da

o] <laxal =8 <avelaxal=«a
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gikar.
Simdi, iki o ve § iki sonsuz kardinal sayisi olsun. 8 < « esitsizligini varsa-
yalim. O zaman

B<aB=laxpl<|Bxp]=p.
Kamt bittil. O

20.2 Sonsuz Sayida Kardinal Toplami

Toplamanin tanimini sonlu sayida kardinalin toplamindan sonsuz sayida kar-
dinalin toplamina genellemek igin dahi olmaya gerek yok. (k;);er bir kardinal
ailesi olsun. (Bu, bir I kiimesinden bir kardinal kiimesine giden orten bir &
fonksiyonu anlamina gelir. ¢ € [ igin, ¢'nin imgesini k; olarak yaziyoruz.)
Amacimiz her birinin kardinalitesi x; olan ayrik A; kiimeleri bulmak ve (k;);er
kardinal ailesinin toplamini bu ayrik kiimelerin bilegiminin kardinalitesi olarak
tanimlamak.

Ki K]- Kk
/ / /
A, A; Ay
U, A

iel i

Okur, sonucun segilen ayrik A; kiimelerinden bagimsiz oldugunu diigiinecektir
muhtemelen. Boyle diistinen okur haklidir ama bir dereceye kadar hakhdir,
¢linkii haklhiligimi kanitlamak icin Se¢im Aksiyomu’na siddetle ihtiyaci vardir.

Onsav 20.7. (A))ier ve (Bi)icr iki ayrik kiimeler ailesi olsun. Eder her i €
I i¢cin A; ve B; eslenik kiimelerse o zaman U;crA; ve U;erB; kiimeleri de
esleniktir.

Kanit: Kanitin belki bariz olmayan tek tarafi, olsa olsa, I sonsuz oldugunda
ve A; ile B; arasinda eglemeler i’ye bagimlh bir bigimde bir formiille filan
verilmediginde Secim Aksiyomu’nu kullanma zorunlulugudur. Bu durumda,
her ¢ € I igin,

{f: A; = Bj: f eslesme}

kiimesinden bir f; elemani segilmesi gerekiyor ve bu secim genel olarak Secim
Aksiyomu olmaksizin yapilamaz.

'Bu kanit ve bundan sonraki René Cori ve Daniel Lascar’m Mathematical Logic, Oxford
University Press 2001 (geviren Donald H. Pelletier) adli kitaptan alinmigtir. Sayfa 154-157.
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rol f,- £y
Uz’s] Bi . I

Secim Aksiyomu sayesinde secilen bu f;’leri yapistirarak bilegimler arasinda
yukardaki resimdeki gibi bir f eslemesi bulunabilir. O

Bolimiin ilk paragrafinda genel hatlarini ¢izdigimiz programi uygulayalim.
ki x {i}, kardinalitesi x; olan bir kiimedir ve degisik i belirtecleri i¢in bunlar
ayrik kiimelerdir. (k;);es kardinal ailesinin toplamini bu kiimelerin bilegiminin
kardinalitesi olarak tanimlayalim:

> ki = Uier (ki x {i})].

i€l
Once kolay bir 6zellik: Her ¢ € I icin k; < ); ise,
TS P
icl icl

Bu sonsuz toplamin 6zelliklerini kanitlamak icin kardinal carpmasindan yarar-
lanacagiz.

Teorem 20.8. Eger k;’lerden en az biri sonsuzsa, o zaman

Z ki = max{Userki, 1]}
icl

olur.

Kanit: Teorem 19.4’ten dolay1 U;crk; ordinalinin ashnda bir kardinal oldu-
gunu biliyoruz, bu yiizden 6nermede | U;es ;| yazmadik.

Higbir x;’nin 0 olmadigini varsayabiliriz.

Ujerki < ;e K esitsizligi icin, her i € I igin,

Ki < Zﬁi
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esitsizligini gostermek yeterlidir elbette, ki bu da

p(a) = (a, 1)
kuraliyla tanimlanan
¢ ki = Uier(r; x {i})
birebir fonksiyonundan ¢ok bariz bigimde ¢ikar.
[I| <> ki esitsizligi de
(i) = (0, 7)
kuraliyla tanimlanan
U: T — Uier(ki X {i})
birebir fonksiyonundan g¢ikar. Demek ki
max{Uerki, |1} < Z/ﬁ:i.
el
Geri kalan egitsizlik bir sonraki boliimde kanitlanacak olan agagidaki teoremin
sonucudur.

Teorem 20.9. (X;);cs bir kiime ailesi olsun. Eger X; lerden en az biri son-
suzsa, 0 zaman
| User Xi| < max{U;es|Xi, [1]}

olur.

Kanit: Varsayima gore max{U;cs|X;|, |/|} sonsuz bir kardinal sayisidir. Bu
saylya A diyelim.
X = Uier X;

olsun. Her z € X icin,
I, ={iel:ze X}

olsun. I, bogkiime degildir. Se¢im Aksiyomu’nu kullanarak I,’ten f(z) adim
verecegimiz bir eleman segelim. (Bkz. agagidaki sekil.) Yani f: X — I fonksi-
yonu {I,: z € X} kiimesinin bir se¢im fonksiyonu olsun.

flx)
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Demek ki her € X i¢in, x € Iy(,). Ayrica, gene Segim Aksiyomu’nu kullana-
rak, her ¢ € I igin, X;’den A’ya giden birebir bir g; fonksiyonu segelim.

X 8f(x)
flo T
A

Boyle bir birebir fonksiyon vardir ¢iinki | X;| < A. Simdi,

kuraliyla tanimlanan
h: X —>1xA\

fonksiyonu birebirdir. Ciinkii, x, y € X i¢in, h(x) = h(y) ise, yani

ise, o zaman f(x) = f(y) = i’dir. Demek ki,

9i(2) = 952)(2) = gp) (W) = gi(y),

ve g; birebir oldugundan, x = y cikar. Dolayisiyla, Teorem 20.6’dan dolayi,
| X|<|I XA < [Ax A=A\ 0

Aligtirmalar.

20.1. Her r; = kise, 3, ki = |I] esitligini kanitlayn. (Demek ki kardinal garpmasi kardinal
toplamasindan tanimlanabilir.)

20.2. Onsav 20.7’yi [Lic; Ai ve [1;c; Bi kiimeleri igin kanitlayimn.

20.3. [Sonsuz Sayida Kardinal Carpimi.] (x;):er bir kardinal ailesi olsun. [],.; #: kar-
dinal sayisini, [],.; #: kartezyen garpiminin kardinalitesi olarak tanimlayalim. ([ ], s
kardinal sayisiyla Hie ; ki kartezyen carpimi, ayni bicimde yazilan iki degigik seydir.
Birincisi bir kardinal say1, ikincisi [SKK ve Si]’de

{f: I — Userki: her i € I icin f(i) € Kk}

olarak tanimlanmigti.
Eger x; ve \; kardinal sayilari, her i € I icin, x; < A; esitsizligini saghyorsa, [[,c; ki <
[1;cr Ai kardinal say1 esitsizligini kanitlaym.
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Teorem 20.10. (A;);c; ve (Bj)ier ki kiime ailesi olsun. Eger her i € I i¢in
|Ai| < |By| esitsizligini varsayalim. O zaman | Uicr Ai| < |[1;c; Bil esitsizligi
de gecerlidir. Kardinal sayplar olarak ifade edersek: Eger heri € I i¢cin k; < \;

ise,
Z Ky < H i
iel el
olur.
Kanit: |Ujcr A;| < |[,c; Bil esitsizliginin kanitini okura birakip kati esitsizligi
kamithyoruz. A = UjcrA; ve B = [[,c; Bi olsun. f, A’dan B’ye giden bir
fonksiyon olsun. f’nin érten olamayacagin kanitlayacagiz. Her a € A icin,
f(a) = (f(a)i)ier olsun. Burada, f(a);, B;'nin bir elemanidir. Boylece,

fit Ai = B;
fonksiyonunu

fila) = f(a);
olarak tammlayabiliriz. |A;| < |B;| esitsizliginden dolay1 f; orten olamaz. O
zaman B;\ f;(A;) kiimesi bog olamaz. Se¢im Aksiyomu’nu kullanarak B;\ f;(4;)
kiimelerinden birer eleman segelim, diyelim b;. O zaman, B’nin (b;);c; elemam
f(A)’da olamaz, ¢iinkii bir @ € A i¢in f(a) = (b;)ier olsaydy, bir i € I igin
a € A; olur ve f;'nin tanimindan dolay1, f;(a) = b; olurdu. O

Yukarda kanitlanan Konig Teoremi aslinda Segim Aksiyomu’na egdegerdir.
Ciinkii eger B; kiimelerinin higbiri bogkiime degilse, o zaman |@| = 0 < |B;|
olur ve dolayisiyla,

115

el

HBZ #@7

i€l

0=|Uier 9| <

9

yani

bu da Secim Aksiyomu’na esdegerdir elbet, ne de olsa [[,.; B; kiimesinin bir
elemani her B;’den bir eleman seger.

20.3 Kardinallerle Us Alma

n elemanl bir kiimenin 2" tane altkiimesi vardir. Aym sey sonsuz elmanl
kiimeler icin de dogru! Bu boliimde « ve 8 kardinalleri icin o kardinalini 6yle
tanimlayacagiz ki, her X kiimesi icin, |p(X)| = 2I¥1 olacak. (p(X)in X’in
altkiimeleri kiimesi oldugunu animsatirim.)

Once su cok kolay sonucu kanitlayalim:
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Onsav 20.11. X bir kiime olsun. p(X) ile X 'ten 2’ye (yani {0, 1} kiimesine)
giden fonksiyonlar kiimesi esleniktir:

o(X) =~ {f:f, X'ten 2’ye giden bir fonksiyon}.
Kamit: Her A € p(X) i¢gin, yani X’in her A altkiimesi i¢in,
XA X =2

fonksiyonunu,
[0 egerax¢ Aise
Xalz) = { 1 egerxz € Aise

kuraliyla tanimlayalim. X4’ya A'min karakteristik fonksiyonu adi verilir.
X fonksiyonu A'nin elemanlarinda 1, X’in A’da olmayan elemanlarinda 0
degerini alir. Dolayisiyla, A, X4’y1 belirledigi gibi, X4 da A’y1 belirler:

A={zreX: Xy(x)=1}.
Demek ki, f(A) = X4 olarak tanimlanan
f:p(X)—={f: f, X'ten 2’ye giden bir fonksiyon}
birebir ve orten bir fonksiyondur. g

Demek ki X sonlu bir kiimeyse,
2Xl = Jp(X)| = |[{f: X = 2}|.

Eger X ve Y iki kiimeyse, X'ten Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini bazilari
Y X olarak yazar:
Y¥X={f: X =Y}

Bazilar1 da bu kiimeyi, anlagiir nedenlerden XY olarak yazar. Biz, X’ten
Y’ye giden fonksiyonlar kiimesini {f: X — Y} olarak yazacagz!
Simdi « ve 3 iki kardinal say1 olsun. o kardinal sayisini,

o = |{f: 8- a}

olarak tanimlayalim. Bunun ordinallerde iis almadan farkli bir iglem olduguna
dikkatinizi ¢ekerim.

Ornegin, her aigin a® = 1 (¢linkii bogkiimeden aya bir tek bog fonksiyon
gider! [SKK]) ve her a > 0 i¢in 0% = 0 (¢iinkii bog olmayan bir kiimeden
boskiimeye giden bir fonksiyon yoktur!) Ayrica, her « icin, ! = a ve 1* = 1
(¢linki 1 = {0}).

Tanimdan nerdeyse hemen c¢ikan asagidaki Ozelliklerin kolay kanitlarini
okura birakiyoruz.
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Onsav 20.12. Her «a, B, v ve § kardinal sayilar: i¢cin,
i. B<vyised® <a?,
ii.a<pBuvey<diseamaa=pB=~v=0<7 degilse, a" < 3°,
i, 2° = |p(a)],
iv. a < 29,
v. ot = a%ﬂ}
vi. (a?)7 = a7,
vii. a737 = (af)”?

esitlikleri dogrudur. O

Okurun ozellikle vi’y1 kanitlamasini oneririz.
Yukardaki 6nsavin iv gikkini Konig Teoremi’yle de kanitlayabiliriz: Teorem
20.10da I = «, k; = 1, \; = 2 alirsak,

a:Zl<H2:2a
1EQ el

buluruz! Sadece bir hogluk!..

Alistirmalar.

20.4. Her sonsuz k kardinali ve n > 0 dogal sayisi i¢in k" = k esitligini kanitlayin.

20.5. Her i € I igin, k; = & ise, [[;c; ki = w1 esitligini kanitlayin. (Demek ki kardinallerde

iis alma kardinal ¢arpimindan tanimlanabilir.)
20.6. Hie[ Ky < (Uiglii)me@tsizligini kanitlayin.

Simdi sagirtici bir sonug sunacagiz. Asagidaki teoreme gore, 6rnegin
olur. Sonug ilk bakigta sagirtici, ikinci bakigta da sasirtici, kanitin basitligi
daha da sasirtici...
’I:eorem 20.13. Eger B sonsuz bir kardinalse ve 2 < a < 28 ise af = 2°.
Ozellikle, B% = 2°.
Kamt: Onsav 20.12’ye ve Teorem 20.6’ya gore,

98 < oP < (25)5 —9PBB _ 9B

Demek ki her yerde esgitlik gecerli olmali. Ikinci 6nerme 8 < 28 esitsizliginden
ve birinci 6nermeden c¢ikiyor. O
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Teorem 20.14. Ejer2 < a ve 1 < 3 ise ve a ve B’dan biri sonsuzsa, o zaman
max{a, 2°} < o” < max{2%, 2%}

olur.

Kanit: Ilk esitsizlik bariz. Eger o < 25 ise, a ya da 8 sonsuz oldugundan, 3
sonsuz olmak zorunda ve sonu¢ bir yukardaki sonuctan cikiyor: o’ = 28. Eger
28 < « ise, 0 zaman (3 < 28 < o ve af < (20‘)ﬁ = 908 — 9o, [l

Yukardaki kanittan su ¢ikiyor:

Teorem 20.15. 2 < a , 1 < 8 olsun ve o ve B’dan biri sonsuz olsun. O
zaman, efer o < 27 ise, of =28, ejer 2% < o ise, o < 2% olur. O

Gergekten de Hilbert’in dedigi kadar var. Cantor bize gergekten de sonsuz
sayilar1 da iceren fantastik bir cennet sunmusg!






21. Kardinallerde Tumevarim
ve W,

Dogal sayilarda tiimevarimla kanit artik harcidlem bir yontem olmali okur igin.
Gegmigte bu cok bilinen yontemi dogal sayilardan ordinallere genellestirdik.
Burada benzer bir yontemi gimdi kardinal sayilarina uygulayacagiz.

Eger & bir kardinalse, |p(k)| > & esitsizligini biliyoruz [SKK ve SI]. Demek
ki,

{a <|p(k)|: k < a ve a bir kardinal},
bog olmayan bir ordinal kiimesidir. Dolayisiyla en kiiciik bir elemani vardir.
Bu elemana T diyelim.

Elbette, k < kT < |p(k)| ve ayrica k™, k’dan bilylik kardinallerin en
kiiciigii, yani x’dan sonra gelen ilk kardinal.

Her kardinal belli bir x kardinali igin k™ olarak yazilamayabilir. 0 ve w igin
bu elbette dogru da, w’dan daha biiyiik kardinaller de x™ biciminde yazilama-
yabilirler. Ornegin, wy = w ise ve her n dogal sayis1 icin wn+1 kardinalini w;t
olarak tanimlarsak, o zaman

wo = | wn

neN

olarak tanimlanan w, kardinali hicbir s kardinali icin kT olarak yazilamaz.
(w, kardinalinin daha matematiksel bir tanimi i¢in yan stitundaki gri kareye
bakin.) Nitekim, w,’dan kiiglik bir x kardinali, ya sonlu bir kardinal olmalidir
ya da bir n dogal sayis1 i¢in wy’ye esit olmalidir. Nitekim k£ < w,, olsun. Her
wy, kardinali x’dan kiigiikesit olamaz, yoksa w, < k olurdu. Demek ki baz1 n
dogal sayilari i¢in Kk < wy. Simdi n bu dogal sayilarin en kii¢iigli olsun. Eger
n = 0 ise k bir tamsayidir. Eger n > 0 ise, o zaman, w,—1 < k < w, = w:_l
ve wp—1 = K.

Belli bir x kardinali i¢in k1 olarak yazilamayan kardinallere limit kardinal
diyelim. 0, w ve w,, ilk ii¢ limit kardinaldir. Bir limit kardinal kendisinden kiigiik
kardinallerin bilegimidir. (Neden?)
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Teorem 21.1. ¢(«), kardinallerle ilgili bir énerme olsun. Eger () limit
kardinaller i¢in dogruysa ve her o kardinali i¢in, o(«) dogru oldugunda p(a™)
da dogru oluyorsa, o zaman p(a) her kardinal i¢in dogrudur.

Kanit: ¢(«)’nin bir a kardinali i¢in dogru olmadigini varsayalim. O zaman,

{8 < a: f kardinal ve () yanhg}

bos olmayan bir kardinaller (dolayisiyla ordinaller) kiimesidir. 3, bu kiimenin
en kiiciik elemani olsun. Teoremin varsasayimina gore 8 limit kardinal olamaz.
Demek ki bir y kardinali igin v+ = 8. Ama v < 8 oldugundan, ¢(v) dogrudur.
Ama o zaman da teoremin varsayimia gore ¢(y"), yani ¢(8) dogrudur. Bir
celigki.

Wy
w,’'nin bir kardinal olmasi icin, w, her seyden once bir kiime olmalidir.

Oysa
wo = | wn
neN

taniminda kiime oldugunu bilmedigimiz
{wn: n € w}

toplulugunun bilegimi aliniyor ve biz sadece kiimelerin bilegiminin kiime oldu-
gunu biliyoruz. Birlegimi alinan bu toplulugun bir kiime oldugu ancak Yerles-
tirme Aksiyomu’yla kanitlanir. w,, kardinallerini bagka tiirlii tanimlamaliyiz.
©(n, y) formiilii sunlar soylesin:
n bir dogal sayidir ve 6yle bir X kardinal kiimesi ve

fint+tl—= X
fonksiyonu vardir ki,
« f(0)=w
eHeri+1enign f(i+1)=f()T,
oy =[f(n)

Kanitim1 okura biraktigimiz gu 6zellikler dogrudur.

1. Her n dogal sayis1 igin ¢(n, y)'nin dogru oldugu tek bir y kardinal sayis1
vardir. Bu kardinal sayisina bundan béyle w,, adini verelim.

2. ¢(0, w) dogrudur.

3. Her n dogal sayist i¢in, eger o(n, y) dogruysa o zaman p(n + 1, y™)
dogrudur, yani

— .t
Wn+1 = Wy, -
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Birinci 6zellikten dolayr ve Yerlegtirme Aksiyomu sayesinde,
{y: bir n € w i¢in p(n, y) dogru}

yani {wy, : n € w} bir kiimedir. Simdi w,,’y1 bu kiimenin bilegimi olarak tanim-
layabiliriz.






22. Sonsuz Kardinallerin

Siralanmasi (Alefler) ve
Kofinalite

w’nin ilk sonsuz kardinal oldugunu biliyoruz, hatta bu olguyu daha da gozler
ontine sermek igin, w yerine wg bile yazmigtik. Gegen boliimlerin birinde ikinci
sonsuz kardinal w;’i de gordiik. Hatta her n dogal sayisi igin n’inci sonsuz
kardinal w,’yi de tanimladik. Ve bir yerde de w’inc1 sonsuz kardinal w,,’y1 da
fisildadik.

Bu boliimde, her « ordinali icin “a’inci sonsuz kardinal”i tanmimlayacagiz ve
her sonsuz kardinalin belli bir a ordinali i¢in “a’inc1 sonsuz kardinal” oldugunu
gorecegiz.

Konuya soyle de bir giris yapabilirdik: Her kardinal bir ordinal oldugundan,
sonsuz kardinallerden olugan herhangi bir kiime, ordinallerin siralamasiyla
dogal olarak iyisiralanir. Tiim sonsuz kardinaller de, kiime olugturmasalar da,
iyisiralanmiglardir. Bu béliimde, sonsuz kardinallerin igte bu dogal (ve iyi!)
siralamasini yakindan irdeleyecegiz.

22.1 Sonsuz Kardinalin Ordinal Siras:

Sonsuz bir x kardinali verilmig olsun.
K<" ={\ < k: X sonsuz kardinal}

kiimesini ele alahm. K <", k ordinalinin bir altkiimesi oldugundan, x’nin ordi-
nal siralamasiyla iyisiralanir, dolayisiyla K< iyisirah bir kiime olarak bir ve
bir tek ordinalle esyapisaldir.
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«’dan kii¢iik sonsuz kardinaller kiimesi: K<*

0123 .. o f

K’dan kiiciik kardinal olmayan ordinaller
Bu ordinale ord(k) diyelim. Demek ki sirali kiime olarak,
K<" = ord(k).

Bu = simgesi, iki kiime arasinda sadece bir egleme oldugunu séylemiyor, daha
fazlasimi soyliiyor, iki sirali kiime arasinda siralamay1 koruyan bir egleme (izo-
morfizma) oldugunu soyliiyor.

Ayrica, K< kiimesinden ord(x) ordinaline giden bir tek esyap: eglemesi
oldugunu da biliyoruz (Teorem 5.1). Bu egyap1 eglemesine f,, diyelim diyecegim
ama f, elbette (tanmim kiimesi iizerinde) ord’a esit!

K’dan kiigiik sonsuz kardinaller kiimesi : K<*

0123 . ® A’ K
fe f
ord(x)

Yani A’dan kiiciik sonsuz kardinaller kiimesi, f,;(\)’dan kiiciik ordinaler kiime-
siyle (yani f.(X\)’yla) esyapisal. Bu ¢ok bariz olgunun dogrulugu yukardaki
sekilden de hemen anlagiliyor. Demek ki f(\) = ord(X) ve f,, yazalimina ge-
rek yok, fx yerine ord kullanabiliriz.

A’dan kiiciik sonsuz kardinaller kiimesi: K<*

b
0123 .. @ A ﬁ
OMd
eeoe
0123 - ord())
ord(\)

ord(k)
[ J

Ornegin, K<¥ = @ ve dolayisiyla ord(w) = 0. Ama eger £ > w ise, 0 zaman
0 € ord(k), yani 0 < ord(k), elbette! Daha ilging 6rneklerimiz de var:

Bolim 21’te her n dogal sayisi igin w,, sonsuz kardinalini tamimlamigtik.
Elbette ord(w,) = n olur, yani w,, gercekten de n’inci sonsuz kardinaldir.
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0123 .. 0OO0,0;..0, ..

W=,
0123 ..n..

Gegen béliimde o) = o ve o, ; = ® olarak tanimlanmistr.
Ayni yerde o kardinalin o, kardinallerinin birlesimi
olarak tanimlamustik. Bu boliimde , , kardinalini o
olarak tanimlayacal4z ve boylece devam edecel4z.

Simdi dikkat, ¢ok ilging bir sey geliyor: ord(2%)'nin kag olabileceginin bilinme-
mesi ve higbir zaman da bilinemeyecek olmasi (bu bilinemezlik kanitlanmigtir)
son derece ilgingtir. Birkag boliim otede bu ilging konuyu daha ayrintili ele
alacagiz.

ord(k), bir anlamda degil, birazdan gorecegimiz iizere tam anlamiyla,
kardinalinin sonsuz kardinaller toplulugunun igindeki sirasidir: x’ya ord(k)-
mc1 sonsuz kardinal diyebiliriz, ilerde diyecegiz de. Ama bunu i¢ rahathgiyla
diyebilmemiz i¢gin, her « ordinali i¢in bir a-1nc1 kardinalin olmasi gerektigi gibi,
iki degisik sonsuz x kardinalinin ayn ord(k)’y1 da vermemesi gerekir.

Once iki degisik x ve k' kardinalinin aym ordinali veremeyecegini kanitla-
yalim. Daha iyisini de kamitlayabiliriz: ord artar.

Onsav 22.1. ¥ < & iki sonsuz kardinalse, ord(x') < ord(k) dr.

Kamt: Iki  ve #’ sonsuz kardinal icin &' < k esitsizligini varsayalim. K<~
elbette K <" iyisiralamasinin bir baglangic dilimidir. K <"’dan ord(x)’ya giden
esyapi eslemesini ord olarak degil de bu kanitlik ord, olarak gosterelim. ord,
ayni bicimde tanimlansin.

A K< K=*

3’.\/

0000 —@ 0 = ord(x) = ord(x

0123..

[

0123

Dolayisiyla ord, (K<t') = ord(x'), ord.(K<") = ord(x)mn bir baglangi¢ di-
limidir. Demek ki ord(x') < ord(k). Esitlik oldugunu varsayalim:

a = ord(k') = ord(k).

olsun. Ama gimdi,
ord;,l o ord,.

fonksiyonu, K<* ile K<+ arasinda bir esyap: eslemesi oldu. K<, K< iyi-
siralamasimmm bir baglangic dilimi oldugundan, bundan K< = K<¢ cikar



286 22. Sonsuz Kardinallerin Siralanmasi (Alefler) ve Kofinalite

[Onsav 3.10]. Ama  ve &/, sirasiyla, K<* ve K<+ kiimelerindeki kardinallerin
hepsinden daha biiylik olan kardinallerin en kuciigiidiir. Demek ki «” = &, bir
geligki. O

22.2 o’inc1 Ordinal w,

Simdi her « ordinali i¢in, c-inc1 sonsuz kardinali tanmlayacagiz, yani Oyle
bir w, sonsuz kardinali bulacagiz ki, ord(w,) = «a olacak. Ama bunun boyle
oldugunu uzun stiren bir tanim devresinden sonra kanitlayacagiz.

« herhangi bir ordinal olsun. « ’'inc1 w, sonsuz kardinalini « {izerine tiime-
varimla soyle tanimlayalim (daha dogrusu tanmimlamaya kalkigalim, tanimda
baz1 ince narin sorunlarla kargilagacagiz):

e Eger a = 0 ise, wg = w olsun.

e Eger o bir limit ordinal degilse, yani bir 8 ordinali i¢in o = 8 4 1 ise, o
zaman,

Wo = wg = wg’dan biiyiik ilk kardinal

= wg’dan biiyiik kardinallerin en kii¢iigii olsun.
e Eger « bir limit ordinalse, o zaman, w,,
Wa = Ug<aWwp
olarak tanimlansin.

Simdi okura tuhaf gelebilecek bir teorem kanitlayacagiz, ama aksiyoma-
tik kiimeler kuraminin tiim inceligi boyle bir teorem kanitlama gereksinimin
hissedilmesinde yatar. Matematiksel olarak kanitin pek bir 6nemi yoksa da
felsefi acidan 6nemlidir. Dileyen okur, asagidaki oldukca uzun sayilabilecek
kaniti, daha dogrusu kamit taslagii atlayip ti¢ yildizli (***) yerden devam
edebilir.

Teorem 22.2. w, kardinali gercekten vardur.

Teoremin ne demek istedigini kanit1 vermeden anlatmak oldukca zor. Yu-
kardaki tanimda, her « ordinali i¢in w,'nin gergekten bir kardinal oldugunu
kanitlamak gerekiyor. Sorun, yukarda tanimlanmaya caligilan w, 'nin bir kar-
dinal olup olmasindan 6te bir kiime olup olmasinda yatiyor.

Kanit Taslagi: Teoremi « tlizerinden tiimevarimla kanitlamaya kalkisaca-
g17.
Eger a = 0 ise, wy = w olarak kanitlanmigtir ve w diye bir kardinal var!
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Eger « bir limit ordinal degilse, yani bir 8 ordinali i¢in o = 8 + 1 ise, o
zaman, tiimevarim varsayimina gore wg tammlanmistir. Dolayisiyla, w, = wg
kardinali de tanmimlanmstir.

Simdi & > 0 bir limit ordinal olsun. (Burada sorun yasayacagiz.) Tiime-
varim varsayimina gore, her § < « icin wg kardinali tamimlanmisgtir. Do-
layisiyla wo, = Ug<qwg’dan sézedebiliriz. Ayrica, bir kardinal kiimesinin bile-
siminin de kardinal oldugunu bildigimizden (Teorem 19.4), w, bir kardinaldir.

Yukardaki kamitta bir sorun var. Ugc,wg kardinaller toplulugunun bir
kiime oldugunu kanitlanmadi. Ama eger {wg: f < a} toplulugunun bir kiime
oldugunu kanitlayabilirsek, o zaman, ZF aksiyom sistemine gére bu kiimenin
elemanlariin bilegimi olan Ug<,wp toplulugu da bir kiime (dolayisiyla da bir
kardinal) olur.

Bu yaklagimla {ws: # < a} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayama-
y1z. Bambagka bir yaklagim gerekiyor. Yukarda yaptigimiz wg tanimimi unu-
tun. Her geye sil bastan baghyoruz. Bagariya ulasmamiz icin Yerlegtirme Ak-
siyomu’nu esaslh bir bicimde kullanmamiz gerekiyor.

Asagidaki kanit1 okumadan 6nce, okurun, hazirlik olarak Béliim 21’1 oku-
masini salik veririz.

Oyle bir ¢(a, ) formiilii bulacagiz ki,

1) Her « ordinali igin, ¢(«, ) formiilii tek bir x kardinal sayis: i¢in dogru
olacak.

2) (0, w) dogru olacak.

3) »(B, k) dogruysa p(8 + 1, k1) da dogru olacak.

4) Eger a bir limit ordinalse ve her 8 < «avicin, ¢(3, wg) formiilii dogruysa,
o zaman ¢(f8, Ug<q wg) dogru olacak. (Dikkat: Buradaki wgnin daha énce
basarisiz bir sekilde tanimlanmaya ¢alisilmig olan wg ile bir ilgisi yoktur. Bu-
radaki wg, ¢(B, k) formiiliinii dogru kilan yegane s kardinalidir.)

Biitiin bunlardan sonra, wq,’y1, ¢(a, <) formiiliinii dogru kilan yegane
kardinali olarak tanimlayacagiz. Elbette, boylece tanimlanan w, diledigimiz,

® Wy = w,

® Wa+l = w;ta

e Eger o bir limit ordinalse, w, = Ug<qwp Ozelliklerini saglayacak.

(e, k) formiilii gunlar1 desin: « bir ordinaldir ve eger a = 0 ise Kk = w
olur ve eger o # 0 ise, dyle bir kardinaller kiimesi X ve bir f: a — X orten
fonksiyonu vardir ki,

a. f(0) =w, ve

b. f+1<aise f(B+1)= f(B)", ve

c. f < a bir limit ordinalse f(5) = Uy<gf(7), ve

d. X’in en biiyiik bir § eleman1 varsa kK = 67, ve

e. X’in en biiyiik elemani yoksa k = UX.

Bunlarin hepsini kiimeler kuraminin bir formiiliiyle séylemek mimkiindiir.
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Eger ¢(a, k) formiilii dogruysa, f(a) = X bir sonsuz kardinaller kiimesi
olmali, f artan bir fonksiyon yani bir egyapi eslemesi olmali ve son iki koguldan
dolay1 X, x’dan kii¢iik sonsuz kardinaller kiimesi olmali. Biitiin bunlar tiime-
varimla kanitlanabilir.

Simdi her « ordinali i¢in ¢(«, k) formiiliiniin yukarda siraladigimiz 1, 2,
3 ve 4 ozelliklerine sahip oldugunu kanitlamak gerekiyor. Bu, a iizerinden
tlimevarimla goyle yapilabilir. @ = 0 gikki tanimdan hemen gikiyor. o = g+ 1
sikki da oldukga kolay. Asil zorluk « limit oldugunda. Ama bu durumda da
Yerlegtirme Aksiyomu hizir gibi imdadimiza yetigiyor. Tiimevarimla her 8 < «
icin ¢(f, k)'nin dogru oldugu bir ve bir tek s vardir. Bu x’ya wg diyelim.
Yerlestirme Aksiyomu'na gore {wg: 8 < a} bir kiimedir. $imdi wq := Ugcaqwp
olsun. Artik, p(k, ws) formiiliiniin dogru oldugu, w,'nin p(a, k)’y1 dogru kilan
tek kardinal oldugu ve (4)’t sagladigr oldukga kolay bigimde kamtlanabilir.
Ayrintilart okura birakiyoruz. O

Aligtirmalar.

22.1. Yukardaki inceligi kavramig olan okur kendini gu alhigtirmayla sinasin. A herhangi bir
kiime olsun.
po(A) = A olsun. Her n dogal saysi igin,

pon+1(A) = p(pn(A)) = pn(A)’ mn altkiimeler kiimesi

tanimini yapalim.

{pn(A): n € w}
toplulugunun bir kiime oldugunu gosterin. Yukardaki kanitta yaptigimiz gibi, ¢, (A) nin
tanimin bir formiille yapmalisiniz ve Yerlegtirme Aksiyomu’nu kullanmalisiniz.

Eger « bir ordinalse, p,(A) kiimesini tiimevarimla goyle tanimlayalim:

po(A) = A ve pat1(A) = p(pal(A))

ve eger « bir limit ordinalse,

fa (A) = UB<0¢@B(A)

olsun. Bu tamimdaki sorunu kavrayip, ayni kavrami sorunsuz bi¢cimde tanim-
layin.

$okok

Yukarda, ord’un artan oldugunu kanitlamigtik. o ordinalini w, sonsuz kardi-
naline gotiiren “sey”in de artan oldugu, yani a < 8 ordinalleri i¢in w, < wg
esitsizligi kolaylikla kanitlanabilir.

wq'lar tizerine daha zor bir sey kanitlamadan o6nce, oldukga basit ama bi-
razdan kilit noktada yararlanacagimiz bir 6nsav kanitlayalim:
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Onsav 22.3. Her a ordinali 1CIN, Wo = Q.

Kanit: Elbette wg > 0. Esitsizligin « i¢in dogru oldugunu varsayip esitsizligi
a + 1 icin kanitlayalim: wqy1 = wz > wo + 1> a+ 1. Burada, w, + 1’deki
toplama ordinal toplamasidir ve w, + 1 ordinal olarak goriilmelidir; kullanilan
Wl > wq + 1 esitsizligi wl > w, egitsizliginden ve Sonug ??’den ¢ikar. Simdi «
bir limit ordinal olsun ve var egitsizligin o’dan kii¢lik 5 ordinalleri i¢in dogru
oldugunu varsayalim. O zaman, her 8 < « i¢in, 8 < wg < w, olur ve bundan
da a < w, ¢gikar. O

Dikkat: Yukardaki 6nsavda < yerine kati esitsizlik alinamaz. Kanitlamaya
caligin, beceremeyeceksiniz. Beceremediginize gore “mutlaka” bir karsiornek
vardir. Iste karsi 6rnek: w, wy,, Wy, , --- Kardinallerinin bilegimi bdyle bir karsi-
ornektir.

o — wqy seyinin artan, dolayisiyla birebir oldugunu biliyoruz. Simdi bu
seyin Orten oldugunu kanitlayalim:

Teorem 22.4. Tim sonsuz kardinaller wy biciminde yazilirlar. Yani her son-
suz k kardinali i¢in, w, = k esitligini saglayan bir (ve bir tane) « ordinali
vardar. Dolaysiyla, ejer o bir ordinalse, 8 — wg kurahyla tanimlanmas fonk-
siyon, o’dan

K< = {\ < wq ¢ A sonsuz kardinal }

kiimesine giden birebir, érten ve siralamayr koruyan bir fonksiyondur, yani bir
esyapr eslemesidir.

Kanit: k sonsuz bir kardinal olsun. Onermeyi & iizerine tiimevarimla kanit-
layacagiz. Eger k = w ise a = 0 olur. Simdi teoremin & i¢in dogru oldugunu
varsayip teoremi xT icin kamtlayalim. Bir o ordinali icin, K = w, olsun. O
zaman,
+ +
KT = (wa)" = wat1-

Simdi s bir limit kardinal olsun ve teoremin x’dan kiic¢iik sonsuz kardinaller
icin dogru oldugunu varsayalim.

B ={a: a ordinal ve w, < K}

tanimini yapalim. Onsav 22.3%e gore, B’daki her ordinal k’dan kiigiik olmak
zorunda. Demek ki,
B={a<k:ws <K}

Dolayisiyla 8 bir kiimedir ve bir ordinaller kiimesidir. Ayrica, o +— w, artan
oldugundan, g, (kardinal olan ama ayrica ordinal de olan) x’'nin bir baglangig
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dilimidir. Demek ki /3 bir ordinaldir [Teorem 4.9]. Simdi, hesaplarimiza basla-
yalim:
K =UxcpA = UaepWa = Ua<pWa-

Burada, ikinci esitlik, tiimevarim varsayimindan c¢ikar.

Eger S bir limit ordinal degilse, o zaman B’min bir en biiyiik elemani
vardir, diyelim «. Bu durumda, o + w, artan oldugundan, U,<gws = wy
esitligi gecerlidir ve kanit tamamlanmigtir. Eger 3 bir limit ordinalse, wgnin
tanimindan dolay1, bu sefer U, «gwa = wg esitligi gegerlidir ve kanit gene ta-
mamlanmigtir.

Ikinci 6nerme birincisinden hemen ¢ikar. O

Sonug 22.5. « bir ordinal olsun. ord, K<“* kiimesinden o 'ya giden bir esyapr
eslemesidir ve  — wg kuralyla tanimlanmas fonksiyonun tersidir: Her B or-
dinali ve sonsuz K kardinali igin, ord(wg) = B ve Worq() = K olur.

Kanit: ord, K<“» kiimesiyle ord(w,) ordinali arasindaki yegane egyapi egle-
mesidir. Ayrica ord(w,) ordinali boyle bir egyap: eslemesi olan yegane ordi-
naldir (Teorem 5.1). Teorem 22.4’ten dolay1 ord(w,) = «. Simdi

B+ ord(wg)

kuraliyla tanimlanmig fonksiyon, a’dan o’ya giden bir egyap: eslemesidir. De-
mek ki ord(wg) = 8. Ay sekilde w,,.q(,) = & esitligi kanitlanabilir. O

Kardinal sayisi olarak goriildiigiinde, wa’'y1 R, (alef) olarak yazmak bir
gelenektir. Alef, Ibrani alfabesinin elifi, yani ilk harfidir.

22.3 Kofinalite

« ve [ birer ordinal, f: a — B bir fonksiyon olsun. Eger her § < f i¢in,
f(y) > 9 esitsizligini saglayan bir v < « eleman varsa, f’ye sonsuza gider
va da (8’da) kofinal diyecegiz. Eger 3 = §* ise, f'nin sonsuza gitmesi, fnin
d degerini almasi demektir. Eger 8 limitse, bu, Uyea f(7) = f demektir.
Ornegin Idg : B — B fonksiyonu sonsuza gider. Daha hog bir 6rnek,

f(n) =wy

kuraliyla tanimlanmig f: w — w, fonksiyonu sonsuza gider. Bu son ornekte
w, sonsuza giden bir &« — w,, fonksiyonunun oldugu en kii¢iik o ordinalidir.
Sonsuza giden bir f: a« — § fonksiyonunun oldugu en kiigiik ordinale, 5’nin
kofinalitesi adi verilir ve bu ordinal cf (/) olarak yazilir.

cf(B) =min{a: If: a = B ve Useq f(0) = B}



22.3. Kofinalite 291

Kolayca goriilecegi iizere, kofinalite, 0, 1 ya da sonsuz bir kardinal olmak zo-
rundadir.

Elbette cf(8) < . Ve elbette ¢f(0) = 0, ama diger sonlu sayilarin ve limit
olmayan ordinallerin kofinalitesi 1’dir; elbette.

ef(w) = ef (@) = cf (waw) = cf (c0) = w

esitliklerini kamtlamak cok kolay. Ote yandan cf(2¥) > w esitsizligi kamtla-
nabilir. Bu da (ZFC’de) 2% # w,, esitsizligini kanitlar.

2“’n1in kofinalitesinin sayilamaz olan herhangi bir kardinal olabilecegi ZFC’yle
tutarhdir. Ornegin, 2“’nin kofinalitesi 2* da olabilir.

w1’in kofinalitesinin w’dan biiyiik oldugunu kanitlamak gok kolaydir: w;’in
her elemani sayilabilir oldugundan, eger w;’in kofinalitesi sayilabilir olsayda,
sayilabilir sayida sayilabilir kiimenin bilesimi olarak yazilacagindan, w; sayi-
labilir bir kiime olurdu.

Kofinalitesine esit bir ordinale diizgtin ordinal adi verilir. Diizgiin olma-
yan ordinallere de tekil denir. Ornegin w,, tekildir. Her « icin Wa+1 kardina-
linin diizgiin oldugu gosterilebilir. Demek ki her pozitif n dogal sayisi icin, ws,
diizgiin bir ordinaldir.

Her « igin, cf(cf(a)) = cf(a) esitligini de gostermek pek zor degildir.
Demek ki ¢f(«), diizgiin bir ordinaldir.

Eger 8 bir limit ordinalse, cf(8), f’dan kiiglik kardinallerden olugan ve
toplami1 § olan kiimelerin olasi en kiigiik kardinalitesidir:

cf(ﬁ):min{m: Z)\z‘ZBVG)\i<5}-

il






23. Sureklilik Hipotezi ve
Felsefi Sonuclari

Dogal sayilarin sayilabilir sonsuzlukta, gercel sayilarin ise sayilamaz sonsuz-
lukta oldugunu biliyoruz [SI, SKK]. Hatta gergel sayilarin kardinalitesinin 2%
oldugunu biliyoruz. Demek ki,

IN| =w < w; <2° =|R|.

1877’de, heniiz 32 yagindayken, kiimeler kuraminin ve ordinal ve kardinal kav-
ramlarinin yaraticist Alman matematikgi Georg Cantor, R'nin, dogal sayilardan
“daha biiyiik” ama gergel sayilardan “daha kii¢iik” bir altkiimesinin olup ol-
mayacagl sorusunu sordu. Yani R’nin sayilamaz sonsuzlukta olan ama kardina-
litesi 2% olmayan bir altkiimesi var midir? Ya da R’nin her sonsuz altkiimesi ya
N ya da R ile eglenik olmak zorunda midir? Daha modern bir deyisle, w; = 2%
esitligi dogru mudur?

Cantor yanitin olumsuz olacagini tahmin etti ama bir tiirli kanitlayamadi.
Cantor’un bu tahminine Streklilik Hipotezi denir:

Siireklilik Hipotezi [SH]. w; = 2¥.

1900°de, Paris’teki meshur konferansinda David Hilbert bu problemi 20’nci
yiizyilin matematikcilerine sordu. Hilbert bu probleme o kadar 6énem veriyordu
ki, sundugu 23 problem arasinda buna birinci sirada yer verdi. Yaniti bulmak
63 yil ald.

Kurt Godel 1938’de, Siireklilik Hipotezi'nin ZFC’yle! tutarl oldugunu ka-
nitladi. Yani eger ZFC geligkisizse (bir bagka deyisle, ZFC’de 0 = 1 esitligi
kanitlanamazsa), o zaman ZFC’ye Siireklilik Hipotezi'ni eklersek de geligkisiz
bir kiimeler kurami elde ederiz.

Godel’in bu sonucundan, ZFC’de, Stireklilik Hipotezi’nin yanlishginin ka-
nitlanamayacagi ¢ikar, ama dogrulugunun kanitlanabilecegi ¢ikmaz. Bunu 1963’te
Paul Cohen gostermistir. Cohen’in kaniti, o giine dek bilinmeyen bir yontem

17ZFC, matematikeilerin ¢ok bilyiik cogunluguyla caligtiklar1 aksiyom sistemidir.
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kullanir: ingilizcesiyle Forcing, Tiurkgesi zor kullanma ya da zorlama ola-
bilir. Zorlamayla, Cohen, ZFC’nin aksiyomlarinin dogru oldugu ama SH’nin
yanhg oldugu bir evren (ZFC 4 §SH’nin bir modelini) inga etmigtir ve bu
ingasiyla 1966’da Fields Madalyasi'n1 kazanmigtir.

Godel’le Cohen’in sonuglarii bir araya koyarsak, ZFC’nin, Siireklilik Hipo-
tezi'nin dogrulugu ya da yanligligi konusunda herhangi bir sey soyleyemeyecegi
gikar. Eger ZFC celigkisiz (yani tutarli) bir kuramsa, ZFC’ye Siireklilik Hipo-
tezi olan wy = 2 egitligini de aksiyom olarak eklesek, tam tersine, Streklilik
Hipotezi’'nin degillemesi olan w; < 2% esitsizligini de aksiyom olarak eklesek,
her iki durumda da celigkisiz bir kuram elde ederiz. Mantik¢ilarin deyimiyle
Stireklilik Hipotezi, ZFC’den bagimsizdir.

Biitiin bunlar akla bagka sorular getiriyor. Acaba ZFC, 2“ < ws esgitsizligini
kamtlayabilir mi? Ya da 2% < ws esitsizligini? Hayar!

Peki, ZFC, bir « ordinali igin 2* < w, esitsizligini kanitlayabilir mi?
Elbette: a = 2¢ icin 6rnegin (Onsav 22.3). Ama bu yamt doyurucu degil,
¢liinkii 2% kardinalinin ne kadar biiyiik oldugunu anlamak icin gene 2% kardi-
nalini kullaniyoruz.

n hangi dogal say1 olursa olsun, ZFC’ye 2% = w, esitligini eklersek, tutarl,
yani celigkisiz bir kuram elde ederiz. Yani ZFC’de higbir n dogal sayis1 icin,

2¥ <wp
esitsizligi kanitlanamaz.
2% kardinalini nerdeyse istedigimiz kadar biiyiik yapabiliriz. Ama

w
2% = w,,

yapamayiz. 2*’nin w,,’dan daha kiiciik ya da daha biiytik oldugu ZFC’yle tu-
tarhdir, ama esitlik ZFC’yle tutarli degildir. (Bkz. Altbélim ?7?.)

Ote yandan, baz ilging varsayimlar 2 = wy esitligini kanithyor. Eger tiim
wy’ler arasindan 2*’nin illa birine egit oldugunu varsaymak gerekiyorsa, n = 1
yva da 2 en “tabii” se¢im olarak oniimiize ¢ikiyor.

Yukardaki tartigmadan gu sonug ¢ikiyor: Matematiksel olarak, Siireklilik
Hipotezi'ni kabul etsek de olur, etmesek de. Ya da bu konuda hicbir karar
almayabiliriz. Demek ki bu daha g¢ok gergegi algilamamizla ilgili felsefi bir
sorudur.

Matematiksel olarak yapilabilecek en dogal sey, SH'nin ve degillemesinin
sonuglarina bakip, ¢ikan sonuclarin “dogalligina” ve “yapayligina” gore karar
vermek. Bu konuda bugiine dek bir fikir birligine varilamadigindan, ne Siirek-
lilik Hipotezi ne de degillemesi aksiyomlara eklenmistir.

Felsefi olarak diiginiildiigiinde, en filozof matematikgiler, 2¢’nin ¢ok daha
biiyiik olmasi gerektigini diigliniiyorlar ve bu satirlarin yazari da bu bakis
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agisina katiliyor. Ama 2% kardinalinin neye esit olmasi “gerektigi” bugtin kiime-
ler kuramini enerjik ve son derece ilging kilan sorudur.

SH’nin (ya da SH’nin ZFC’den bagimsizhiginin) standart matematikte,
daha cok analiz, topoloji ve 6l¢iim kurami gibi konularda énemli sonuglari
vardir. Bu sayede, bu konulardaki yanitlanmamig bir¢cok sorunun ZFC’den
bagimsiz oldugu anlagilmigtir.

SH’den daha genel bir hipotez vardir:

Genellestirilmis Siireklilik Hipotezi [GSH]. Her sonsuz k kardinali
icin, 2% = k™. Yani k ile 2% arasinda ticiinct bir kardinal yoktur, ya da her o
ordinali i¢in 29 = wq41 esitligi gecerlidir.

Siireklilik Hipotezi’nin bu genellesmig halini ilk ortaya atan Hausdorff’tur.
Y1l 1908.

ZFC, bunun da dogruluguna (elbette!) ya da yanlighgina karar veremiyor
(G6del-1938 ve Cohen-1963).

Ote yandan, ZF ve GSH, Secim Aksiyomu’nu kanitlayabiliyor. Bunu Po-
lonyali matematikgi/kiimeler kuramcisi Sierpinski kanitlamigtir.

GSH kardinal aritmetigi oldukga kolaylagtirir:

wpy1 eger a < f+1
wa? = W eger B+ 1 < a ve wg < cf(wa)
Wat1 €ger B+ 1 < a ve wg > cf(wa)

Bunu okura aligtirma olarak birakiyoruz. (Bkz. Bolim 22.3)

Godel’in Teoremi 1900’deki iinlii Paris konferansinda Hilbert, yagadig:
caga gore anlagilir bir iyimserlikle, matematikcilerden matematigin celigkisiz
oldugunu kanitlamalarim istemistir. (Hilbert’in ikinci sorusu.) Goédel de, 1931°de,
toplama ve carpmayla ilgilli en temel aritmetigin en temel 6zelliklerini ortaya
gikarabilecek glicte olan geligkisiz bir kuramin kendisinin geligkisiz oldugunu
kanitlayamayacagini gostererek Hilbert’in sorusunu olumsuz yanitlamigtir. (G6-
del’in Tkinci Eksiklik Teoremi).

Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi, toplama ve carpmayla ilgilli en te-
mel aritmetigin en temel 6zelliklerini ortaya gikarabilecek glicte olan ve hangi
onermenin aksiyom olup olmadigini bir bilgisayar programinin anlayabildigi
celigkisiz bir kuramda ne kendisinin ne de degillemesinin kanitlanabildigi bir
onermenin oldugunu sdyler. Pek samlmiyor ama Ikiz Asallar Samsi ya da Gold-
bach Sanisi bu tiir 6nermelerden olabilir.

1939’da Kurt Godel, eger ZF celigkisizse, ZF 'nin Se¢cim Aksiyomu’nu yanlg-
layamayacagini kanitladi. Gene Paul Cohen ve gene 1963 te, eger ZF celigkisizse,
ZF’nin Se¢im Aksiyomu'nu kanitlayamayacagimi kanitladi. Demek ki Se¢im
Aksiyomu da ZF’den bagimsizdir.
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Godel ve Siireklilik Hipotezi Godel, Siireklilik Hipotezi'nin (SH) yanlig
oldugunun kanitlanamayacagini gostermesine kargin gene de SH’nin yanlig
oldugunu saniyordu. Kanitlanabilmekle dogru olmak iki ayri kavramdir. Bir
onerme, kiimeler kuraminin bir modelinde (yani kiimeler kuraminin aksiyom-
larmin dogru oldugu bir evrende) dogru olabilir ama kantlanamayabilir.

Ama ZFC’nin bir modelinin varhgini ZFC kanitlayamaz, yoksa ZFC ken-
disinin ¢eligkisiz oldugunu kanitlard: (¢iinki geligkili kuramlarin modelleri ola-
maz elbette).

Bu durumda Goédel’in SH’nin yanlig olduguna inanmasi matematiksel ola-
rak bir gey ifade etmez elbette. Godel’in inamig1 tamamiyla felsefiydi. Godel,
Platonist bir gortise sahip oldugundan, tiim bu kavramlarin bir yerlerde va-
roldugunu ve kiimeler kuraminin bir modelinin bizim algilayamadigimiz bir se-
viyede var olduguna inaniyordu. Gédel’e gore SH iste o evrende yanligtir/yanlis
olmalidir.

Godel’e gore, ZFC’nin SH’yi yanhglayamamasinin nedeni, ZFC’nin yasadi-
gimiz diinyayi/evreni eksik betimlemesinden kaynaklanmaktadir. Yani ashinda
SH’nin yanlighg: kanitlanmali, ama ne yazik ki ZFC matematigi yeterince be-
timlemiyor. Dolayisiyla Godel’e gore Cantor’un SH’sini ¢iirlitecek yeni aksi-
yomlar bulunmali.

Paul Cohen formalist (bigimci) olmasina kargin, o da SH’nin dogru olma-
mas1 gerektigine inaniyordu.

Cohen ve Siireklilik Hipotezi “Bu satirlarin yazarina gore, giin gelecek,
SH’nin bariz bicimde yanlig olduguna karar verilecek. Kiimelere birer birer ele-
man ekleyerek tiim evreni kapsayacagimizi diiginmek deli sagmasi oldugundan,
[sonludan daha biiyiik olan] sayilabilir sonsuzlukta bir kiimenin varligina inan-
mak zorundayiz. Aym sey daha biiyiik sonsuzluklar i¢in de gecerli. Simdi, wy,
¢ok Ozel bir kardinal: Sayilabilir ordinallerin kiimesi ve sayilamaz sonsuzlukta
bir ordinal bulmanin en kestirme yolu. Ama ¢ (yani 2¢ = |N| = |p(N)]),
tam tersine, yepyeni ve cok daha giiclii bir ilkeyle, Altkiimeler Kiimesi Aksi-
yomu’yla bulunmugtur. w’dan yola gikarak ve Yerlegtirme Aksiyomu’'nu kulla-
narak elde edilen bir kardinalin ¢’ye ulagacagini ummak akil kar1 bir sey degil.
Demek ki ¢ kardinali wy,, w,,, wy,, ve benzerlerinden ¢ok daha biiyiik olmali. Bu
bakig acisina gore, ¢, bize goziipek bir aksiyom tarafindan verilmis, inanilmaz
zenginlikte bir kardinaldir ve peyderpey inga edilemez. Belki gelecek kusaklar
problemi daha net bir bicimde goriip kendilerini daha iyi ifade edeceklerdir.”
Paul Cohen



