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Agikgasi elinize aldiginiz bu kitapla, matematik ve denklemlerin tizerine gorek-
lenmis baz sir ve gizem bulutlarin1 dagitmay: amagladim ki bu alana ilgisi olanlar,

bulutlar dagildiginda ortaya gikan manzaraya sahit olabilsin.

Ama 6nce adi gegecek terimlere dair ufak bir izahta bulunmak isterim. $oyle
ki, matematikte “denklem”, “formil” ve “6zdeglik” terimlerinin hepsi kullandir fakat
aralarinda gok ufak anlam farklarindan 6te bir fark yoktur. Formiil terimi bizim bag-
vuracafimiz anlamda daha pratik bir kullanim olarak bir adim 6ne gikiyor. Sonugta
“denklem” gozmek icin “formiile” bagvurulur. “Ozdeslik” ise, anlam derinligi daha az
olmakla birlikte, sadece simgesel yonlendirmeyle kanitlanabilecek bir olgu gagngsi-
muna sahiptir. Lakin ben bu kitapta bu terimler arasindaki farklar iizerinde inatgilik
etmeyecegim.

Bunlarin yaninda “aksiyom” (belit), “teorem”, “hipotez” ve “kestirim” terimleriy-
le de kargilagacaksiniz. Matematikgiler aksiyomu “gergekligi heniiz kanitlanmamig
dogru” olarak tanimlar. Bunun sebebi herhangi bir olgunun evrenset bir gergek oldu-

guna inanmalan ya da ayni olguyu elverisli bir baglangi¢ noktasi olarak gormeleridir.

Teorem ise matematiksel gergeklerin altin esasidir. “Bir aksiyom yapisindan yola
gikilarak kanitlanmig 6nerme” olarak tanimlanabilir. Herhangi bir deneysel hatadan
muaf ve diisiinsel yorumlarla degistirilemeyecek olgulardir. Ote yandan aksiyom ya-
pilan disiinsel yorumlara agik yapilardir. Bu durum, matematigin de devrimlere agik
oldugunun bir gostergesidir. Kald1 ki bu devrimlerin yaganmasi, teoremlerin yanhs
olmasindan degil, ona dayanak olugturan varsayimlarin kisith, kararsiz, 6zensiz ya da
gergeklige uzak olmalarindan ileri gelir.
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Kitapta deginilecek denklemlerin se¢imi tamamen zevk ve tercih meselesiydi.
Tabii bazilarini se¢mezsem olmazdi, mesela Einstein’in gérelilik teoremini (E=mc).
Kendisi en iinlii denklemlerdendir. Siireklilik Hipotezi gibi diger denklemlerse konu
hakkinda altyap: sahibi olan okurlarim diginda kalanlara yabana gelebilir.

FAKAT KENDIMCE MUKEMMEL DENKLEMLERIN sahip oldugu 6zellikleri
stralamam gerekirse:

1. Sagrtserdr. Mitkemmel denklem bize daha 6nce bilmedigimiz seyler anlatir.
Ornegin bu bir simya denklemi olur, denklem sayesinde 6ncesinde tamamen
farkl: olan bir nicelik bagka bir nicelige dénisiir ve s6z konusu denklem, bu
doniigtirme isleminin her agamasini kanitlayacak giigtedir. Aslinda bu tip
denklemlerin de, denklemlerin meydana getirdigi mucizelerin de kaynag: bu

tip baglantilan kesfeden insan beynidir.

2. Kisa ve 6zdir. Mitkemmel denklem, Japon kaligrafisinin ince estetigine sa-
hiptir. Biinyesinde ana hatlar disinda higbir ey barindirmaz. Bize anlatmak

istedigi ey basit ama guglidir.

3. Sonuca ulagrr. Giizel ve ilham verici oldugunu digiindiigiim fakat 6niinde
sonunda sadece birkag duayen igin 6nem arz eden denklemleri bu kitaba
almadim. Ciinkii en biiyiik etkiyi birakan denklemler, matematikte devrim
yapan, diinyaya baktigimiz gozliigii degistiren ya da yagantimiza elle tutulur
imkanlar ilave edenlerdir.

4. Ewvrenseldir. Matematigin en biiyiik albenisi, bugiin dogrulugu kanitlanan bir
denklemin ilelebet dogru kalacak olmasindan ileri gelir. Oznel kaynaklarin
gegici heveslerine alet olmaz, diinyada nereye gitseniz aynidir ve ne engelle-
nebilir ne yasalagtirilabilir.

Burada karginiza gelecek her denklem matematiksel degil, bir kism: Maxwell
Denklemleri gibi fiziksel olacakur. Fiziksel teoriler bir aksiyom dizisinden degil,
genelde veri ya da belli bir “bilimsel yontem” siizgecinden gegerek dogrulanir. Ma-
tematiktekinin aksine onlar deneysel kanitin ya da istatistiki denemelerin iiriintidir
ve zaman zaman da olsa ¢ok daha hassas deneyler devreye girince bir fiziksel denk-
lemin eksik oldugu kanitlanabilir.

Aslina bakarsaniz matematigin iki yiizii vardir: Birinci yiizi, kendi 6ziinde bir

bilgi tabani 6zelligi olmasi, ikincisi ise evrene dair bilgilerin anlayacagimiz gekilde
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tercime cdilmesini saglayan bir dil olmasidir. $ayet matematige yalnizca bilimsel
veriyi nakleden bir arag olarak bakarsak, onun akhimizdaki deli gomlegini yirtip at-
mamiza yardimc olacak yontemlerinden mahrum kahiniz. Denklemlere sadece soyut
birer dolguymus gibi bakarsak dogru sorular1 sormamiz igin bize sunulan hiinerli bir

rchberi elimizin tersiyle itmis oluruz.

19 YY.'DA YASAMIS ALMAN MATEMATIKCi LEOPOLD KRONOCKER bir
keresinde “Tanr tam sayilar: yaratti, gerisi insanoglunun isiydi,” demistir. Bu niik-
tesinin nasil anlagilmas: gerektigi konusunda bir belirsizlik bulunsa da matematikte
ilahi bir parmagin oldugunu digtinen tek bilim adamu tabii ki kendisi degil. Kadim
Mezopotamya'da bunlarin kitip tanrigas1 Nisaba'nin eseri olduguna inamilirdi. Mi-
lattan 6nce 20 yy."a ait bir yazida “Etrafina i1k sagan, gergek bir kadin, kitip, her seyi
bilen Tanriga Nisaba kildeki parmaklariniza yén verir,” yazar. Cémert Nisaba onlara
olgi degnegini, yer olgiiciilerin kullandig: hizalama gubuklariny, 6lgiilerin kendisini
ve bilgelik sagan kaliplan1 bahgetmigtir. Babillilerin matematik yazitlarinda bir soru,
soruyu ¢ozen kisi tarafindan en alta “Cok sikir Nisaba” yazana kadar ¢6zilmiig
olmazd:.

Kadim Cinlilere gore matematigin yaraticis: Cin Imparatorlugu’'nun ilk ve anh
sanl imparatoru Fu Xi'ydi. Kendisi sudikla elinde diilger gényesi tutarken resmedil-
migstir. 3. yy. matematikgisi Liu Hui “Fi Xu tannlarin erdemlerini teblig etmek igin
8 trigrami’ yaratmugtir,” demistir. Ve eklemigtir: “Alt: koseli yildizdaki varyasyonlar
birbirine uygun sekle getirmek icin 9’a 9 algoritmasini yaratmgtir.” Trigramlar ve
alt1 kogeli yildizlar (heksagramlar) Cin hat sanatinin temel birimleridir. Kabaca ifa-
de edilirse Fi Xu yaziy1 ve bunun yaninda 9’a 9 algoritmasini, yani bildigimiz ¢arpim
tablosunu icat etmis olan kisi olarak gosterilmigtir. Yani matematik sadece ilahi bir

nimet degildi, bunun yaninda yazih dil ile ayn1 zamanda kegfedilmigti.

Yiizyillardir, matematigin 3 ana dala ayrilarak sunuldugunu rahathkla soyleyebili-
riz. 1k dal aritmetik ya da cebir, yani nicelik bilimi; ikincisi geometri, yani sekil bilimi;
liglinciisii ise matematigin mithendislik, ekonomi ve fizige dair problemleri ¢6zmek

i¢in uygun hile getirilmesini kapsayan uygulamal: matematiktir.

*

Trigramlar, G adet kesikli ve G¢ adet kesiksiz olarak ifade bulan iki tip gizginin, gesitli sekillerde
bir araya gelisleri ile gasterilir. Kesiksiz gizgi YANG, kesikli gizgi ise YIN olan warafi ifade eder.
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Dérdiincii dal yukanda sayilmamakla birlikte sonsuzluk bilimidir. Bu dal, devamh
hareket ya da degisim siirecini izah edebilmek igin 6nem teskil eden sonsuz derecede
biiyiik ve sonsuz derecede kiigiik miktarlarin analizinde kullamlir. Diinyanin kalan
bu tabire ¢ok daha farkl: manalar yiikliiyor olsa da matematikgiler bu dali en sade

sekilde “analiz” olarak tanimlamugtir.

Ozetlemek gerekirse matematigin dort temel dali “cebir”, “geometri”, “uygulama-
i matematik” ve “analiz’dir. Bu dort dal i¢ ice gegmistir ve inamilmas: giig bir gekil-
de, matematikgi olmanin biiyiik haz kaynag: oldugunu gésterircesine, birlikte uyum
i¢inde islerler. Neredeyse her matematikgi kendisini bu dallardan birine digerlerine
nazaran daha gok kaptinr fakat matematigin giizelliginin ve giiciiniin dért daldan
birden kaynaklandig agikardir. Bu sebeple bu kitaptaki dért boliimiin de, sozii edi-
len dort matematik dalinin gaglar boyunca gelisimini anlatan, kendine ait bagtan

sona devam eden ana temalan olacak.

onsox 9
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abakiisctiler algoritmacilara kars:

Rio de Janeiroda bir égleden sonra, Nobel 6dillii Fizikgi Richard Feynman en sev-
digi restoranda yemegini yiyormus. Heniiz yemek vakti olmadig; igin restoran ses-
sizmig, td ki igeri bir abakiis saticis: girene dek. Abakiis almak gibi niyetleri olmayan
firsat¢1 garsonlar saticiyla aritmetik hesap yapma hizi konusunda miterilerini yene-
meyecegine dair iddiaya tutugsmamak igin saticiya yanagmus. Ayni teklif Feynman'a
da gotiirilmiig ve o da bunu kabul etmis.

Baslangigta satic1 farki epey agmus. Feynman yaziyor, saticr “ben bunu hezimete
ugratinm,” diye séyleniyormus. Feynman kagida daha sayilar: bile yazamadan satics
cevaplan yapigtinyormus. Saticr agildikga kiistahlagmaya baglamig. Feynman'a ¢ar-
pim isleminde meydan okumaya karar vermis. Feynman abakiisgiiye yine kaybetmis
ama bu kez az bir farkla. Bu son “burun farkiyla”zaferinden tatmin olmayan abakiis-
¢li, Feynman’a ¢ok daha zor iglemler yapmada meydan okumus ama bu sefer kendisi
bocalamg. Sonrasinda abakiis saticis1 son kozunu oynamaya karar vermis. "Raios

Cubicos!” diye haykirmig: “Kiip kokler!”

Miicadelenin bundan sonrasinin abakiis satma ¢abasindan gok gurur meselesi
oldugunu siz de tahmin etmigsinizdir. Sonugta bir restoran midiirinin kalkip kiip
kok hesaplamakla ne isi olabilir ki? Clinkii Feynman bu meydan okumay: da kabul
etmig ve sayiy1 yarigmanin seyircisi olan ve yarigin geldigi noktadan biiytik zevk ali-

yor gibi goriinen garsonlarin segmesini istemis. Onlar da 1729,03 sayisin1 se¢migsler.

Satic1 biiyiik bir sevk ile abakiisiiniin Gstiine egilerek ige koyulmug, elleri gozleri-
nin takip edemeyecegi kadar huzh isliyormug. Ayni anda Feynman bir gey yazmiyor,
oldugu yerde sakince oturuyor, Kendisine ne yaptigin: soran garsonlara “diistiniiyo-
rum’” seklinde cevap veriyormus. Ve birkag saniye iginde kalemli elini kagidina dogru
gotirerck 5 rakamdan olugan bir sayr yazmug: “12,002.” Cok ge¢meden satict bir
zafer edasiyla bagirmug: “12!” Ne var ki birkag dakika daha gegtikten sonra da “12.0”
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diye bagirmig. O zamana dek Feynman yazdig sayiya birkag hane daha eklemis bile.
Saf akal yliriitmenin giici karsisinda ayakta kalamayan satic1, garsonlarin kahkaha-
sina maruz kalmis.

Her iyi hikaye gibi, Feynman'in saticiyla olan diellosu da iginden birkag anlam
birden gikarilmaya misait. En bariz gikarimla bunun, Nobel 6diilli bilim adaminin
bir makineyi alt etmesini anlatan, akil yiiritme vurgusu yapan bir hikéye oldugunu
soyleyebiliriz. Fakat Feynman kendisi hakkindaki bu hikayeyi anlatirken tamamen
farkls bir ey amaglhiyordu.

Feynman kendini begenmis biri degildi. Bu hikayeye yer verdigi kitabinda yap-
mak istedigi, sadece bir dihinin degil, biraz matematik altyapisi ve rakam algis1 olan
siradan insanlarin dahi belli bir yontem izleyerek aym seyi bagarabildigini goster-
mekti. Goriiniirde biiyilii gibi duran bu hiinerin ardinda iki sir yatiyordu. Oncelikle
bilmesi gereken geyin 1728'in bir tam sayinin kiipu (kusursuz kiip) olduguydu. Yani
128 (Belki gok yaygin bir bilgi degil ama ¢ogu fizik¢i bu sayiya aginadir giinki bir
ayak kiip 123, yani 1728 ing kiptiir.) Ve bilmesi gereken diger seyse kendisini,

V1728 = 12

=12 tam esitliginden V1729.03 =~ 12.002

yaklastk esitligine gotiiren Taylor Agilimi adinda bir denklemdir.

Denklemler matematik ve fizigin can damarlandir. Onlar matematikgilerin sa-
natlarim icra ettiklerinde kullandiklan fir¢a darbeleri; evrene dair fikirlerini ifade
ettiklerinde bagvurduklan gizli sifrelerdir. Tabii bu matematikgilerin arag olarak sa-
dece denklemleri kullandig: anlamina gelmez. Sozciikler ve grafikler de matematik-
te 6nemli yer tutar. Gelgelelim i§ 1729.03"in kip kokini hesaplamaya geldiginde

denklemler; sézciik ve abakiistin tagtyabileceginden gok daha devasa bilgiyi tagir.

Bilimle ugragan insanlarin disinda kalan kitle, denklem diliyle konugmadig: igin
onlar1 anlayan ile anlamayan arasinda devasa bir kiiltiirel bogluk olusmugtur. Bu ki-
tapla amagladigim, agilan bu derin yank tzerinde bir koprii vazifesi gormektir. Yani
bu kitap, matematigi kendi sartlar1 dahilinde anlamaya heves duyan ve onu bir sanat
olarak kabul eden okuyucular igindir. Elbette Rembrandt ve Vang Gogh'un eser-
lerini onlan goéziimiizle gorip incelemeden tartisjamazdik. Peki o halde eserlerini
tartigabilmek igin Isaac Newton ve Einstein’la da konugmamiz gerekmez miydi?
Bir sonraki bolimde, her ne kadar kifayetsiz ve bir tarafi eksik kalacak olsa da, bu
denklemlerin ne demek istedigini ve onlan bilen insanlarin onlara neden kiymet

verdigini sozciiklerle anlatmaya ¢alisacagim.

abakisgiiler algoritmacilara karsi 13
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Simdi tekrar Richard Feynman ve abakiis saticisina donelim, ¢linkii onlar hakkin-
da soyleyeceklerim daha bitmedi. Muhtemeldir ki hikéyenin iki kahramani, pargas:
olduklari bu sahnenin yiizyllar 6nce, Arap rakamlar1 Avrupada peyda oldugunda da
yasandigindan bihaberdir.

13. yiizyilda bu rakamlar etrafta donmeye bagladiginda onlara herkes biiyiik bir
supheyle yaklagmisti. Hi¢ gormedikleri tam dokuz adet yeni sembolii 6grenmek
zorunda kalacaklardi. 1,2,3,4,5,6,7,8,9... Ya da bu sembollerin 13. yiizyildaki
ecig biiclis hallerini demek daha dogru olur. Bu yeni semboller bazilarina, aligkin
olduklan gik ve esash Roma rakamlarindan ¢ok (I, V, X vs.) dogaiistii bir alfabe
gibi gelinigti. Daha da beteri Hristiyan kaynakli degil, Arap kaynakli olmalar: son
derece dindar olan bir topluluk igin fazlasiyla siiphe uyandiriciydi. Ardindan bunlar
yetmezmis gibi bir de bu gruba, kavramas: bir hayli zor olan ve higbir degere sahip
olmayan 0 rakami eklendi.

Ne var ki Arap rakamlan inkir edilemez bir kudrete sahipti. Rakamlan yaziya
dokmede faydah olan fakat hesaplamada yetersiz kalan Roma rakamlarinin aksine,
ondalik deger sistemine sahip Arap rakamlariyla ikisini de yapmak miimkiin hale
gelmigti. Bagka bir deyisle Arap rakamlari matematigi demokratiklegtirmigti. Ne de
olsa birgok antik uygarhkta sadece 6zel egitimli katip ziimresi aritmetik iglem yapa-
biliyordu. Ondahik gosterimle birlikte artik 6zel bir egitim ya da ekipmana ihtiyag
kalmamug, sadece akil ve bir kalem yeterli gelir olmugtu.

Eski ile yeni rakamlar arasindaki ¢ekisme 2 yiizyildan daha uzun bir siire devam
etti. Ve hatta abakiisciilerle (islem yapmak i¢in mekanik alet kullananlar) algoritma-
alar (iglem yapmak igin yeni hesap yontemlerine bagvuranlar) arasinda halka agik
yanigmalar bile diizenlendi. Yani Feynman ile saticy, ash gok eskilere uzanan bir yari1
yeniden diizenlemigti.

Bu miicadeleden kimin galip ¢iktig: malumunuz. Giiniimiizde biitiin Batih me-
deniyetler ondalik sayilar1 kullaniyor. Ogrenciler daha ilkokulda toplama, ¢arpma,
¢ikarma ve bolme iglemlerine dair algoritmalar 6greniyor. Yani algoritmacilarin ka-
zandig1 kesin. Fakat Feynman'in hikayesi bize bu zaferin sebeplerinin o kadar ba-
sit olmayabilecegini gosterir nitelikte. Baz1 tiir iglemlerde abakiis kullananlar bariz
sekilde daha hizliydi. Abakiis saticisinin Feynman's ilk bagtaki islemlerde yendigini
unutmayalim. Lakin mekanik aletlere gore ondalik sistem, sayilara dair daha de-
rin bir kavrayiga sahip olmamiz1 sagliyor. Yani problem zorlagtik¢a algoritmacilar
kendini daha gok gosterme gansi buluyor. Rénesans déneminde, bilimde ilerleme
kaydedildikge matematikgiler kiip kok hesabindan ¢ok daha karmagik hesaplarla ug-
ragmak durumunda kaldi. Yani algoritmacilar iki sebepten otiirii kazands. Birincisi,

masamn bir ucunda oturan ileri seviye matematikle ugraganlar icin ondalik sistem
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¢ok daha uyumlu bir yéntemdi. Ikincisiyse, ondalik sistemin masanin diger ucunda
oturan ve bu kesimin diginda kalan kitleye bile matematikle ilgilenme yetkinligi
saglamasiydu.

Fakat bu ustiin nitelikli say1 sistemini fazla pohpohlamaya baglamadan 6nce bu
hikdyenin dikkat etmemizi istedigi birka¢ hususa deginelim. Bunlardan ilki ¢ogu
insanin agina olmadig bir mesajdir ki o da sudur: Matematik bir siirii farkl ¢6ziim
yolu barindirir. Okulda égrendigimiz, birgok yoldan sadece bir tanesidir. Ozellikle
matematigin tarihini incelerken diger uygarliklarin farkl: gésterim bigimleri kullan-
diginy, akil yiiriitmede farkl: tarzlar benimsedigini ve o tarzlarin o medeniyetler igin
en uygunu oldugunu gorecegiz. Bu bize onlann agag seviyede olduklarin: diisiin-
diirmemeli. Bir abakiis saticis1 bugiin dahi Nobel 6diilli birini toplama ve ¢carpmada
alt edebilir.

Feynman'in hikayesindeki diger bir mesaj da matematik kiiltiirlerinin gegmiste
¢ok defalar birbirlerine ters diigtigiidiir. Bulundugumuz gagda yeni bir hesap maki-
nesine sahibiz. Adi bilgisayar. Algoritmacilarin bize miras biraktig1 rakam algisinin
gliniimiiz ¢ocuklarinda gitgide erozyona ugradigina dair igaretleri bugiin herhangi
bir matematik egitmeni gorebilir. Zamane 6grencilerinin rakamlarla iletigimi eskiler
kadar iyi degil. Artik sirtlarini bilgisayarin hatasizhgina dayamslar ve bir rakami
yanls girdiklerinde ortaya ¢ikan sonucun saglamasini dahi yapamaz durumdalar. Bu
sebeptendir ki gene kendimizi iki paradigmanin rekabetinin ortasinda buluyoruz.
Ve bu ¢arpigmanin nasil bitecegi hig belli degil. Belki de toplumumuz tipk: eski
toplumlardaki gibi siradan insanlarin matematigi bilmesine, rakamlardan anlama-
sina gerek olmadigina karar verecek ve bu bilgiyi ufak segkin bir sinifin eline teslim
edecek Durum bu raddeye gelirse, ucunun bilim ve yiiksek matematige ¢ikmasi igin
kurulan képrii gok daha fazla insana kapali hile gelecektir.

abakisgiler algeritmacilara karsy 15
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Malermalite cag”da@ dinyada
esz/%u bir ortake ditdin.

Ornegin a*+b2=c? gibi bir denklem Asya'dan Afrika'ya, Amerika'dan Av-
rupa'ya dunyanin neresine giderseniz gidin taninir ve anlasilir. Ama bu
durum her zaman boyle degildi. Matematigin tarihine sOyle bir baktigi-
mizda, 6zellikle de antik ¢aglarda matematigin kullanim tarzi ya da se-
beplerine dair genis bir yelpazeyle karsilagiriz. O dénemki suregte ma-
tematik; 6igme, vergitoplama, ingaat ve astronomi disiplinleri Gzerinden
apayri bir brang olma yolunda evrildi. Misir ve Mezopotamya'da aritmetik
ve geometri sadece katiplerin egitim alanlari arasinda yer aliyordu. Ay-
rica gunumuize kadar ulasan papirus ve ¢ivi yazisi tabletlerinde mate-
matigin higbir detayli izaha deginmeden, kurallar yigin: olarak gosterildigi
ortaya konmustur.

Bunun aksine Antik Yunan'da kural ezberleme olgusu, felsefi dustnce-
nin biraz daha gerisinde kalmigtir. Basta Pisagor ve Platon olmak Uzere
Yunan filozofiar matematige dair engin fikirlere sahip olup onu bu g6z
boyayici fiziki dinyanin ardindaki salt mantigi gosteren bir bilim dali ola-
rak gérmuslerdir. Ama Oklid Faktorlerinde tiim geometri(s6zim ona} su
goturmez gergekler ve aksiyomlardan olusan kisa bir listeden yapilan
¢ikarimlardan ibarettir. Bu tarz bir timdengelimli akil yuritme ¢agdas
matematigin temellerini atmis ve ardindan gelen birgok tesebbulsu de
etkilemeyi basarmistir. (Amerika Bagimsizlik Bildirgesi'nin girig cimlesini
animsayalim: "Sayacagmiz gergekler bizim igin gayet agiktrr...": Bunlar

18
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yazar Thomas Jefferson'un Oklidvari bir edayla hazrrladigi yeni
toplumun hangi temeller Uzerine kurulacagina dair aksiyomlarydi.)

Hindistan'da matematikten ya da ganita'dan (hesaplama) astrono-
mi alaninda yuzyillar boyunca faydalanimig ve bu kendisini géster-
meye ancak 9-10. yuzyillarda baglamigtir. Bununla birlikte bugun
kullandigimiz ondalik sayi sistemi bagta olmak uzere Hindistan'da
ortaya ¢ikarlan birkag 6nemli kesif vardir. Gin‘de matematik talihi
ya da suan shu (rakam sanati) sonraki yuzyillarda kaybolup gitmis-
tir. SOyle ki, Tang Hanedanhg déneminde (MS 618-907) bu tum
akademisyenlerin tstinde galigmasi gerektigi prestijli bir konuy-
du. Fakat sonrasinda gelen Ming Hanedanhg déneminde (MS
1368-1644) xiaoxue (ikinci dereceden disiplin) olarak siniflandirids.
Onceleri rakip Avrupa matematigine gore ok ileride olan Gin ma-
tematiginin 1300'lerden sonra, tam olarak Avrupa matematiginin
saha kalkmaya basladigi suregte duraklama dénemine girmesinin
altindaki sebep olarak bu durug degisikligi gosterilebilir.

Ardindan islam diinyas| matematik tarihinde iki ayri gelenegin (Yu-
nan ve Hint) mirasgisi ve kendileri tarafindan eklenen yeni kesif-
lerle birlikte bu geleneklerin Bati Avrupa'ya aktaricisi olarak buyuk
rol oynamaya baslad:. Fakat ilgingtir ki gagdas matematige gegis
sureci bir tek Avrupa’da hayat bulmayi basarmisti. Ama bu ilerleyen
boélumlerin konusu.

ESKI GAG DENKLEMLERI
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1

aritmetige neden inaniriz?
diinyanin en basit denklemi?

Antik dénem matcmatiginin sagirtici yanlarindan biri de toplama iglemi tizerine
bir miinazara déndiigiine dair pek kamit bulunmamasidir. Oyle ki istii carpma ve
bolme iglemleriyle ilgili agiklamalarla dolu Babil kil tabletleri ve Misir papiriisleri
bulunmustur fakat bunlarin arasinda toplama, hele de 1+1=2 islemine dair higbir ey
yoktur. Anlagilan o ki onlar i¢in bélme ve ¢arpmanin aksine toplama iglemi agikla-
maya gerek duymayacaklar: kadar basitti. Belki buna bir sebep de birgok kiiltiiriin
kullandig1 ama onlarin kullanmadig1 daha sade gésterim bigimleriydi. Ornek vere-
cek olursak Misirda 324 sayis1 3 adet yiizliik, 2 adet onluk ve 1 adet birlik olarak, zor
bir gekilde gosterilmekteydi. 2 say1 daha eklemek igin biitiin semboller pesi sira degi-
sebilecegi ve gerekiyorsa birliklerin onluklarla degisimi ya da bunun gibi yer degisik-
likleriyle ugragilmas: durumu ortaya ¢ikiyordu. Bu da daha kiigiik deger birimlerinin
daha biiyiiklerle degistirilmesi icap eden toplu bir degisiklige yol agacakti. O yiizden

kimse 1+1=2'yi ezberlemek istemezdi giinkii elbette ki |’ { eklenince || olacakt1.

Antik Cinde aritmetik hesaplar, cubuklarin birler, onlar ve yiizleri saymaya yara-
digy, abakiistin bir nevi 6nciisii olarak kabul edilen “sayim panolar” iizerinde yapi-
lird1. Burada da toplama, uygun sayida gubugun yan yana koyulmas: ve gerektiginde
bir sonraki siituna aktarilmasi gibi basit bir iglemdi. Higbir ezber gerektirmiyordu.
Ne var ki ¢arpim tablosu (9'a 9 algoritmas1) apayr bir olaydi. Carpma énemli bir
aract1 gunki 8 ile 9u ¢arpmak yan yana 9 tane 8' toplamaktan ¢ok daha kolayd:.

KISIM BIR
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Bir arti bir esittir iki, belki de matematikteki en basit
formil. Oz, zaman Ustu ve su gotirmez. Pekiama
bunu itk kim ¢ikardi? Bu ve diger aritmetik denklemler
nereden geldi? Ve dogru olduklarnni nereden biliyo-
ruz? Bu sorularin cevabi o kadar da basit degil.

Diger gok 6nemli gosterim farkhilig ise Babilliler, Misirhilar, Cinliler ya da bagka
higbir ulusun denklem kavramina, bizim baktigimiz gibi bakmamasiydi. Onlar ma-
tematiksel fikirlerini, bildigimiz sézciiklerle, onlar tarif cderek yazardi. Dolayisiyla
belli bir denklemi bir kiltiirin bilip bir bagkasinin bilmedigini soylemek sipheli bir
yaklagim olur. Cagdas donem denklemleribin ysllik bir tarihsel siireg sonunda ortaya
¢ikmaya baglamigtir. Iskenderiyeli Diaphantus, tarihgilerin “kesik gosterim” dedigi,
toplam ve garpim gibi ifadeleri MS 250’li yillarda tek sembolle gostermeye bagla-

yan ilk bilim adamidir. Bilinmeyen degerleri temsil etmesi igin kullanilan “x” ve “y

gosterimleri gok uzun yillar sonra, 15001d yillarda Avrupada goériilmeye baglamigtir.

Bugiin neredeyse her denklemde kullandigimiz esittir igareti ise 1557 yilina kadar
ortalarda gériinmemistir.

Robert Recorde, The Whetstone of Wyte adlt kitabinda g6yle agik bir ifadede bulu-
nur: “Bu kelimelerin megakkatli tekrarindan kaginmak igin, esit olan iki seyi belirt-
mck igin = geklinde iki paralel ya da ikiz gizgi kullamilabilir. (Record’un kullandigy

csittir igareti giinimizdekinden gok daha uzundu.)

Yani matematikgiler bin yildan uzun siiredir 1+1'in 2’ye esit oldugunu bilse de
muhtemelen 16. yiizyil civarlarina kadar bu esitlik bu sekilde gosterilmiyordu. Ve
19. yiizyihn sonuna kadar da higbir matematikgi bu denkleme olan giivenimizi sor-
gulamamugt1.

ESKI CAG DENKLEMLERI
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1800’lii y1llar boyunca matematikgiler atalarinin, ortaya konmas: her zaman ko-
lay olmayan, hatta bazen hatalt olan varsayimlara gereginden fazla itimat ettigini
fark etmeye baglamigti. Antik matematigin zirhindaki ilk ¢atirdama 18001ii yxllarda
Oklid Disi Geometri'nin kesfiyle yasanmugty. (Sonraki bolimlerde ayrintilariyla de-
ginecegiz.) Yiice Oklid’in bile varsayim yapma gibi bir kabahat isledigi bir ortamda
matematigin tam olarak neresine giivenilebilirdi ki?

1800'LERIN SONLARINDA felsefe temayiilii de olan Leopold Kronecker, Gi-
useppe Peano, David Hilbert ve Bertrand Russell gibi matematikgiler matematigin
temellerini en bagtan irdelemeye baglad:. Bu 4 bilim adami “neyi higbir giiphe ol-
maksizin dogru kabul edebiliriz,” diye digiindiiler. “Zamanla degismeyecek 6zellige
sahip temel bir koyut’ dizisi bulabilir miyiz?” sorusuna yogunlagtilar.

Alman Matematikgi Kronecker 1,2,3... gibi sayilarin dogal sonug olduguna ina-
nurd1. Dolayisiyla 1+1=2 gibi aritmetik kurallar: kesin olarak giivenilirdi. Ama gogu
mantik¢: tam sayilarin dogru kabul edilebilirlik agisindan koyutlardan gok daha za-
yif temele sahip olduguna kanaat getirerek bu fikre katilmada. “Bir art1 bir iki eder”
tarumunin gergek anlamu neydi? Temelde tek bir nesne igeren bir

birimin ya da kiimenin bagka bir tek nesne igeren birim ya da

kiimeyle birlegtirilmesi sonucunda, ortaya iki adet birim ya da
kiime ¢ikiyordu. Ama bu tanimi bir mantiga oturtmak igin peyda
olacak “kiime ya da birim nedir, onlar hakkinda neyi tam olarak

RESIM: Jamshid al-Kashi
(1390-1450) tarafindan
yazilmig "Aritmetigin
Anahtar(" adh bir Arap el

nasil biliyoruz” gibi baz1 sorulara cevap bulmak zorundayiz. yazs)

1910 yilinda Matematikgi Alfred North Whitehead ve filozof
Bertrand Russell aritmetigi kiime teorisi olarak yeniden gekillen-
dirme tilkiilerini yiiceltmek amaciyla Princi pia Mathematica adls 3 ciltlik, anlagilmas:
gli¢ ve sert bir galiyma yayimladi. Kimse o eseri 8 yaginda bir ¢ocuga vererek 1+1’in
2 oldugunu 6gretmek istemezdi. 1. cildin 362. sayfasina kadar Whitehead ve Russell
ancak bir oneri sunma agamasina gelmis ve goyle demiglerdir: “Bu yeni aritmetik
ilave tanmimlandiginda 1+1=2 esitliginin dogrulanmas: agamasina gegilecektir.” Dik-
kat ederseniz o sayfaya dek ilavenin ne oldugunu bile belirtmemislerdi ve o agamaya
ikinci ciltte gegeceklerdi. 141=2 denklemi ilk kez 2. cildin 86. sayfasinda goriilmek-
tedir. O sayfada olgiilii bir mizah anlayigiyla “Bu 6nerme zaman zaman kullanigls
olabilmektedir,” gibi bir agiklama dahi yapmiglardur.

*  Kanitsiz olarak dogrulugu varsayilan énerme, 6n dogru.

KISIM BIR
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Tabii ki burada niyetim Whitehead ve Russell'1 dalga konusu yapmak degil, ¢iin-
kii kiime teoreminin sagirtict giigliiklerine bag kaldiran ilk insanlar onlardi. Ornegin
Russell kiimelerle belli bagh operasyonlarin yapilamadigini kegfetti. Mesela “tim
kiimelerin kiimesi” diye bir tanim yapmak imkénsizdir glinki bu kavram bir geligkiyi
de beraberinde getirmektedir. Clinkii matematikte yeri olmayan kavramlardan biri

de sudur: Bir ifade ayn1 anda hem dogru hem yanhs olamaz.

Fakat bu bagka bir soruyu da dogurur. Whitehead ve Russell

kiimelerin kiimesi paradoksuna girmekten kaginsa da bu aksiyom- FOTOGRAF: Bir cebirs
geometri probleminin
detaylarini agiklayan Givi
miydik? yazih ki tableti MO

2000-1600

larinin bizi bagka bir geligkiye siiriklemeyeceginden emin olabilir

1931 yilinda Alman Mantikg1 Kurt Godel; Whitehead ve Rus-
selldan dogrudan bahsettigi “Principia Mathematica'nin Usulen
Karara Varilamayan Onermeleri ve Iliskili Sistemler” isimli makalesiyle bu soruyu
surpriz bir gekilde cevapladi. Gédel, aritmetik ilkeler tiretilecek kadar gligli hig-
bir kiime teoremi ilkesinin istikrarh olama-
yacagim kanitladi. Bagka bir deyisle, bir giin
birileri 1+1=3 esitligine dair gegerli deliller
gosterebilecek, bununla da kalmayacak, bu
esitlik sonsuza dek olasilik gergevesinde olma
ozelligini koruyacakti. Bu 6yle bir sey ki, bu
konuda kiime teoremini baz aldigimiz siirece,
kullandigimiz aritmetik ilkelerinin higbirinin

istikrarli olacagindan emin olamayacagiz.

TABII ARITMETIGIN iISTIKRARSIZ
OLMA DURUMUNUN  matematikgilerin
uykusunu kagirdigini sdyleyemeyiz. Bunun
bir sebebi de matematikgilerin, rakamlarin
ve kullandigimiz diger sayisiz matematiksel
yapiun insan zihnini bile agan nesnel bir
gergekligi olduguna siki sikiya inanmalandir.
Tabii hal béyle olunca, bir art1 birin 2 ve 3
etmesi gibi birbirine tezat olugturacak ifa-

delerin kanitlanmasi tasavvur dahi edilemez.

Mantikgilar buna Platoncu bakg agis1 der.
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“Tipik bir matematikgi mesai giinlerinde Platoncu, tatil giinlerinde bigimci olur,”
demis Philip Davis ve Reuben Hersh 1981 yihinda yayimladiklan The Mathematical
Experience kitabinda. Diger bir deyisle, koseye sikistigimizda matematigin zithklarla
dolu oldugunu itiraf etmekten bagka garemiz kalmiyor. Ama bunun bizim igimizi

yapmamiza engel olmasina izin vermiyoruz.

Bu konuda soylenecek olan bagka bir sey de matematikgi olmayan bilim adam-
larinin haf tanin her giinii Platoncu oldugudur. Onlar 1+1’in 2 ettiginden higbir za-
man siiphe duymazlar. Ve bunda hakli da sayilabilirler. Matematigin istikrarlilig: ile
ilgili en giiglii argiimam olarak, insanoglunun 5000 yillik aragtirmasina ragmen hila
herhangi bir zithgin tespit edilmemesi sayilabilir. Nesnelligi ve evrenselligi ile ilgili
en gii¢lii argiimamysa matematigin ¢aglar ve kiltiirler arasindan dil, din ve inang
sistemlerine nazaran sag ¢ikarak gegmeyi bagarmasidir. Hatta diinya dig1 yagamlan
aragtiran bilim adamlary, eger gelecekse, uzayhlardan bize ulagacak anlayabilecegi-
miz itk mesajin matematik dilinde olacagina farz etmektedir. Ciinkii matematik var
olan en evrensel dildir.

1+7’in 2 ettigini biliyoruz (Ciinkii genel olarak kabul gormiis kiime teoreminden
kamitlayabiliyoruz ya da ne de olsa Platoncu’yuz). Ama bildigimizden emin olamiyo-
ruz (Ciinki kiime teoreminin istikrarh oldugunu kanitlayamiyoruz). O yiizden ne-

denini merak eden 8 yagindaki bir ¢ocuga yapacagimiz en iyi agiklama bu olacaktir.

ESKi CAG DENKLEMLERI
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2

yeni kavram yeni diren¢ demek
sifirin kesfi

Oyle ki bugiin bile bir gocugun sayilarla ilgili bir kitabina bakarsamz sifira
aynilmig bir sayfa bulmamz pek olas1 olmayacaktir.

0 rakamn iizerine iki farkh yorum olmakla birlikte biri digerine gore ¢ok daha
derindir. ilk yorum, sifirn 2009 ya da 90,210 gibi sayilarda bos yerlere ifade
kazandirmak igin kullanilan bir sembol oldugunu soyler. Yani sifirin iglevi budur.
0 rakami olmadan bu sayilar1 29 ya da 921°den ayiramazdik. Bir basamakl say:
sisteminde 2’nin anlam bulundugu yere gore degisir. 29 sayisinda 2 adet onlugu,
2009°da ise 2 adct binligi ifade eder.

Elbette antik Misir ve Roma gibi basamakh say: sistemini kullanmayan top-
lumlarin boyle bir sorunu olmadig igin bos yerleri doldurmak amaciyla bir
simgeye ihtiya¢g duymamiglardi. Roma rakamlaniyla MM1X (2009). XXIX’ten
(29) rahathkla aynlabiliyordu. Dolayisiyla bu toplumlarda sifir kavraminin or-
taya ¢ikmamasi sagirtici degildir. Babilliler ise basamakh sayi sistemini kullan-
ms lakin bog yerlere bir isaret atama konusu akillarina gelmemistir. Anlasilan
o ki 2009 ile 29 arasindaki anlam karmasas), muhtemelen baglama bakilarak
bir kanaate varnlabildigi igin onlar agisindan bir sorun tegkil etmemisti.” Hatta

*  Babilliler 10 sayisinin issii yerine 60 sayisinin dssti Gzerinden gahigmuglardir. Ne var ki bu, séz

konusu anlam karmagasini etkilemiyordu. Omegin bir Babil katibi 1501 ile (25x60+1), 90001'in
(25x600zeri 2+1) farkim ayirt edemiyordu. Ciinkii ikisi de 25,1 seklinde ifade ediliyordu.

26 KiSIM BIR
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Kesfinden sonra tamamen sifir zerine yazilmis
kitaplar bulabilirsiniz. Bu kavram aritmetige sonradan
girmistir ginka O uzunluk ya da O koyun hayal etmek
Gok kolay bir is degildir.

aym sey bugiin bile gegerlidir. Birine hangi yilda oldugumuzu sorarsamz ce-
vabin 2009, biri size ka¢ yasinda oldugunu sdylerse 29 oldugunu zaten anla-
yacaksimizdir.

Fakat MO 400 yih civarlarinda, yani Babillilerin son dénemlerine girilmek
iizereyken ve “¢ivi yazisi sayi sisteminin” kullanilmaya baglanmasinin iizerinden
1500 y1l kadar gegtikten sonra, katipler bos yerlere ifade kazandirmak igin AA
isaretini tercih etmeye basladi. Sifir anlamina gelen bir simgeye ilk kez bu tarihte
bagvuruldu. Ama Babilliler bu simgeye bir deger bigmekten ziyade onu yalmzca
bir yer tutucu olarak gérmiislerdi.

SIFIR UZERINE daha akillica yapilmig ve sifira gergek bir varlik kavramu yiikle-
yen (tipki 1-1=0 denkleminde oldugu gibi) ikinci yorumsa Hindistanda dogmustur.
Buna ilk kez MS 628 yilinda Brahmagupta tarafindan yazilan Brahma'nin Yanlsslar:
Diizel tme Tezi adl eserde rastlanmaktadir.

Cogu antik matematikgi gibi Brahmagupta’nin da hayatina dair gok az gey bili-
yoruz. Kendisi 598 yilinda kuzey Hindistanda dogmugtu ve Ujjain kentindeki bir
matematik okulunun (Bir bakima alimler toplululugun) tyesiydi. Siklikla Hintli-
lerin altin gags olarak anilan ve refah dénemi olan Gupta Hanedanlig (320-550)

sona erdikten kisa siire sonrasindaki donemde yagamigti. Klasik Sanskrit edebiyati
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bu dénemde sekillenmis ve astronomlar bu donemde tutulmalara ve gezegen ha-

reketlerine dair ¢ok dogru tahminler yapmiglards.

Brahmagupta’'nin gahigmalarinda agikga 6ne ¢ikan sey rakiplerine karst olan
alayai tavn olmugtu. Kalds ki eserinin Brabma’'mn Yanlislar1 Dizeltme Tezi ismi
de eski astronomik ¢aligmalara ithaf edilerek konulmugtur. Brahmagupta eserinde
atalari hakkinda su gibi yorumlarda bulunmustur: “Hi¢ kimse Aryabbata, Visnu-
candra vb. insanlarin galigmalarin: okuyarak uzman olamaz. Onlart bastan sona ez~

berlese bile. Lakin Brahma’'nin hesaplama yontemlerini bilenler uzmanhga erisecektir.”

Kibirli bir karaktere sahip olsa da Brahmagupta sifirin dogasimi gok iyi kav-
ramugts. Sunlart da yazmuste “Thi pozitifin toplami pozitif, iki negatifin toplam:
negatiftir, pozitif ve negatifin toplam ise farklars kadardir fakat pozitif ve negatif
egitse sonug sifirdsy.”

Yani sifir, pozitif bir sayiya esit biiytiklikte negatif bir say: eklendiginde orta-
ya gikiyordu. Ornegin 1 + (-1) = 0. Modern gosterimde ise bu su sekli almigtir:
1 -1 = 0. Bunun yaninda Brahmagupta herhangi bir sayiya 0 eklemenin onun
degerini ve isaretini degistirmedigini, sifirla garpilan sayilarin sifir oldugunu da
ortaya koymugtur. Ne var ki bir sayinin sifira bélinmesi ile ilgili net bir fikir sa-
hibi olamamugtir. “Sifir ile bolinen bir negatif ya da pozitif say: boleni kadardur,”
agiklamasinin yaminda hatali bir ifadeyle soyle der: “Sifin sifira bolersek sifir elde
ederiz.” Fakat giiniimiiz matematigine gore her sayimn sifira boliimii tammsizdur.

Bruhmagupta’'nin ¢aligmalarinda sifirin negatif sayilarla siki iligki iginde ol-
dugunu belirtmekte fayda var. Gergekten de sifira kars: gosterilen direncin daha
biiyigi, negatif koyun ya da negatif uzunluklars disgiinmeye baglayinca ortaya ¢1-
kiyordu. Brahmagupta’dan 4 yiizyil sonra bile matematikgiler formiillerine nega-
tif sayilar: koymaktan kagindi. Ornegin ikinci ve tgiincii dereceden denklemlerin
¢oziimi matematikgilerin negatifi gérmezden gelmesinden otiirii gereksiz yere
zorlagiyordu. Ciinki simdilerde tek bir formiile indirgenen ¢6ziime ulagmak igin
birden fazla yonteme bagvurmak durumunda kaliyorlardi.

Cagdag matematik igin sifira biiyiik 56nem addetmemek zordur. Sifir, toplandig:
saymnin biyikligini degistirmedigi i¢in matematikgilerin etkisiz eleman dedik-
leri bir degerdir. Es anlam edebiyatta ne kadar 6nemliyse, etkisiz eleman da mate-
matikte o kadar 6nemlidir. Mesela kimse neden memnun ve hognut kelimelerinin
ikisini de kullaniyoruz diye bir soru sormaz. Ikisi de ayni geyi farkli yollardan

anlatan ve boylece duygulardaki ufak niianslar: ifade etmemize yarayan tabirlerdir.
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Sifirin varhg da matematikgilere ayni esneklige sahip olma firsata verir. Ornegin

x degeri, bir problemin ¢6ziimiiniin icap ettigi sekilde ister x+0 ister x+1-1 olarak

da ifade edilebilir.

19 ve 20. yiizyillarda matematikgiler tam ve gergel sa-
yilarin 6tesinde birgok ise yarar cebirsel yapilar ve top-
lama ile garpmanin dtesinde ige yarar islemler kegfetti.
Ornek vermek gerekirse bilgisayarlar modiiler aritme-
tikten, kriptologlar eliptik egrilerde ¢arpim igleminden,
kuantum fizik¢iler de Hilbert uzayinda toplama ve
carpma vektorlerinden faydalanir. Tim bu iglemler te-
mel garpma ve toplama kavramlarinin tiirevleridir fakat
zaman zaman okulda 6grendigimiz
carpma ve toplamadan bigimsel ola-
rak ¢ok uzaklagirlar. Ama bu sistem-
lerin hepsinin ortak yam etkisiz ele-
mana sahip olmalandir. Dolayisiyla
kendisi farkina varmada sorunlar
yasasa da Brahmagupta'min mate-
matige katkilan, 6zellikle sifira dair
fikirleri, hili gegerliligini koruyor.

RESIM: Brahmaguptanin
matematikteki basanlar,
dunyaninkure seklinde
oldugunu tespit ettigi
astronomi alanindaki
buluglar da iginde
barindirir.
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3

hipoteniisiin karesi
pisagor bagintisi

Cogu 6grencinin egitim hayatinin matematik derslerinde ilk kargilagtig1 isim-
lerden biri hig kugkusuz Pisagor'dur. Pisagor bagintisina gore ise herhangi bir dik
ticgende, (Usgende en fazla bir dik aci bulunur.) iki kisa kenarin (a ve ) karelerinin
toplamy, hipoteniisiin (¢) karesine esittir. Yiizyillardir 6grenciler tarafindan ezberle-
nen bu formiil su gekilde ifade edilir: a°+&°=¢

Pisagor bagintisi popiiler kiiltiir araglarina konu olacak kadar tinliidiir ashinda. Oz
Biiyiicasi adh filmde korkuluk, biiyiiciiden diploma aldiktan sonra bagntiyr ezber-
den yanlis ifade ederek: “Bir ikizkenar Giggenin herhangi iki kenarinin karelerinin
toplamy, kalan kenarin karesine esittir! Gene zekimla herkesi mest ettim!” der. Gil-
bert ve Sullivan Miizikali Penzance Korsanlar:’'nda Tuimgeneral karakteri nispeten
daha iyi bir matematik hakimiyeti sergiliyerek “Ben de matematik dalina olduk¢a
aginayimndir, hele de hipoteniisiin karesi ile ilgili o eglenceli konulara,” diyordu.

Peki Pisagor kimdi ve adim tastyan bagintiyla ne gibi bir alakasi vardi? Bu so-
runun cevabinin o kadar basit olmadigin1 sonradan 6grendik. Biiyiik bir olasilikla
Pisagor bu bagintiy: ne kesfeden ne de kanitlayandi. Ne var ki bagintiya daha dogru
bir isim takmak iginse artik gok ges.
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d/'gy“ Z,Z = 0,2

a ve b dik tiggenin kisa kenarlarini, ¢ ise
hipotentisinii ifade eder.

Pisagor MO 569'da, simdiki Tiirkiye sinirlari iginde olan Iyonya kuyisindaki Si-
sam adasinda dogmus. Efsaneye gore, yillarin1 Antik Misir'in, Babillilerin ve hatta
belki de Hintlilerin bilgeligini kavramak igin harcami. (Ne de olsa efsaneyseniz her
sey miimkiindiir.) Geri déndiigiinde kalici olarak Italyan gehri Crotone’ye yerlegmis.
Orada bir dénem gehrin kiiltiirel ve kentsel hayatinin idaresinde baskin olan Pisa-

gorcular adinda gizli bir topluluk kurmus.

Efsaneye gore toplulugun eksantrik yonlerivarmis. Pisagor él¢iililiigiin, biiytikle-
re sayginin ve egitimin erdemini savunmus ve tanrilar: seri zinaci olan bir toplulukta
infial yaratacak gekilde tek esliligi desteklemis. Hayvan eti yenmesini yasaklamig
¢linkii hayvanin iginde bir dostun ya da atalarin ruhlar: oldugu inancina sahipmis.
Ayrica bezelye tiiketimini de yasaklami§ ¢iinkii ayni ruhlarin bu bitkilerin iginde
konaklamus olabilecegine inaniyormus.

Yani Pisagor’u kitleleri pesinden siiriikleyen tipik bir tarikat lideri olarak da adde-
debiliriz. Fakat bir tarih bilimci igin Pisagor'u digerlerinden farkli kilan sey kendisi-
ne s6zde Yunan matematik ve felsefe akiminin kurucusu roliiniin bigilmis olmasidur.

Kendisi diinyada her seyin sayilarla idare edildigine inaniyordu.
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Gizim: Dik Uggenler. Soldaki genet, sagdaki 6zel.

Pisagor felsefesi ekseriyetle, giinimiz insanina komik gelebilecek numeroloji
ya da say1 gizemciligi ihtiva etmekteydi. Ornek verecek olursak, tek sayilar erkek-

si, ¢ift sayilar kadinsi kabul ediliyordu. Bu tip tuhaf simiflandirmalarin yanisira

sayilara olan yakin ilgileri Pisagorcularin giiniimiiz say1 kurami kapsaminda bile

gegerliligini koruyan kavramlar: ortaya atmasini saglamigtir. Bunlara bir 6rnek de

“mikemmel sayilar” adin: verdikleri kavramdir. Bu kendisi harig, pozitif tam bo-

lenlerinin toplaminin kendisine esit oldugu sayilardir. ilk iki mikemmel say1 6
(1+2+3) ve 28'dir. (1+2+4+7+14). Bu kitabin kaleme alindig1 dénemde 47 adet
mikemmel say1 kegfedilmis olup bilgisayarlar hizlandikga birkag yilda bir yeni

sayilar kesfedilmektedir.

BUGUNE ULASAN BASKA BIR KAVRAMSA ASAL SAYl KAVRAMIDIR.
Bunlar sadece e ve kendilerine béliinebilen sayilardir. i1k birkag asal say: 2,3, 5,7,

11'dir. Asal olmayan sayilarsa birlesik say olarak adlandirilir. Ornegin 6 iki adet asal

sayinin ¢arpimiyla bulunan bir birlesik sayidur.

Asal sayilar olmasayd say: kurami nispeten yavan bir kuram olarak kahrdi. Fakat
isin igine onlar da girince kuramin gekiciligi sonsuz sekilde artiyor. Antik Yunanlar

asal sayilarinin sonsuza dek devam ettigini kanitlamigtir. Fakat bunlann tam sayi-

larin arasina hangi diizende serpistirildigi hala gizemini korumaktadir. Asal sayilar,
tam sayih denklemlerin hem ¢éziimiinde hem de ¢6zilemez olduklarim kartla-
makta kullamlir. Sonraki bolimlerde deginecegimiz Fermatin Son Denklemi buna
bir 6rnektir. Asal sayilar, ayrica gogu ok buyiik, 6rnegin yizlerce basamakl birlesik
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sayilarin asal ¢arpanlarini bulmanin zor
oldugu fikrini temel alan giinimiz krip-

tografisinde énemli yer tutar.

Pisagorculara atfedilen diger matema-
tiksel kesiflerse Pisagor bagintisi hatta
daha da 6nemlisi Pisagor bagintisinin ka-
nitlanmasi; miizik akortlarinin, frekansla-
rmn basit tam say1 oranlar1 olugturdugu
titregimler tarafindan gekillendigi prensibi
(Ornegin oktav 2:1, dértlii akor 3:2, begli
akor 4:3 oraniyla ortaya cikar.); gezegenle-
rin hareketinin benzer tam say1 oranlari-
na gore oldugunun kanitlanmas: -kaldi ki
efsaneye gore Pisagor, Diinyalarin Miizigi
ad1 verilen harmoniyi duyabiliyormus- ve

son olarak da irrasyonel sayilarin kegfidir.
Peki bu iddialar tutarli midur?

Birincisi, Pisagor hakkinda kesin ola-
rak soylenebilecek az sayida seyden biri
Pisagor bagintisini kendisinin kegfetme-
digidir. Kabaca MO 1800’lerde yazilan

ve Plimpton 322 olarak bilinen tnli bir

Babil yazit1 su an Pisagor tiglileri olarak

bildigimiz bir liste ihtiva ediyor. Yani 3-4-

5, 5-12-13 gibi bir dik Giggenin kenarlarinin biiyikliklerini ifade eden say1 dizilerine
ait bir liste. (3%+4°=52ve 524127137

Pisagor’un Babil'de egitim gérdigii distindliirse bunu ora-

RESIM: itk Dénern da 6grenmis olabilecegi sonucu da gikanlabilir. Pisagor bu ba-
Arap Kitabnda gintiy1 bitiin dik tggenleri kapsayacak sekilde kamtlayabilmis,
Bahsedien Pisagor ' A 3 Py s P

Bagits diger bir deyisle 4*+6°=¢* denkleminin temel prensibini goste-

rebilmis olsaydi durum ¢ok daha ilgi gekici bir hal alabilirdi.

Goériintige gére Musirhlar ve Babilliler bu tip matematiksel
¢ikarimlarla pek ilgilenmemisti ¢iinki gliniimize ulagan yazilar agiklama igermek-
ten ziyade tespit tizerineydi. (Babilliler'de agiklama olanlar da su gekildeydi: “...iste
budur. Cok Stikiir Nisaba.”)
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Pisagor’dan sonra gelen iki yiizyil boyunca Antik Yunanlar diinya matematik ta-
rihinde 0 zamana dek esi benzeri gorilmemis derecede zengin bir tiimdengelimsel
matematik gelenegi gelistirmigti.

@+b’=c denkleminin her dik t¢gen i¢in dogru oldugunu kamitladigimiz ya da

kabul ettiginiz an bir agmazin igine baliklama dalmis olursunuz.

EN BASIT DIK UGGEN, birkareyi kosegenle kestigimizde ortaya gikan sckildir.
Bu ti¢genin iki kiigiik kenarn birbirine esit olur, yani ikisini de 1 birim olarak kabul
edebiliriz. O hilde Pisagor bagintisina gore hipoteniisiin karesi yani =2 sonucu
ortaya gikmaktadir.

Fakat Pisagorcu inancina gore evrendeki her scy tam sayilarin yordamiyla yéne-
tilmesi gerekir. Yani bu gizemli ¢ uzunlugu 2/, gibi tam say1 oraniyla ifade edilmesi
gerekir. Bu durumda da kil pay: yakalanma durumlari gok sik yasanabilir.

Ornegin 7/5 orani tam sayiy1 kil payi kagirmaktadir. (7/s)? = 4%/2s yani yaklagik
1.96 eder.

Y7/12 orani ise gok az farkla biiyiik gelir ¢tinkii (17/12)* = 28%/144 yani yaklagik 2.007
eder.

Yani ¢ uzunlugunun bu iki oran arasinda bir yerde oldugu soylenebilir. Fakat ne
kadar denerscniz deneyin p ve g'niin tam say1 olacag: (%/)? =2 esitligi elde edemez-
siniz.

Nasil bu kadar emin oldugumu merak cdiyor olabilirsiniz. Diyelim ki P ve O’ya
yukaridaki csitligi saglayan tam sayi1 degerleri buldunuz. O durumda p?=24¢’ duru-
mu ortaya ¢ikacak ve dolayisiyla p? bir ¢ift say1 olmus olacak. Buradan hareketle p
de ¢ift say1 olacagina gore aym esitligi saglayan bir x tam sayisi daha bulunma sarti
olusacak. Yani p=2x.

Dolayisiyla

4x2= (2x)? = p* = 2¢*
Yani

q?=2x?

Durumu ortaya gikacaktir.

Buradan ¢’nun da gift say1 olmak zorunda oldugunu gériiriiz ve bu da bir g=2y
esitligi ile ifade edilebilir. Tiim bunlarin sonucundaP/q =*/y esitligi olusur ve bu aymi
orana sahip daha kiigiik x ve y sayilari buldugumuz anlamina gelir.
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Dolayisiyla yukaridaki iglem zincirini x ve y sayilarina da uygulayip aym oram
saglayan daha kiigiik sayilar da buluruz. Ve bu siire¢ sonsuza dek devam eder ve s6z
konusu kesri asla en basit héline indirgeyememis oluruz.

O zamanlarda boyle bir sey ¢ok sagmaydi ve (P/q)Z:Z varsayimi aldatici olmaliy-
du. Bu tip kamtlara reductio ad absurdum, yani olmayana ergi yontemi adi verilir ve
bu yonteme S. boliimde deginilecektir.

Giiniimiizde hipoteniisiin bu démekteki uzunlugunu daha farkh sekillerde ifa-
de edebiliyoruz. Standart bir 10 hane kapasiteli hesap makinesi bu uzunlugun
1.414213562 oldugunu séyleyebiliyor. Ama o donem Pisagor’un bir ondalik gés-
terim sistemi yoktu ve bu gosterim sekli Avrupa’da 1500 yil boyunca daha goriil-
meyecekti. Dogal olarak cevabi bu sekilde yazma gibi bir sanslart yoktu. Kald: ki
zaten 1.414213562 tam bir uzunluk degildir. Ciinkii bu sayinin karesi 2’ye degil,
1.999999998’e tekabiil eder.

Bu agmazin etrafindan dolanmak igin ikinci yolsa ¢’yi olarak gostermektir.
Okulda bize bu gosterim sekli 6gretilmektedir. Cevap giiven telkin edecek kadar
dogru goriiniir ama ayni zamanda igi bogtur. Ciinkii bu, karesi 2 olan sayinin 2’nin
karekokii oldugunu séyler. Yani aslinda bize bilmedigimiz birsey sdylemez.

Fakat Pisagorcularin elinde boyle bir kok isareti yoktu, ki zaten olsayd: bile,
boyle kendini isaret eden bir sonugtan hi¢ tatmin olmazlardi. O yiizden bir ka-
renin kosegeninin degerini yazmayi higbir zaman bagaramadilar. Sozciiklerle
acgiklanmayan bu kavramlara o donemde alogos adi veriliyordu. Bizlerse bugiin
buna “irrasyonel sayilar” (oransiz sayilar) diyoruz. (Rasyonel, oranli say: de-
digimiz sayilar tam sayilarin orani olarak gosterilebilen sayilardir. Ornegin 1.4
yani 7/s)

Irrasyonel, yani oransiz tabirinin size algaltici gelmesi tesadiif olmayacaktir. Bir
Pisagorcu igin bir sayieger sozciiklerle itade edilemiyorsa asla ifade edilmemelidir.
Alogos sayilarin varligi herkes i¢in bir gizem olarak kalmaldir. Rivayete gore onla-
nn sirrint ifsa eden ilk kisi (Muhtemelen Pisagorcu olan Hippasus adh biri) denizde
bogdurulma cezasina garptirilmistir.

Bu fevkalade bir hikdye olsa da biiyiik ihtimalle ger¢ek degil. Pisagor’un sayisi-
nin alogos oldugunu kanitlamis olmasi pek olasi degil.

Bu tartijmanin merkezinde duran Olmayana ergi yontemi Pisagor’dan 2 yiizyil
sonra Pammenides’in 6grencisi Eleali Zenon tarafindan ortaya konmustur. (Zaman
zaman kendisinin de Pisagorcu oldugu sdylense de o topluluga iiye olmamistir.)
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Simdilerde tarihgiler Pisagor ve Pisagorcularin ortaya koyduklan iddia edilen
basarilara eskiye gore ¢ok az deginmektedir. Ciinkii bu topluluktan olmayan ¢ok sa-
yida Antik Yunan matematikgisinin basardigi seylere dair birgok delil bulunurken o
topluluga dair giiniimiize ulasgan bir belge yoktur. Omegin, yine Pisagorcu olmayan
Kireneli Theodorus MO 400°de, giiniimiizde V3, V5 dedigimiz V17'ye kadar olan
sayilarin da irrasyonel oldugunu kamitlamsgtir. (V3’ten baglamasinin sebebi V2’nin
irrasyonelliginin kendisinden 6nce kamtlandigini zannetmesiydi.)

Pisagorculara dair ispatlanmamug rivayetler iizerinde durup onlari yagatmaktansa
Antik Yunan matematikgilerinin yazih belgeye sahip ¢aliymalan iistiinde arastirma
yapmak giiniimiiz tarihgilerinin daha ¢ok tercih ettigi bir durum. Cagdas bir tarihgi
olan M.F. Burnyeat bu efsanelerin zamaninda Platon’un halefleri tarafindan Pla-
ton’u bu eski gelenegin varisi olarak gostermek adina kasith olarak uyduruldugunu
iddia etmektedir.

Ashnda Pisagor’u fazla yiiceltmemek igin bir sebep daha

var. Bilim herkese acik hale geldikten sonra, gizli kapakh RESIM: Sagda
Pisagor'u abakisie

yapildigi doneme gore ¢ok daha hizh ilerleme kat etti. Ma- calgrken, soldaise

tematik gizlilik ortiistiniin ardinda tutuldugu dénemde, ha- Roma Filozofu Anicius
ok Ao e 3 n Boethius'uArap sayilari
kiki matematigi diizmece efsanelerden ayirmak imkansizdi. ve matematik
Matematik Pisagor’un ortiisiiniin altindan ¢iktiginda Theo- simgelerini kullanirken
. S - Osteren Gregory
dorus, Arsimet, Oklid, Evdoksus, Eratosthenes gibi mate- %eksch/in A,,eggo,y o
matikgilerin yapacaklar: kesiflere yollar agildi. Bugiin An- Arithmetic (1504) adi

. L . y _— eseri
tik Yunan matematigini konusuyorsak bu Pisagor’un gizli

tarikati degil, onun dagilmasindan sonra kendini gosteren
herkese agik sorgulama bilinci sayesindedir.

Bununla beraber matematik teoremleri arasinda evrensel bir yere haiz Pisagor
bagintisini tek bir kisiye atfetmek biiyiik haksizlik olur. Ciinkii goriiniise gére Pisa-
gor bagintisi hemen her toplumda ayr1 ayn kesfedilmis durumdaydi. Bir a¢idan bu,
matematikle az da olsa ilgilenen her uygarlk i¢in yapilmasi kaginilmaz bir kesifti.
Kronecker’in dedigi gibi “Tann tam sayilan yarattiysa...” Pisagor bagintisini da o
yaratmi§ olmahyd.

Mesela Pisagor bagintis1 Cin'de Gou-gu kurah olarak bilinmekteydi. Cince ter-
minolojisinde gou (bacak) dik iiggenin kisa kenarimi gu ise (uyluk) uzun kenarim
ifade etmekteydi. (Bunu Bati terminolojisine uyarlarsak iki tarafa dabacak deniyor-
du.) Hipoteniise ise xian deniyordu ve bu, belli bir uzunlugu gerilmis iple 6lgmekten
kasitla olsa gerek ki, Luth Teli anlamina geliyordu.
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Gou-gu terimi ilk olarak, Jiu Zhang Suan Shu ya da Matematik Sanat Uzerine
Dokuz Kisim adli ve Cin'de en az Batida Oklid’in Ogeler kitabi kadar ufuk agici
olan eserde anonim olarak kendisini gostermistir. Dokuz Kisim adh kitabin hangi
donemde yazildig1 bilinmiyor. Ugiincii yiizyil yorumlayicilarindan Liu Hui yazdig
bir 6nsézde Dokuz Kistm kitabimin Qin Shi Huang’in MO 213’te biitiin kitaplarin
yakilmasi emrini verdigi donemden 6nce de var oldugunu kendinden emin sekilde
ifade etmektedir. Qin’in 6limiinden sonra kitabi hafizada kalanlarla yeniden olus-
turmak zorunda kahndi. Tabii ne kadar noksan bir siireg yasanmis olabilecegini
tasavvur etmek pek de zor olmasa gerek. Sonugta, ¢ahyma nesilden nesile aktaril-
mastyla 6teden beri siiregelen “asil yaziy: gelistirme ve ona yorum katma” gelencgi
dogmustur.

Liu Hui’nin Dokuz Kisim agiklamasi simdiye dek en iyisiydi ve kitapta kendin-
den bir seyler de vardi. Alayli matematikgi Lui, Cinlilerin ilk matematik kurdu ola-
rak bilinmektedir. Ve sirf deger verdigi igin bunun ustiinde ¢alisan biriydi, kendi
alaminda yitkselme diirtiisii duyan biri degil. Yorumlarinda Dokuz Kisim kitabinda
anlatilan seylerin neden dogru oldugunu gérebiliyor ve en 6nemlisi Pisagor baginti-

Resim Guo-gu teoremi. Lui'nin kanitegu ve guo
kenarlarindan olusturulan ABED ve BCGF kareleri
kuglk pargalara bolinerek xian kenarinin karesi olan
ACJH karesinin olusturulabilecedini gostermigtir.
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sinin kanitlanigini antik Yunan kaynaklari diginda ilk kez belgelenmis olarak gérme
firsatin1 yakahyoruz.

Liu'nun kanitlama yaparken kullandigi argiiman, birka¢ takimdan olusan basit
pargalarin diizenlenerek gok gesitli figiirlerin olusturuldugu Tangram adh antik Cin
bulmacasini andirmaktadir. Once gu ve geu koselerinden 2 adet kare olusturarak
ise baslar. Sonra onlar1 kesip ayirarak parcalar: xian, yani hipoteniiste bir kare olus-
turacak sekilde yeniden dizer. “ig-dis” ad1 verilen bu yénteme Liu ve diger Cinli
matematikgiler miitemadiyen basvurmustur. Bu Oklid’in Ogeler eserinde yaptig
kamittan ¢ok daha anlasilir diizeydedir.

BASKA BIiR ACIDAN, Cin’in gou-gu teoremi antik Yunan’daki emsalinden
6nemli 6lgiide ayrismaktadir. Antik Yunanda Pisagor bagintisinin V2 gibi irrasyo-
nel sayilarin kesfine yol agtifina deginmistik. Diger tarafian Cinli matcmatikgiler
irrasyonellik kavramini agik bir sekilde formiile dokmemislerdir. Bazi tarihgiler Cin
ve Yunan matematiginin bu yol ayrimin: Cin matematiginin ¢ok daha uygulanabilir
olmasina baglamakta ve Cinlilerin soyut akil yiiriitmeyi 6n planda tutmadigin ileri
siirmektedir.

Ne var ki Liu Hui ne soyut akil yiiriitmeye ne de matematigin uygulanabilir ol-
mayan tarafina kars: ilgisizdi. Cin Matematik tarihi konusunda 6nde gelen tarih-
¢ilerden Joseph Dauben bu durumun cevabinin, olmayan seyi varmis gibi kabul
eden (kars: olgusal) diisiinceye ait varsayimlar ifade etmenin zor oldugu Cincede
yattigina inananlardan. V2 sayisimin irrasyonelliginin kanitlanisinin kars: olgusal bir
ciimle ile basladigini hatirlayalim: “Diyelim ki P/q’ya, karesi 2 olan bir deger bul-
dunuz...” Dénemin Cinli bir matematikgisinin daha ilk ciimleye bile anlam vere-
meyecek olmasi muhtemeldir. Yanlis bir savin dogru bir teoremi gerekgelendirmesi
nasil beklenebilirdi ki?

Bu tip farkliliklar bize bir kez daha matematikte tek bir dogru yaklagimin olma-
digim gosteriyor. 20. yiizyilda bile yapisalcilik denen bir matematik ekolii zithiklarla
kanit yapmanin yasaklanmasi gerektigini savunuyordu. ¥/2'nin irrasyonelliginin ka-
nitina dair argiimani ikna edici olmaktan ¢ok uzak buluyorlardi. Yani onlar da Antik
Cinliler gibi bu saymin hesaplanabilir olmasiyla ilgilenirlerdi. Baska bir deyisle,
say1y1 arzu edilen netlik seviyesine yakinsayacak daha iyi tanimlanmis bir yéntem
oldugunu diisiiniirlerdi. Bu yiizden sartlar degistik¢e onlar hep yerinde sayd.
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4

daire oyunlar1
7 sayisinin kesfi

Bir liggenin en uzun kenarini hesaplamanin yaninda, iki baska geometrik prob-
lem de matematikgi uygarliklar i¢in kagimilmaz sekilde kendini gostermisti: Daire-
nin alam ve gevresinin hesaplanmasi. Cagdas gosterimde bu iki problem su formiille
hayat bulmaktadir:

C=2nr ve
A=nr?

Burada 4 dairenin alam, r yarigapi ve n (Pi diye okunur) ise matematikteki en
tinlii sabit sayidir: 3.1415926535...

Giiniimiiz formiilleri 7’nin en muhtesem 6zelligini értme egilimine sahiptir. Bu
muhtesemligi 6rtmeyi de onu aksine apagik hile getirerek yapmaktadirlar. Antik ma-
tematikgilerin yapmak zorunda kaldiklar seyin kiymetini anlamak igin bir dairenin
¢evre uzunlugunun ¢apina boliinmesiyle ortaya gikan “pi ¢evresi”; dairenin alamnin,
yar ¢apimin karesine boliinmesiyle ortaya ¢ikan “pi alan1” isimli sayilarin var oldu-
gunu farz etmemiz lazim. Bu iki rakamin aym oldugunu bilmedigimizi diigiinelim.

iki problemin iligkili olduguna dair ilk net agiklama beklenecegi gibi Antik Yu-
nan matematikgilerinden gtkmigtir. MO 3. yiizyilda Arsimet Daire 'nin Olgiilmesi
(The Measurement of the Circle) adl el yazmasinda sunlara deginmistir:

1. énerme: Bir dairenin alam, bir kenan aym dairenin yarnigapina, diger kenarn
ise gevresine esit olan bir dik tiggenin alanina esittir.
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T irrasyonel sayisinin aslinda iki anlami vardr. ilki
herhangi bir dairenin alaninin, yarigapinin kares-
ine oranidir. Yani 1t = A/,z. ikincisi ise ayni dairenin
gevresinin, capinin iki katina oranidir. Yani 1t = C/‘ =
C/gr, Bu ifadelerden bir tanesi Pi'nin tanimi olarak
kabul edilirse digeri teori oima nitelidi kazanir.

Bir daireyi, merkezini esas alarak, her biri liggene benzeyen A seklinde takozu
andiran bir¢ok parcaya ayirdigimizi diigtinelim. O zaman alan, bir sonraki sekilde
gosterilecegi gibi, tabanin yaris1 ¢arpr takoz seklinde yukaridan asagi ¢ekilen dik
uzunluk kadar olur. Goreceginiz gibi her takoz i¢in inilen dikme dairenin yarigapi-
na, biitiin tabanlarin toplami da kabaca dairenin gevresine esit olacaktir.

Dolayisiyla biitiin takozumsu sekillerin alanlarinin toplami kabaca yarigapin ya-
ris1 ¢arpr dairenin gevresi olacak ve bu da kabaca dairenin alanina esit olacaktir.
Arsimet’in argiimammin zorlayici kismi kabaca hesaplari net hesaplara déndiirmek
olmustu. Bu basarildiktan sonra pi ¢evresinin pi alamna esit oldugunu gostermek
¢ocuk oyuncagiydi.

Arsimet’in 1. 6nermesi; pi sayisinin 3 Y7 ila 3 1¥71 arasinda bir degere sahip ol-
dugunu kamtladig: 3. 6nermesinin golgesinde kalmigti. Halbuki pi kavramina hayat
veren asil 6nerme birincisiydi. O olmadan hem ¢evre hem de alan hesabi olarak iki
ayr problemi ¢6zmek gerekirken pi ile birlikte problemleri birlestirip bire diigtire-
biliyoruz: Pi gercek degerine nasil yakinsanabilir? 3. énerme sadece bu konunun
ayrintilarmna girildigi onermedir.

Pisagor bagintisindakinin aksine Cinli matematikg¢iler bu konuda Yunan meslek-
taslarindan o kadar geride dcgildiler. Arsimet’ten 6nce yazilmis olmasi1 muhtemel
olan Dokuz Kisvm adh Cin eserinde su probleme rasthyoruz: Cevresi 181 bu, capi
60 /3 bu olan bir dairenin alam kagtir? Kural: ¢gevrenin yarisin1 yarigap ile garpmak
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Resim 1. Onermeye agklayan takozlara bdlinmus daire ve
takozdan Indiriilen dikme sekilleri

dairenin alanini bu? olarak vereccktir. Kural ciimlesinin Arsimet’in birinci oner-
mesinden hemen higbir farki bulunmamaktadir. Bir tek burada ilging bir sekilde,
isimsiz yazarn pi’yi ilkel bir yaklasimla 3 olarak kabul ettigini gormekteyiz.

Ne var ki Dokuz Kistm adl eserin 3. yiizyil yorumlayicist Liu Hui’nin bagka fi-
kirleri vardi. Her seyden evvel, bir altigenin gevresinin ¢apina oraminin 3 oldugunu,
fakat bir dairedeki aym oranin gézle goriiliir sekilde daha biiyiik oldugunu gosterdi.
O yiizden pi'yi 3 kabul edcn eski yontemlerin dogru olamayacagini soyledi. “Bir
cokgen ile daire arasindaki fark, hi¢bir zaman kesismeyen yay ile teli arasindaki farka
benzer. Gelgelelim bir gelenektir ki almig bagin1 gitmis ve kimse kontrol etme zah-

metine bile girmemis,” diyor Liu Hui.

Bu dairesel orani daha da netlegtirmek igin Liu, bir altigenin her kenarini ortadan
disa dogru iterek 12 kenarh bir ¢okgene doniistiirmiis ve bunun ¢evresini hesapla-
migtir. Ardindan aym iglemle 24,48 ve 96 kenar ¢okgen tiireterekayni hesabi bunlar
iizerinde de yapmustir. Ve her ¢gokgeni ona esdeger bir daireyle birlikte ¢izmistir. Bu
yontemle sunu ortaya atmgtir.

30 2 1003« 31042 yada 3.1408 < n < 3.1420
125 125

Bu Arsimet’in su sonucuyla oldukga uyusuyordu.

3‘7-'l <m< 317 ya da 3.1407 < rt < 3.1428
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Resim Liu Hui'nin kendi daire orani gosterimi.

Arsimet de kendi tahminini birebir aym yontemle, bir altigenden baglamis ve

say1y: ikiye katlayip 96 kenarl gokgene kadar gogaltarak hesaplamigts.

Birbirinden ¢ok farkh dénem ve fersah fersah uzaklarda yagamis bu iki dehanin
tipatip aym yontemi izlemesi inamlmaz bir olay. Aralarindaki ufak farkin sebebiyse
Liu'nun biraz daha hassas yakinsama yapmig olmasidir. ({lk adimdan sonra gevre

hesabina, rasyonel sayilarla yakinsanmas: gereken karekokler dahil olmaktadir.)

Ama Arsimet’in aksine Liu durmamgti. Aynt stireci 3072 kenarl gokgene kadar

devam ettirmigti. Ve hesabi yoruma déhil etmemis, dogrudan sonucu belirtmisti.
1~ 227 yadan=~3.1416.
1250

Pi’nin ilk dort hanesini dogru tespit etmeyi basarmist! Liu muhtemelen pi sayi-
sin1 buraya kadar dogru gosteren ilk insandi.

flgingtir, Liu pi sayisini bu kadar dogrulukta tespit ettikten sonra bile iizerinde
caligtig1 diger tiim problemlerde sayiy:1 yuvarlayarak, 3.14 olarak kullanmistir. Bu
tutarsiz davranig Liu’nun goriisii hakkinda ¢ok dikkat cekici bir seyi ortaya ¢ikar-
maktadir: Muhtemelen bu sayimin bu kadar hassas degerinin kullamlmasinin gerek
olacag bir alan oldugunu diisiinmemigtir. Tabii bir lazer girisimdlgeri yoksa -ki o
zamanlar yoktu- bir alanin ¢apini 4 haneli ondalik basamaga kadar saptayamaya-
cagina gore dairesel orani o kadar hassas olarak ele almaya da liizum gérmemisti.

Fakat kendisi yine de 4 haneye kadar gelmisti. Bir kullanim alani olmasa da

sirf merakim gidermek igin yapmigti. Kendisi pi sayisini akil sir ermez uzunluklara
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kadar hesaplamayi amag edinmis yiizyillar boyunca ortaya ¢ikan birgok matematik
kurdunun ilkiydi (daha dogrusu pi kurdunun).

Bilgisayar ¢agindan 6nce William Shanks pi’nin 707 hanesini hesaplamistir fakat
tiziicii bir sekilde 527. hanede hata yapmustir. Dolayisiyla sonrasinda gelen biitiin
hancler yanlis olmustur. Simdiki geligmis bilgisayarlarla tespit edilen hane sayis
trilyonlara ulagmistir.

Pi'NIN GIZEMININ IGINE DAHA GOK DALMAK iSTIYORSANIZ Argimet
ve Liu’nun gorece acemi sayilabilecek geometrik yaklagimindan fazlasimi bilme-
niz gerek. 1500’li yillarda Kcrala okulundan adi bilinmeyen bir Hint matematikgi

(muhtemeclen Nilakantha Somayaji ya da sclefi Madhava) gok hassas bir formiil
ortaya att::

1
-
9

W —
< -

Bu formiil su anda ilk Avrupali kasiflerinin adini tagiyor. Gregory-Leibniz Dizisi.
P1yi basit kesirlerin sonsuz toplam gekline sokan bu tip formiiller, 1600’lerin sonla-
rinda Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz tarafindan yiiksek matematigin
(kalkiiliis) kesfedilmesiyle daha kolay tiiretilir olmugtu. 1734'tc Leonhard Euler ta-

rafindan kanitlanan ve benim en sevdiklerimden olan bir tanesi de sudur:

7' Il sl
— =ttt —+..
6 %3t a4
Dairesel oran: temsil edecck olan nt semboli ilk kez bu donemlerde kullanilmig

(1706 yilinda William Joncs tarafindan) ve Euler’le birlikte taninir olmustur.

Bu formillerin giizelliklerini idrak edebilmek igin biraz durup distinelim. Bu
denklemler pi sayisini sadece geometrik bir kavram olmaktan 6teye gotirdi. Ma-
tematigin tg biyiik dali bu denklemlerde ig ige gegmis durumdadir: Geometri (pi
sayist),aritmetik (tek say1 ve kare dizgcleri. 22, 32, 4?) ve sonsuzun analizi (bu 6rnekte

sonsuz toplamin).

Arsimet bu formiilleri gorme sansin1 yakalasaydi sagkina donerdi. Liu'nunsa nut-
ku tutulurdu. Hemen ilk gordiikleri kitapgiya dalip yiiksek matematik tizerine bir
kitap alarak bu muhtesem yeni sanati 6grenmeye koyulurlardi.

Yine de pi'nin derinligi bununla sona ermiyor. $iiphclenmis olsalar da bu derin-

ligin irrasyonel oldugu eski matematikgilerin gozlerinden kagmigtir. Johan Lambert
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pi'nin irrasyonelligini 1761 yilinda kanitlamigtir. Yiizyil

FOTOGRAF: Beriin sonra, 1882'de Ferdinand Lindemann daha derine inerek
Teknik Universitesi

g pi say1sinin irrasyonelligin bir seviye yukarisi olan deneyiis-

caddenin istinde tii seviyede oldugunu kanitlad.
bulunan Pi sembolunun
bir mozaigi Lindermann’in ¢6zimi Antik Yunanlarin daireyi “ka-

relestirmek” iizerine olan o kadim soruya da yamt tegkil
ediyordu: Sadece temel geometrik islemlerle, bir daire-
nin alanma egdeger alana sahip bir kare ¢izilebilir miydi? Bu sorunun, yani daireyi
karelestirmenin, ccvabinin “cvet” olmasi Antik Yunanlarin pi'ye erisimini daha da
kolaylagtirirds. I'akat ne yazik ki cevap hayirdi. Ciinkii deneyistii oranlar cetvel ve

pergellerle ortaya konamiyordu.

Bugiin bile pi ile ilgili karanlik taraflar var ve bu taraflar muhtemelen giin yiiziine
¢ikarilmay: bekliyordur. 1995 yilinda ti¢ matematikgi, David Bailey, Peter Borwein
ve David Plouffe, pi tzerine Lecibniz ve Euler’inki gibi tarihe altin sembollerle
yazilmay1 hak eden yepyeni bir formiille gikageldiler. Bu, olur da 527. basamakta
hata yaparsaniz,sonrasinda gelen basamaklarin hiikiimsiiz olmasini engelleyen, yani
kendi kendini onarabilen ilk formildi. Lakin bir sikintist vardi. Bu kendi kendini
onarma ozelligi tipk: bilgisayarlar gibi yalniz 16’h say1sisteminde (taban 16) ¢aligir-

samz gegerli oluyordu.” Ondalik sayi sisteminde ige yaramiyordu.

*  16'lik say1 sisteminde pi = 3.243F6A8885A3081)3... A ila F harfleri ise 16’lik say1 sisteminde tek
hane olan 10 ila 15 sayilarini temsil etmektedir.
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zenon'un paradokslarindan
sonsuzluk fikrine

Giiniimiizde Italya'nin Salerno sehrinin bulundugu antik Elea gehri Pisagor
ve Sokrat donemleri arasinda képrii vazifesi goren iki 6nemli filozofa ev sahipligi
yapmust1. Bu iki filozoftan yagga biiyiik olani Parmenides her seyin “bir” oldugu ve
gergek diinyanin bizim algiladigimiz diinyadan gok daha farkh oldugu inancin tagi-
yordu. Bu Platon’un da gorislerinin etkilendigi bir bakig agisiydu.

Ogrencisi Zenon ise kendine ait bir goriisiiyle degil de, Aristo'nun diyalektik di-
sunce dedigi, karsidakinin fikirleri hakkinda mantik gergevesinde yorumlama yap-

mast ve tartigmasiyla biliniyordu.

Zenon kargisindakinin fikrini 6nctil olarak aliyor ve mantik kurallar gergevesin-
de o fikrin sonucunun anlamsizliga, mantiksizhiga giktigini kanitlamaya gahigiyordu.
Argiimanlarina genelde paradoks ad: veriliyordu giinkii bu argiimanlarla yaygin ge-
kilde inanilan geylerin aksini ispatlayabiliyordu.

Ornegin hareketin varligina ve dolayisiyla A noktasindan B noktasina ulagabi-
leceginize inandiginiz1 farz edelim. Zenon, B noktasina ulagmak igin once A ile B
arasindaki mesafenin yarisim kat etmeniz gerektigini soyler. B'ye giden yan yolu
tamamlamak i¢in de o yolun yine yarisin1 kat etmek zorundasimz der. Yani yolun
dartte birini. Dértte birini kat etmek igin de sekiz de birini... Ve bu bu gekilde devam
eder. Yani Adan B'ye dogru yola gikmak istediginizde degeri 0"a giden kiigiik kesirler
kadar hareket etmeniz gerekecektir ki bu da Zenon’a gore mantiksizdir. Dolayisiyla
hareket imkénsizdur.

Ikinci paradoksun adi “Asil ve Kaplumbaga”dir. Eger hareketin varligina inani-
yorsamz suratli Agil’'in geride de olsa kaplumbagaya yetisip onu gegecegine de inan-

mak durumundasimz.
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Ug nokta, bir toplamin sonsuza degin devam ettigji,
sonlu bir sayida durmadigr anlamina gelir. Daha sekil-
sel anlatmak gerekirse ne kadar gok saylylyanyana
getirirseniztoplamda2'ye o kadar yakin bir sayi elde
edersiniz.

Ama Zenon’a gore Asil kaplumbaganin su anda bulundugu noktaya erigene kadar
kaplumbaga birkag adim da olsa atmis olacaktir. Asil o mesafeyi de kat edene kadar
kaplumbaga o noktadan biraz daha Gteye gitmis olacak ve bu boyle devam edecektir.
Dolayisiyla burada da Asil kaplumbagay: gegmek igin sinirli zaman zarfinda sinirsiz

eylemi yerine getirmek zorundadir ki bu (en azindan Zenon’a gére) mantiksizdir.

Giinilimiiz matematikgilerine gére Zenon’un paradokslar1 zararsizdir. Hatta onun
bu mantiginy, siirekli hareketin dogasina dair gayet zekice bir tasvir olarak gérmek-
tedirler. Mesela bu 6rnekte Asil'in hizinin kaplumbaganin hizinin 2 kati oldugunu
ve kaplumbaganin yarisa 1 metre 6nde basladigini varsayalim. 1 saniye sonra Asil 1
metre, kaplumbaga yarim metre ilerlemis olsun. (Epey hizli bir kaplumbagaymus.)
1+Y2 saniye sonra Asil 1+Y2, kaplumbaga 1/2+Y/4 metre yolkat etmis olacaktir. Boyle
n adet hareket sonunda Agil ve kaplumbaga ne kadar yol kat etmis olur? Ve bu hare-
ket ne kadar zaman almss olur? Toplama isleminde ilerledikge, toplamda gegen siire

2 saniyeden gok gok az olacaktir. Hatta soyle ki;

1+ 1 o 1 g L) saniye ya da daha basit haliyle (2 - 21—’.)
2’7

4

1
(2 ——) saniye kadar siire gegmis olur. Asil 2 metreden gok gok az mesafe
2 n

1
e

kat etmigtir, yani kaplumbaga da Asil'in mesafesinin yaris1 kadarin, yani (1 —
mesafe kat etmistir.
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Ama kaplumbaga 1 metre onden basladig1 icin o mesafeyi de kat edilen mesafeye
cklersck toplam kat edilen yolun Asil’in baglangig noktasindan
1

(2- %) uzaklikta oldugunu goriiriiz. Ciinkd o1 <o%

Dolaysiyla kaplumbaga 2 metrelik uzakhga Asil'den daha yakin olacaktir.
1

Bundan dolayt Zenon'un (2-—7) saniye sonra Asil'in kaplumbagadan daha

n

geride olacagiiddiasi dogru gérinmektedir.

Bizler Asil ve kaplumbaganin 2 saniyc 6nce, o andan ¢ok kisa bir an sonra ve o
andan da ¢ok gok kisa bir an sonra nerede olduklarini tespit edebiliyoruz ama he-
pimiz, Zenon da dihil zamanin durdurulup tekrar siirdiiriilemeyecegini biliyoruz.
Kronometre en sonunda 2 saniyenin gegtigini gosterecek. Peki o siire sonunda Agil
ve kaplumbaga nerede olacak? ikisi de hizlari dogrultusunda hareketlerini tamamla-
mis ve Asil'in baglangig noktasina gore 2 metre uzakhiga varmis olacaktir. Giniimiiz

matematikgileri buna “» sonsuza giderken limit alma yontem:” adin vermiglerdir.

Y2"ve 2™ kesirlerinin ikisinin de paydasi sonsuza yaklagtigi igin degerler 0’a
yaklagmakta ve limit digina ¢ikmaktadir. Bu yontemle bakilinca 2 saniye sonunda
Asil 2 metre, kaplumbaga da 1 metre yol kat etmis olacagindan Asil kaplumbagay:

yakalamig olacaktir.

O halde Zenon nerede yamilmigt1? Problemi matematige dokineye baglamug fakat
iki isi yarim birakmugti. Birincisi, onemli bir veriyi, yani gegen siireyi konuya dahil
ctmemigti. Ikincisi ve daha da énemlisi diger Antik Yunan matematikgileri gibi o
da sonsuzluk kavrami konusunda limit alamayacak kadar endise ve rahatsizlik du-

yuyordu. O yiizden

1+ Le + L4 +.. 4+ L == sonlu toplam iizerinden
2 4 2 %
1+ ; + Z + ... = 2 sonsuz toplamina gegis yapamiyorlardi.

Ne var ki bunun igin ¢ok ugragmiglardi. Hatta ¢ok yaklagmglardi. Zenon’dan 2
yiizyil sonra Arsimet tarafindan yazilan Quadrature of the Parabola’yt okursamz ne

kadar ok yaklagtiklarini idrak edebilirsiniz.

Dositheus adinda bir matematikgi dostuna, ortak arkadaglar: olan Conon’un 6li-

mii iizerine mektup scklinde yazdig bu dokiimanda Arsimet “Sadece iyi bir dost
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degil, takdiri hak eden bir matematikgiyi de kaybetmenin hiizniini yagarken, ona
gondermeyi istedigim gibi sana da, tizerinde daha 6nce benden bagka kimsenin ¢a-
ligmadig1, 6nce mekanik bilimi vasitasiyla kegfettigim ve geometri vasitasiyla ortaya
koydugum bir ¢aligmay: génderiyorum. Bazi eski geometriciler herhangi bir dairesel
alanin bir dogrusal alana esit olabilecegini kanitlamaya ¢ahgmig. Fakat bizden 6n-
cekilerin, dik bir ¢izgi ve dik agili bir koni (6rnegin parabol) ile sinirlandirilmig bir

bolgeyi diklestirmeyi deneyip denemedigini bilmiyorum,” demistir.

_—— | Mektubun devaminda bu sinirlarla belirlenmig bir alanin;
s yiiksekligi parabolik bolgenin yiiksekligine esit olarak aym
334-262) Bugravirikkez  simrlarin igine ¢izilmig t¢genin alaninin katna esit oldugu-
L ondrada 1658 yiinda

homas Stanley tarafindan
yayimlanan The History of
Philosophy (Felsefe Tarini)
adi eserde gorimustar. simet hakkinda bazi fikirler vermigtir. Conon’un arkadagini

nu kanitlamigtir.

Bu tip alintilar bize bagka bir matematik kurdu olan Ar-
N teselli etmenin en iyi yolunu ona bir teoremin kanitlandigini
iletmekte  bulmug-
tur. Ve Arsimet’in deneyime sahip oldugu
“bir daireyi karelestirme” mevzusuna dikkat
¢ekmek isterim. Kendisi bir daireyi kareleg-
tirmeyi degil, sadece farkli bir egri bolgesi-
ni diklegtirmeyi bagarmigtir. Ayrica teoremi
mekanik bilimi vasitasiyla kesfettigi ve geo-
metri vasitasiyla kanitladig1 ayrimini yaptig

ifadeye dikkat edelim.
SONRADAN ANLASILMISTIR Ki Ar-

simet’in bir dairenin alanimi bulmak igin
kullandigs yontem, paraboller i¢in ¢ok daha
iyi ise yariyordu. Ustelik bu kez yakinsama
yapma derdi de yoktu. Argimet bir parabol
alaninin igine ¢izilen Gggenin /3 katina egit
oldugunu sdyliyor. Bunu gostermek igin, T
uggeninin bir kenarini diga dogru kiriyor ve
parabole nispeten dahayakin 4 kenarli bir ge-
kil elde ediyor. Sonra tiim kenarlarda aym ig-
lemi uygulayip 8 kenarh bir sekil olugturuyor.

Ve her adimda bir onceki adimin alaninin

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org




Gizim: Paraboliin alani tiggenin alaninin 4/3 katiha esittir

ceyregi kadar ekleme yapildigini gosteriyor. Yani ilk dggenin alanini 1 birim kabul
edersek, 4 kenarli geklin alan1 1 + /4, 8 kenarh geklin alaniysa . 1 + /4 + /16 oluyor.
Bu yontemi n adim daha uygularsak toplam alani agagidaki gibi olan bir parabole
son derece yakinsamug oluyoruz:

Bu formiil Zenon paradokslarinin formiilleriyle oldukga benzesiyor fakat 2'nin
katlarindan ziyade 4’in katlarini igeriyordu. Ardindan Arsimet igi daha ileri gotiire-

rek denkleme son terimin % katini eklediginde sonucun hep 4/3 giktigini géstermistir:

1§ L1 1 1,1 4
I+ —+— 4.

+—t+—(—)==
4 4 4" 34 3

Antik Yunanlarin sayisal kanitlardan pek haz etmedigini hatirlayalim. Bu sebep-
ten Argimet bunu agagida gosterildigi gibi geometrik olarak kanitlamak durumun-
dayd::

A
>

L\'_‘ Gizim: Blytlk karenin alan, a ile isaretienen bdlgenin
r y alaninin 4/, katidr,

50 KISIM BIR

Ucretsiz PDF Kitap Arsivi - https://rantey.org




A ile isaretlenmis L geklindeki bolgenin alaninin 1 birim oldugunu kabul edelim.
O hilde en biiyiik karenin kapsadig: alan 4/3 birim olacaktir ¢linki en biiyiik kare
4 esit ceyrek diizleme sahiptir ve bu geyrek diizlemlerin sadece 3'i A bélgesinde-
dir. Biiyiik karenin i¢i A seklinin kiigiik halleri eklenerek doldurulabilir. B, C... En
sonunda en sag alt kosede kiigiik bir karelik yer artacaktir. (D isaretli bolge.) Bu
pargalarin toplam alam istteki esitligin sol tarafiyla ifade edilmektedir. Dolayisiyla
esitligin sol tarafl ile sag tarafi birbirine esittir.

Muhtegem bir argiiman! Ama Arsimet’in n adim sonra durdugunun altim ¢ize-
lim. Siirecin sonsuza dogru gitmesine miisaade etmemistir. Gliniimiiz matematikgi-
leri bu denklemi oraya gotiirmekten tereddiit duymazdi. Asil denklemimize doner-
sek, tipki karenin iginin L gériiniimli gekillerle doldurulmas: gibi paraboliin de igi
ardigik tiggenlerle doldurulur. “n”i sonsuza gotiiren limit uygulandiginda paraboliin
alaninin karenin alanina esit, yani 4/3 birim oldugu sonucuna varinz. Diger bir de-

yisle sonsuz toplam denklemini uygulanz:

1 I 4
+—+—2+...='—

3

Geometrik kokeninden dolay1 bu denklem bir geometrik seri olarak adlandirilir.
Bir geometrik serideki terimler, bir terimden sonrakine dogru sabit bir oranda azahg
gosterir. Zenon’un serisinde bu oran !/2, Argimet'in serisinde ise 4/3'tiir. Dolayisiyla
tahmin edebileceginiz gibi genel gosterim su sekildedir:

r

| 1
l+—+—4+ =
2
For r-1

Noktayr koymak adina Argimet, herkesin yardimina kosan Ol/mayana Ergi Yonte-
mi'ne (reductio ad absurdum) bagvurmak zorunda kaldi. Yani Zenon’un yaptig: gibi,
hayali bir rakibe karg: tez liretme yoluna gita. Paraboliin alan1 4/3 birim degil mi di-
yorsun? Peki. O zaman 4/3'ten ya biiyiik ya da kiigiik oldugunu s6ylemek zorundasin.
Sayet biiyiik diyorsan Argimet sana parselleme ydntemiyle fazla yiiksek bir tahmin
yaptigini rahathikla kanitlayacakur. Sayet kiigiik diyorsan aym gekilde digiik tahmin
yapugin da gosterecektir. ki sekilde de kaybedecek ve sonucun #/3 birim oldugunu
kabul edeceksin.

Aslinda Arsimet'in sonsuzluk kavramini idrak etmede fazlasiyla yol kat ettigini fark
etmemiz biraz zaman ald1.” Yeni hakikatleri ortaya ¢ikarmak igin sonsuzlugu kullanmak

o dénemde Yunanlan bu alanda uzmanlagmaya kadar gétiiren biiyiik bir sigramaydi.

*  Ashnda Arsimet sonsuzu idrak eden tek kisi degildi. Knidoslu Evdoksus (MO 408-355) Argimet'in
bu problemi ¢ézmede ok iyi sekilde faydalandig parsclleme yontemini bulmasiyla Gin kazanmugtir.

5,
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diinyay: yerinden oynatalim
kaldirag yasasi

Sirakiizall Arsimet M@ 287°de dogup 212°de hayatim kaybetmistir. Donemin-
de namini1 matematikten gok fizik alanindaki kesifleri ve mithendislik icatlarindan
almistir. Ne var ki o kendisini bir matematik¢i olarak da gérmekteydi. Bir kiire-
nin hacminin, ¢evresi boyunca ¢izilmis bir silindirin hacminin 2/3’0 kadar, yani
V = (#/3)n* oldugunu kamitlamasiyla gurur duyuyordu. Hatta mezar tagina bir silin-
dirin igine sifira sifir yerlestirilmis kiire ¢izimi yaptirmistir.

Arsimet’in ¢aligmalari, uygulamali matematik, geometri ve hala biitiin sirlarina
vékif olamadigimiz sonsuzluk kavramini bir araya getiren ahenkli bir birlesimdi.
Gelgelelim herkes Arsimet’i hamamda “Evreka!” (Buldum!) diye bagirarak ¢iplak
hélde kosturmasiyla sonuglanan bulusu ile tanimis olsa da, ashindadénemin krahyla
Arsimet’in bir arkadaginin, bir tacin saf altindan olup olmadigin1 6grenmek iste-
mesiyle baglayan hikdye su sekildedir: Eger ta¢ daha ucuz bir alagim ile yapildiysa
altindan daha az yogunlukta olmahdir. Belli bir hacimdeki suyun iistiine birakildi-
ginda, aym agirliktaki hacmi fazla olacagindan sahte bir tag saf altin tagtan daha
fazla suyun yerini degistirmek zorunda kalacaktir.

Genelde bu tip efsaneler gergek olaylarin derlenmis halidir. Bu duruma bagka
omek olarak da Hippasus’un Pisagor tarafindan soziim ona bogdurulmasi ve Isaac
Newton’n ycrgekimi kuvvetini buldugunda yasadiklarimin anlatildigi efsane goste-
rilebilir.
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Kaldiracin bir kolundaki d, mesafesinde bulunan
w,ylkune, diger kolda d, mesafesindeki w, kuv-
veti uygulanirsa agrlik merkezi mesnet noktasinda
olacaktr.

Tsin dogrusu, Arsimet, sonradan Arsimet Prensibi olarak adlandirilacak olan for-
miiliinii kanitladig1 On Floating Bodies adinda bir kitap yazmistir. Arsimet Prensi-
bine gore, suyun tistiinde dursa da, igine batmis olsa da bir nesne tarafindan yeri de-
gistirilen suyun agirhigy, su tarafindan nesneye uygulanan kaldirma kuvvetine esittir.

Arsimet’in bu prensibinden suya batirilan bir nesnenin yogunlugunu tespit etme

formiilii de tiiretilebilir. p cismin yogunlugunu, p_ sivimn yogunlugunu gos-

tersin. (Ki bu 6rnekte su yogunlugu icin geleneksel olarak kabui edilen 1 degerini

alacagiz)) w, nesnenin kuru haldeki agirigim, w,  cismin tamamen battiginda

batan
goriinen agirhgim gostersin.
pdsim/ [ e wk\vru/ (wkum S ‘whm.‘)

Bu formiil tacin yogunlugunu, diger bir deyisle 6zgiil agirhgini dogrudan bulmay:
saglamis ve tact aym agirhktaki bir saf altin tagla kargilagtirma mecburiyeti ortadan
kalkmugtr. Tabii Arsimet bu formili bir gecede kesfetmedi, istiinde uzun zaman
cahst: fakat kral ona damgmadan 6nce bu yontemi bildigi asikdrd:. Efsanenin geri

kalan, ¢iplak kogma kismi da dahil, tamamen hikayeyi siislemeden ibarettir.

Arsimet Prensibi bugiin bile diizenli olarak kullanilmaktadir. On Floating Bodies
adli eserinin kalam farkh gekillerdeki cisimler ve onlarin kararh su Gstiinde kalma
konfigiirasyonlar: hakkinda zengin bilgiler igermektedir. Bu ayrica deneme yanilma

stirecini atlayarak ylizen arag yapimni saglayan ilk adim olmustur.
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Arsimet bunlarin yaninda kaldirag ve makaralarla da ugragmustir. Ayrica, Arsi-

met’in yaptig1 makinelerin giicti hakkinda yorumda bulunan Kral Hieron’a su gekil-

de cevap verdigi bir efsane de giiniimiize ulagmigtir: “Bana bir kaldirag verin, dun-

yay1 yerinden oynatayim.”

Arsimet mesnet noktasindan 4, ve 4, uzakliklara konuslandirilan iki agirlik ara-

sindaki iliskiyi agiklayan 4w =d,w, kaldirag yasasini kavramay: bagarmigtir. Formiil

gosteriyor ki mesnet noktasina daha uzak olan daha hafif bir cisim, yakin olan agir

bir cismi kaldirabilmektedir. Ornegin 150 kiloluk bir cisim,
bir kaldiracin bir koluna, mesnet noktasina 10 birim; 1500
kiloluk bagka bir cisimse kaldiracin diger koluna, mesnet
noktasina 1 birim mesafeye konursa bu kaldirag dengede

duracaktir.

Arsimet bu kaldirag yasasina sadece fiziksel aygitlarda
degil matematiksel aragtirmalarda da bagvuruyordu. Daha
once de degindigimiz gibi, Arsimet paraboliin alanin1 me-

kanik bilimi vasitasiyla kesfederek, geometri vasitasiyla ka-

RESIM: “Bana bir kaldirag
verin, dunyay yerinden
oynatayim.” Arsimet’in bu Unii
s6zUnuuygulamaya
doktigunt gosteren,
Lendrada 1824 yiinda basian
The Mechanic's Magazine adl
dergideki bir gravir.

mitlamigts. Parabolik bir daire dilimini dggenlerle doldurmaya dair bu argiiman as-

linda onun ikinci kanitiyds. 11k kaniti ayni derecede zekiceydi ve parabolik dilimin

pargalara bolinmesi, bunu kaldiracin diger tarafinda bulunan ve degeri bilinen bir




dikdortgen alaniyla (ya da agirhgiyla) dengelenmesi agamalarindan olugan farkl: bir
yontem izliyordu. Aslinda onun en sevdigi yontem buydu. Fakat Arsimet muhte-
melen kaldirag olaymin saf matematik igin fazla gayriresmi ve deneysel oldugunu
hissetmisti ki, kaldiraglarin oldugu bu teoriyi kesfettikten sonra onu bir de Oklid’in

tasvip edecegi sekilde kanitlamaya kendisini mecbur hissetmigti.

ARSIMET OMRUNUN GOGUNU Kral Hieron’unrefah ve baris iginde gegen 50
yillik hitkiimdarlig1 déneminde gegirdigi igin sansliydi. Ne yazik ki 6mriiniin son-
larina geldigindc o barig dénemi de son bulmugtu. Hieron’un oglu gelismekte olan
Roma Imparatorlugu’nu diigman bellemis ve sonunda Sirakiiza ile Roma Impara-
torluguarasinda bir tarafin baskin geldigi bir savag patlak vermisti.

Arsimet yakalama aygitlari ve esi benzeri goriilmemis dogrulukta agirhk kaldirma
makaslar tasarlayarak Romalilar: tabiri caizse tek eliyle geri plskirtmiigti. Plutar-
hos’un naklettiklerine gére, Romalilar Argimet’in aygitlarindan o kadar korkmugtu
ki artik nerede duvarin stiine yayillmis halat gorseler, “Kesin Arsimet gene bizi yok

edecek bir aygit yapti”diye firar ederlermis.

Son care olarak Romali General Marcellus Sirakiiza’y1 kugatma altina aldi. Ve
sehri ancak 2 yil sonra teslim alabildiler. Marcellus Arsimet’in hayatinin bagslan-
mas: emrini vermisti fakat rivayete gore bir asker Arsimet’le bir matematik semasi-
nin Gstiinde diz ¢okmiis hilde karsilagir. “Dairelerimi rahatsiz etme,” demistir Argi-
met askere. Kim oldugu belli olmayan bir adamin kiistahlig: karsisinda gileden ¢ikan

asker onu kiligtan gegirmistir.
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!FA- a Bijd \ta‘yz Mﬂaho‘da bulunanSanta Maria dei Giardino Kilisesi merakh

|zTey|c erre olup tasmisti. Taniklik etmek istedikleri olay bir kilise etkinligi

14 oo ki k dahi I
17 degu b(Fbmnln dengi iki matematik dahisinin diellosuydu.

qu(ﬁ.:.llahln kivrak zeka olacagi bu dielloda Venedikli Niccold Tartaglia
vesl.odovico Ferrari kapisacakti. Ferrari; Milan'in en Unli kisiliklerinden,

o ,fi\t_il{(;i. kumarbaz ve bitin entelektlel islerin bast olan Girolamo Carda-

no’nun hizmetlisi olmus bir kdyli gocuguydu.

isin tuhafi kimse Cardano’dan pek haber alamiyordu. Duellodan 3 yil ka-
dar 6ncesinde Tartaglia'nin kabul etmedigi matematiksel bir formdl or-
taya atarak bu ¢atigmanin fitilini ateslemis ve her ne hikmetse, bir baha-
neyle sehir disina gikmis ve kendisinden daha iyi bir matematikgi oldugu
bariz olan hizmetlisini, serefini korumasiigin vekil olarak atamisti.

Gorunusterine bakildiginda bu iki adam akil oyunlarindansa bir so-
kak arasi kavgasina daha ¢ok yakisird. Gengliginde Fransiz askerleri
1512'de Brescia'daki evini yagmaladiklart srada ¢enesine aldi§i derin bir
kiig yarasi yizinden Tartaglia’'nin suratinin bigimi bozulmustu. Bu yara-
sini yetiskinlige erdiginde sakal birakarak gizlemeyi basardiysa da ayni
yaranin sebep oldugu ve ona Tartaglia (kekeme) takma adini kazandiran
konusma bozuklugunisgizleyememisti. Ferrari de itis kakis icinde gegen
¢ocuklugunun yaralarini tagiyordu. Hatta sag elindeki birkag parmagini
bile kaybetmisti.
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O gun kilisede neler yasandigini asla 6grenemeyecegiz. Zeka sa-
vagi olarak planlanan etkinlik muhtemelen bagrs ¢agris savasi-
na dénmustu. Fakat ikinci dereceden kanitlar dielloyu Ferrari'nin
kazandig yonundeydi. Seyircilerin arasinda bulunan Milan valisi
Ferrari'den o kadar etkilenmisti ki onu vergi memuru olarak géreve
para almadi§ igin kaybetmisti. 9 yil sonra Cardano’nun can dis-
mani olarak hayata gozlerini yumdu. Her seyi baslatmis kisi olan
Cardano’'nun namilekelenmemis, o da sehre geri dénup itibarh R6-
nesans adami olarak guzel bir hayat surmustu.

Kilisedeki kapisma, matematik tarihinin en amansiz ve tuhaf ce-
kismesinin kapanis olay olmakla beraber amag, Roma imparator-
lugundan beri Avrupa'da yapilan ilk matematiksel kesfin haklarina
sahip olmakti. Roma déneminden 150010 yillarin baslarina dek Av-
rupa hep dunyanin kalanini ve tabii kendi ge¢misini geriden takip
etmek zorunda kald.. Tartaglia'nin Cardano’ya givenip ona sirrini
actidl ve su an haksiz yere Cardano'ya ait oldugu saniimakta olan
formual Amerika'nin kesfiyle bir tutulmustu, zira kadim kitaplarda
buna dair bir ipucu bile bulunmamaktayd. Bu formul, Kristof Ko-
lomb'un kesfinin dinya haritasinda ¢ok ciddi degisikliklere sebep
olan kesfi gibi, matematikte kesif ¢cagini baslatacak ve matematik
dinyasinin haritasini ayni sekilde degistirecekti.

KESIF CAGI DENKLEMLER]
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kekeme’nin sirri
cardano formulu

Cardano formiiliniin hikiyesinin baglangici, ashinda 3000 yildan uzun bir siire 6n-
ceye dayaniyor. MO 1850-1650 yillar: arasinda bu tip problemler Babil yazitlarinda
kendini gostermeye baglamigt1. Babil yazitlarinda bu problemler: “Carpimu 60, fark-
lan 7 olan iki say: bulun,” geklindeydi. Glinlimiiz matematikgisi o iki sayiya “x ve y”

der ve y=60/x scklinde belirtirdi. Dolayisiyla x-60/x=7 olur, buradan da
x?-7x-60=0
denklemi ortaya gikardi. Bu denklemden hareketle giiniimiiz matematikgisi bunun

bir ikinci dereceden denklem oldugunu goriir ve her ax’+bx+¢=0 denkleminde oldu-
gu gibi ¢6ziimiin

e ~b+Vbh’ -dac

2a

oldugunu bilirdi.
a=1, b=-7 ve ¢=-60 degerlerini kullanarak x’in 12, y'ninse 5 oldugunu bulurdu.

Ne var ki Babillilerin elinde bizim sahip oldugumuz cebirsel yardimeilar bulun-
mamaktaydi. Bunun yerine o donemin katipleri isin igine sezgilerini de katarlards.
Bunlann arasinda kenar lgiileri bilinmeyen (x ve y) dikdortgenler ¢izmek, onu par-

calara ayirmak ve birazdan gosterilecegi gibi bu pargalardan L'ye benzeyen gekiller
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x%+ px=q'yaindirgenmis Uglncl derece polinomunu
¢6zen Cardano Formdull

olugturmak da vardi. Bu siireci, en sag alt kosede kalan kigiik kareyi de ekleyerek
bitirirdi. Benzer bir ¢6ziim yontemi olan “kareyi tamamlama” ¢6zimii hala lise cebir
derslerinde ikinci dereceden denklemlerin dnciisii olarak 6gretilmektedir. Fakat 6g-
retilirken genelde geometrik anlamina ve tarihteki yerine deginilmez.

Bagka antik uygarliklar da ikinci dereceden denklemlerden ya da en azindan
¢6ziimlerine dair benzer yontemlerden haberdardi Oklid, bulunmasi gereken bir
uzunluga ait dogru pargas iireten bir geometrik yapr kullamyordu. 7. yiizy:l Hin-
distan’inda 0 ile alakah olarak degindigimiz Brahmagupta, sembollerle degil ama
kelimelerle ax?+bx+c=0 tarz1 ikinci dereceden denklemlerin nasil ¢6ziilecegini agik-

lamagtir.

Ne var ki eski matematikgiler ax’ + bx? + cx + d = O iglincii dereceden denkleminin
nasil ¢6ziilecegine dair akil yiiritmemislerdir.” 1494 yihinda Italyan Matematikgi Fra
LLuca Pacioli tigiincii dereceden denklemlerde asla tam bir sonuca ulagilamayacagim

ifade etmistir. Lakin kendisi sadece bir kusak sonra yalanlanmigtir.

1050-1130 yallar1 arasinda yaganug olan Pershi gair ve matematikgi Omer Hayyam buna bir is-
tisnadir. Kendisi gok gesitli 3. dereceden denklemlerin nasil ¢6ziilecegini geometrik talimatlar
vasitasiyla géstermistir. (Bir parabol ve dairenin kesisme noktasini saptamugtir.) Ne var ki sonuglar
sayisal diizene aktarilmaya hazir durumda ve Tartaglia ile Cardano’nun sonrasinda yapacag galis-

malara denk degildir.
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Cizim: Kareyi tamamlamak.

I
T
|

1500’lerin baglarinda Bolonyah Scipio Del Ferro adhh matematiksi kiibik denk-
lemlerin ¢6ziimi igin ikinci derece terim igermeyen bir yontemle gikageldi. Diger
bir deyisle, x’+ px=¢ diizeninde bir gosterimle. Giinlimiizde boyle bir kesif yapan
matematikginin kesfini yayimlatmak igin iki ayag: bir pabuca girer. Ne var ki, o do-
nemin Italya’sinda matematikgiler Ginlerini, problem ¢6zmede bagka matematikgileri
yenerek kazaniyordu. Del Ferro da kesfini gizli tuttu ki rakiplerinin ¢6zemeyecekleri
problemler ortaya atabilsin. Sirrimi 6liim d6gegindeyken Antonio Maria Fiore ve

Annibale della Nave adl iki 6grencisiyle paylagana dek saklamgt1.
Fakat sonradan Del Ferro'nun kesfi hakkinda dedikodular yayildi. 1530'da Tar-

taglia da Uglincii dereceden denklemleri ¢ozebilecegini iddia etti. Fiore, Tartaglia’min
blof yaptigini digiiniirek palas pandiras onu bir dielloya davet etti. Rivayete gore
(gergek olmayacak kadar giizel olsa da) Tartaglia ile yarigmadan ancak bir giin ev-
velinde tglincti dereceden denklemleri ¢6zmeyi basarabilmis ve Fiore'yi bozguna
ugratmgtir.

Madem 6yle Cardano, Tartaglia ya da Del Ferro adiyla amilmasi gereken formiile
nasil kendi adin1 verdi? Girolamo Cardano’nun kendi agiklamasim okursamz durum
bir nebze sagirticihgimi kaybediyor. Otobiyografisinde kendisini ¢abuk sinirlenen, ne
istedigini bilen, kadinlara diigktin, kurnaz, cin fikirli, alayci, caligkan, kistah, bedbaht,
kalleg, acinasi, menfur, sehvet diskiint, agz1 bozuk, yalanci ve yalaka olarak tanimla-
mustir. Padua Universitesi'nde tip egitimi gormiig, ama belki de dengesiz davranislan
yiizinden 1539 yilina kadar Milan'da tip uygulamasinda bulunmas: yasaklanmugti.
Ne var ki ondan 6nce bile egitim vermede ve matematik dahil bazy konularda yazar-
ik yapmada biiyiik baganlar kazanmugt.

62 KISIM iKI



1539'da Cardano, Practica Arithmeticae Generalis adlx kitabini olugturmakla meg-
guldii ve Tartagliadan tglinct dereceden denklemleri ¢6zmenin sirrini istedi. Bagta
"I'artaglia bunu kendi kitabini yazma hedefi oldugu igin reddetti. Ama Cardano ne
yapip etti, Tartaglia’y: cvine gelmeye ikna etmeyi bagard1. 1539 yilimin 25 Mart ak-

saminda, Tartaglia bir gizlilik yemini sartiyla sirrins agik etti.

Iste size o sirrn matematik tarihgisi Jacqueline Stedall'm Ingilizce tercimesiyle
birlikte son hali. (Tartaglia'ninki hem Italyanca hem de uyakliydi!) Kolay anlagilmas:
adina Tartaglia'nin dizeleri burada cebirsel sembollere gevrilmistir. “Bir sey” tabiri
x bilinmeyenine, “kiip” tabiri x”¢, “bir seyin sayis” tabiri ise p'ye donistirilmigtar.
Yani Tartaglia'min ¢6zmck istedigi denklem su sekildeydi: x'+ pa=g

Buradaki p ve ¢ sayilan pozitifti. (Bu konu bugiinkii matematikgiler igin gok

énemli olmasa da negatif sayilar hakkinda MO 19. Yyiizyl Babillileri kadar siipheci
olan 16. yiizyl Italyanlari igin 6nemliydi.)

Tartaglia Cebir

Kiiple belli sayida bir sey yan yana gelince X+ px

Olugturdugu sonug bagka iki =g,

sayimn farki olarak gosterilince u ve v'nin farky, yani u-v=g,

Iste bu bir kural olarak benimsenir

Carpimlan her zaman esit olacaktir. Yani uv =
Bir geylerin sayisinin iigte birinin kiipiine (-:f)3
Ondan sonra gencl olarak Sonra
Kiip koklerinin farki

v Vu -
Bulmak istedigin sonug olacakuir. =x

Tartaglia’nin formiili kiip tamamlamanin iyi gizlenmis bir yoluydu. Fakat aym
zamanda bu Babilliler donemi kare tamamlama y6ntemlerinde bulunmayan gok ze-

kice bir yeni adim da igeriyordu: Yepyeni iki yardime degisken oyuna girmisti: uve v.
Sonradan Cardano tarafindan distnilmis bir 6rnekte su sekilde detaylandirila-
bilir.
x*+6x=20

Tartaglia u ve v gibi iki say: bulmamuzi istiyor, bu 6rnekte u.v=(6/3)=8.
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u-v=20 olduguna gore bu denklem ikinci dercceden

denklemlerin ¢6ziim yontemiyle ¢oziilebilir. u=20+6V3

RESIM: CARDANONUN
Cebir Uzerine yazdi§ en

ve v=-10+6V3 (Burada iki ¢éziim de pozitiftir.) Simdi buyik Latince eser olan ve

sira geldi » ve v'nin kiip koklerini bulmaya.

Normalde bu el yordam: ya da abakiis kullarularak

1545'te yaymlanan Ars
Magna'nini¢ kapak resmi.

yakinsama yontemiyle yapilirdi ama bu ornekte iki saymin kiip koki de basit bir

sekle sahip:

Yu =V3+1ve Yv=43-1

Son olarak da x’i bulmak i¢in bunlar birbirinden ¢ikartirsak

x=(V3+1)-(3-1)=2

Cardano bagta Tartaglia’nin yontemini yayimlamayarak s6ziini tutmugtu. Lakin

birkag y1l sonrasinda yontemi basih bir yayinda duyurma diirtiisii galip geldi. Bu

diirtinin galip gelme siireci gu gekilde baglar: O ve himayesindeki Ferrari, Tartag-

HIERONYMI CAR

DANIJ. PRESTANTISSIMI MATHE.

MATICL PHNILOSOPNEG AC MBDIC),

ARTIS MAGN A,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICI
Lbame Qui & wmcus de. - qnods.

apoe
OPVS8 PERFECTVM
{nkeriphic ) in ordige: Decimnas,

T b o L R At I s Cof
o folum , &-‘_’-f'-h‘_}i‘-‘y-;

;ﬁh.-tih?‘:-.lyh&:.ﬁ; -IE:-
exp per

e S
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lia’nin  yéntemini bir adim
oteye gotiirerek lglinci dere-
ceden denklemleri Del Ferro
modeline ya da diger 12 basit
modele nasil donigtiirilece-
gini gosterdi. Ardindan, Fer-
rari -Cardano’nun sonradan
“benim talebimle kegfedildi”
dedigi- dordinci dereceden
denklemlerin ¢oziligtini
kegfetti. Bu ikinci kegif, Car-
dano’nun digtincesizce yapti-
g1 ¢6ziim yorumlarindan ¢ok
daha kiymetliydi. Ikinci de-
receden ile lglinci dereceden
denklemlerin ¢6ziim yollari-
nin bulunmas: arasinda 3000
yili agkin donem gegmesine
ragmen Ferrari dérdiinci
dereceye sadece 4 yilda gegis
yapmust. Gelgelelim 3. dere-



ce denklemlerin ¢6ziimi; 4. derece denklemlerin ¢6ziimii igin bir ara basamak olma
ozelligi tastyordu. Dolayisiyla Tartaglia’ya verilen s6z bu yolda biyik bir engeldi.
Ugiincii dereceden denklemleri ¢ozme yéntemi olmadan Cardano Ferrari'nin dér-

diinci dereceden denklemlere dair bu miithig ¢6ziimiini yayimlamas: imkansizd:.

Bu noktada Cardano dahiyane bir yasal bogluk buldu. 1543 yilinda Del Ferro'nun
bagka bir 6grencisi olan ve Bolonya'da yagayan Della Nave'in pesine digmiigti. Ora-
da Tartaglia'nin bu denklemleri ¢6zme yénteminin Del Ferro'nunkiyle ayn: oldu-
gunu kesfetti. Bu gergek, kafasma Tartaglia’nin s6ziinden cayma yolunda yasal bir
kagis yolu olarak dank etti. 2 yrl sonra Cardano 3. ve 4. dercce denklemlere yaklagim:
anlatan Ars Magna (Biyik Escr) adh cseriyle bu miithis matematiksel bulugunu
yayimladi.

Sirif sa olmugtu.

Dogal olarak Tartaglia ihanete ugradigini hissctti. Onu hemen agagilayicr agik
mektuplarla hem de kendi yazdig: bir kitapta yayhm atesine tuttu. Ne var ki Car-
dano tartigmanin diginda kald: ve onun adina cevap verme gorevini Ferrari'ye verdi.
Ferrari'nin biyiik bir zevkle kabul etigi bu gérev bolimiin baginda bahsettigimiz

gibi bagariyla sonuglanmugti.

3. derece denklemlerin ¢6ziimiinin kasifinin Del Ferro, Tartaglio ve hatta Fer-
rari degil de Cardano olarak bilinmesi haksizlik gibi goriinebilir. Fakat daha 6nce
deginildigi gibi matematik ancak iletisim kanallar1 agik olunca geligebilme olanag:
bulmaktadir. Tipki Amerika’y: sadece kesfetmenin ise yaramayacags, onun biitin
diinyaya duyurulmas: gerektigi gibi. Bu son adimi sadece Cardano atmig ve seme-

resini gormiigtiir.

CARDANO'NUN FORMULU ¢bzdiigi problemden gok daha kalici bir etki bi-
rakti. Ornegin sanal ve karmagik sayilarin kullanimu igin gerekli tegvigi sagladi. Sa-
nal sayilar kareleri negatif olan sayilardir ve gergel sayilarda boyle bir 6zellik yok-
tur. Sanal sayilar: kullanarak - 1'i i ve -7 olarak iki koke ayirabiliyoruz. Sanal sayilar
olmasa -1'in koki yok derdik. Sanal sayilar1 tanimladiktan sonra hem sanal hem
de gergel say1 bilesenlerine sahip sayilari tanimlayabilir olduk. Ornegin: 7 + 2i.

Sadece gliniimiz matematigi degil, giinimiiz fizigi de karmagik sayilar olmadan
diigiiniilemez. Ornegin kuantum mekaniginde fotonlar gibi temel parcaciklar dalga
fonksiyonu olarak tanimlanir. Bir fotonun dalga fonksiyonu, genel itibariyla belli bir
raddeden sonra 0.2 + 0.3i gibi karmagik say1 degerine sahip olur. Dalga fonksiyonu-

nun sanal kismi pargacigin dalga benzeri 6zelliklerini ya da fazlanni agiklar. Ornegin
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iki yariktan siiziilen 151n demetinin diger tarafta iki parlak qubugumsu yerine nasil

bir “kirinim bezemesi” olugturdugunu gosterir. Bunun yaninda sanal sayilarin bizzat

evrenin dokusunda bile var oldugu tespit edilmistir.

Cardano’dan 6nce -1'in iki koki oldugunu fakat bun-
larin sanal oldugunu ileri siirmek kimsenin aklina gelme-
migti. Bunu kiigiik bir gocuga dogum giiniine kag hayali
arkadagini ¢agiracagim sormakla kiyaslayabilirsiniz. Fa-
kat 3. derece ¢okterimli denklemlerde bu hayali arkadag-
lar, gergek dogum giinii hediyelerini bile geride birakmig-

RES|M: Cardario’nun
Opera Omnia'sinda
resmedimig Batlamyus ve
Oklid'i tasvir eden birbag
sayfa suslemesi

t1. 1572'de Rafael Bombelli bu olgunun bir 6rnegini sundu. x’ = 15x + 4 denkleminin

x=4 gibi bir sonucu vardi ve yerinc koyma yéntemi ile saglama yapilabiliyordu. Lakin

Cardano’nun formiiliiyle su sonug ¢ikiyordu:

=%,/2+«/:E+{/2-m
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Cardano’nun boyle sagmaliklara ayiracak vakti yoktu ve bir keresinde “Aritme-
tikteki kurnazlig ileriye gotiirmek, ince diginilmis oldugu kadar yararsizdir da,”
diye yazmigti. Fakat Bombelli bu ifadelerin bir anlami oldugunu ¢6zmugsti. Birinci
kiip kok 2 + 4, ikinci kiip kokse 2 — ydi. Ve dolayisiyla x= (2 + i) (2 - i)= 4 oluyordu.

Ikinci ¢oziimde sanal sayilar birbirini gétiiriyor fakat onlar olmasa gergek sonuca
da ulagamiyoruz.

Neyse ki bugtinin 6grencilerinden Cardano formilint 6grenmeleri beklenmi-
yor.Fakat 19. ylizyilda 6grencilerin 3. derece denklemleri ¢6zmeleri istenirdi. Albert
Einstein tniversitede girdigi savlarda, matematigi zay:if oldugu yonitinde bir tirla
bitmek bilmeyen soylentilerin aksine, bir problemi Cardano formiliyle muntazam
sekilde ¢6zmusti.

Cardano formiiliinin bagka bir gecikmeli dallanmas: da daha yiiksek dereceli
denklemlerin ¢6ziimi tzerineydi. 3 ve 4. dereceler ayak altindan g¢ekildikten sonra
normalde 5. dereceden denklemlerin ¢6ziilmesi beklenir. Ama ilgingtir ki sonraki
250 y1l gok az ilerleme kaydedilerek gegildi. Sadece birkag 5. derece denklem ¢ozii-
lebildi. Fakat tim 5. derece denklemlere uyarlanabilen evrensel bir ¢6ziim buluna-
madi.

1824te Niels Henrik Abel adinda Norvegli Matematikgi 5. derece formiillerin
¢6ziimiinde Cardano benzeri formiillerin higbir sekilde kullanilamayacagini kamt-
ladi. (Burada Cardano benzeri formiillerden kasit, muhtemelen hepsinin bir arada
oldugu karekok, kip kok, dérdiincii kok ihtiva eden bitiin formillerdir. Matema-
tikgiler buna kdktenci ¢ozdim adim vermistir.) Abel'in teoremi matematikte bir ¢ag
kapatmg olabilir fakat bagka bir ¢ag agmistir. Ortaya koydugu bu kanit matematik-
gilerin ilerleyen bolimlerde deginecegimiz simetri olgusunu daha iyi kavrayabilme-

sini saglamgtar.
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goklerdeki diizen
kepler'in gezegensel
hareket yasalar

16 ve 17. yiizyilin biiyiik savag, aslinda hig devrime sebep olmamis “devrim ni-
teliginde” bir teori igindi. 1543’te, Nikolas Kopernik 6lim dosegindeyken De Re-
volutionibus Orbium Coelestium adinda, Diinya’yr degil Giiney'i solar sistemin mer-
kezine koyan bir eser yayimladi. Kopernik'in bu gériigii o donemki kilisenin evren
anlayisiyla geligse de tam anlamiyla yeni bir fikir sayilmazdi. Yunan Filozof Sisaml
Aristarkus evrenin giines merkezli bir modelini daha MO 4. yiizyilda ortaya atmgti.

1600'lerin baglarinda Kopernik'in (daha dogrusu Aristarkus'un) teorisini ihtilaf
firtnasinin ortasina iten iki olay yasanmugts. Ilki 1608'de teleskobun icat edilmesiydi.
Ikincisi Galileo Galilei'nin bu tarz yeni oyuncaklarin yardimiyla Jupiter'in 4 tane
uydusu oldugunu kegfetmesiydi. Galileo ve o donem teleskopla inceleme yapma ce-
sareti gosterenler i¢in bu durum evrenin merkezinin diinya olmadiginin gorsel bir

kanitiyd1. Galileo’nun bu kesfi o donemki dogmalarin yok olmas: demekti.

Galileo'yu Kopernik teorisinin biiyiik sampiyonu olarak géstermek normaldir ve
oyle ki onun hikayesi dramla dolu olup sehitlikle sonlanmgtir. Diinya’nin evrenin
merkezi olmadigini s6yledigi igin 1633'te sapkinlikla suglanarak Engizisyon mah-
kemesine gikarilan Galileo iddialarini geri gekme kargiliginda 6mriiniin sonuna dek
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r(9) fonksiyonu, zodyaktaki konumu 8 dereceyken bir gezege-
nin ginese olan uzakhgini gosterir. Agisal konum 6(t) zamanin
(¢'nin) bir fonksiyonudur. Gezegenin gunes etrafinda bir turu
tamamlamasi i¢in gegen sure Tile gosterilir. R ve p sabitleri
kabaca yoriingenin geniglik ve uzunlugunu temsil eder. Dig mer-
kezlilk, €, yoringenin kusursuz bir daireden ne kadar saptigin,
C, ve C, ise ikideneysel sabiti belirtir.

ev hapsi cezasina ¢arptirilmustir. Ne var ki bu hikdyenin pek bilinmeyen fakat aym

kiymette olan ikinci bir kahramani daha vardir: Johannes Kepler.

11k basta astronom olarak akla gelse de Kepler'in matematikte ve ciiretkar var-
sayimlar ortaya atmakta Tann vergisi bir yetenegi vardi. Daha énce kimsenin fark
etmedigi, hatta bazen orada var olmayan diizenleri fark ederdi. Mesela Galileo Jii-
piter’in 4 uydusu oldugunu kesfettigini ilan ettiginde Kepler Geometrik diziye gore
Mars'in 2, Satiirn’iinse 8 uydusunun olacag: tahminini yapmigti. (Diinya 1, Mars 2,
Jupiter 4, Satiirn 8...)

Tnamilmaz bir sekilde Mars ile ilgili tahmini dogru gtkmigt: ama bu tamamen bir
tesadiif ten ibaretti. Ciinki Jiipiter’in bizim saptadigimiz 63, Satiirn’iinse 62 uydusu
bulunmaktadir.

Kurgusal bir mizac olan Kepler'in Kopernik’in teorisini cansiperane destekle-
yen ilk bilim adamlarindan biri olmasi anlagilir bir durum. Fakat Galileo’yu aynisimi
yapmadi§1 igin yerden yere vurmasi biraz sasirticr. 1597'de Galileo ona Kopernik’le
ayn fikirde oldugunu fakat fikirlerini yayimlamaya ciiret etmeyecegini soylediginde

Kepler ona: “Sizin gibi dahi birinin farkh bir tavir takinmasim beklerdim. Inangh
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olun Galilei ve 6ne ¢ikin,” cevabimt vermistir. Galileo yine de bunu halka agiklamak-
tan 13 yil daha geri durmugtur. Ancak Jiipiter'in “Galilei uydularim” kegfetmesinin

ona yeterli kanit1 saglamasindan sonra “6ne gikmigtir.”

GUNOMUOZDE KEPLER'IN UNU, eski patronu Danimarkah Tycho Brahe'in de
inccledigi gezegenlerin yoriingeleri lizerinde yaptigi zahmetli gozlem ve analizler
sonucu kegfettigi 3 matematik yasasina dayanir. Bu yasalar evreni betimlemckten
ibaret olan eski tarz astronomi ile gezegenlerin ve diger gok cisimlerinin hareketle-
rini agiklayan yeni gag astronomisi arasinda koprii vazif esi gormiistiir. Bunlar hala
belirleyici olmakla beraber ddeta matematiksel bir kanit dileyecek kadar hassas ya-
salardir. Asag yukan 75 yil sonra, 1686’da Isaac Newton bu eksikligi de gidererck

yasalar1 kamtlamigtir.

Kepler'in ilk yasasi gezegenler giinesin etrafinda daire degil, elips seklinde don-
diigiinii ve giinesin merkczde oldugunu gostermektedir. Bunu denkleme dokersek

asagidaki sonucu elde ediyoruz.

r@® =¢
1 +¢€cos(®)

1(B) burada giinétesinden (kendi yoriingesinde giinese en uzak bulundugu nok-
tadan) 0 derece uzaktayken gezegen ile giineg arasindaki mesafeyi temsil etmektedir.
Ve p ise gezegen giinotesiyle 90 derece a1 olusturdugunda meydana gelen mesafeyi
gostermektedir. ¢ ise yoriingenin kusursuz bir daireden ne kadar saptigimi yani dig
merkezliligi ifade eder. Dig merkezlilik sifir olursa H{0)=p olmakta, diger bir ifadcyle
gezegen ile giines arasindaki mesafe bir sabite doniismektedir. Yani sadece ama sa-

dece bu durumda yériinge bir daireye doniigiir.

Ne gariptir ki Kepler'in ilk yasas1 onun sik1 Kopernikgi tarafindan ayn diisen bir
yasadir. Giineg Diinya'nin yériingesinin merkezinde degil, az da olsa farkh yerdedir.
Diinya Giineg'e en yakin konuma geldiginde (giinberi) aradaki mesafe 147 milyon
kilometre, en uzak konumda ise 152 milyon kilometre olur. Daha da 6nemlisi Kep-
ler’in bu yasasi, gezegen hareketlerini daire ya da daha karmagik dairesel hareketler
olarak tamimlayan, yiizyillardan beri siiregelen bir gelenegi de sonlandirmugtar. Aristo
daireleri en kusursuz egriler olarak addetmis, dolayisiyla bu hareketi ancak goksel

varlik ya da cisimlerin yapabilecegini kabul etmigtir.
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GiZiM: Kepler'in ikinci
Yasas! Gunes ile gezegeni
birlestiren dedru, esit
zamanda esit buylklikte

v E#E O alan tarar.

€8it alan

3. ylzyilda Batlamyus, Aristo’nun sistemini, dairesel hareketleri Rube Goldberg
tarz1 bir yontemle diger dairesel hareketlerle Ust Gste getirerck gelistirmesine rag-
men o da birebir sonug elde edememigti. Gliniimiz bilim insanlarina gore Kepler'in
yasalar1 sade, hesaph ve Plutarhos’un teorisinden gok daha giizel. Ciinki herhangi
bir gezegenin yoriingesinin seklini belirlemek igin sadece p ve e degerlerini bilmek

yeterli gelmektedir.

Ama Kepler bununla yetinmemisti. Brahe’nin artik yasa sinif ina atlamig olan ge-
zegen gbzlem verilerinden ikinci bir diizen daha tespit etti. Kepler'in bu ikinci yasast
gezegenlerin Giineg'e yaklagtikga hizinin arttigini ve bunun da dlgilebilir bir sekilde
oldugunu gostermigti. Dolayisiyla gezegen yoriingede hangi noktada olursa olsun,
esit alanlan egit zaman araliginda tariyordu. Buna gore, Diinya Giineg'e glinberide
en yakin oldugu igin, o donemde, yukaridaki gizimde gosterildigi gibi, giinotede

oldugundan daha genis agili bir Gg¢genimsi olugturmaktadr.

Diinyanin yoringesi daireye oldukga yakindir ki (¢=0.0167) gogumuzun bu giig
algilanan farktan haberi yoktur. Fakat bu durum bizi fark ettigimizden daha faz-
la etkilemektedir. Su dénemde, Diinya’nin Giineg’e en yakin oldugu dénem Kuzey
Yarimkire’nin kig mevsimine denk gelmektedir. Bu Kuzey Yarimkiire’nin kiglarinin
daha kisa ve 1himan oldugunun gostergesidir. Ne var ki bu hep boyle stirip gitmeye-
cektir. 13.000 yil kadar sonra bu durum tersine donecek ve bizler ¢ok daha uzun ve
qetin kislar yagayacagiz. Bu tip yoriingesel degisimler periyodik olarak buz devrine

girilmesinin de sebebi olarak gosterilmektedir.
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Kepler'in bu iki yasas: Brahe'nin Mars'in y6riingesine dair topladig: verileri anla-
ma yolunda gegen 8 senenin semeresini toplatirken Gglincd yasa ona 8 Mart 1618'de
Harmony of the World (Diinya'nin Uyumu) adh eserinin son dokunuglarim yaparken
malum oluvermisti. Bir gezcgenin hareketini tamimlayan diger iki yasanin aksine
li¢linch yasa gezegenler arasi kiyasa imkén verccek bir ilke ortaya koyuyordu. Bu
yasaya gore bir gezegenin yil uzunlugu, Giincs'e olan uzakhgmin 3/2 Gssi kadard.
(Bu su anlama da gelir: Yoriingesel donis hizinin karesi Giines'e ortalama uzakhgin
kipiyle orantilidir.) Tabii bu uzaklik gezegenin gilinese asgari ve azami uzakhinin
tam ortast olarak tanunlanmustir. Ornegin Pliton Giineg'e Diinya'dan 39.5 kat daha
uzaktadir.

(39.5)*2 = 39.5Y39.5 = 248
Yani Pliton’un giines etrafinda bir donigii 248 yil kadar sirmektedir.

Aslinda Kepler'in Gi¢linci yasasi daha faydahdur. Bir ge-

RESIM: Kepler'n zegenin Giines, bir uydunun gezegen, ya da iki yildizin bir-
Astronomia Nova (Yeni
Gokisilim) eserinden

Mars'in yaringesini kolaydir. Zor olani ikisi arasindaki mesafeyi hesaplamaktir.
qosteren bir gravir

biri etrafinda donis siresini hesaplamak bu formille ¢ok

Kepler'in bu yasas: bir bilgi par¢asindan digerine yiikleme

yapmarmza olanak saghyor. Bir gezegenin yildiz1 ctrafinda
donis mesafesi ve siresini biliyorsak bagka bir gezegenin yoriingesel donis hizini
mesafeye cevirmek igin gereken bilgiye sahibiz demek oluyor. Sonraki gelismeler,
Newton'un yergckimi yasast da dahil cdilerek, yoringesel donis hizlarindan uydu-
larin, gezegenlerin ve yildizlarin kitlelerini tespit etme olanag sunmugtur. Gines
sistemi diginda bulunan ve tistiinde yagam olabilecek gezegenlerin arayisinda bu he-
saplama biiyiik 6nem tegkil cder. Eger bir gezegenin ne kadar biiyiik ve giinesinden
nc kadar uzakta oldugunu bilmeseydik yagamlabilir olup olmadigini da bilemezdik.
Yarin bir giin uzak bir gezegende yasam cmaresi bulacaksak bunu Kepler'e ve onun
Gglinci yasasina borglu olacagiz.
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sonsuza dek bilinecek...
fermat’in son teoremi

Pierre de Fermat dyle alelade biri degildi. Giiney I'ransa'da varlikh bir deri ticcan-
nin oglu olan Fermat, 1631'de Orlcans Universitesi'nin hukuk bsliimiinden mezun
oldu, Toulouse’ta mecliste (ve yiice divanda) bir koltugu vard: ve soylu siifindand:.
Mektuplarindan anlagildigi kadanyla gekingen ve anlagmazhga diismeyi sevmeyen
sessiz bir yapisi vard.

Ama bunlardan 6te Fermat'in siradisi bir 6zelligi daha vardi. Matematigi gok
severdi. Matematikgilerin Giniiniin tlke sinirlarini agtif ve bu alandaki galigmalarin
uluslararasi bir girisime donistiigi bir donemde o da 6limiinden sonra bile devam
edecek bir gohrete ulagmigti. Ve kaderin de cilvesiyle en kahicr mirasinin, ¢6ziime
ulagtiramayacag bir sorun hiline gelmesine ramak kalmisti. “Fermat’in Son Teo-
remi” olarak anilan ve aldatiar gekilde basit goriinse de bunu kanitlamak isteyenleri
350 yildan fazla ugragtiran bu sorun, istemeden de olsa matematik tarihinin kéti bir

sakasi hiline gelmisgti.

Bildigimiz kadariyla Fermat kendi kendini egitmisti. Nc var ki 6grencilik giinle-
rinde matematikle ilgilenen kisilerden olugan ufak bir arkadas grubuna dihil olmug-

tu. Ve muhtemelen bu onu kendi aragtirmasini yapmaya tegvik etmisti. Bir arkadag

74



X Y.z, npozitif tam sayilardir ve n 2'den
blyuktar. Daha énceden dedindigim
denklemlerin aksine Fermat bu denklemin
sadlanamayacadini iddia etmigtir.

Kraliyet Kitiiphanesi'nde ¢aligmak tizere 1636'da Paris’e tasginmug ve o siralar mate-

matik¢i olmayan Fermat'in aligmalarini Peder Marin Mersenne’e sunmustu.

Bilimsel akademi ve yaymnlarin olmadig: dénemlerde, daha tniversitelerde pro-
fesor bile bulunmazken Mersenne, Fransa'da matematik alaninda odak noktastydi.
Manastirinda dizenli toplantilar yapar ve Avrupa'daki hemen higbir matematikgiyle
dirsek temasini kesmezdi. Yeni bir kegfini yayimlamak isteyen onu Mersenne’e go-

tiirirdii. Boylece kesfi kisa siire sonra tim dinya duyardi.

Fermat hig Paris’c gitmemigti. Fransa'nin giineyine yolu hi¢ digmemisti ve Mer-
sennc ile sadece bir kez 1646'da yolu kesigmisti. Adini tagiyan bir seyin yayimlan-
masini kati sekilde reddederdi. Gelgelelim Mersenne’le onun yontemini 6grenmeye
can atan Fransa ve yurtdigindaki diger matematikgiler sayesinde galigmalar herkesge
duyulmustu.

Fermat yine de kapali kutuydu. Onun ¢aligma tarz, kesiflerini problem olarak
bagka matematikgilere gondermek ya da eger benzer problemlerle ugragmiyorlarsa
onlarin gormemesi igin kesfini ustaca gizlemek seklindeydi. Fermat bu gekilde ¢a-
ligmasim herkese agik ctmeden bagkas: tarafindan kesfedilip kesfedilmedigini 6gre-
nebiliyordu.
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Tabii bu imitleri boga ¢ikardigi igin sevilen bir davranig tarzi degildi. René Des-
cartes onu “burnu havada” olarak nitelemis, Bernard Frénicle de Bessy ise onu ¢o-
ziimi imkinsiz problemler ortaya atmakla suglamigti. Fermat kendini tanitmak ile
sirlarinin fazla agiga ¢ikmasindan duydugu marazi korku arasinda siksgip kalmig gibi
goriniyordu. Ote yandan Sér Francis Bacon'in su parolasini alintilamay: severdi:
Multi pertranseant ut augeatur scientia (Bilginin gelismesi igin birgogunun yanmndan
gevip gitmesi gerekir.) Ote yandan yayinlamadaki isteksizligi, gaigmalarini birgok “ya-

nindan gegene” crigilemez kdmugtir.

FERMAT, SAYI TEORISINE VE TAM SAYILI DENKLEMLERIN ¢ozim ¢a-
ligmalarina gergek anlamda egilen ilk ¢agdas Avrupali matematikgidir. Caligmala-
rindaki siircgiden konu Pisagor tgliisi, yani & + & = & denklemindeki a, b ve ¢ tam
sayilariyd1. Fermat, yakin zamanda Yunancadan gevrilen Diophantus’un Arithmetica
adli eserinden, Yunanlarin bu denklemleri ¢6zmck igin genel bir yontem kullandik-
larin1 6grenmisti. Fermat bu ¢6ziime say1siz yontem eklemigti. Ayni hipoteniise (¢)
sahip iki Pisagor tigliisi; Alani tam kare olan Pisagor iiglileri; a+4 toplami tam kare
olan tggenler kegfetti. Biitiin bu konulari ¢6zmesi, hatta bazilarinin ¢6ztlemeyccck
olduklarins gostermesi bile sirf zevk igindi. (Ornegin alani “mitkemmel kare” olan

higbir Pisagor tiggeni olmadigin: kanitlamas: gibi.)

Biiyiik olasilikla 1636 ila 1640 yillari arasinda bir giin, aklina bir gesitleme daha
gelmisti: Tki kiipin toplamu bir tam sayinin kiipiine csit olabilir miydi? Diger bir
deyigle x™+ y"=z" esitligi, tim dcgerler tam say1 olmasi gartiyla, her n>2 degeri igin
saglanabiliyor muydu? Fermat Diophantus’un eserinin kendi niishasinin bir sayfasi-
nin kenarina géyle bir not almigti: “Higbir kip, iki kiipe; higbir dordiinci s, iki adet
dérdiinci isse bolinemez, hatta genel olarak 2'den biiyiik higbir kuvvet kendi dege-
rinde kuvvctlere sahip iki tam sayiya bolinemez. Aslinda bu kegfettigim muazzam

bir gey fakat sayfalarin kenarlar: bunu agiklamama yctecek kadar bol degil.”

Fermat'in hig kimseyc gostermeye niyetlenmedigi bu el yazisi, matematik tarihi-
nin en nld ahntilarindan biri hiline gelmigtir. Say1 Teorisyeni Andre Weil “O anda

sonsuza dek bilinecek bir sey yazdigin: nereden bilecckti?” diye yazmgtir.

Fermat hayatun kaybettikten sonra oglu Samuel, kenarlarina notlar digstigi Di-
ophantus kitab: da dihil tiim yazdiklarini bir araya getircrek yayimlamugtir. 1700’ler-
de Isvicreli matematik¢i Leonhard Euler, Fermat'in biitiin bulgularini say: teori-

sinde tekrar kanitlama gibi zorlu bir ige girigmistir. Bir tek ayni kuvvete sahip iki
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sayinin toplamlarinin ayni kuvvette bagka bir tam say: degerine denk gelmeyecegine
dair olan iddiasin1 kanitlayamamgtir. 2° + y’ = 2’ ve #° + y* = 2’ denklemlerinin var
olmayacagim gostermis olsa da #'in her degeri aldigs durum igin genel bir ¢6ziim

bulamamustir.

Fermat'in sayfa kenarina karaladig: bu masum not Fermat'in Son Teoremi adin1
almugtir. Tabii ki teknik olarak bu bir teorem degil bir varsayim oluyordu. 1825’te
Peter Gustav Lejeune Dirichlet #=5 degeri igin de ¢6ziim olmadigim: kanitlads.
1839'da Gabriel Lamé’se aym seyi n=7 degeri i¢in kanitladi. 1857 yilindaysa Ernst
Kummer #’nin 100’e kadar olan degerleri i¢in ¢6zim olmadigini gosterdi. Her ne
kadar stireg ac1 verecek kadar yavasilerlese de Fermat'in Son Teoremi’ni kanitlama-
ya galigmak bile, matematikte simdi “cebirsel sayslar kuram:” adin1 verdigimiz yepyeni
alanlara kap: agmugti.

Teorem altin yumurtlayan tavuk misali 20. ytizyilda da matematiksel yeniliklere
gebe oldugunu gostermeye devam ediyordu. 1980’lerin baginda Alman Matematikgi
Gerhard Frey, Fermat'in a"+ b" = ¢" denklemine atfedilen her ¢6ziimiin; kendisine
garip bir denklem tiirii gibi gelen y* = x(x —a")(x + b") denkleminden tiireyen ha-
rici bir egri olusturmada kullamilabilecegini iddia etti. Frey'e gore o kadar garipti
ki kanitlanmamug diger bir varsayim olan Taniyama—Shimura Varsayimini da haksiz

¢ikaracagini distiniiyordu.

11k bagta kanutlar ikinci dereceden olsa da akabinde Amerikali Matematik¢i Ken-
neth Ribet, Frey’in hakli oldugunu ve eger Taniyama—Shimura Varsayimi dogruysa

da “Fermat’in Son Teoremi”nin de dogru oldugunu gésterdi.

Frey'in fikri tam “biz bunu nasil diginemedik” dedirtecek tiirdendi. Fermat'in
denklemindeki degiskenleri,baska bir denklemin katsayssi hiline getirmisti. Bu arka
planiyla 6n planini degistirilmis bir M. C. Escher’in bir resmine bakmaya benzi-
yordu. Buna ragmen Frey ve Ribet’in bu bulugu herhangi bir déniim noktas: etkisi
olusturmamugti. Ciinkdi erisilemeyen bir hedefi sadece bagka erisilemeyen bir hedefle
degistirmiglerdi. Yani “Everest’e nasil tirmanabilirim?” sorusuna “Cok basit. Kanat-

larinizla,” gibi bir cevap vermislerdi.

Diinyada yalmz bir kisi Taniyama—Shimura Varsayimi’'ni kanitlayabilecegine
inanmigt: Andrew Wiles. Ve kendisi bunu “kanatlariyla” yapt1 desek yalan olmaz.
Evet, kendisi bir ugak yapti. 7 yillik bir donemi gat1 katinda gegirerek, 20. yiizyl
matematiginin en zor, en soyut ve en gili teorilerinden tgtini birbirine baglamay:
basardi. L-Fonksiyonu teorisi, modiiler formlar ve Galois modiiliini alip tikir tikir

alisan bir makine yapt.. Bunu Ay’a ugus yaparken fize bilimi, programlama ve
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haberlcsme gibi en az iig teknolojiyi bir arada sunan Apo/-
lo'ya benzetcbilirsiniz. Bunlardan higbiri daha oncesinde RESIM: Maurits Cornelius
Ay'a gidip gelirken ortaya konmad. Bu tig ayaktan biri bile

eksik olsaydi Ay’a gitmek hayal olurdu. Ug teknoloji tam

zamaninda bir araya gelerek ¢6zilmez denen bir geyi ¢oz-
misti: Ay’a erigimi. Ne tesadiiftir ki Ay'a gikig mesclesi de
tipkt Fermat’in Son Teoremi gibi yaklagik 350 yildir kafa-
larda soru igaretiydi.

WILES, FERMAT'IN SON TEOREMI'NI ¢OZDUGUNU 1993'te ilan etmig-

tir. Fermat'in aksinc kanit: yayimlanmas: igin 1994'te teslim etmigtir. Fermat'tan



Wiles’akadar gegen 3 tam ve bir yarim yiizy1lda matematikgiler ders almigti: Basih
bir kanit1 bulunmayan bir “teorem” teorem degildir. Wiles kanitladigini 1993’te ilan
etmis, Richard Taylor adl: asistaniyla caligip bir yilda kapattigi bir bosluk kesfettigi
i¢in yayim ertelemigstir. Kim bilir, belki Fermat bir kamt yazma zahmetine de gir-
seydi belki o boslugu kendisi de kesfedecekti.

Bu bizi kaginilmaz soruya getiriyor. Fermat hakikaten ige yarar bir kanit bulmus
muydu? Her isinin ehli say: teorisyeni buna igten bir “hayir” der. André¢ Weil'e gore
Fermat’in »=4 i¢in bir kamt buldugundan emin olabiliriz. Bir ihtimal, Euler gibi
n=3 i¢in de bir kamt bulmus oldugunu disiinebiliriz. Bu iki durum da Fermat'in
“teknolojisi” igin ¢6zilebilir nitelikteydi. Fakat #=5 olunca isin rengi epey bir degi-
siyordu. n=5 oldugunda devreye 19. ylizyil karmagik sayilar ve cebirsel say1 kurami
araglarinin girmesi gerekiyordu. Ve Wiles'in genel kanit: ise Fermat'in hayalini bile
kuramayacag tirden 20. ylizy1l matematik araglarim gerektiriyordu.

Weil matematiksel argiimanin yanina bir de psikolojik olanin eklemigti. Fermat
n=3 ve 4 degerleri i¢in bobiirleniyor ve onlar1 diger matematikgilere meydan okuma
araci olarak kullantyordu. (Bundan zavalli Frénicle da nasibini almisti.) Fakat hig-
bir mektubunda n=5 ya da daha yukansi i¢in olusacak kosullardan bahsetmemigti.
Bu kisitlama nedendi? Weil'e gore Fermat muhtemelen bu muazzam bulusun bu
degerlerde gegerli olmayabilecegini diigiindi. Bu her matematikginin bagina gelen
bir seydir. Bir problemin bagindayken biiyiik bir 6ngériniiz vardir, masadan kalkar,
sonra tekrar oturursunuz ve goziinize bir hata ¢arpar. Bazen geri doniip o hatays

bulursunuz. Bazen donemezsiniz.

Weil'in matematiksel ve psikolojik argiimanlar: ikna ediciydi. Lakin burada son
56z 1990°da, yani Wiles kanitini ilan etmeden 3 sene 6ncesinde, egitim verdigim
st diizey 6grencilerime veriyorum. Son ders guniinde 6grencilerimden birkag: Fer-
mat'n hayatina dair dokundurma tiiriinde bir oyun sergilemisti. Ve perde kapanr-
ken hep bir agizdan soyle bagirmuglardi:

“Fermat! Fermat! O bir efsane!

O kanitlayamiyorsa, kanitlayamaz hig kimse!”
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10
kesfedilmemis bir kita

hesabin temel teoremi
(temel kalkiiliis teoremi)

William Dunham, Cardano’nun formiilinin kesfiyle Kolomb'un Amerika’ys kes-
fetmesi arasinda bir karsilagtirma yapmgtir. Ne var ki bu kargilagtirma 6nemli bir
agidan yetersiz kalmistir. Kolomb ebat ve 6nem agisindan Avrupa denginde bir kita
kesfetmis. Bunun aksine Cardano formiili su an matematikgilerin bile sadece me-
raktan ilgilendigi bir konu halini almistir. Eger Kiiba ya da Hispanyola (Kolomb’un
ilk ayak bastig1 yer) bir kitayla baglantisi olmayan 1ssiz birer ada olsayds, belki o
zaman Kolomb'un kesfiyle karsilagtinilabilirdi. Gene inanilmaz bir kesif olurdu belki
ama diinyay degistirecek tiirden degil.

Gelgclelim matematikgiler kendi “yeni diinya”larini, matematigin kesfedilmemis
kitasim 17. yiizyilda buldular. Bu kitanin ad: Kalkiilis'ti ve bu tiriin iki bag kagifi
vardL. Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz.

Kalkilis matematikgilerc ve bilim adamlarina degisken nicelikler hakkinda ko-
nusmalarini saglayacak bir sozlitk vermisti. Hesabtn Temel Teoremi (Temel Kalkiilis
Teoremi) bu tip niceliklerle ilgili problemlerin ¢6zilmesini saglamigti. Cagdas bilim,
ozcllikle fizik ve mithendislik, bu hesap tcoremi olmasa var olamazdi. Fakat igin sagir-
tict yani, gagdag matematik aragtirmacilarinin “kalkiliis” terimini hemen hig kullan-
muyor olmasidir. Tiirev, integral, fonksiyonlar, sonsuz serilcr, kisacast Temel Kalkiilis

Teoremi’ne dair ne varsa onunla ilgilenen matematik dalina “analiz” deniyor.Ve bu da
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fix) ve F(x) fonksiyonlari x degdigkenli stirekli fonksiyonlardrr. ikinci
denklemde t harici degdiskendir. F(x), f(x)'in ters tarevidir. Yani df/
dx = [ x olur. integral ve Tirev (d/dx) Newtontarafindan egrilerin
tegetini ve egri kenarlar bulunan sekillerin alanlarini bulmak
adina matematige sunuimusg iglem tdrleridir. Hesabin Temel
Teoremi'ne gore bunlar ters iglemlerdir. Bir fonksiyonun tirevinin
integralini alirsaniz, ya da tam tersini yaparsaniz fonksiyonun ilk
haline dénmus olursunuz.

Reel Analiz, Karmagik Analiz, Fonksiyonel Analiz vb. alt dallara ayrnilmig durumda-
dir. Tipk:s Amerika’min Kuzey, Orta ve Giiney Amerika olarak aynldig: gibi.

Bir dereceye kadar aradaki fark ufak da olsa fikir temellidir. Bir “Kalkiilis” kita-
binda, bir matematikgi argiiman ya da agiklamalarin konugma diline 6zgii ve sezgisel
olmasini ya da hig olmamasin bekler. Bir “Analiz”kitabindaysa usule uygun ve dog-
ru kanitlar gormeyi bekler. Ne var ki benim fikrime gore aradaki bu fark tamamen

entelektiicl ziippelikten kaynaklanmgtar.

Newton ve Leibniz 4 yil arayla dogmuslardir. Newton Ingiltere’nin Woolsthorpe
adl koyiinde 1642'de, Leibniz’'se Almanya’min Leipzig sehrinde 1646'da. Newton
ingiltere’de kahraman ilan edilmis ve 1727'de krallarin son istirahatgahi olan West-
minster Manastiri’'nda defnedilmistir. Leibnizee gelince, matematik ve felsefe alanin-
daki bagarilarina ragmen kendi iilkesinde yeterli takdiri gormemistir. 1716 yilinda
oldiigiinde ad1 belli olmayan bir mezara gomiilmiigtiir.

Newton matematikte oldugu kadar fizikte de gok ilerleme kaydetmemizi sag-
lamigtir. Aynals teleskobu icat etmis ve 11. bolimde ayrintilanyla deginecegimiz,
kendi adini verdigi hareket yasalarini kegfetmistir.




Cizim: Tegetler ve Egrier.

Binalarimizin ayakta durmasinin, uzay araglarimizin ugmasimin ardinda New-
ton’un yasalar1 oldugunu sdylersek abartmig olmayiz. Uzun ve verimli akademik ha-
yatimin ¢ogunu burslu égrenci olarak girdigi 1661 yiindan, Ingiliz Darphanesi'ne
gestigi 1696 yilina kadar kaldigi Cambridge Universitesi'nde gegirmistir.

Newton gibi Leibniz’in de matematik harici ilgi alanlari bulunuyordu. Ornegin
bir filozof olarak iblis problemi Gizcrine bir kitap yazmig ve aramizda kotilikler
barinsa da Tanri’'nin yagam en giizel sekilde yarattigim1 savunmugtur. Sonralan Vol-
taire Candide adl kitabinda onun bu inanciyla dalga gegmigtir. Leibniz’in matema-
tik alamndaki galimalan Paris'tc diplomat olarak gérevlendirildigi ve yeterince bog
zaman buldugu 1672-1676 yillar1 arasinda yogunlagmaktadir. Paris gorev yeri olarak
belki de matematik tizerine galigilacak cn miisait yerdi giinkit Mersenne’nin arkadag
agmnin biiytk kismu halid dagilmadan duruyordu ve son zamanlarda resmiyete adim
atarak Fransiz Bilim Akademisi’ni kurmuglardi.

Simdi geriye bakinca anlagiliyor ki Avrupah bilim adamlan bitiin 17. ytizyi bo-
yunca kalkiiliisiin kesfi yolunda ancak karanlikta cl yordamiyla ilerliyormus. Ve bu
gayretler iki apayn yonden Kalkiilisc dogru ilerlemeye galisiyormus. Birincisi ka-
relcstirme (diizlestirme) sorunu, ikincisi ise diizensiz sekillerin (genclde egrilerin)
alanlarini bulma sorunu. Alan hesabina dair ilk yontemler kes ve yeniden diizenle
munngyla ilerliyordu. Sonralan Antik Yunan'da Arsimet, Cin'de Liu Hui gibi ma-
tematikgiler, egrisel kenarh bolgelerin alanlarini, degerleri bilinen poligonal (diiz
kenarh bolge) dizilerden faydalanarak yakinsama yoluyla dogruya daha yakin sonug
veren bir yontemle gikageldiler.
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1600’lerin baginda Italyan Matematik¢i Buonaventura Cavalieri, alam bilin-
meyen bolgeyi kiigik dikdortgenler geklinde pargalara ayirip o alanlarn toplayarak
ilerlenen sistematik bir yontem gelistirdi. Aslinda Argimet yizyillar 6nce benzer
bir yontem ortaya koymugtu fakat o ¢aligmalar: kaybolmus ve ancak 1906'da giin
yuziine gikmigtr. Boylece Avrupa bilimini bariz sekilde etkilemek igin geg kalmugt1.
Ne Cavalieri ne de Argimet bunun pratik bir hesaba nasil dokiilecegini ¢6zememisti.
Uzerinde galigtiklar: 6rnekler ok kisithyd: ve agiri gaba gerektiriyordu.

KALKULUS'E DOGRU GIDEN IKINCi YOL ise erilere teget gizme proble-
miyle baglamg. Bir egriyi tek bir noktadan yalayip gegen bir dogru nasil gizilebilir-
di? Karelestirme sorunundaki gibi burada da ¢6ziim bir yakinsama dizisine ihtiyag
duyuyordu. Bir egrinin bir noktasindan gegen teget ¢izgiyi saptamak igin egrinin o
noktadaki egimini bilmek gerekiyordu. Egimi hesaplamak igin de egrinin bagka bir
noktasiyla tegetin gectigi nokta arasina bir dogru gizilip o dogrunun egiminin sap-
tanmas: icap ediyordu. Ama bu y6ntemle yapilan hesap higbir zaman tam dogru ol-
mayacakti. Net sonug igin egri Gzerinde segilecek nokta ile teget gegen nokta arasin-
daki dogru “sonsuz derecede kiigiik” olmaliydi. Kalds ki bunu da matematiksel olarak

savunmak zor olacakt: ¢iinkii sonug sifirin sifira bolimiine denk gelmis olacakt:.

Bazi bilim adamlari, buna Fermat ve muhtemelen Newton'un Cambridge’deki
hocasi Isaac Barrow hem teget noktalari hem de karelestirme tizerine ayn: anda ga-
ligmust1. Gelgelelim bir tek Newton ve Leibniz bu iki sorunun bir paramin iki ytizinid
olugturdugunu gorebilmigti. Eger daha 6nce Kalkiilis okumadiysamz bu ifade size
sagirtict gelebilir. Ciinkid bir cgrinin teget noktasiyla bagka bir egrili bolgenin alan

arasinda gergekten “gozle gorilir” bir bag bulunmamaktadir.

iki kadim sorunun arasindaki bu bag, basta suni ve rastgele gibi goriinen bir
adimin atilmasyla kesfedilmigtir: Egrilerin grafige dontstirilmesiyle. Tabii giini-
miizde hemen herkes s6z konusu grafiklere aginadir. Ornegin bir gazetenin finans
sayfasinda hisse fiyatlarinin grafikleri, hastane monitérlerindeki elektrokardiyogram
(EKG) grafikleri hepimizin malumu. Fakat 17. yiizyilda grafik olugturma fikri ¢ok
yeniydi.

Grafik igin, ‘iki degisken arasindaki iligkinin gorsel betimlemesi’ tanimui kullani-
labilir. Degiskenlcre 6rnek olarak da hisse fiyati ile zaman ya da elektrik gerilimi ile

zaman giftleri verilebilir.



zamany, ¢#) girdi olarak alir, diger degiskeni (6rnegin his-
se fiyaty, /{#)) cikt1 ya da bazen irin olarak gikarir. Bu
yontemin dogas: her zaman bizim verdigimiz 6rnekler

kadar net olmayabilir. Ne var ki klasik matematikgiler

Baz1 yontem ya da siiregler bir degiskeni (6rnegin

RESIM: Aiman
matematikgi ve Filozof
Leibnizin (1646-1716)
gravirl,

ne elektrokardiyogram ne de hisse fiyatlan ile ilgilenir.

Onlarin tek derdi paraboller, daireler, elipsler, sarmallar

vs.dir. Kisacasy, tizerinde galigilan egrileri koordinat ekseninde grafige dokecek f£{2)

fonksiyonlan gizilebilir.

BU iKi KADIM SORUN ARTIK ¢ok daha kolay yorumlanabilir durumda. Bir
egriye degen tegetin egimi, aslinda grafigi ¢izilen fonksiyonun degisim oraninin ka-

mufle edilmig versiyonudur.

Ornegin arabayla bir geziyc qiktiginizi farz edin ve kat ettiginiz yolu diizenli za-

EA49.

GOTTFRIED WILHELM ven LEIBNEZ (1646-1716).

redit: The Granger Collection. New York
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man araliklariyla kilometre goster-
genizden kaydediyorsunuz. (Buna
F{t) diyelim.) Aym anda hiz gos-
tergenizden hizimzi da kaydettigi-
nizi digiinelim. (Bu da f{#) olsun.)
Eger saat 12:00°de yola giksp saatte
60 kilometre hizla seyrediyorsa-
miz f(1:00)=60 km olacaktir. Eger
saatte 30 km hizla gidiyorsamz
F(1:00)=30 km olur.

Simdi kat edilen kilometre gos-
tergesinin ¢ ve ¢’ zamanlarindaki
degerlerini kargilagtirahm. Bu ki-
lometre sayaci, grafiginde birbi-
rine yakin iki noktay: verecektir. ¢
zamaninda F{¢) grafiginin egimini
bulmak i¢in; o zaman araliginda
kat ettiginiz yolu, yolu kat ettigi-
nizde gegen zamana bolmelisiniz.

lyi ama bu ortalama hiz1 hesapla-




makla aym sey degil mi! (Ornegin 3 dakikada 2 kilometre gittiyseniz ortalama hizi-
niz dakikada % kilometre ya da 40 km/s olacaktir.)

Dolayisiyla gecen kisa bir siire zarfinda kilometre gostergesi degisim oram, hiz
gostergesi fonksiyonunun aym siire zarfindaki ortalamasini verir.

Bu iligkiyi kalkiliis terimleriyle agiklamak igin bir degisiklik yapilmalidir. “Kisa

)

zaman aralig1” terimi “anlik” terimiyle degistirilmelidir. Kilomctre gostergesi fonk-
siyonunun anlik degisim orani ya da tiirevi bir hiz gostergesi fonksiyonudur. Bu
¢ok ufak hatta 6nemsiz bir degisiklik gibi gortinebilir. Aslina bakarsamz bu biitiin
argimanin agik ara en zor kismudir. Bunu ne Leibniz ne de Newton tam anlamiyla
gerekgelendirememigtir. Ve anlik tabirinin ne anlama geldigi tizerine baglayan tartig-

ma 19. yiizyila kadar devam etmistir.

BiZ YINE DE LEIBNIZ VE NEWTON ile ilgili hisniizan edelim, ikinci
klasik problemimize gegelim. Karelestirme problemi. Bu sefer de hiz gostergesi
fonksiyonu f{#) tizerinden hareket edelim. Bu kez a ve 4 olmak tizere iki ayr1 za-
man olacak (bu kez birbirine yakin olmak zorunda degil), bu sefer de amag f£{#)
fonksiyonu grafiginin altinda kalan bolgenin @ ve & zamanlar: arasinda kalan alam
bulmaya ¢alisacagz. (Tiimlev, integral...) A¢iklama kismini gegip direkt sonuca
gelirsek (agiklamasina istediginiz bir kalkiilis kitabini agik bakabilirsiniz, tabii
cesaretiniz varsa.) hiz gostergesi fonksiyonunun tiimlev (karclesmis hali) kilo-
metre gostergesinin fonksiyonu olacakuir. Kalkiilis jargonunda bu “F(%), f{¢)'nin

integralidir” seklinde soylenir.

Gormis oldugunuz gibi Leibniz ve Newton matematige iki yeni kavram katmig-
tir: Teget problemini ¢6zen tiirev ve alan egrili bolgenin alanini bulma problemini
¢ozen integral. (Gergi Newton bu kavramlar igin farkh terimler kullanmistir.) Aslin-
da bir raddeye kadar bu iki yontem de daha 6nce denenmisti. Ama tirev ile integ-
ralin birbirinin tersi oldugunu kimse fark ctmemisti. Kilometre gostergesi fonksiyo-
nunun tiirevi, hiz gostergesi fonksiyonunu; hiz gostergesi fonksiyonunun integrali

kilometre gostergesi fonksiyonunu veriyordu.

Bu birbirinin tersi iki islem glinimiizde Hesabin Temel Teoremi ya da Temel Kal-
kiiliis Teoremi olarak bilinmcktedir. Formiile dokiilmiis hali de su sekildedir: (Aslinda

iki formiille gosterilir.)
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[ fde = F(b)- F(a)

dF
E=f(f)

I1k formiil bize, hizin integralini alarak F(4)ile F(a) arasinda kat edilen mesafeyi
bulabilecegimizi soyliyor. (f semboliiniin anlam: budur.)

Ikinci formiil ise hizin, mesafenin degisim orani ya da buradaki tabiriyle tiirevi
oldugunu sdyler. (Bunun gosterimi de % dir.)

Yani herhangi birini bilmeniz durumunda F(#)’yi de, f{#)'yi de hesaplayabiliriz.

Bu; Avrupadan Dogu'ya dogru demir alip Cin’i bulmak igin yola ¢ikan bir deniz-
ciyle, Cin’den Batr’ya dogru denize agilip Avrupa’yr bulmak isteyen bir denizcinin,
ortada, Panama’da bulugarak el sikigmasina benzer. Mecazen ilk denklem der ki,
Avrupa’'dan Batr'ya dogru gidersen Panama'ya varirsin. Diger denklem de Cin'den

Dogu’ya dogru gidersen Panama’ya varirsin der.

Peki bu denklemler neden matematigin bir kitasini kegfetmis gibidir? Clinki ma-
tematikgileri siirekli degisim kavram Gzerinde mutlak hikimiyet sahibi kilmugtir.
Zenon tnli paradokslarini ortaya attigindan beri siirekli hareketin Yunanlarin kafa-
sin1 nasil allak bullak ettigini hatirlayin. Leibniz ve Newton'dan once matematikgi-
ler duragan diyagramlar ya da ayrik nicelikler tzerinde gahigmakla sinirh kaliyordu.
Fakat stirekli hareketin ve siirekli degisen niceliklerin hikim oldugu bir diinyada
yastyoruz. Giiniimiiz bilim diinyasinda bile her sey degisimden ibaret. Ve Kalkiilisle
matematikgiler ¢agdas bilim yapabilmek igin gerekli sozligii bulmug oldular.

Kalkiilis 6zelligi itibariyla son derece elverigli bir aragtir. Newton ve Leibniz’den
once bir alan ya da egim hesaplamak inanilmaz derecede megakkatli bir eylemdi. Fa-
kat Panama'ya giden iki rotanin olmasinin bir faydasi da uygun olan yolu segme gan-

simzin olmasidir, Siklikla yollardan biri digerinden her zaman daha uygun olacaktir.

Kalkiilis sayesinde bir matematik 6grencisi, bir aksamistii

oturup pi sayisina Argimet ya da Lui Hiu'dan daha etkili ya- RESIM: Newton'un
Londra'da ilk olarak
173@'da yayimlanan The
niz pi ve diger sabitlere yeni ifadeler bulmaktan haz aliyordu. Method of Fluxiens ane
Infinite Series adli
eserinden bir ¢izim.

kinsama iglemi uygulayabilir. Hatta hem Newton hem Leib-

Yine kalkiilis sayesinde matematikgi, mithendis ve bilgisa-

yar ¢ag: oncesindeki astronomlar igin hayati 6nem tagiyan
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ACTA

FRUDITORUM

ANNO M DCLXXXIV
- publicaca,
SERENISSIMO :RATRUM PARI,

DN. JOHANNI

GEORGIO IV,

Ele&toratus Saxomc1 Heredi,

DN. FRIDERICO

Ducnbus Saxomaa &c.&c.&c.
PRINCIPIBUS JUVENTUTIS

trigonometri ya da logaritma
tablosu devamli ve sabrin izin
verdigi netlikte hesaplanabili-
yor. Matematikgilerin yizyllar
boyunca caresiz kaldiklar1 eg-
rilerin uzunluk, alan ve hacim
hesaplar1 kolayhkla yapilabili-
yor. Hatta 1630’larda bile Des-
cartes bir egriyi dogrultmanin,
yani aynt uzunluktaki bir dogru
tespit etmenin imkansiz oldu-
gunu 6ne sirmugti. Ama kal-
kulisle bunu bir 6grenci bile

yapabiliyor.

dicata,

Cum S.Cefarea Majeflatis€S' Potentiafimi Ele.
Corée Saxomia Privilegive,

L l PSIAE -
RESIM: Gottfried Wilheim

von Leibniz'in diferansiyel
kalkiilis kesfini Nova
Methodus pro Maximus et
Mirirmus baghigiile veren
Acla Eruditoriim
Anno'nun 1684 baskisinin
#as sayfas

erofeme apud

& J. F. GLETITSCHIUM.
Typa € llSTOPHORl GiNTHERL
MOCLIEXIV.

Tlgingtir, Newton “akis metodu” adin1 verdigi tiirev
alma yéntemini tanitmaktan hep geri durmustur. Te-
mel Kalkulis Teoremi’'ni muhtemelen 1664 ila 1666
arasinda kegfetmis fakat galismasinin gok dar bir kis-
min: ancak bir avug insanla paylasmay: se¢mistir. Matematikgiler o zamanlar bir

kesfin ilerleme kaydetmesinin yolunun onu saklamak degil yayimlamak oldugunun

farkinda degillerdi.

Leibniz 1670’lerde sonsuz toplamlar ve degisim oranlar tizerine diiginmeye bag-
ladiginda muhtemelen Newton’un sonsuz toplamlari, alanlan yay uzunluklarini vb.
hesaplayabildigini dolayl yollardan haber almigti. 1673-1675 yillari arasinda Leib-
niz de Temel Teoremi'nin kilidini agmists. O noktadan sonra hangi agamada oldu-
gunu 6grenmek i¢in Newton’la iletisime gegmis ve ona “sen bana bunu soyle, ben

sana yunu sOyleyeyim” tarz: bir bilgi aligverisi 6nermigti.

Newton yine de temkinli yaklagarak Leibniz'e iki mektup yazds. ikincisinde Te-

mel Kalkilus Teoremi'ni agik etse de bunu sifreli bir anagram olarak yazdi. New-
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ton'un kegfini Leibniz’le paylasmak istemedigi agikti. Bunu yapmasinin tek amac
yarin Leibniz kendine yamamaya ¢aligir diye bu kesfi ilk 6nce kendisinin yaptigini
gostermekti.

NE YAZIK Ki SONRASINDA TAM OLARAK BU YASANDI. Leibniz
kendi kalkilis kegfini 1684 yilinda Nova Methodus adh kitabiyla duyurdu. New-
ton'dan ise 1704 yilinda kendi “akis yontemini” yayinlayana kadar sagkinlik verecek
sekilde hi¢ ses cikmarmgti. Ikisi arasinda kalkiiliisin kagifinin kim oldugu iizeri-
ne amansiz bir anlagmazlik peyda olmugtu. Genel olarak Avrupali matematikgiler
Leibniz'i desteklerken, Ingiliz matematikgiler Newton’t destekliyordu. Tki taraf da
birbirini intihalle sugluyordu.

Cagday tarihgiler ortak kanisi ikisinin de hem hakh hem haksiz oldugu yéniinde.
Iki taraf da intihalde bulunmamus ve ikisi de ayni kegfi birbirinden haberleri olma-
dan yapmigt1. Hig stiphesiz Newton Temel Teoremden daha 6ncesinde haberdard:
takat daha once soyledigim gibi, paylasmadiktan sonra Amerika kitasini kegfetse-
niz ne fayda! Anlayacagimz Kalkiilisi diinyaya duyuran Leibniz olmugtu. Biraz bu
sebeple, biraz da Lcibniz’in gésterim bigimi daha sade olmasindan dolay: bugiin
kullandigimiz gésterim sekli Leibniz'e aittir. Bugiin kimse akigtan ya da akmaktan

s6z etmiyor. O tabirler Newton’la birlikte 6lmiigtiir.
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elmalar, efsaneler, kuyruklu yildizlar
newton yasalari

Cogu insana Isaac Newton hakkinda bildiklerini sorsamz size 6nce agagtan diigen
elma 6rnegini vereceklerdir. Rivayete gore Newton kiitlegekim yasasi formilini bu
olaydan etkilenerek bulmug ve bu kiitlesel etkilesimin gezegenlerin hareketlerine de
uyarlanabileceginin farkindaligina ermistir. Sonrasinda bu rivayet daha da stislene-
rek, elmanin aslinda Newton’un kafasina distigi bir hile evrilmitir.

Iste size yine aym sekilde teyit edilememis bagka bir rivayet: 11k olarak 1858'de
dénemin kalburiistii Ingiliz gazetelerinden Notes €& Queries'te yayimlanmis. “W”
isimli yazara gore donemin 6nde gelen matematikgisi Karl Friedrich Gauss riva-
yeti su sekilde elegtirmisti: “Su elma hikdyesi biyiik sagmalik. Olayin bu gekilde
vuku bulduguna dair biyiik siphelerim var. Muhtemelen maankafah israrcinin biri
Newton’un yanina gelmis ve ona bu harika kesfi nasil yaptigini sorup bagmnin etini
yemistir. O da adami bagindan savmak igin burnuna diisen elma sayesinde her seyi
¢ok net bir sekilde gormeye bagladigini s6yleyerek onun merakimi tatmin etmistir.

Adam da ancak bu cevapla onun pesini birakmgtir.”

Bu rivayetlerden ne gibi anlamlar ¢ikanlabilir? Aslinda elma olayinda Gauss'un
sandigindan daha gok dogruluk pay1 vardir. (Tabii onun gazetede yazanlan gergek-

ten sdylemis oldugunu kabul ediyorum.)
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ilk denklem Newton‘un ikinci hareket yasasidrr. Ikincisi ise New-
ton'un Evrensel Kitlegekim Yasasidr. iki yasada da F kuvveti temsit
eder. aise m kutleli bir cismin ivmesidir. Evrensel Kitlegekim
Yasasinda F bilhassa, m ile M kuvvetleri arasindaki kiitlegekim
kuvvetini temsil ederken r de iki cisim arasindaki mesafeyi gdsterir.
G evrensel yergekimi sabitidir ve 6.672x10 cm®.g™".sn-?dir.

Bu hikaye iki kaynaktan rivayet edilmigtir. Kaynagn biri, bunu Newton’un bizzat
yegeninden duyan tnli Fransiz yazar Voltaire'dir. Kendisinin Gauss'un 6ngordugi
gibi mankafa bir 1srarc1 oldugu sdylenemez. Hikdyenin gergekte yasanan seylerin
sifreli anlatim oldugunu diigtinebilirsiniz. Ve eger sifreyi bilmiyorsaniz Gauss'un
sertge elestirdigi karikatirimsi bir hikiye dinlemekle kalirsiniz.

Gergekten bir elma agact var miydi? Evet. Newton’un Woolsthorpe, Ingilteredeki
ciftlik evinde. 1661'de Cambridge'deki Trinity Koleji'ne gidene kadar orada yasad:
ve 1665'te son biiyiik veba salgini Ingiltere’yi vurdugunda oraya geri dondii. Ve ne-
redeyse iki y1l boyunca Newton bu kirsal siginaginda yagads. Kalkiilisiin temellerini
attif ve gezegenlerin hareketleri tizerine diiginmeye basladigi dénem de o iki yila
tekabiil etmektedir. O giinler i¢in Newton goyle yazmugtir: “O donem kesif yapmak
i¢in en uygun yaslardaydim ve orada matematik ve felsefeyle her zamankinden ¢ok

meggul olabiliyordum.”

Gelgelelim Newton ilham igin bir elmaya ihtiyag duymamugti. Gauss bu konuda
hakliydi. Newton problemin kendisi ve de arkasindaki yiizlerce yilhk tarihten ilham
almugtr. Ay, Giines ya da gezegenler onlar1 hareket ettirecek harici bir vasitaya ihti-
yag¢ duyuyorlar miydi? Duyuyorlardiysa da bu vasita neydi? Aristo goksel cisimlerin
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diinyadan daha farkli malzemeden yaratildigini ve onlarin dogal harcketinin tam
dairesel oldugunu iddia ediyor, Kepler ise bir itici giiciin gezegenleri yoriingelerinde
tuttugunu digtiniyordu. Descartes genigleme teorisinde evrenin gezegenleri y6riin-
gelerinde tarayan burgaglardan olugtugunu sdyledigi i¢in Kcpler'le agag yukar: aym
fikre sahipti. Geng bir akademisyen olarak Newton'un da

bu bilimsc] tartigmaya kayitsiz kalmamasindan dogal bir

FOTOGRAF: 1668de
Newton tarafindan
gliclin aynisin1 uyguladig bir sistem geligtirdi. (Elmanin tasarlanmig, Principia
Mattematica eserinde yer
bulan dinyanin ilk aynali
sinden.) Ve muazzam bir gekilde elmalar siirekli serbest teleskobu

scy olamazdi. Kendisi elmalara gezegenlere uygulanan

6nemi asil buradan geliyor. Aristo’'nun iddiasini giirlitme-

diigiige maruz kalmigtir, yani itici giice ihtiyag duymamug- -
lardir. (Bu da Kepler ve Descartes’t haksiz gikarmustir.)

Elma deneyinin kendine has kiymeti olsa da Newton’un bilim diinyasinin ka-
lanini teorisinin dogruluguna nasil ikna ettigini agiklamiyordu. Ustalik eseri T4e
Mathematical Principles of Natural Philosophyde (Doga Felscfesinin Matematiksel Ii-
keleri - Latince adt olan Principia olarak bilinir.) Oklid'in geometri alaninda yaptig1-
m Newton da fizik alaninda yapmaya soyundu. Eserin baginda Newton 3 aksiyom
ortaya atmigtt: EImadan Ay’a kadar tiim cismani nesnelerin tabi oldugu ii¢ hareket
yasast. Sonralar: buna bir de kiitle ¢ekimiyle iki cismin birbirini nasil etkiledigini
aciklayan Evrensel Kiitlegekim Yasasi’ni da ekledi. Sadece bu yasalarla, giineg (ya da
kendi yildiz1) etrafinda dénen gezegenlerin Kepler Yasasi'na tabi oldugunu kanst-

lamugta.

Aslina bakarsamz Newton’un Principia’yt kaleme almasin ana sebebi Kepler'in
birinci yasasiydi. Bagta Newton'un ezeli rakibi Robert Hooke olmak tizere, Mimar
Christopher Wren ve Hollandali Fizik¢i Christian Huygens gibi birkag bilim adami
da 1680’li y1llarin baginda adi yu an Newton’la arulan Kiitlegekimi Yasasi’'n1 kegfet-
migti. Fakat bunlarin higbiri, yasalarin gezegenleri elips seklinde yériinge ¢izmesine
sebep oldugunu gosterememis, sadece matematiksel agidan basit bir dairesel y6-
riinge gosterimi yapabilmiglerdir. 1684 yilinda arkadagi Edmund Halley, Newton’a
gezegenlerin eliptik yériingeleri oldugunu kanitlayip kanitlayamayacagim sordu.
Newton kanitlayabilecegini soylediginde Halley kanina girerek onu hipotezini ya-
yimlamaya ikna etti. Ve 3 sene sonra ortaya ¢ikan sonug bir problemin ¢6ziimiinden
ok, gelecekteki fizik kitaplarinin taslag niteligindeydi.

Basim masraflarini cebinden kargilayan Halley, gayretleri dolayisiyla akla gel-

meyecek bir sekilde édiillendirilecekti. Oyle ki Newton'un yasalar1 elmalar ve ge-
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zegenler gibi kuyrukluy:ldizlar i¢in de gegerliydi. (Aslinda bu noktaya vurgu yapan
Newtondu.) Ne de olsa eliptik yoriinge izleyen kuyruklu yildiz tekrar tekrar aym
noktadan gegmek durumundayd. Iste Halley bu noktada devreye girmis ve bir kuy-
rukluyildizin kabaca 75 yilda bir gériindiigiini tespit etmigti: 1456, 1531, 1606 ve
1682. Dolayisiyla 1758'de (6limiinden gok sonra) yeniden goriinecegi tahminini
yaparak hakh gikmuigti. Hala her 75 yilda bir goriinen bu kuyrukluyildiza Halley
Kuyrukluyildiz: ad1 verilmigtir.

Newton'un ilk yasasi, hareket hilindeki bir cismin, onu durduracak ya da y6niinii
degistirecek bir kuvvet devreye girmedikge bu hareketine sonsuza dek diiz bir hat
tizerinde devam edecegini soyler. Bu ifade bagta gok sagirtic1 gelebilir, giinkii ne de
olsa golf toplari sonsuza dek, gezegenlerse diiz bir izgide hareket etmiyor. iki du-
rumda da sebep, cisimler iizerinde etkili olan harici kuvvetlerin var olmasidir. Golf
topu ornegindeki harici giigler, yer gekimi, hava akimi direnci (top havada siiziliir-
ken) veyereindiginde maruz kaldig siirtiinme kuvvetidir. Gezegen 6rnegindeyse bu

gizli giic Giines'in kiitlegekim giictdiir.

Newton'un ikinci yasastysa bir cisme uygulanan kuvvet, onun momentumunun

(devinim kuvvetinin) degisim oranina esittir:

F d(m)
= —(mv
dt

dy dfnin degisim oranini, 7'nin ise (7 cismin kiitlesi, v ise hlZldlI‘) momentumu
ifade eder.Cogu uygulamada nesnenin kiitlesi sabittir. Dolaylslyh Newton'un ikinci
yasasi su sekle biiriiniir: F=m.a Yani kuvvet esittir kiitle garp1 ivme.

Bu bugiin her yeni baglayan fizik 6grencisinin bile bildigi bir formiildiir.

Newton'un iigiincii yasasina goreyse her etki, kendine denk bir tepki dogurur. Bu
yasaya fizikgiler tarafindan diger iki yasaya gore daha az bagvurulur. Fakat roketlerin
caligma prensibi bu yasa sayesinde agiklanir. Roketin iticilerinin roket agzindaki et-

kisi bir tepki meydana getirir. Bu tepki de roketin aksi yonde hizlanmasidir.

Bu yasalarin tigii de harici kuvvetlerin kat: cisimlerin hareketlerine olan etkilerini
agiklar. Ote yandan Newton'un kiitlegekim yasasi tek bir kuvvetle ilgilenir. Birinin
kiitlesi M, digerinin kiitlesi ise . olan iki cisim arasindaki kiitlesel ¢ekim su sekilde
ifade edilir: ;

-GMm *
r

r2

F=
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Paydadaki 2 kiitlegekim kuvvetinin, gezegenin glinege olan uzakligiyla ters oran-
tili olarak artip azaldiginin gostergesidir. (Denklemin bu kismini Hooke, Wren ve

Huygens de ayn: gekilde tahmin ediyordu.)

Eksi igaretive r2 vektori (sapkali r diye okunur) kuvvetin yoniiniin ginege dogru
oldugunu gosterir. Diger bir deyisle Kepler ve Descartes yanilmigtir. Gezegenleri
yoringeleri Gstiinde ileri iten bir gli¢ bulunmamaktadir. Sadece vektorel olarak belli
bir kenara (o kenar da Giineg'in tarafina dogru oluyor) dogru iten kuvvet s6z konu-

sudur.

Newton'un en 6zgiin bagarisi, Kalkiilis'i kullanarak” Ug Hareket Yasasi'mi kiit-
lecekim Yasasi'yla harmanlayip gezegenlerin yoriingelerini ortaya koyan bir formil
meydana getirmesidir. Newton fizige dair ongorileri ve matematiksel araglari kul-
lanmasiyla gok cisimlerinin hareketini idrak etmede ve sonucunda onlar1 gézlem-
lemekten Gteye gitmemizi saglayan, roket ve uzay araglar tasarlamamiza izin veren
yeni bir ¢ag agmugtur.

Newton'un Principia'da kasitl olarak Kalkiiliis kullanmadig1 ve kanitlarit Oklid’in geometri te-
rimleriyle yeniden olugturdugu sik¢a iddia edilmektedir. Eserinde Kalkilisti rakam ve igaret siste-
mini kuflanmadig1 dogru olsa da ¢ahgmalarindaki fzkirlerin tamami Kalkiilis'ten éte gelmekeedir.
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12
harikulade bir kasif

euler teoremi

1988 senesinde Mathematical Intelligencer dergisi matematik tarihinin en giizel
denklemini bulmak igin bir anket diizenledi. Inanilmaz bir sekilde ilk bese giren
denklemlerin d6rdi aymi kisiye aitti: Leonhard Euler’e. Daha da inanilmaz, listeye
bunlar disinda yarim diizine daha Euler denklemi girmisti. Euler hayat: boyunca
800 makale ile 50 kitap ve bir hatirat kaleme almugtir. Hayatinin son 17 yilin1 gegir-
digi St. Petersburg'daki Bilim Akademisi onun galigmalari sayesinde ayakta durdu ve

oliminden sonra tam 50 y1l boyunca Euler'in mukalelerini yayimlamaya devam etti!

Lconhard Euler 1707 yilinda Isvigre'nin Basel sehrinde dogmus ve 20 yagindan
sonra Basel'e adimini atmamig bile olsa hayati boyunca gehrinin ve ilkesinin en
biiyiik gurur kaynags olmugtur. Matematigin artik sadece akademisyenlik degil uz-
manlik alani oldugu dénemde yagadig1 igin nispeten sansliyd:. 1660’ta Ingiliz Krali-
yet Dernegi, kisa bir siire sonra 1666'da Fransiz Bilim Akademisi kapilarini agmig-
t1. Gottfried Wilhelm Leibniz 1700'de Fransa'dan dondiikten sonra Prusya Bilim
Akademisini kurmak igin Kral 1. Fredericki ikna etmigti. 1720’lerin Rusya Car L.
Peter baginda St. Petersburg'da yeni bir baskent inga ederken hiikiimdarligs i¢in bir
bilim akademisi kurmak sart olmustu. Monarsi yonetimleri, tilkelerin altyapisini ve
askeri maharetini giiglendirmede matematikgiler ve bilim adamlarinin 6nemli rol

oynadigini yavagtan idrak etmeye baglamugt1.

1724’te Car I. Peter, Rus Bilim Akademisini kurarak birkag yabanci bilim adami-

ni gigegi burnunda bagkentine taginmalari icin davet etti, O dénemde Isvigrede ma-
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e =2.718281828459045... sayis| logaritma fonksiy-
onunun temeli olup n sayisindan sonra matematikte
en sk bagvurulan ikinci sabittir. i = V-1 rakami sanal
say! birimini ifade eder. Cos ve sin kisaltmalart ise
siraslyla kosinUs ve sinus fonksiyonlarini belirtir.

tematikgiler igin firsatlar kisitli oldugundan Euler de bu firsati tepmemisti. 1727'den
1741% kadar olan Rusya'daki ilk dénemindc Euler’in nam1 tiim Avrupada alip yi-
rimiigti. 1735 yilinda daha 6nce kimsenin bagaramadig: geyi yapmigs ve goriiniigte
basit duran sonsuz bir toplamin sonucunu bularak matematik diinyasin1 gagkina ug-

ratmigti.

1 1 1
1+ ? + ? + F + ...
sonsuz toplaminin,

P
~— oldugunu hesaplamgt:.

Euler'in bu hipotezi George Pélya tarafindan 1954 yilinda yayimlanan Mathema-
tics and Plausible Reasoning, 1. Kisim'da ustaca agiklanmugtir. Trigonometri ve sonsuz
seriler hakkinda bilgi sahibi olan okuyucularimsz bunun bir matematik dahisinin
(hem Euler, hem de Pélyanin) diigiince tarzini en gizel yansitan eser oldugunu iyi
bilir.

Euler zaferden zafere kogmaya devam ediyordu. Mechanica adli eserini 1736 y1-
linda yaymlamis ve makine bilimini Oklid Geometrisinin tekelinden gekip gikar-

migt1. Newton bile garip bir sekilde kendi teorisini Oklid dilinde yapmus, sonrasin-
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da Kalkiilis dilinde gok daha elverisli versiyonuyla yeniden ifade etmigti. 1738'de
Grand Prix de Paris (Paris Biiyik Odiili) yangmasin ilk kez kazandi.” Bu dénemde
Euler, bugiin biitin matematikgilerin kullandig: gosterim gekillerini kazandird:.
Dogal logaritmalarin temelini olugturan e sayisi, sanal sayisi ifade eden 7 gosterimi
ve fonksiyon igin f{x) gdsterimi onun eseridir.

Ne yazik ki Imparatorige Anna 1740ta 6ldiikten sonra Car Petcr'in, Avrupa'ya
bir pencere agilmasini saglamalari igin davet ettigi yabana
bilim adamlarina kars: Glkede sert bir tepki dogdu. Euler

durumun iyice iginden gikilmaz bir hal aldigim gériince RESIM: Isvigreli bilm
adami Euler'in el
yordamuyla renklendirilmig
misine katilma davetini kabul etti. gravirl. 1770.

Prusya imparatoru 11. Frederick’in Berlindeki bilim akade-

St. Petersburg’daki Euler'e gelecek vadeden bilim adami
dersek, Berlin'deki Euler igin kariyerinin zirvesinde olgun
bir bilim adami demeliyiz. Diger icraatlarinin yaninda Fermat'in say: teorisini yeni-
den ele almig ve Fermat'in kanitladigini iddia ettigi seylerin hepsini yeniden kamt-
lamigtir (Tabii Son Teorem’i harig).

Newton'un hareket yasalarim akigkanlara uygulama Gzerine ¢aligmig ve buradan
giinimizde “Euler Akigkanlar Dinamigi” olarak bilinen denklemleri ortaya gikar-
mugtir. Kalkiliisten donanma bilimine genis yelpazede kitaplar yayimlamigtir. Ve

glinimize de ulagmg astrofizik muammalar: izerinde ¢ahigmgtir.

Euler, Berlin'de bagarida zirve yapmug olsa da o dénemdeki igverenini memnun
etmeyi bagaramamugtir. Ruhsal durumu degisken Kral II. Frederick gésterige ve
ozellikle Fransiz kiltiiriine ¢ok digkiin oldugu igin renksiz ve heyecansiz gordigi
Isvigreli matematikgiye hig katlanamiyordu. Euler'i ige yarar bulsa da onu bir Dorik
stitunu gibi gosteris yoksunu buldugunu soylemekten gekinmiyordu. Bagka bir me-
selede, Voltaire'e sunlar1 yazmigts: “Matematigin Kiklop’unu™ bagrimizda tagiyoruz.”
Bu séziiyle Euler'in sag géziiniin gori yetenegini kaybettigini alayc bir gekilde dile
getirmigti.

Yiizyili agkin bir siire boyunca bir matematikginin alabilecegi en biiyiik 6diil bilim akademileri
tarafindan diizenlenen belirli bir konu lizerine yapslan uluslararas: yarigmalara aitti. Euler de ilk
6diilinii 1738'de atesin dogas: konusuyla diizenlenen yarigmada aldi ve sonrasinda tam 11 6diil
daha kazand:. Tabii ki bu bir rekordu.

Yunan mitolojisinde ahinlarinin ortasinda tek gozleri bulunan devler. Uraniis ve Gaia’nin yani
“Gék ve Toprak™in gocuklandir.
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Euler, Berlin Akademi-
M E T H O D U S si’'nin bagkam olmaya can atsa
INVENIEND!/

LINEAS CURVAS da II. Frederick hijk(.i.mdaf-
Marimi Minimi icwmte gaud liginda bu pek mimkiin go-

SIVE
SOLUTIO

PROBLEMATIS ISOPERIMETRICI -
LATISSINO SENSU ACCEPTL I1. Catherine’den aldig: davetle

rinmemekteydi. Bu sebepten

1776'da Rusya Imparatorigesi

4UCTORE Rusya’ya geri donmeyi kabul
LEONHARDO EULERO, etti.
Profeffore Regio» ¢S fadmia lu,a'i‘.[ﬁ Scientin-

ras PETROPOLITANA SO0,

1771 yihinda basansiz bir
katarakt ameliyat1 gegirerek sol
gozini kaybetme tehlikesiyle
burun buruna gelen Euler, ha-
yatinin son doénemlerinde bile

caliymalarinda hi¢ hiz kesme-

migti. I¢ siyasetteki karigiklik

Appd MARCUN-MICRABLEX BOoUsQUERT & Sodas scbcbiylc St. Pctcrsburg Bilim

¥DCCXLIV

Akademisi'nden de peyderpey
elini gekmeye baglamigti. Ne
var ki Euler’in 6mriiniin son senesi olan 1783'te Prenses Ekaterina Dashkova Akade-
mi’'nin bagkanligim devralmis ve goreve Euler’le birlikte baglamak igin 1srar etmigtir.
Bir ara yanindaki koltugun doldugunu fark ettiginde sunu kaleme almigtir: “Ben de
Bay Euler’e kendisine nereyi uygun goriiyorsa oraya oturmasim soyledim. Ciinki o
nereye oturursa otursun, orasi en 6nde olacaktir.” Euler sonunda kiymetinin bilindigi

bir yer bulmustu.

200 y1l gecmesine ragmen matematikciler hili onun kiy-
ynges & § y RESIM: Leonhard Eulerin

metini bilmektedir. Dilerseniz Mathematical Intelligencer 1744 tarininde degiskenlerin
okurlarinin oylariyla, tim zamanlarn en giizel denklemi an- kakuilst Gzerine yazdid
g - i . )= Methodus Inveniendi Lineas
ketinde ilk S'e soktugu d6rt Euler denklemine bir goz atalim. Curvas adi eserininilk
basiminin bag sayfasi

e +1=0(yadae=-1)

Matematik tarihinin en paradoksal ifadesi oldugu kesindir. Matematigin en te-
mel 5 sabitini (0, 2, m, e ve i) i¢inde barindirdif goziiyle bakildig icin genelde sol-
daki gosterim kullanilir.

Simdi “tarihin en giizel denklemi” ifadesiyle tam olarak ne kastedildigini agikla-

yahm. Muhtemelen kalkilisteki en 6nemli fonksiyon iistel fonksiyondur. (Exp(x))
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Ciinki kendisinin hem tiirevi hem de integrali olan tek fonksiyon olma ézelligine
sahiptir. Ustel fonksiyon ismi ok yerindedirzira fonksiyonun degeri her zaman exp

(1) fonksiyonunun tstel degerine esittir. S6yle ki ,
exp(2) = (exp 1)?,
exp(3) = (exp 1)* vb.

Yerden kir etmek igin , Euler’in yapug: gibi biitiin exp(Z/lere e diyoruz. O hilde
ortaya ¢ikan ¢* (¢'nin 1 kadar kendisiyle ¢arpilmasi. Artik ne demekse!) exp(7r) olarak
tammlanabilir. Ciinkii exp(x) Kalkiiliste gegerli bir fonksiyon ve ancak kalkiiliisle

¢oziilebilir. Buradan da exp(7)in 23.1406... oldugunu hesaplayabiliyoruz.

Peki ama bir say1y1 sanal bir tsle géstermek ne demektir? 23’i ya da bagka bir
sayiyr kadar kendisiyle garpmak ne demektir? Iste matematigin zivanadan giktig
nokta burasidir.

Burada da piif nokta sayisal olarak degil fonksiyon tabanli diigiinmektedir. Euler
exp(x)1 sonsuz toplam olarak yazmanin bir yolunu bulmugtu. Bu denklemle birlikte,
# =-1,7 = —i, i* = 1 esitliklerini unutmamak sartiyla, Euler igin x yerine ix koymak
ok basit bir hal almugt1.

1 1 4

1
exp(ix) =1+ix B o A
2 6 24

Ve 71 terimleri, /’siz terimlerden ayirdiktan sonra Euler birden kalkilisiin en

6nemli 3. ve 4. fonksiyonuna rast gelmisti.
exp(ix)=cos(x)+i sin(x)

Euler’in 6nem addettigi formiil buydu. Ilk kez 1748'de kendi kalkiiliis ders kita-
binda kullanmigtir. Ne o kitapta ne de bagka yerde, kendi adinin bag harfiyle gés-
terilen ¢™ = -1 formiiliini kullanmamigtir. Euler kalkiiliisiin rakam degil fonksiyon
isi oldugunu kavrayabilen insanlardandi. Yine de x=1 dedigimiz anda bu formiilin

rakamsal hiline de ulagabiliyoruz. $6yle ki; e = exp(in )=cos(n)+i sin(n )= -1 + Oi=—1

Elbette ki herkesin giizellik anlayis1 farkhdir. Mathematical Intelligencer okuyu-
culan1 iginde matematigin en temel 5 sabitini barindirdigs igin formiilin rakamsal
halini segmigti. Aramzdan birileri de kalkiiliisiin en 6nemli ve ytzyillardir kullani-
lan tig fonksiyonunu barindirdig igin exp, cos ve sin’li halinin daha giizel oldugunu
soyleyebilir. Hem bu hali anlagilmas: zor bagka bir denklemin anlamini da agiklik
getirmektedir: #" = —1. Elbette ki daha sade olup matematigi daha anlagihr kilan

formiiller, kafa karigtirici olanlardan daha makuldiir.
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V—E + F=2. Derginin anketinde ikinci sirada
yer alansa bu zarif formiildii. Harfler herhangi bir
gokyiizliiniin kose (V), kenar (E) ve yiiz (F) say:-
sint ifade etmektedir. Ornegin bir kiipiin 8 kosesi,
12 kenarn ve 6 yiizii vardir. 8 — 12 + 6 = 2. Me-
gersc bu Euler'in farkina varmadig: bir istisnast
varmig. Ornegin halka seklindeki cokyiizliilerde
V - E + Fdenklemi 2'ye degil 0'a esit oluyordu. Bu
denklemin matematikte topoloji denen ve 20.
yiizyilda filizlenecek yeni bir dalin dogusuna
sebep olacag: sonradan anlagilacakti. V- E +

Fdenklemi artik Euler Belirtkeni olarak bilin- ~ G#im: Bir kipin 8 koges, 12 kenarive
6 ylzli vardr.

mektedir. Bu 2 boyutlu diizlemleri birbirinden

ayirmada kullamlan “topolojik degismez"dir. Kiire yiizeyler her zaman Euler Belirt-
keni 2'ye, halka sekilli yiizeyler Euler Belirtkeni 0a, qubuk kraker sekilli ylizeyler ise
Euler Belirtkeni -4’e sahiptir.

Asal sayilarin sonsuzlugu. Bu Oklid’e atfedilen bir antik ¢ag kesfi olsa da Euler
bambagka bir sey kanitlamgt1. Ve bunu yaparken dogal olarak ¢ok sevdigi fonksiyon
ve sonsuz seriler kavramlarini kullanmigti. Bu formiil zeta fonksiyonunu da ihtiva
etmekteydi. Oyle ki, g(x) =1+ 1/2%+ 1/3*+ 1/d*+ ...

Euler ayrica bu sonsuz toplamin Euler ¢arpimina esit oldugunu gosterdi.

T

Paydadaki ¢arpan biitiin asal sayilardan devam etmektedir. (2, 3, 5, 7, 11...) Say1

)=

kuramcilarina gére Euler ¢arpami muhtemelen kesfedilmis en 6nemli formiildiir.
Asal sayilarin dagilimi hakkinda bildigimiz ¢ogu seyi sonradan burada da deginece-
gimiz Zeta Fonksiyonu sayesinde 6grendik.

Basel Problemi. Listede 5. Sirada kendine yer bulan dérdiincii Euler denklemi

yerini su esitlikle saglamlagtirmigtir:

Tisnalbr.l 2
l+—4—+—+.. =—
4 9 16 6
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Esitligin sol tarafinin ¢ (2) fonksiyonu oldugu dikkatli okuyucularimizin goziin-
den kagmamistir ve hatta Euler’in zeta fonksiyonu ¢arpaninin bu formiille bir ala-
kas1 olup olmadigin1 merak edecektir. Eger yamlmiyorsam cevap hayir. Euler aslinda
o carpani zeta fonksiyonundan degil, siniis fonksiyonunun sonsuz garpim gosteri-

minden tiiretmigti.

Intelligencer dergisinin bu listesinin sadece matematige dair olma egiliminden et-
kilenmis olmas: mimkiindii. Ciinkii listeye matematik disi uygulamalara dair bir
formiil girmemisti. Ne var ki Euler hepsini becerebildigi i¢in onun baz: denklemle-
rine yazik olmustu. Oyle ki Akiskanlar Mekaniginin ilk teoremini ortaya atan oydu.
Elastik gubuklarin biikiliimii Gzerine ¢aligmists. Hatta gemi direklerinin en elverisli
yerlesimin nasil olabilecegi ile dahi ilgilenmisti. (Bu o dénemin kanayan bir yarasty-
d1) Onun, kendi ahengi igin yapilan matematikle uygulamadaki bir sorunu ¢6zen

matematik arasinda ayrim yapmadigini séylemek yanlig olmazdi.

Son olarak, matematik tarihgisi Jeremy Gray’in de belirttigi gibi Euler'in mate-
matige yaptigi en 6nemli katk: kesinlikle denklemleri degildi. Ikinci Kisim'da ma-
tematikgilerin o ya da su sebepten sirlarini paylasmaya goniilsiiz davranmas: sonucu
dogan ihtilaflardan ve bunun baz siiregleri sekteye ugrattigindan bahsettik. Oyle ki
del Ferro, Tartaglia, Galileo, Fermat ve Newton'un en 6nemli ortak 6zelligi buydu.
Ne var ki Euler bu konuda bariz bir istisna tegkil etmigti. Ne bulduysa yayimlady;
Gerektiginde kenara gekildi, bagkalarinin hakkin: teslim etti; Gereginden bol ve dii-
zenli makaleler yazdi. Davramslariyla iyi bir 6rnek oldu ve matematigin bugiinki
hiline evrilmesine, yani sahislarin miilkiyetinden gikip herkese agik bir meslek hali-

ne gelmesine en biiyiik katkiy: o sundu. (Baz: talihsiz ve olagandisi istisnalar harig.)
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sehrine dusecek olursa Broombridge Road otobustne binip Royal Ca-
nal'dainin. Belki fark etmeyeceksiniz ama tarihteki en Unlii matematiksel
duvar yazisinin yanina gelmis olacaksiniz.

Sokak seviyesinde bufunan ve yolun ismini aldigi tag kdpri ok kiguk ve
tam olarak tarif edilemez tirden. Eger kanal seviyesine iner ve képrunin
bati ucuna dogru ilerlerseniz yeni ve sprey boyayla yazilan duvar yazila-
riyla birlikte bir yerde su yaziyi géreceksiniz:

“16 Ekim 1843'te Sor William Rowan Hamilton bu képriden gegerken
dérdey garpimin temel formulunu kesfetmis ve bu kdprinun tasina yaz-
misti: 2 =2 =k? = jk=-1"

Aclkgasi bu yazily oraya Sir William Rowan'in yazip yazmadigini hi¢ kimse
bilmiyor. Hikayenin kaynadiysa onun uzun yillar sonra oglu Archibald'a
yazdid bir mektuptu ve her aile hikayesi gibi bu da abartiyfa suslenmis
olabilirdi. Yine de Hamilton'in en buyUk bagarisi addettigi dérdey ¢arpi-
mini bulmasindan heyecan duymadidi soylenemezdi.

Ortaya koydugu eser karsisinda o kadar kendini kaybetmisti ki kalan ha-
yatint kendini bir yere kapatip bu denklemler tzerinde ¢alismaya adad..
Ustiinden ylizyldan uzun bir siire gegtikten sonra anlagildi ki bu kesif
Hamitton'in tahmin edebileceginden daha derin manada matematikte
bir ddnum noktasi niteligindeydi.

Sadece tek bir kiginin hayal glicinden ttremis bu denklemier yeni ne-
sil cebirin ik érnekleriydi. Bu adim, diger matematikgilerin neredeyse
ayn anda kesféttigi yeni geometri ve fonksiyonlarla birlesince buttn
matematikciler geleneksel yapidan ve o geleneksel yapinin duvarlarin-
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dan kurtularak &zgir kalmistt. ilk kez gergek diinyanin disina gkma
cesaretini gosterme firsati bulmuslardi. TUm dinyalari aragtirmak
artik ellerindeydi.

19. yuzyidan dnce sadece bir cebir ve bir geometri vard.. Mate-
matikgilerin akina bagka bir sey kesfetmeye yeltenmek bile gel-
memigti. Sayl kavraminin, énce irrasyonel ardindan da sifir ve
negatifin, en sonunda da sanal sayilarin kesfiyle asirlar boyunca
surekli gelistiginin farkindayiz fakat bu ilavelerin bile literatire anca
nahos bir rekabet ortamindan sonra zar zor eklendigini de biliyo-
ruz. Bu gelismeler sadece kaginiimaz olduklari igin kabul gérduler.
Benzer gekide kalkillis de devrimsel bir gelismeydi lakin iginde
yeni geometriyi barindirmiyordu. Newton'un uzay gérist Oklid'in
tipatip aynisiyd.

iste tim bunlar 19. asirda degisti. Bu dis diinya matematiginde
devrimlerie dolu bir dénemdi. Fransiz devriminin patlak vermesiyle
Avrupali toplumlar eski siyasi yapi derisini degdistirerek yeni bir deri
olusturmaya baslamigti. Ayni sekilde matematikgiler de astrlardir
kullandiklars aksiyomlarta gelisecek yeni yapilar denemeye basla-
misti. Oyle ki bu, Mary Shelley gibiyazarlara, bilim adamlarinin tan-
ny! oynamasinin tehlikelerini mecazi yollarla anlatan “Frankenstein
- Modern Prometheus” gibi romanlar yazdiran bir dénemdi. Ortaya
¢ikardiklari eserler canli kanl olmasa da bu dénemin tanryi oyna-
yanlari matematikgiler oimustu.

Hamilton bu gelismeden o6turt teessuf duyard. Sosyal yénden
muhafazakardi ve aglik geken, ayaklar altinda ezilen irlanda’daki bir
ingiliz Kraliyet destekgisiydi. Kendisi yeni bir cebir meydana getir-
mek icin degil, Oklid uzayin anlamak igin dérdey islemi kesfetmisti.
Zaten devrimler de geneicie yaptiklarinin etkisi hakkinda fikir sahibi
olmayan insanlar tarafindan baslatilirdi.

YAYILMA CAG| DENKLEMLER
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13
karsinizdaki yeni cebir
hamilton ve dordeyleri

1806’'da dogan William Rowan Hamilton 10 yaginda kadar Ibranice, Yunanca, La-
tince bagta olmak tzere biitiin Avrupa dillerine hakim olmus, tabiri caizse bir hari-
ka ¢ocuktu. Hamilton hayat: boyunca hevesle amatér sairlik yapmis ve Ingiliz Sair
William Wordsworth ile yakin bir dostluk kurmustur. Kendisine diinyaya sairden
ziyade bilim adami olarak daha ¢ok katki sunacagin: kibar yoldan ve mantigin ge-

rektirdigi sekilde izah eden de Wordsworth'tur.

1827'de, daha iiniversiteden bile mezun olmamasina ragmen Hamilton Irlanda
Kraliyet Astronomu olarak gérevlendirilmigtir. Bu gorev astronomiye olan ilgisin-
den ok optik iizerine ¢alismasiyla alakaliydi. Daha 6grenciliginde optikle ilgili ma-
kaleler yayimlamigs ve 5 yil sonrasinda konik gekilli kirilma kegfiyle biyiik yank:
uyandirmugts. Cift kirslmali olarak adlandirilan kristaller bir stk hiizmesini iki 151k
huzmesine ayirabiliyordu. Hamilton hiizmenin gelig agisinin dik olmasi durumunda
sadece iki huzmenin dcgil, aym zamanda igi bog bir koni gekilli hizmenin de ortaya
¢ikacagmi kanitlamigti. Humphrey Lloyd bundan bir senc sonra bunu laboratuva-
rinda da gostermigti. Bu, fiziksel bir olgunun 6nce matematiksel formiillerle gosteri-
lip sonradan deneylerle kanitlanmasinin ilk 6rnegiydi. Bu atilimdan sonra Hamilton

artik harika gocukluktan Biyiik Britanya’nin bilim kahramanligina terfi etmigti.
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WIRIT N = SOy v
£= =y <+ —/é_. /

i,j ve k sanal birimleri temsil eder. Bu birimlerin katlar
gergek saylara eklenerek dordeyleri olustururlar. Yani
a+bi+ ¢j+ dk. Yukandaki carpim kurali ise essiz bir
sekilde herhangi iki dordeyin garpimini tanimlayacak-
tir. Hatta biraz daha eforla katsayisini bile.

Hamilton'in diger biiyiik kesfi dordey islemlerin, gok daha geriye giden ve bir o
kadar tuhaf bir hikayesi bulunmakta. 1830’lu yillarda Hamilton tglii sayilar: birlikte
carpma yolu aramaya koyulmugtu. Zaten o dénemlerde ¢iftli ya da karmagik sayila-
rin garpimlarinin sadece miimkiin oldugu degil, matematik igin olmazsa olmazhg:
da goktan kamitlanmugts. (@ + 6i) ve (¢ + di) cebir kurallar1 ve mucizevi 6zdeslik 2= 7

ile rahatlikla birbirleriyle carpiliyor ve birbirlerine boliinebiliyordu.

(a+ bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi* = (ac - bd) + (bc + ad)i

1 (a-b)
(a+bi) (a®+b?)

Fakat tiglii sayilarin ¢arpimu igin bagka bir motivasyon s6z konusuydu. Hamilton
karmagik say1 garpimlarinin cebirscl kékenlerinden bagimsiz olarak geometrik bir
anlami da oldugunu biliyordu. Ornegin bir degerin i ile cebirsel garpiminin, aym
degeri “saat yoniiniin tersine dogru 90 derece dondiirme” geometrik islemiyle aym
oldugunun farkindaydi. Daha genel ifadeyle, bir degerin (a + i) ile carpilmasi hem
hitytimesine hem de dénmesine sebebiyet verir. Aslinda bu agiklama karmagik sa-

yilar tzerindeki gizem bulutlarim bityiik oranda kaldirmaya yetmektedir. Bazilari-
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miz karesinin -1 oldugu

bir say1y1 hayal etmckte
zorlanabiliriz. Fakat her-
kes ayni yone iki adet 90
derecelik dontgin 180
derecelik dontige denk
digtigini bilir. Bunun
yaninda bu tamm, kar-
magik sayilarin ¢arpim-
larinin tersinirligini de

(geri almayr) agikliga

kavugturur. Yapilan bir
“72 derecelik saat yonintn tersi hareketi” geri almak i¢in 72 derece saat yoniinde
dondirme iglemi yapmak yeterli gelecektir. Bir degeri %150 artirmig olmanin tersi-
niri ise ortaya gikan degeri %67 geriye ¢ekmek, digirmektir.

Ne yazik ki karmagik sayilar bir ugagin hareketini agik-

layacak yeterlilikte dcgildir. 2 boyutlu fotograflar: islemede FOTOGRAF: Hamiton'un

muazzam ige yarasalar da 3 boyutlu gergeklik karsisinda dordey iglemleri anisina
Dublin‘'deki Brougham

¢ksik kalmaktadirlar. Hamilton en az 2 boyutlu karmagik Koprisiine takilan tabela

say1 cebiri kadar gigli bir 3 boyutlu cebirin var olduguna =

inaniyordu. Ne var ki 1843'e kadar bir agamay: bir tirli

gegememigti. Geminin batakliga saplandigt yer hep bélme islemi oluyordu. Uglia
dcgerlerin ¢arpimlarini hangi y6ntemle tanimlarsa tanimlasin bélme iglemini ta-
mmlayamiyordu.

Ve sonra Hamilton’in Brougham Képrisi'nden gegtigi giin gelip catmigti. Yaptigi
hesaplar onu irticalen bu noktaya getiriyor olsa da aniden, isleme dordinci bir ha-

nenin eklenmesinin hem ¢arpmay1 hem de bélmcyi miimkin kildigini fark etmisti.

Ve Hamilton varsayimini olugturmustu: 7, jve £ ile gosterilen Gg sanal birim olsun.

Veonlara agagidaki kurallara gore carpim uygulanmag olsun.

i2=j2=k2=_]
i = = ji = k, jk = ~kj = i ki = ik = j

Bu sekilde, (a + 6 + ¢j + d&) ve (w + xi + yj + z&) gibi iki dérdeyi normal ce-

bir kurallariyla toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme iglemine tabi tutabilir duru-
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ma geliniyordu. Tabii ki bolme gene en zorlu iglem olarak 6ne gikiyordu. Megerse
Yo+ bi v + any degeri la=dt =5~ ‘”‘)/(”z + 8+ 2+ 2 degerine esitti. Bunu iki tarafi da
(a + b1 + ¢j + Ak) ile carparak siz de gorebilirsiniz. Bunu yaparken ¢, jve 4 sanal birim-

lerin ne anlama geldigini diigiinmeyin, sadece bildiginiz carpmay1 yapin ve gériin.

BOYLE ART NIYETLI, tann roliine biiriinen bir hareket matematik alanin-
da daha 6nce hig gériilmemigti. Herhangi bir hata bulamamis olsalar dahi bundan
Hamilton’in meslektaglarinin bile dii kopmugtu. Arkadagi John Graves bu konuyla
alakali olarak: “Sistemde hald agzimi agik birakabilecck diizeyde eyler varmus,” gibi
bir yorumda bulunmug, “Keyfc keder bazi hayal triini sistemler icat edip onlara
dogaiistii giigler addetmek konusunda hentiz net bir gérige sahip degilim,” diye ek-
lemigti.

Hamilton kalan 22 yillik 6mriini toplumu dérdeylerin 6nemine ikna etmeye
caligarak gecirdi. Konuyla ilgili 700 sayfalik bir kitap yazd: fakat bunun da anla-
silmasinin zor olduguna kanaat getirerek 6grencilere yonelik, daha kisa el kitaplar1
olugturdu. Bu el kitaplarinin toplami 800 sayfaya ulagmus fakat 6ldiigiinde héld ta-

mamlanmamugt1,

Ne var ki dérdeyler, birkag sebepten dolayt bir tiirlii géze girememisti. Bir tane-
si Hamilton’in 3 boyutlu uzay ccbiri gelistirme ¢abalariydi. Hadi onu gegtik, dort
uzayh ccbir ne anlama geliyordu? Hamilton dérdiinci boyutun zamani temsil ede-
bilecegini iddia etti.” Bu iddiasiyla uzay ve zamam birlegtirerek tek bir “uzay-zaman
evreni” olugturan ilk bilim adami oluvermisti. Fakat ne yazik ki fizik heniiz bu kav-
rami igsellestirebilecek olgunluga erismemisti ve bunun igin 20. asirda dogacak olan
Albert Einstein’in beklenmesi icap etmekteydi.

Diger bir sebepse Ingiliz Oliver Heaviside ve Amerikali Josiah Willard Gibbs'in
1870’te vektor ¢oziimlemesini (yoneysel ¢oziimleme) geligtirmis olmasiydi. Heavi-
side ve Gibbs hayali niceliklerden tamamen vazgegmis, uzaydaki diizlemine gore
her noktaya a, & ve ¢ harflerini atayarak onlara vektor adin1 vermigti. Tek ¢arpim
yerine i¢ carpim ve ¢apraz ¢arpim olmak tizere iki farkh vektorel ¢arpim tanimlan-
muglardi. Higbiri tersinir degildi ve hatta iki vektoriin i¢ ¢arpimi vektor bile degil,
reel bir sayrydi. Bu yontem zarafetteki eksikligini uygulamada sagladigy kolaylikla

telafi etmekteydi. Dogal olarak dénemin fizik ve mithendislik problemleriyle birebir

Bu Hamilton'in dérdey islem kuralindaki muazzam bir ironidir, §6yle ki zaman reel bir diizlem-
ken 3 boyutlu uzay (i, ve &) sanal dizlemlerdir. (Ornegin a sayis1 a + 4i + g + dk olarak itade
edilebilir) Yani bu tanimda gergck diinya ilc sanal diinya ig ige girmis oluyordu.



uyugan bir ¢6zlim yontemi haline geldi. Vektor ¢oziimleyiciler ile dordeyciler arasin-
da 1890da dogan bir dizi zitlagmadan ¢ézimleyiciler galip ¢ikmigts. Tipik 6rnekse
William Thomson ve Lord Kelvin'in 1892'de yaptig1 su igneleyici yorum olmustu:
“Dordcyler, Hamilton onlar Gizerinde ok uzun ve siki bir gekilde ¢aligtiktan sonra
ortaya giktr. Goz ahar giizellikte olsalar da Clerk Maxwell gibi onlara 6yle ya da
boyle temas eden hig kimse bir daha iflah olmadi.” $u an higbir tiniversite fizik kita-

binda dérdeylere rastlayamazsimz.

Coziimleyicilerin kazanmasinin bir sebebi dc ne Hamilton’un ne de dordey islem
savunucularimin dérdeyin ne manaya geldigini tam anlamiyla bilmemesi ve bunun
sonucunda onu yanli§ yerde kullanmasiydi. Karmagik sayilarin bir ugaktaki genleg-
me, dénme vb. geometrik iglemleri temsil etmesi gibi dérdeyler de uzaydaki gen-
lesme, donme vb. hareketleri temsil cdiyordu. Dolaysiyla onlar vektor degillerdi.

Vektor donmelerden etkilenen bir kavramken dérdeyler dénmenin ta kendisiydi.

HAMILTON DA BU FARKA HIC VAKIF OLAMAMISTI. Bunlan vcktorler-
den ayirma isi, bu tip degerlere “spinér” ismini veren (4. kisimda deginilecck) 20.
ylizy1l matematikgisi Ellie Cartan’a kalmigtr. Hamilton’in kendisi onlarin 6nemini
tam olarak kavrayamadiysa da Cartan’in bulgulan onun dérdey igleme olan inancim
hakli ¢tkarmigti. Burada goz 6niinde tutulacak kilit nokta, 3 boyutlu uzayda finl finl
donen bir cismi matcmatiksel diiz.eyde temsil etmenin en iyi yolunun dordeyler ol-
dugudur. Buna fizikscl dinyamizin yapr taglan olan proton, nétron ve elektronlar da
dahildir. Tabii bu atom alt1 par¢aciklarin Hamilton déncminde esamesi bile okun-

muyordu. O gerekli matematigi neredeysc bir yiizyil erken kegfetmigti.

Fakat konuya baglarken degindigimiz gibi dordey islemlerin en hizh etkisi ken-
dini, matematikgileri bagka cebir tiirlerini digiinmede 6zgiir kilmasiyla géstermisti.
Ciinki bu yoéntem, cebirin daha 6nce hig sorgulanmamig bir kuralim ihlal etmektey-
di. O da komiitatif yani cebir gibi gegisli olmamasiydi. Soyle ki iki dordeyin garpi-
minin sonucy, islemde dordeylerin bulundugu yere gore degisir. Orncgin i = £ iken

Ji=-k sonucunu verir. Gegigsiz cebirin bilinen ilk 6rnegi igte budur.

Hamilton'un dostu Graves sonunda kafasindaki ikilemden kurtulup 8-6geli cebir
ya da diger adiyla oktonyon’u kesfetmigtir. Bunlar dérdeylerden tabiri caizse gok
daha miigkiilpesent islemler olup 3 adet 8-6gelinin ¢arpim sonucu, sadece islem sira-

sina degil, grup sirasina gére de degiskenlik gosterir. $6yle ki, 4, 4, ve creel, karmagik
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hatta dérdey sayilar olsun. Bu durumda; (44)c= a(4c) duru-

izIM: Bordeysel kirimalar mu ortaya gikar fakat 8 6geli sayilar olduklari zaman (a5)
ordey Uzaydaki bir Julia
knmesinden bilgisayar

rratindan tretimis olma durumu matematikgilerin daha idrak etmeden bile

¢ her daim a(4c)’ye esit olmamaktadir. Gruptan bagimsiz

varsaydiklar: bir 6zellikti ve Hamilton'un bunun igin bir

isim bulmasi gerekiyordu: Birlegme Kanunu. Oradan ba-
kinca sonraki adimin 16-6geli cebir olacag: akla gelebilir. Lakin boyutun her ikiye
katlanmasi, belli bagl seylerden fedakarhik etmcyi gerektiriyor. 2’'den 4'e gegiste ce-
birin gegisli olma ozelligini kaybettik. 4'ten 8’e gegiste birlesme 6zelligini kaybet-
tik. 8den 16'ya gecildiginde ise bolme islemi kaybedilmektedir. O noktadan sonra
Hamilton’un hiper-karmagik sayilar1 tanimlama programu yerle bir olmugtur ¢tinki

onun en bagta israrcioldugu sey bélme iglemiydi.

Bagka matematikgiler bu tarz takintilara sahip degildi. Aslinda baraj kapaklar: bir
kez agildi m1 her sey mimkiin hile gelerek 6niintize seriliveriyordu. 3 islem ile halka
ad1 verilen cebirsel bir yap: kurabilirsiniz. (toplama, gikarma, ¢arpma.) Aymi seyi
grup adi verilen iki islem ile de yapabilirsiniz. (toplama - ¢ikarma, ¢garpma - bélme.)
IHatta “tekge” (monoit) ad: verilen tek bir islemle dahi bir cebirsel yap: kurulabilir.
Bu kadar segenek zengini bir olgudan bahsederken sorulacak asil soru neyin mam-
kin oldugu degil, neyin dstinde caliymaya deger oldugudur. Yeni bir yaps, giiniimiize
kadar gelmis bir problemi ¢6zer mi? Peki buradan derin, iddial1 ve 6z itibariyla
wriizel bir teori gikar mi? Bu iki 6zellikte de st siralara oynayan yeni cebirsel yapilar

grup kavrami iginde degerlendirilir ve onlara burada daha sonra deginilecektir.
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14
iki yildiz kaydh...

grup kurami

1800’1 yillarin baginda matematik diinyas iki parlak zekasim gok geng yasta kay-
betti. Biri 26 yaginda bir Norvegli, digeri ise 20 yasinda bir Fransiz'd1. Niels Henrik
Abel ve Evariste Galois birbirlcrine sadece zamansiz élimleriyle bagl degillerdi.
Matematikteki en klasik sorulardan birine net bir cevap bulmak igin bir araya gel-
miglerdi: 3. derece denklemler igin Cardano formiiliiniin evrensel bir versiyonu mev-
cut mudur? (Ki bu soruya 2. Kisimda deginmistik.) Bu sorunun cevabini bulma

stirecinde matematikte, su an grup tcorisi dedigimiz yeni bir dal olugturmuglardi.

Abel 1802'de ilkenin din adamlarindan birinin oglu olarak diinyaya gelmisti.
Cocuklugu, Napolyon Savaglarinda bir nevi piyon iilke olan Norveg’in siyasi agidan
karigik doneminc rast gelmisti. 300 yillik gorece merhametli Danimarka hakimiyc-
tinden sonra Norveg 1814’te bagimsizhgim kazanmug, fakat aym sene parlamento-
lar Isveg Kralimi tanima karar: almistr. Abel'in iki kez parlamentoya segilmis babast
azinlikta kalan bagmmsizlik yanlis: goriiglerinden dolay: bir skandalin giinah kegisi
yapilmigti. Babasi 1820'de 6ldiikten sonra ayyas anncsi bir adamla kagarak onu terk
etmis, o ve kardcsleri sefalet iginde yagamustt.

Neysc ki 6gretmenleri Abel'daki matematik yetenegini fark ederck ona yol gos-
termigti. Universitcdcki 6grenim hayatini tamamladiktan sonra yeteneklerinin, ona
Norveg'te verilecck bir konumabile fazla gelecegi artik herkes tarafindan bilinmck-

teydi. Fakiiltesi, Avrupa’nin 6ncii matematik akademilerini ziyaret etmesi adina ona
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22(X/9) - 4,

Gal K/Q) Q rasyonel sayisindan alinan polinomun
Galois grubunutemsileder. S ise 5 cismin

120 olasi permitasyon grubunu ifade eder. Bir
polinomun galois grubu S, e esitse polinom 5
temel iglem olan {+, -, x, + ve n. dereceden kok
alma) ite ¢ozllemez demektir.

2 yillik burs verilmesi igin Isve¢ Kraly'ni ikna etmeyi basardi. Bu akademiler Al-
manya'nun Géttingen schrinde ve Paris'teydi. Abel''n 1825-1827 yillar arasini kap-
sayacak gezisi ¢ok clverigli bir ortamda bagladi. Almanya'da tanigtig1 ilk kigilerden
biri, Crelle Dergisi olarak bilinen, tam ad1 Journal of Pure and Applied Mathematics
(Teorik ve Uygulamali Matematik Dergisi) olan dergisini ¢ikarma hazirhg: igindeki
[.eopold August Crelle idi. Ne var ki Abel donemin bagi ¢eken matematikgileri olan
Almanya'daki Karl Friedrich Gauss ve Fransa'daki Augustin-Louis Cauchy ile Ad-
riecn-Marie Legendrc’yi etkileyememigti. 1826'daki Paris ziyaretinde Abcl cn 6nemli
gordiigh raporunu Paris Bilim Akademisi'ne gonderdi. Fakat Cauchy raporu ¢ek-
mecesindc unuttu ve o rapor 1841’e,yani Abel'in 6limiinden gok uzun yillar sonraya
dek giin yiziine ¢ikmadi.

Abel eve dondiigiinde makaleleri Cre/le Bergisinde yayimlanmaya baglamig ve
hizl1 bir bagar1 yakalamigti. Hem de Parisli matcmatikgileri agz1 agik birakacak ka-
dar. Bu sagkinligin sebepleri sirasiyla, makalelerin dinyanin Gera kégesinden bilin-
meyen bir matematik¢iden ¢ikmus olmasi; o matematikginin Paris’te bulunmasy; ve
onlara bagvurmasina ragmen kendilerinin sonradan makale olabilecek bu raporu

kaybetmis olmasiyd.

Sonrasinda Legendre ve 3 baska matematikgi Abel'a 6ziirlerini iletmis ve Tsveg

Kralina, ¢ahgmalar: ve yetenekleri dst dizey olan Mésyé Abel'in Christiania'da
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(bugtinkii Oslo) ona sunulacak degerininaltinda bir makamda harcanacaginive geng

yasta serpilmis bu yetencklere bir yol agilmasini rica ettikleri bir mektup yazmugtir.

Ne yazik ki Legendre ve digerlerinin, Abel'in hastaligina dair duydugu soylenti-
ler gergek gtkmigti. 1828'de tiiberkiiloza yakalanan Abel, Crelle’in ona Berlin'de bir
profesorliik makami ayarladigim yazdigi mektubu ulagmadan iki giin 6nce, 1829
Nisan'inda hayatim kaybetti.

Evariste Galois'in yanlig kararlarla 6riilii hikiiyesi de bir o kadar talihsizdi. 1811'de
Paris yakinlarinda dogan Galois 6grenciliginde 6gretmenleri tarafindan “sahsina
minhasir” ve “tuhaf” olarak tanimlanan tam bir getin cevizdi. Daha 17 yaginda Ca-
uchy’ye -evet birkag yil 6nce Abel'in raporunu kaybeden Cauchy’ye- polinomlarin
¢oziilmesine dair bir rapor génderdi. Gelin goriin ki Galois'in raporu da kaybol-
du fakat bu kez Cauchy’nin bir kabahati yoktu. Galois bu durum iizerine onlara
“Abel’in 6limiinden 1stirap duyan kisiler nasil oluyor da boyle bir dikkatsizligi tckrar
yapabiliyor, aklim almiyor dogrusu,” seklinde bir not yazmugtir. Tabii ki bu yonelttigi
agir bir suglamaydi. Abel'in raporunun kaybedilmesi skandal olsa da 6liimiiniin aka-
demiyle bir ilgisi yoktu ve hatta akademi sonradan onun iyiligi i¢in duruma midahil
bile olmugtu. Fakat su var ki, bu tahkir bile Galois’in mizac1 hakkinda bize birkag
fikir vermektedir. Kendisi otoriteye bagkaldiran bir karakterdi ve akademi de onun

goziindezalim bir tiran: temsil ediyordu.

1829'da Halkin Dostu Toplulugu adinda devrim odakli bir gruba katildi. Ertesi
sene Paris sokaklarinda bir isyan patlak verdi ve Kral 10. Charles tahttan feragat
ctmek zorunda kaldi. Galois gibi agiri cumhuriyetgi kesim monarsiyi hepten ortadan
kaldirmaya niyetliydi fakat Marquis de Lafayette onderligindeki ihmli cumhuriyet-
gilerin istedigi oldu. Anayasal gii¢ kisitlamalarina tabi olacak olan Louis-Philippe’i
halkin segtigi kral olarak atadilar.

Galois Temmuz 1830 devriminde yer alamamigts giinkii Ecole Normale'de égren-
ciydi ve okul miidiiri 6grencileri okula kilitlemigti desck yalan olmazdi. Gelgelelim
1831 yilinda mezun olan Galois'in siyaset arenasinda kenarda oturma zorunlulugu
kalmamugti. O sene, bir tanesi Kral Louis- Philippe’i oldiirmekle tehdit etmekten,
digeri Bastille Giini’'ndeki gosteriye agur silahlarla katilmaktan iki kez hapse gir-
migti. Hapisteyken Fransiz Bilim Akademisinin esitlik tcorisi izerine gonderdigi

raporunu reddettigi haberini ald1.

Nisan 1832'de hapisten salinan Galois mayis ayinin sonunda hayati1 kaybetti.
Oliimiiniin sebehi bugiin bile aydinlatilmis degil. Diger tarihgiler aym fikirde olma-
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sa da bir tarihgi Galois'in polisin

tertipledigi bir provokasyonda 61-

diirildigine dair bir kitap yazdi.
Galois arkadaglarina yazdig do-

t’
% e L f‘“’] ./',,. 3
kunakli bir mektupta, bir kadin - s Hirkert] 1y &(,4 ‘ﬁ- ?F

”, L, r.fﬁ tﬁ?? : \! &

yiziinden zorla dielloya tutustu-

ruldugunu yazmisti:

“Litfen dostlarim, yoldasla-
rim, tlkemden bagka bir sey icin
olursem beni yalvarim ayipla-
mayn. Ben adi ¢tkmug bir yosma
ve onun tckagidi yiiziinden dle-
cegim. Hayatimu bitiren, sefil bir
karalamadan bagka bir sey degil.
Sahsen yagamim, halkin iyiligi

adina sonlansin isterdim. Oli-

(A48 pgf ™ t’""y,-' R

mimde pay: olan iyi ytirekli in- LA it e 1.:
sanlar1 lutfen affedin.”

Mektubu yazdiktan bir giin sonra, 30 Mayis'ta, yazar Alexand-

RESIM: Fransiz re Dumas’in Peschcux d’'Herbinville oldugunu iddia ettigi siki
Matematikgi Evariste
2ois'in (1811-1832)

calgma kagilarndan bir— rildi. Galois'in rakibi onu 6lmesi igin yerde birakmusti. Birkag
Lnesi.

bir cumhuriyetgi tarafindan karin bolgesinden vurularak 6ldi-

saat sonra hila hayattayken bulundu fakat ertesi giin hayata
gozlerini yumdu.

Yasasalard: Abel ve Galois'in daha neler kesfedebilecegini diiginmek cazip gelse
de kisa hayatlarinda bile ok biiyiik seyler bagardiklar1 kesin. 1simlcriyse bugiin 6lim
sckilleriyle degil kanitladiklar: teoremlerle anilmaktadir.

Ikisi de polinomlarin ¢éziimiine dair olan problemlere biiyiik ilgi duyuyordu.

2. Kisimda Cardano’'nun 3. dereceden denklemlerin (polinomlarin) ¢éziim yénte-
mini “caligina”ve hizmetlisi Ferrari'nin hemen ardindan 4. dereceden polinomlara
¢Ozim yontemi gelistirdigine deginmistik. Bu iki formiilde de ¢ziimler ya da bu
ornek igin “kokler”, sadece cebirsel islemler yordamuyla ifade edilebilmekteydi. (+,
, %,/ ve n. dereceden kok alma) n. dereceden kékler ya da radikaller birbiri igine

yuvalanmugti. Karekok kiip kokiin iginde, kiip kok dordiinci dereceden kok iginde
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vs. Bunun adina “radikaller yordamiyla ¢6zim” deniyordu. Ne var ki, aradan gegen
G asirda hig kimse 5 veya dahayukar: dereceden kok igin radikalleryordamiyla bir
¢6zim tespit edememisti ve artik bazilar: bir ¢6zimin var olmadigina inanmaya

baglamigti.

Aslina bakarsaniz bir ¢6ziimiin var olmadigini kanitlamak da ¢ok zordur. Sadece
deneme ve ¢6zememe yontemiyle asla bagaramazsiniz. Muhatap oldugunuz aragla-
rin 6zinde olan bir eksiklik kegfetmeniz gereklidir. Ashinda Abel ve Galois 5. dere-
ce polinomlarinin ¢6ziimstiz oldugunu falan kanitlamamigti. Onlarin sundugu gok
daha zckice bir kanitti. Onlar yukarida belirttigimiz 5 temel islemin bu denklemleri
¢ozemeyecegini gostermigti. Ve bu kanutlar, esrarengiz ve 6zgiin simetri fikrini de

ortaya atrmigt. Temel bir 5 bilinmeyenli, yani 5. dereceden denklemle baglayalim:

X raxt ebx v ext vde+ f

Budenklemin r,r,, r,, r,, r olarak 5 adet koki oldugunu farz edelim. Bu durumda

asil polinomun katsayilarinin her biri, koklerin simetri fonksiyonu olmaktadir:

a=—(r+r,+r,+r +r,),

b=rr, + 1 +0r, 10, + 1,0 + 1, 1 F 1, + 11 + 1T,

Bu béyle devam edecektir. Bu formiillere baktigimizda her bir kokiin esit sayida
yer aldigini goreceksiniz. Daha iyi bir ifadeyle, Galois, kokleri bir sekilde karigtirsak
bile (6rnegin r, yerine I, T, yerine r, yazarsak) izahin ve dogal olarak sonucun degis-
medigini kanitlamigtir. (Terimler farkl sirada konsa da sonug hep ayn1 kalmaktadir.)
5 rakamu birbiri arasinda kanigtirmanin tam 120 yolu mevcuttur ve buradan hare-
ketle 5 bilinmeyenli tipik bir denklem de 120 simetriye sahip olacaktir. Fakat baz:
5 bilinmeyenli denklemlerin daha az simetrisi oldugunun altin1 ¢izmek isterim. (Bu
daha ¢ok tcknik sebeplidir. Sayet kokler aras: cebirsel iliskiler varsa, mesela baz: de-
gisikliklerde bir kok digerinin karesi oluyor isc 12@ adet simetri i¢inden s6z konusu
simetriler elenebilmektedir.)

Abel'in fark edip Galois'in kanitladigina gére eger bir polinom radikallerle ¢6-
ziilebiliyorsa orta seviye polinom hiycrarsisi ve bu polinomlarin koklerine karsihk
gelen “say1 alanlar” hiyerarsisi ortaya gikmaktadir. Cardano ve Ferrari'nin formil-
lerinde radikal i¢inde radikal yuvalanmas: durumunun olusma sebebi de tam olarak

buydu. Bir soganin katmanlarini soyar gibi bir radikali soyduklarinda alt bir say1
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alanina gegis yapmig oluyorlardi. Polinomlarin ilk halinin simetrilerinin de bu hiye-
rarsiye riayct etmeleri gerekmektedir.

Simdi gelelim Galois’in argiimaninin zorlu fakat aksi iddia edilemeycn yoniine.
Kéklerin biitiin 120’li permiitasyon grubu (Galois'in tercih ettigi bir terim) zaruri
olanlarin alt gruplar olugturmasina miisaade etmemektedir. Bu, 120 santimetrelik
bir diigiin pastas: yapmak isterken azami yiiksekligin 20 santim ile sinirh oldugunu
6grenmckle ayni sey. Buradaki azami yiikseklik; 5 bilinmeyenli bir denklemin radi-

kaller tarafindan ¢oziilebilir olmas: igin kullanilabilecek azami permiitasyon sayisin
ifade eder.

Galois'in ¢6zimi hangi polinomun radikallerle ¢éziilebilecegini, hangilerinin
¢ozillemeyccegini belirlemeye yarayan net bir 6l¢iit ortaya koymustur. Eger elinizde
“digiin pastasi” (yani Galois grubu) 20 ya da daha az bilegenli olan bir polinom
varsa, onu ¢6zebilirsiniz. Galois bagta bu 6lgitiin kullanigh olmadigini diginmisti.
Fakat giinimizde, bilgisayarlar sag olsun, Galois gruplan otomatik olarak belirle-
nebiliyor. Ayrica 6rnegin x* — x + 2 polinomu 120 bilesenin hepsini igermektedir ve
bundan 6tiirli x* — x + 2 = 0 denkleminin ¢6ziimleri 5 temel cebirsel iglemle ifade

edilememektedir.

Yani anlatilmak istcnen, x* — x + 2 = 0 denkleminin bir ¢6ziimi oldugudur. Sadece
+, -, X, + ve radikallerin sinirli hiinerleriylcifade edilecek durumda degildir. 1858de
Charles Hermite da, Abel'in kegfettigi gibi herhangi bir 5. dereceden denklemin
¢6ziimiiniin yeni bir tiir fonksiyon olan eliptik fonksiyonlar araciligryla gosterilebil-
digini kanitlamgtur.

[nsan bir problemle eldeki araglarla baga g¢tkamiyorsa yeni araglar icat eder. Bir
insanin bir probleme karg1 verecegi en dogal tepki budur. Ne var ki matematikgiler
siradan insanlara pek benzememcktedir. Clinkii matematikgilerin problemleri, fizik-
sel yagama uyarlanan seylerden birkag adim 6ncesinc aittir ve onlarin asil ilgilendigi,
problemin ¢6ziilip ¢6ziilmediginden ziyade nasil ¢6ziildiigidir. Bu sebepledir ki
matematikgilerin goziinde Abel ve Galois'in 5 bilinmeyenli denklemlerin radikal-
lerle ¢oziilemeyecegini kanitlamasi, Hermite'in onlarin eliptik fonksiyonlarla ¢6zi-

lebilecegini kanitlamasindan gok daha kiymetli olmugtur.

Fakat Galois'in baki kalan gohretinin bagka bir sebebi daha bulunmakta. Onun
grup kavramm §u an matematikgilerin kadim simetri fikrini ifade cdebilmede kul-
landig: baghca arag hiline gelmigtir. Simetri gruplarinin ilk kez béylesi zorlu bir

baglam igerisinde kullamlmig olmas: gok ilgi ¢ekici bir durumdur. By, tckerlegin
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Wright kardeslerin bir u¢agi havalandirmay: bagarmasindan sonra icat cdilmesine
benzer bir durumdur. Oyle bir sey olsa hepimiz “Bu icat nasil bu kadar geg kalmig?”
diye sorardik.

Simetrik gruplar fikri matematigin en temel fikirlerinden biri olmaliydi. Hatta
oyle ki simetrik bir cismi idrak ctmcek, sayr sayabilme kabiliyetimizden daha 6nce
gelmeliydi. Kim bilir, belki de gozlerinin 6niinde duruyor olmasi, matematikgilerin
onu kegfetmesini zorlagtirmigtr. Ona, anlamint hig agik etmedigi bir baglam iginde,
yani polinomlarin ¢6ziimiinde rastlayana kadar onu formiile dokme sanslari olma-

migt1.

Birbirini tamamlarcasina, Galois'in bu kegifleri, en az inandig siyasi goris igin
yaptiklari kadar devrimseldi. Kesfettigi arag, grup teorisi, kasifinin vizyonunu yerine
getirmekten gok daha fazlasina imza att. Oyle ki kimyagerler grup teorisini kris-
tallerin simetrisini tanimlamakta kullaniyor. Fizikgiler de atomalt: taneciklerin si-
metrisini tammlamakta. Murray Gell-Mann'in 1961 yilinda agikladig: Nobel 6diilli
tanecik teorisindeki en 6nemli matematiksel unsur, ne kadar atom alts tanecigin
nétron ve proton gibi % doniise sahip oldugunu tespit etmeye yarayan SU(3) isimli
8 boyutlu gruptu. Kendisi teorisine ilging bir sekilde “Sekiz Kath Yol” adimi vermisti.
Fakat tcorik fizikgilerin ne zaman yeni bir alan kurami yazmaya kalksalar ige simetri
gruplarindan bagsladiklar: bir gergektir.
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karinca ve balina geometrisi
oklid-dis1 geometri

Cebirde yaganan devrimle aym donemde, geometri gevresinden de devrim kokular:
geliyordu. Yaklagik 2 bin yil kadar énce Oklid, kitabina, biitiin geometrinin onlardan
tiretilebilecegi digtinilen kisa bir aksiyomlar dizisi karalamigti. Bu aksiyomlar ken-
di kendini kanitlayabilen, harici kanita ihtiyaci olmayan tiirdelerdi.

Yiizyillar boyunca Oklid Geometrisi timdengelimli akil yiiriitmenin zirvesi ola-
rak kabul gérmistii. 18. yiizyil filozofu Immanuel Kant bir bilgi kuramt ortaya atar-
ken Oklid geometrisinden tam bir “yapay 6nsel gergek” timsali olarak bahsetmisti.
Daha agik bir ifadeyle, Oklid geometrisini “evren hakkinda gézlem degil akil yiiriit-

me yoluyla tiiretilmig sasmaz bilgi kiimesi” olarak adlandirmugta.

Ne var ki, bu aksiyomlardan bir tanesi, dikkatli gozlere digerlerine nazaran hep
daha dayaniksiz gériinmiistiir. Séz konusu aksiyom Oklid’in ilk kitabinin son say-
falarina dek bahsetmedigi “Paralellik Varsayimi”dir. Buna gore iki dogru ile bunlar
kesen tiglinci bir dogru arasindaki i¢ agilarin ikisi de dik agidan kigiikse (yani iki
aginin toplam 180 dereceden kiigiikse), bu dogrular agilarin bulundugu tarafa son-
suza kadar uzatildiklarinda muhakkak bir noktada kesigeceklerdir. Bu varsayim tig-

genin i¢ agilarinin toplaminin 180 derece oldugunu kanitlamada kullanilir.

Birgok matematik¢i bu varsayimin dogru olsa da kendi kendini kanitlamaktan
uzak oldugunu diigiinmiigtii ve bu da Oklid’in her agidan kusursuz aksiyom kiime-

sinin igindeki bir kusur olarak géze carpmugts. Ve bu digiincelerini kanitlamak igin

122 KISIM 0¢




d,ved, sonsuz kigik degerde Gggenin kenarlarini, ds
ise hipotenusunu ifade eder.

matematikgiler Oklid'in diger aksiyomlarini kullanmay1 denemislerdi. Matematigin
bu kutsal kasesini arama gorevi iinlii ve ticrada kalmig benzerleri de kendisine ¢ek-
migti. Kendisiyle daha 6nce tamgtigimiz Legendre bunu kanitladigini iddia ediyor-
du. John Wallis, John Playfair, Girolamo Saccheri, Johann Lambert ve Wolfgang
Bolyai de zaman zaman ayn: seyi iddia etmigti. Fakat bagka matematikgilerin yaptig
titiz ve incelikli saglamalar sayesinde bu iddialarin, Oklid’in paralellik varsayimi ka-

dar gerekgeli olmayan gizli varsayimlardan ibaret oldugu gorilmiigti.

19. yiizyilin ilk yarisinda 3 kisi birbirinden tamamen habersiz gekilde diigiinilme-
yeni digiinerek bu iste ben de varim demisti. Belki de paralellik varsayimini yanlhs
kilacak gegerli bir geometri gergekten de mevcutta. Ama bu, Oklid’in 2 bin yil 6nce
ortaya attif1 bir varsayim agikga giiriitecek Oklid disi geometri olmaliyd.

Bu da en az Hamilton'un gegislilik ozelligi olmayan cebiri kadar genel inanisa
ters bir fikir olacakti. Ne var ki ardindaki Oklid, Kant ve 2 bin yillik ezici gelenegin
destegini alan Paralellik Varsayimi'na karsi gelmek, 6tekinden daha gok cesaret ge-
rektirmis bile olabilirdi.

Ug devrimciden ilki, déneminin en iinli matematikgisi Karl Friedrich Gauss'tu.
Kendisi 1800’1i yillarin baginda tstiinkérii de olsa paralellik varsayimini kanitlama
tizerinde ¢aligmug Bolyai ile 6grencilik yillarindan arkadagti. Fakat sonralari, 1820°1i
yillarda alternatif, Oklid dis1 bir geometrinin insa edilebilecegine ikna oldu. Ne var
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ki bu fikri higbir zaman yayimlamad, sadece yazdigi mektuplarda belli belirsiz ima-
lardabulundu. Yayimlamamasinin sebebi, arkadag: Friedrich Bessel'e 1829'da yazdi-
g1 mektuptaki su satirlarda kendini belli ediyordu: “Caligmalarim: yayimlarsam kalin

kafallarin savag naralan atmaya baglamasindan korkuyorum.”

@4/id dist geometrinin ikinci bir kasifi ise Gauss'un okul donemindeki oda arkada-
stnin oglu Janos Bolyai’ydi. Macaristan’da matematik 6gretmenligi yapan Wolfgang,
Paralellik Varsayimi’'n1 kanitlama konusunda oglunu uyarmistr: “Tanr1 agkina, sana
yalvariyorum, bu sevdadan vazgeg. Bundan en az gehvani tutkular kadar korkmalisin
gunki bu da zamaniny, viicut ve akil sagligini hem de yagam sevincini elinden alabi-
lir.” Fakat oglu bu tavsiyeyi kulak ard: ederek, 1832’de babasinin comert bir hareketle
kendi ders kitabina ilave olarak koyacag: 24 sayfahk Mutlak Uzay Bilimi adli bir tez
yayimladi.

Baba Bolyai dogal olarak bunu eski dostu Gauss'a da gondermis fakat ondan
beklenmedik bir yanit almigts: “Bu galigmayr 6vmek kendimi 6vmek gibi olacaktir.
Caligmanin tiim igerigi, oglunun yaklagim tarzi, vardig: sonug benim dugiincelerimle
birebir 6rtigmekte. Ben de 6niinde sonunda yayimlamay: diiginsem de en azindan
bu fikrin benimle birlikte yok olup gitme riski ortadan kalkmis oldu. Kisaca bu ugra-
sa gerek kalmamasina sagirmakla birlikte beni boylesi muazzam bir gekilde alt eden

kisinin eski dostumun oglu olmas: beni ziyadesiyle mesut etti.”

Son ciimledeki iltifata ragmen bu mektup geng Bolyai igin sarsic1 bir darbe ol-
mugtu. Clinkii Gauss mektubunda resmen bunun yeni bir kesif olmadigini yaziyor-
du. Janos ondan sonra hayatinda bagka higbir cahyma yayimlamadi. Gauss kendi
caligmasini yayimlama cesareti gosterememenin yamnda, ileride isim yapabilecek

geng bir yetenegin de cesaretini kirarak yanhgina bir yanhs daha eklemisti.

Gauss'un ketumlugu ve Bolyai'nin ¢abuk pes etmesinden otiirii en gok ovgiiyt,
Oklid dig1 geometriyi diinyanin bilgisine sundugu igin iigiincii kasif Nikolai Tva-
novich Lobachevsky hak etmektedir. Tatarlarin antik bagkenti Kazan'da yasayan
Rus bilim adam: kendi Oklid dist geometri galigmasini ilk defa 1829'da pek ta-
ninmayan bir Rus dergisinde yayimlamigti. Fakat o, Bolyai'nin aksine durmamug
ve 1937'de Crelle Dergisinde yayimlatana dek tez yazmaya devam etmistir. Buna
ragmen 6mri boyunca bu ¢aligmasina dair bir kez dahi bir 6vgii bile almamigti.
Fakat bugiin Lobachevsky ilk biiyiik Rus bilim adamlarindan biri olarak kabul
edilmektedir. Ve Rusya’da bu geometri onun adiyla Lobachevski Geometrisi olarak
amlmaktadir. Bati matematikgileri ise buna daha tanimlayici bir isimle Hiperbolik

Geometri diyor.
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Hiperbolik geometriya da Lobachevski geometrisi nedir peki? Eger bunun tize-
rine diigiinecekseniz, Oklid’in Paralel Varsayimi’ni tamamen aklinizdan ¢ikarmamiz
sart. Ozellikle de Oklid geometrisinin gergek diinyanin dogal geometrisi oldugu 6n-
yargisindan kurtulmahisimz. Hiperbolik geometri Oklid geometrisinden daha yapay
falan degildir. Bunu okyanus geometrisi olarak diigiinebilirsiniz. Eger geometriyi en
basta balinalar kegfetmis olsayd, kegfettikleri hiperbolik geometri olurdu.

Bir an i¢in bir balina oldugunuzu farz edin. Suyun alt1 genelde karanlik oldugu
i¢in 1g1ktan yararlanma diizeyi asgaridedir. O yiizden iletisimde ve diinyay: deneyim-
lemede sesten faydalanirsimz. Bu durumda diinyamizda iki nokta arasindaki mesafe
ses dalgalarinin kat ettigi yola esit olacaktir. Yani sizin i¢in “diiz bir ¢izgi” kavramu

tam olarak bu olacaktir.

Buradaki sikinti sudur: Ses dalgalar1 okyanusta sabit bir hizda seyretmezler. Hiz
suyun tuzluluk ve sicakligina gore degisiklik gosterir. Gelgelelim belli bir derinlikten
sonra ses dalgasinin hiz, kabaca derinligin lineer fonksiyonu olarak yakinsanabilir.
Yani ses dalgalarimin kat ettigi yol diiz degil kavislidir. Bir ses dalgasi eger yukaridan
agagiya dogru giderse A balinasindan B balinasina daha hizh sekilde ulagacak, derin-
de daha biiyiik bir ses dalgasi elde edip tekrar yukaridogru gikisa gegecektir. Aslinda
bu dalgalarin tabiatiyla ilgili daha net bir ifade verebiliriz: Bunlar daire yay: cizerler.
Dolayistyla insanin dogru dedigi sey bir balina igin o daire yaylaridir. Yani iki nokta

arasindaki en kisa mesafe balinalar i¢in budur.

Balina geometrisi bizler igin siirprizlere gebe bir geometridir. Fakat bize sagirtic1
gelen hususlar balinalar icin en normal olan seylerdir. Burada bir ii¢genin i¢ agilar-

mn toplami 180 dereceden kiigiiktiir. Dik agih dértgenlerse burada var olmamakla

Gizim: Ses dalgalaninin okyanusunu kat edis gdsterimi. Bukuime miktari o etkiyi verebilmek igin abartimistir:
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birlikte dik kenarli beggenler mevcuttur. En 6nemlisiyse, bu bir ters bikiim (digbii-

key) geometrisidir. Bu da birbirine paralel hatlarin gitgide birbirinden uzaklastig
anlammna gelir.

iNANILMAZ BiR SEKILDE, HIPERBOLIK GEOMETRININ yanmda baska
bir Oklid digi gcometri yiizyillardir bilinmesine ragmen hi¢ kimse tarafindan bu
sartlar altinda digtinilmemigti. O da kire geometrisiydi. Diinya gibi bir kirenin
yiizeyinde bir tiggenin ig agilar: toplami 180 dereceden biiyiiktiir. Dortgenler meveut
olmayip dik agil iiggenler mevcuttur. Yerkiirenin egriligini bir distniin! Ornegin 3
dik agil bir tiggen dahi gizilebilir. Kuzey Kutbu'ndan baslanarak Ekvator'a dogru
diiz bir hat ¢izilir, sonrasinda dogu ya da batiya dogru kiirenin gevresinde ¢eyrek bir
tur atilir, sonra tckrar doguya dogru gidilir. Bu sekilde 3 agis1 da 90 derece olan bir
liggen cizebilirsiniz. Kiiresel geometri i¢biikey geometridir. Diger bir deyisle paralel
olarak baglayan iki hat tipk: ekvator yakinlarindaki meridyenler gibi birbirine stirekli
yaklagir ve bir noktada kesisirler.

Kimsenin kiirescl geometriyi Oklid geometrisine alternatif olarak diiginmemesi-
nin sebebi aslinda basit: Kiireleri genelde 3 boyutlu Oklid uzayina gémilmiis halde
gordiigiimiiz igin onun Oklid uzayina ait olmadigim ilk bakigta fark edilmemesi.
Yine kiirenin yiizeyinin 6tesindeki 3. boyutu idrak edemedigimizi bir digtnelim.
Mesela okyanusu olmayan bir asteroidin ytzeyinde yasayan bir karinca oldugumuzu
kabul edelim. (Boylece istedigimiz yere gidebiliyoruz.) Yeralt: ya da uzay kavramlari-
na dair bir bilince sahip degilsiniz. Bildiginiz tek sey kiiresel diinyamzin yiizeyi. Iste

o diinyanin kavisi pozitiftir ve Oklid digidir. Biz buna Karinca Geometrisi diyoruz.

Gizim: KUresel Geometri ve dunyanin kavisi.
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Artik dogada tek bir geometri yerine Karinca Geometrisi (Kiiresel Geometri),

Insan Geometrisi (Oklid) ve Balina Geometrisi (Hiperbolik) gibi kavis durumlarina
gore degisen geometri tayflan oldugunu biliyoruz. Ama bu kadarla bitmiyor. Bunlar
sadece sabit kavisli geometrilerden ibaret. Kavisleri yere gore degisen geometriler
de mevcuttur ve bunlar da 2, 3 ya da daha ¢ok boyutlu olabilirler. Gauss (belki de
hig yayimlamadig: hiperbolik geometri fikirlerinin de ctkisiyle) 2 boyutlu uzaydaki

degisken kavisleri anlayarak tizerinde galigan ilk matematik-

¢iydi ve ondan sonra 6grencisi Bernhard Riemann bu kavrami

RESIM: Geometrinin daha ¢oklu boyutlara uyarlamay: bagards. Dolaysiyla ikisi de
nayesi adh gravir. £ 20. ytizyilin en ¢ok ¢1gir agan kegsiflerinden birini 6ngormiig
I'loris, 16. yy.

oldular. Yani Einstein’in, 4 boyutlu uzay-zamanin mekéna gore
degisen kavislere sahip oldugunu agikladig genel gorelilik keg-
fini. Einstein; Lobachevski, Bolyai, Gauss ve Riemann olma-
sayd teorisini asla formiillere dokemezdi.
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16
asal sayilara inancimiz tam
asal say1 teoremi

Gauss'un Oklid dis1 geometrinin kegif siirecini ¢ok kétii ydnetmesi, olaganiistii
kariyerindeki birkag ufak kara lekeden biriydi. Fakat konunun her kismina her yon-
den o kadar ¢ok katki saglamust: ki tam sayilarin 6zellikleri ve tam sayili denklemle-

rin ¢oziimleri ile ugrasan modern say1 teorisinin olugumunu o tamamladi diyebiliriz.

Gauss 1777'de Brunswick Almanya'da dogdu. Gelecegi parlak bir gocuk olan Ga-
uss, hazirhik okulu ve 1799'da doktorasim aldig ve sonrasinda 3 kanit daha sunarak
saglamlagtirdigs Temel Cebir Teorimi’ni ortaya attig Gottingen Universitesi'ndeki
hayat1 boyunca ona en ¢ok destek olacak olan Brunswick Prensinin dikkatini daha

0 zaman lstiine ¢ekmigti.

Matematigin kraligesi adimi taktig1 say1 teorisi Gauss igin her zaman ayrn bir 6ne-
me sahipti. Kendisi ilk 6nemli kesfini bu konuda yapmigti. 1796 da, hila tiniversitede
ogrenciyken, Gauss siradan 17 kenarl bir cokgenin bir cetvel ve pergelle izilebile-
cegini iddia etmigti. By, bu tip inga problemlerine kars1 ilgi duyan antik Yunanlarin
altindan kalkamadigs bir konuydu. Bu bir geometri teoremi gibi goriinse de aslinda

polinomlarin ¢6ziim yolu ile yakindan ilgili bir meseleydi.

Buradaki asil soru (36%/17)°’lik aginin bir cetvel ve pergelle gizilip gizilemeyece-
giydi. Eger gizilebiliyorsa tepe noktast bu agiya denk gelen 17 ikizkenar tiggen yan
yana konarak 17 kenarl: bir gokgen meydana getirilebilirdi. 1637 yilinda yazlan ve
Gauss’un da kesinlikle tsttinde ¢ahstigi La Géometrie kitabinda René Descartes bir
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nfn) fonksiyonu (bunu pi sayistyla karigtrmayalim.)
n sayisindan kiguk olan asal sayilarin adedini
temsil etmektedir. Asal say teoremi bu toplamin
kabaca yogunluk fonksiyonu olan 1/infx}in
integraline esit oldugunu soyler. Deger yaklasik
da olsa n sayist ne kadar buyUrse kesin sonuca
yuzdelik bazda o kadar gok yaklasilir.

dogru pargasinin inga edilebilirligi konusunda basit bir 6lgiit ortaya atmugts. Soyle ki,
bize sadece bes cebirseliglemle (+, —, x, +,ve V) ifade edilebilen bir birim uzunlugun
dogru pargas: verildiginde, istenen gekil bir cetvel ve pergelle olugturulabilir. Bu ifade
size bir yerden tamdik gelmis olabilir. Bu, polinomlarin radikallerle ¢6ziilmesinde
kullanilan siiregle oldukga benzerlik gosteren bir siireg. Fakat bu biraz daha kisitly,
giinkii sadece karekok islemine miisaade edilmis. Yani 3. veya daha fazla dereceden
kok almaya izin yok. Buna benzer gekilde eger siniis ve kosiniisii ortaya konabilir

uzunluklara sahipse her tiirli ag: da ortaya konabilir, yani inga edilebilir.

Gauss'un ciireti inamlmaz boyuttaydi. Ciinkii (¢9/17)°’nin inga edilebilir bir agt
oldugunu kanitlamak igin x’’=1 polinomunu ¢6zmiisti. O noktada, 1796'da hig
kimse 2. 3. ya da 4. dereceden kok alma kullanilsa dahi 5 bilinmeyenli denklemlerin
bile ¢éziiliip ¢oziilemeyecegini bilemezken Gauss 17. dereceden bir denklemi daha

kisith araglarla ¢ozecegini iddia etti. Ve bagard: da.

5 sene sonra, 1801 yilinda Gauss ilk kitabi olan Disquisitiones Arithmeticae’yi
yayimladi. Degisik yontemler ve ilging soru ¢oziimleri ihtiva eden eser, say! teorisi
izerine ilk sistematik kitap olma 6zelligini tagtyordu. 17 kenar teoremine orada genel
hatlariyla deginmigti: Eger n’in biitiin tek asal garpanlar1 2’'nin tslerinden 1 biiyiikse
o nkenarligokgen olugturulabilir 6zelliktedir. Bu gekilde oldugu bilinen sadece 5 adet
asal say1 vardir: 3 (2'+ 1), 5 (22 + 1), 17 (2*+ 1), 257 (2%+ 1) ve 65,537 (2'¢ + 1).
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Bu teoremin sonucu uygulanabilirlikten ok uzakur. Ciinkii 6rnegin 65.537 ke-
narli bir gokgen olugturmak icin bir 6miir harcamak gerekecektir. Ustelik ortaya
¢ikan sonucu daireden ayirmak gok zor olacaktr.

Bu ornek bize asal sayilarin say: teorisinde oynadig role dair ipuglar1 vermekte-
dir. Bunlar birbirleriyle ¢arpim yoluyla birlegerek biitiin
sayilar1 olugturan sayilardir ve bu anlamda kimyadaki ele-

mentler kadar asli bir yere sahiptirler. Hem bagka prob- CiziM: Antik Yunan
lemleri ¢6zmede kullanilmalariyla hem de kendi bag- Matematikgisi
: R = T Eratosthenes (M@
larina bir ¢aligma konusu olmalariyla biyiik bir 6neme 276 - 194) tarafindan
haizlerdir. Su ana dek sir olarak kalan yonleri ise sayilar elusturulan asal sayllari
Y e : > tespit etme yontemini
arasinda hangi diizene gore dagildiklandir. A L ot

Buradaki paradoks sudur. Asal sayilar ekseriyetle say1-
larin arasina rastgele dagilmig gibi gorinirler. Dagilim-
lar1 belli bir diizen izlememektedir. Rakam ne kadar biiyiirse asal say1 olma ihtimali
o kadar azalmaktadir glinkii o seviyelerde olas: bélenlerin sayis1 da artmaktadir.
Gauss goclemsel bulgularina dayanarak yaptig éngoride asal sayilarin yogunlu-
gunun n'in (basamak sayis1) dogal logaritmas: /n{n) ile orantily olarak azaldigim
ifade etmigtir. Bu ifadeye gére on basamakli bir saymnin asal olma ihtimali, 5 haneli
saymnin yarsi, 2 haneli sayininsa beste biri kadardir. Oyle ki ¥jn(,), n basamakli
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sayinin asal olma “olasihgim” gostermis olur. Lakin bu bagtan agag: paradoks igerir
¢iinkil igin i¢inde “olasilik” kavram yoktur. Bir say1 ya asaldir ya degil. Yine de Ga-
uss’un 1898'de kanitlanan ve Asal Say1 Teoremi ad1 verilen ongoriisii asal sayilarin
dagiimi hakkinda dogruya ok yakin sonuglar saglamistir. Ornegin yogunluk for-
miili bize 1 milyondan kiigiik asal say1 adedinin 78.628 oldugunu soylemektedir.
Gergekte bu rakam 78.498dir. Yani binde ikiden az bir hata s6z konusudur. Say1iy1
1 milyara gikardigimizda formiiliin bize verdigi sayr 50.849.235 oluyor. Gergek ra-
kam ise 50.847.534. Bu durumda hata pay1 100 binde 4e diismektedir! Umarim siz
de bu gergek kargisinda en az benim kadar etkilenmigsinizdir. Cok biiyiik bir tane
sayinn bile asal olup olmadigini belirlemenin verecegi zahmeti diginiin. Giini-
miiz bilgisayar tcknolojisine ragmen hig kimse rastgele segilmis 200 basamakh bir
sayinin asal olup olmadigini soyleyemez. Fakat Asal Say1 Teoremi’yle o sayiya kadar
kag adet asal say1 oldugunu neredeyse dogru bir sekilde (¢ok gok ufak bir hatayla)
tespit edebiliyoruz.

ASAL SAYI TEOREMININ HIiKAYESI Fermat’in Son Teoremi'ni hatirlatan
cinsten. Tam olarak bilinmeyen bir tarihte Gauss sifreli bir izahta bulunmus: “a'dan
kiigiik asal sayilar yaklagik olarak a/In(a)ya esittir.” Kabaca Asal Say1 Teoremi’nin
formiilii. Fakat bunun yanina bir kamit eklememisti ve muhtemelen iddias: temelini
sayisal bulgulardan almaktaydi. 1850’lerde Rus Matematikgi Pafnuty Chebyshev,
yeterince biiyik sayilar bile isin igine girse bu tahminin hata payinin yizde 11’i
agmadigini kanitladi. Elbette az 6nce verdigimiz 6rnekler i¢in hata paymnin gozle
goriiliir derecede kiigiik oldugunu biliyoruz. Chebyshev’in ise isi ilerletmis ve bazi
hususlarda dogru istikamete daha biiyiik bir adim atmugti ¢iinkii asal sayilar sayma

araci olarak zeta fonksiyonuna bagvurmugtu.

Gelgclelim 1859'da Bernhard Riemann ¢ok daha ileriye dogru, zeta fonksiyonu-
nun Chebyshev'in degil kendi adiyla an:lmasin1 hakl gikaran, muazzam bir adim
atti. n'den kiigiik asal say1 adedini tam olarak hesaplamanin bir yolunu buldu. Ne
var ki burada da ufak bir sorun vardi. Say1y1 tam olarak hesaplamak i¢in Riemann’in
zeta fonksiyonunun 0 degerini aldig1 diizlemdeki sonsuz kadar ¢ok noktay: bilme-
niz gerekmektcydi. (Bu noktalara zeta fonksiyonunun “sifirlar1” denmektedir.) Eger
sifirlarin nerelerde oldugunu yaklagik olarak bilirseniz Reimann formiilii size orada

yaklagik kag tane asal say1 oldugunu soyleyecekti.
1898'de Jacques Hadamard ve Charles de la Vallée Poussin birbirinden habersiz

sekilde biitiin sifirlarin x=0'1n saginda ve x=1"in solunda diiz bir sonsuz serit izerin-
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de oldugunu kamitladi. Sifirlarin bulundugu yerlere dair bu kabataslak bilgi bile 19.
yizyilin kilometre tas1 olan Asal Say1 Tcoremi'nin kanitlanmasina yetmisti. Hada-
mard ve de la Vallée Poussin'in sansina, Gauss kargilarina gegip “Biz bunu 100 sene
énce soyledik” diyecek durumda degildi.

Fakat teoremin hikayesi hila sona ermis degil. Reimann sifirlarini ne kadar dogru
belirlerseniz asal sayilar hakkinda o kadar gok bilgi ediniyordunuz. Hadamard ve
de la Vallée Poussin ise sifirlarin diiz bir sonsuz gerit lizerinde (buna sokak diye-
lim) oldugunu kamitlamisti. (Cizimsdeki tarali alan). Reimann ¢ok daha net fakat
kamtlayamadig: bir 6ngoriide bulunmugtu: Reimann sifirlarinin hepsi bu sokagin
tam ortasinda siralanmaktaydi. Reimann Hipotezi adi verilen bu ifade dogruysa asal

sayilar Gizerindc gelmi§ gegmis en biiyik hakimiyet saglanmus olacakti.

Belki Fermat’in Son Teoremi ispatlandi ama simdi de say1 teorisyenlerinin “en
¢ok arananlar”listesinde Reimann Hipotezi bagi gekmekte. 2000 yilinda Clay Mate-
matik Vakfi bunu 7 “milenyum probleminden” biri olarak kabul etti ve ¢6zen kisiye 1

milyon dolar 6diil vaadinde bulundu. Cok teknik oldugu igin Riemann Hipotezi'nin

lore (nonw—Thcvial 7!4“)
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Gizim: Zeta fonksiyonunun sifirlari
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¢ozecegine inanilan ¢ok az prob- e
lem bulunmaktadir. Onlardan bir

tanesi sudur:

Ben daha ikinci simftayken
belli bagl kesirlerin ondalik agili-
munin ¢ok ileriye uzandigin, bazi-
larininkininse hemen sonlandigin

fark etmigtim. Ornegin;

1/3, 0.3333333..... gibi hizh
tekrar ederken V37 ise 0.027027
seklinde kendini daha yavag tekrar
ediyordu. /7 ise 0.1428571428 ile
¢ok daha yavas sekilde tekrar edi-

yor, tekrardan 6nce 6 haneye ulag- C F Gt
mast gerekiyordu. Bunlardan da
yavas tekrar edeni 1/9du. 0.0526... olarak baslayip 18 haneye gelinceye dek kendini

tekrar etmiyor, tekrar 18. haneden sonra bagliyordu.

‘ Isin ashysa suydu: ¥/, seklindeki herhangi bir kesrin on-
RESIM: Carl Frederich . .
Gauss (1777—1855) dalik agilimi en fazla (7-1) basamaga kadar kendini tekrar

etmeyecektir. Sonrasinda her kesrin ondalik say1s: kendisini

tekrar etmeye mahkdmdur. Ve (7-1)basamaga kadar tekrar-

siz devam etmeyi basaran sayilarsa her zaman asal sayilardur.
Orneklerdeki 7 ve 19 sayilar: gibi. Fakat gelin goriin ki her asal say1 kendini yavag
tekrarlayan cinsten olmayabilir. Ornegin /37 saysiun ondalik agihminda tekrar
etme siireci 36. haneden degil 3. haneden sonra baglamaktadir! Hangi asal sayilarin
hizl hangilerinin yavas tekrarlayici olduklarin: saptamaya yarayan bilinen bir formiil
yoktur. Fakat su var ki eger Reimann Hipotezi dogruysa asal sayilarin %37.4’4 yavag
tekrarlayicidir. Bu, say1 teorisyenlerinin Reimann Hipotezi'nden tagin suyunu ¢ika-
rircasina elde ettikleri inanilmaz dogrulukta bir bilgi olmugtur. Bu oran 1967 yilinda

Christopher Hooley tarafindan kanitlanmugtur.

Reimann Hipotezi'nin kamit1 ne kadar faydahdir? Gintimize dek 10 trilyon zeta
sifirn tespit edilmis ve hepsinin Reimann’in varsayimindaki gibi tek bir ¢izgi tizerin-
de, seridin tam ortasinda kiimelendigi goriilmistir. Bagka bir konu tizerinde ¢aligan
akh baginda her bilim adami, gonil rahathgiyla hipotezin kanitlandigini soylerdi.
IFakat bu tip durumlarda matematikgilerin akillari baglarindan ugup gitmektedir!
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17
tayf fikri

fourier serisi

Bu boliime kadar anlattiklarimizda Fransiz matematigi ile ilgili pek olumlu yon-
de bir bahiste bulunmadik. Once Fransiz Bilim Akademisi Abel'in eliptik fonk-
siyonlarla ilgili raporunu kaybetmis, sonra da Galois'in devrim niteligindeki grup
teorisini reddetmigti. 1800’Li yillarin ilk yarisinda beklenmedik atilimlar yapan ma-
tematikgiler hep bagka yerden gikmugtr: Irlandali Hamilton, Norvegli Abel, Macar
Bolyai, Rus Lobachevsky ve tabii ki Alman Gauss. Ne olursa olsun o dénemde bile
matematigin kalbinin attig1 yer siiphesiz Paris olmugtu. Bugiinkii matematik 6g-
rencileri ister istemez gu isimleri duymugtur: Lagrange, Laplace, Legendre, Cauchy,
Liouville, Poisson, Fourier.

Fransiz matematiginin siyasal karigiklik déneminden giiglii ¢ikmas: bile takdire
sayandir. Oyle ki Fransiz Devrimi'ni, Teror Dénemi’ni’ ve Napolyon'un yiikseligi-
ni, siirglinlinii ve geri dénisglini, monarginin yeniden tesis ediligini, Kral Charles’in
riyetve 2. Imparatorlugunu da gérmiistii. Bu siyasi sallantilar, destekledikleri kisiler
diigiip yiikseldikge bireysel olarak biitiin matematikgileri iyi ya da kotii etkilemigti.

»

(5 Eylil 1793 - 28 Temmuz 1794), Fransa'da, Fransiz Devrimi’nin ardindan on ay siireyle iktidar:
ele gegiren Jakobenlerin yiriteigii kanl dénem.
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A=) =3 fln)en

to=—08

Sapkali f her fx) fonksiyonunun Fourier serisidir. Bu
seri fi farkl frekanslarda bir siniis/kosinus dalga
tayfina ayristirr. ikinci formUil ise f1 tayf halinden asil
héline nasil gevirecedimizi gdsterir. Bu agidan formul
bize iki gsapkall f'in, fe esit oldugunu sdylemektedir.

Ama ne olursa olsun Fransiz matematigi bir biitiin olarak ilerledi. Belki de buna bir
sebep yetenegi ve biraz da sansi olan herkese, egitime ve profesyonel firsatlara ulagim

firsat1 veren Fransa'nin agir1 sosyal hareketliligiydi.

Buna en iyi 6rnek 1768'de bir terzinin oglu olarak dinyaya gelen ve 9 yasinda
yetimhaneye konan Joseph Fourier olurdu. Manastirda yetisti ve askeri okulda oku-
du. Devrimi destekledi, Teror Dénemi’nde idam edilmekten kurtuldu fakat iki kez
hapse mahkim edilmekten kurtulamadi.

Ogrencisi oldugu, Fransa’min ust diizey egitim kurumu olan Ecole Normale'de

sivrildi ve Ecole Polytechnique’te yardimer profesorliige yiikseldi.

1798 de Napolyon Bonaparte Fransiz kolonisi hiline getirmek istedigi Misir’a bir
sefer bhaglatt1. Bunun igin de 40 hin askerin yani sira Misir’s incelemeleri ve Misir
kiltirtni simflandirmalar igin 167 bilim adam: da gondermisti.” Bu “bilginlerin”

arasinda Fourier da vardi.

Birgok kusuruna ragmen Napolyon tam bir bilim hayram ve destekgisiydi. Hatta Oklid Geomet-
risinde Napolyon Tcoremi olarak bilinen kiigiik bir teoremi bile vardir. Fakat onu Napolyon'un
kanitlayip kanitlamadigs net degildir.
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Anlagilan Fourier’la Napolyon’un tanigmasi da bu olay ile gergeklegmis ve bu ta-

nigma Fourier'in hayatini degistirmisti. Sefer hiisranla sonuglanmigt1. Ingiliz donan-
masi Napolyon Fransa'ya geldikten sonra Fransiz filosunu yok etmis, devasa Fransiz
ordusunu basarisizhiga ugratmisti. Ne var ki Fourier mustakbel imparatoru tizerinde
iyi bir intiba birakmay: bagarmigw. 1801de Fransa’ya dondiikten sonra Napolyon
onu ltalya sinirinda bir gehir olan Isére’in valisi olarak atadi. Génlii Ecole Polytech-
nique’te kalmakta olan Fourier bu durumdan pek hognut olmasa da kamu gorevlisi
olmaya yetkin oldugunu da kanitlamgti. Napolyon'un 1815’te Waterloo'da kaybet-
mesi Fourier’in kariyerine mal olmustu olmasina ama bilim kariyerinin de 6niiniin
agilmasini saglamigti. 1822'de Paris'e geri donerek Bilim Akademisinin bagina gegen
Fourier 1830'da hayata gézlerini yumdu.

Onun pesinden gelen Abel ve Galois gibi Fourier da en RESIM: It denkleminin
onemli iginin tanmnirhgini devam ettirmek igin miicadele hava tahmini yapmak gibi

: ol ) birgok fiili kullanim alani
verdi, fakat onunkisi farkli sebeplere dayamyordu. 1802'de 7

vardr.
kat1 cisimlerde 1s1 dagahmu ile ilgili deneyler yapmaya baglad.
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Deneylerini 6nce basit sartlarda gergeklestirdi. Tek boyutlu olarak degerlendirilebi-
lecek seylerle basladi. Once gubuk, ardindan da halka vs. Ayni dénemde bu cisim-
lere dair iki pargali bir matematiksel teori ortaya koyarak gubugun igindeki 1sinin
iletimini agiklayan 1s1 denklemini olugturdu, ardindan da bunu Fourier scrisi olarak

bilinen bir yontemle ¢ozdii.

IS| DENKLEMI 19. ASIRmatematikgilerinin yaptiklarina dair mitkemmel bir
ornektir. Bu denklem tam olarak mevcut durumdaki sicaklik dagiliminin gelecekteki
sicakhigy nasil etkiledigini gosteriyordu. Kabataslak ifade ettigi seyse, 1simn gevrenin
ortalama sicakhgindan daha soguk noktaya dogru harekete gegecegi ve ortalama si-
cakhigin tistiindeki noktalardan uzaklasacagidir. Ve degisim orani ile alakal bir ifade
oldugu igin pek tabii ki kalkilis ile ¢oziilmesi gerekiyordu. Ayrica konu iki gesit
degisim oramyla iligkiliydi. A/ gsile gosterilen sicakligin zamana goére degisim orany,

“/dx* ile gosterilen sicakligin mekinsal varyasyonlar: tarafindan belirleniyordu. Bu
da x noktasindaki sicakhik ile onun solunda ve saginda ayni uzaklikta kalan noktala-

nin sicakhklarini ifade ediyordu. Ist denkleminin tamamu su sekildedir:

du _ 0%u

a  ax?

Bu tip denklemlere matematikte ismi diferansiyel denklemler adi verilmektedir.
Kismi olmasi her terimin 1sinin degiskenligini (hem zamana, hem uzaya gore) kis-
mi olarak gostermesinden 6te gelmektedir. Diferansiyelligini de iginde tirev iglemi
olmasindan alr. Kismi diferansiyel denklemler 1s1 dagilimi, akiskan akagi, clektrik
ve manyetik alan yayihmi gibi tirli tirli fiziksel siirecin modellenmesinde hayati
onem tasir. Hava durumuna her baktiginizda 1sinin, havanin ve suyun atmosferde
nasil hareket ettigini gosteren birkag kismi dif eransiyel denklemin ¢6zimiini gor-
mis olursunuz. Fourier'in ¢aligmasi matematigin fiili diinya problemlerine uygulan-
diginda iki agamali bir prosediire dénistiigini de gozler oniine sermesi agisindan
iyi bir 6rnekti. Ilk agamay1 problemin modellenmesi olusturuyordu. Bu adimda de-
neysel gozlemler ya da varsayunlar matematik diline terciime ediliyordu. Fourier’in
1s1 akist modellemesi de hem giizel hem ikna edici hem de oldukga kapsamliyds. 3
boyutlu 1s1 dagilim modellemesi bir fincandan bir yildiza ya da kiiresel iklim degi-

sikligine kadar her alanda kullamilabilmektedir.
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Modellemeden sonra gelen agama isc, ilk agamada ortaya konan modeli ¢6zmekti.
Bu, siirecin siradan bir par¢as: olarak gorilebilir, sonugta yanlis da olsa dogru da olsa

¢oziim ¢ozimdir. Yine de Fourier serisinin ihtilafa distigi nokta burasiydi.

Fourier bunu ¢6zmek igin kadim bir yénteme bagvurmustu: Tahmin y6ntemi.
Kendisi, qubuktaki sicakhigin («), hem zamanin hem de mekinin (uzaymn) fonk-
siyonu oldugu igin, sonucun zaman ile uzay fonksiyonlarinin birbiri ile ¢arpimin-
dan bulunacagini 6ngordi. Dogruydu da, sonug siniis dalgastyla (uzay) tstel azalan
fonksiyonun (zaman) carpimiydi. Eger cubugunuz en bagta grafigi siniis dalgasi olan
sicaklik dagilimina sahipse, siniis dalgasinn dalga boyunun karesiyle orantili olacags
noktada sicaklik asamal: olarak sifira diigecektir. (Ya da ortam sicaklig: kagsa ona.)

Peki ama cubugunuzun baslangg sicakhig: sinis dalgasina sahip degilse? Orne-
gin Fourier dencylerinde sicaklik dagilimini bir yarida sicak bir yarida soguk olarak
ayarlamak icin qubugun bir ucunu firina sokmugtur. Fizik jargonunda bu bir sinis
degil kare dalgaya isaret etmektedir. Fakat Fourier herhangi bir sicaklik dagiliminin
siniis dalgalar toplam (sadece sonlu toplami dcgil, giiniimizde Fourier serisi olarak

bilinen sonsuz toplami da) cinsindcn ifadc edilebilecegini iddia etmistir.
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Grafik: Fourier'in 1s1 denklemi ¢6zimunde genligi zamanla azalan bir
sinUs dalgasi olugtugu goriimektedir,
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GUNUMUZDE BILGISAYARLARLA GELISIGUZEL FONKSIYONLARI (bir
kosula bagli olmaksizin istenildigi gibi segilebilen fonksiyonlar) Fourier scrisiyle
trigonometrik dizilere yakinsayarak guzel sekiller ortaya gikartabiliyoruz. Bilhassa
bir kare dalganmn istikrarsiz yakinsamalar korosundan ortaya giktigimi gormek hig
zor degildir. Fakat meslcktaglarinin midesini bulandiran da tam olarak bu noktaydi.
Ozellikle de cski gretmeni Joseph Louis Lagrange’in. Ciinkii bu durum matema-

tikilerin fonksiyona bakig agisini bagtan agag1 degistirmek demekti.

Euler’den beri fonksiyonlar hep formiil olarak gorilmisti. Yani polinomlar, tstel
ya da trigonometrik fonksiyonlar gibi bilinen fonksiyonlarin sonlu kombinasyonlar:.
Yada Newton'un yaptig1 gibi sonsuz polinomlar olan kuvvet serileri olarak addedil-
diler. Fakat Fourier serileri agik ara gok daha yonluyda. Fonksiyonlar: basit aritmetik
formiilleriyle gosterilemeyen kademeler ve kenarlarla ifade edebiliyorlardi. Fourier
fonksiyon kavramina yepyeni bir boyut kazandirmigts. Yani ginimizde kullandi-
gimuz girig-gikis modellemesini. Fonksiyon ashinda her girdiye farkl bir ¢ikt: ata-
yabilen bir ilkeydi. Giris ve ¢ikis degerlerinin reel say1 olmas: sart: bile yoktu ve bu
ilkenin belli bir formiille ifade edilmesi gerekli degildi.

f,[;/,)
i
0.5
5
o = e
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—

Grafik: 8ir kare dalga ve sinuis dalgalarinin sonlu toplamiyla yakinsanmasini gosteren
bir grafik- Yakinsama kare dalgaya dodru istendidi kadar ilerletilebimeltedr.
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Kisim 2de belki de
biraz lakaytca klasik ma-
tematikgilerin nabiz ya
da hisse fiyat: gibi nice-
liklerle ilgilenmedigini
yazmigtim. Aslinda bu
tip niceliklerin bir fonk-
siyona tabi oldugunun
matcmatikgilerin - daha
once hi¢ aklina gelme-
digini soylemek daha
dogru olacak. Fourier'in
anlayis1 genis bir olgek-
tcki fizikscl ve dencyscl
dinyaya kapi aralamug
oldu. Ozellikle de kade-

meli ve stireksiz olanlara.

RESIM: Joseph Fourier

Gelgelelim Lagrange'in mesafeli davranmasinin pek de (1768-1836)

haksiz olmayan bir sebebi vardi. Fourier, her biri farkl: n

frekansiyla her fonksiyonun sinis dalgalar1 toplami haline

getirilebilecegini soylemisti. jA(n) yani sapkah f bize her frekansin ne kadar “giigli”
oldugunu soyler. Fourier'in iddiasindaki kilit nokta, sapkali f'den orijinal fonksiyo-
nun tekrar elde edilebilecegidir. Fourier'in ters ¢evirme formiliine gore sapkali £'in
sapkalist yine f'dir. Fakat Fourier bu iddiasina gegerli bir kanit sunmamugtir. Kald: ki
bu iddia sire4siz fonksiyonlar i¢in gegerli bile degildir. Peki hangi tiir fonksiyonlar
Fourier'in gevirme formiiliine uymaktadir? Bunun cevab: kolay verilemiyordu takat
bu problemin 19 ve 20. asirda fonksiyon teorisinc ya da fonksiyoncl analiz dalina bir

hareket kattig1 kesindi.

Fourier Serilerinin (ve teknik adi Fourier geviricisi olan gapka kavraminin) 6ne-
mi 1s1 denkleminin ¢ok 6tesine uzanmaktadir. Fourier geviri herhangi bir zamanla
degisen sinyalin bir dalga boyu spektrumuna ayrigtirilmasini saglar. Astronomlar bu
yontemi, uzak yildizlardaki molekiilleri belirlemek igin kullanir. Telsizler belli bir

kanali yakalamak i¢in bu yéntemden taydalanir. Burada mesele, zamana gore degi-
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sen sinyallerin iginde belli bir dalga boyunu tespit ctmcktir. Miizik sentezleyiciler bir
keman ya da flitin sesini taklit etmek ya da daha 6nce duyulmamug bir ses iretmek
i¢in Fourier scrisini kullanir. Bagka bir deyisle daha iyi ses ¢ikaran bir f'clde etmcyi
umarak sapkali fe incc ayar gckerler. Anlayacaginiz Fourier serileri ve ¢eviriciler dort

bir yanimizdalar ama biz farkinda degiliz.

FOURIER'A GELINCE, O BU GALISMALARININ YAYIMLANMASI IGIN
¢ok uzun siire bekledi. Caligmasin: Fransa Enstitiisi'ne 1807de sunsa da Lagran-
gc'in fikir aynliklan ytizinden reddedilmigti. Ayrica Jean-Francois Biot adli bagka
bir akademisycn Fourier'in kendisini daha ¢ok kaynak gostermcsi gerektigini sa-
vunmustu. Bunun tzcrine Fourier ustiinden bir kez daha gegtigi hilini 1811'de bir
yangmaya yollamug ve kazanmus, fakat Lagrange gene de bu ¢alismay: yayimlamaya

deger bulmamugti.

En sonunda 1822'de Lagrange’in hayatini kaybetmesi ve akademinin bagina Fou-
rier'in ge¢mesiyle Isznin Analitik Kurami adly yapat glinytizi gormis ve 19. yiizyilin

en ¢ok okunan matcmatik kitaplar arasmda bagi gekmisti.
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18

tanri’'nin gozinde 151k
maxwell denklemleri

Matcematik cebir, geometri ve fonksiyon teorisinde devrim gegirirken fizik de kendi

devrimini gergeklestirme siirecine girmisti.

19. ylizyilin baginda mekanik kuram ve yergekimi teorisi oldukga gii¢lii konum-
dayd:. Newton gezegenlerin giincs etrafinda nasil yoriinge ¢izdiklerini agiklamus;
Euler, Laplace ve digerleri ise ekinoksun devinimi ve Jiipiter’le Satiirn’iin yoriinge-
sindeki ufak varyasyonlar gibi giines sistemindeki ¢oklu cisim etkilesimlerini goster-
mislerdi. Newton kanunlariyla kat1 cisimlerin, uygulanan kuvvetler kargisinda nasil
davranis sergiledigine agiklik getirilmis ve Euler de ayn: ¢alismayi sivilar igin ortaya
koymugtu.

Ne var ki fizikte ti¢ konu bilim toplulugu igin gizemini korumaya devam ediyor-
du: Elektrik, manyetizma ve 1515 dogasi. 1800 itibariyla bu ti¢ fenomeni digerlerine
baglayan en ufak bir iligki bile tespit edilememisti. Fakat 1865'te bu durum kékten
degisti ve fizikgiler bu tigiinii bir araya getiren bir teori ortaya attr. Manyetik alan
elektrik akimyla tretiliyor, elektrik alani da manyetik alanin degisimiyle ortaya ¢1-
kiyordu. Isiksa hareket halindeki elektromanyetik bir dalgadan baska bir sey degildi.
Birbirine gegmis bir parca 6rgii gibi i¢ ige olan elektrik ve manyetik alanlarin titreg-

mesiyle olusan son derece karmasik bir kilim misali bir olguydu 1s1k.
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Eve Belektrik yik ve akiminin var olmadigi uzay boslugunda-

ki elektrik ve manyetik alanlari temsil eder. ¢ sabiti 11k hizidir.
Iraksama sembolu (V) alan gizgilerinin birbirlerinden uzaklagsma
egilimini gosterir. (V x) sembolu ise alan gizgilerinin donus egilimi-
niifade eder. Butun olarak bu formul der ki, elektrik yUki olmayan
biryerde. ne elektrik ne de manyetik alanin kaynagi vardr.

Bu sonuglara varmak igin fizikgilerin birkag sarsic1 deneysel kesfi hazmetmesi
gerekiyordu. Sonrasinda katy, elle tutulabilir (tckerler, gubuklar, manivelalar gibi me-
kanik) nesnelerden, elektrik ya da manyetik alan gibi maddi olmayan, elle tutulama-
yan olgulara gegis yapan bir fizik gclistirmck durumunda kaldilar. Fakat diiz mantik
ve eski deneyimler elle tutulamayan fakat gercek olan bu olgularda ne yazik ki ige
yaramadig1 i¢in fizikgiler matematige daha once hig olmadigs kadar giigli sarildilar.

Clinki sezgiler ve mantigimiz yolda kaldiginda geriye tek rehber o kalmugta.

Isigin dogasiyla ilgili tartigmalar, Newton’un taneciklerden olugtugunu, Robert
Hooke'ninse dalgalardan ibaret oldugunu iddia ettigi 1600'1d yillara dayanir. New-
ton’un sarsilmaz itibar1 11310 dalga olduguna dair teorileri ytizyillar boyunca geri
plana itmistir. Nc var ki 1800’1d yillarin baginda birkag deneysel kesif, tartigmanin
canlanmasina sebebiyet vermigtir. 1801 yilinda Thomas Young 151k dalgalarinin gi-
rigimini kegfetti. Bir 151k demeti iki paralel ve dar yariktan gegtiginde karg: tarafta
gordigiimiiz sey, iki dar ve parlak serit degil, en parlag: ortada olmak tizere birbirini
izleyen karanlik ve parlak seritlerdi. Bunlari sarapnel pargalar gibi degil de bir ha-
vuzdaki suda olugan dalgaciklar gibi digtintirseniz anlamak ¢ok daha kolay bir héle

gelecektir.

YAYILMA GAGI BENKLEMLERI 143




Gizim: Young'in gifte yark deneyi.

Aynica 1665’te Francesco Grimaldi iginlarin kirilarak yayilmas: adin verdigi bir
durum gézlemlemisti. Isik bir kdsede gozle goriliir sekilde kiriliyordu. Tabii bunu
da Newton yasalarina uyarlamak zordu. (Hatirlarsaniz digaridan higbir giice maruz
kalmayan hareketli cisimler diiz bir hat boyunca ilerliyordu.) Isigin bir prizmadan
gegerek kirlmasimin tanccik teorisiyle agiklanmasi dalga teorisine gore ok daha
zordu. 1818de Augustin Fresnel, girisim, kirlma ve kirlarak yayilma olgularina,
isigin yanstyan dalgalardan olustugu teorisiyle bagarih bir sekilde agikhik getirdi.”
1820denitibaren Fransa’da, 1830’dan itibarcnse 1ngi]tere’de (Orada Newton'un aza-
metini yenmek pek kolay olmamigt1.) dalga teorisi bir adum 6ne gegmisti. [yi ama
1k bir dalgaysa o dalga ncyden olusmustu? Hava ya da bir akigkan dalgasi olamaz-
dy, zira yansiyan dalgalar sivilar tizerinden ilerlemezdi ¢tinkd bu dalgalarin istedigi
ortam, clastikiyete ya da gerildikten sonra eski haline hizli doniis yetenegine sahip
tirden ortamlards. Fizikgilerin biiyiik bir ogunlugu 1s131n bir tiir “aydinlik lokman
ruhu” tizerinden yayildigina inanmglar, fakat lokman ruhunu tespit ctmck igin veri-
len tiim ugraglar boga gikmstur.

*  Yansiyan dalga, dalgadaki belli taneciklerin dik agilarda hareketleri Gzerinden yayilan bir tiirdir.

Bunu stadyumlarda taraftarlarca yapilan dalgaya (Meksika dalgasina) benzetebiliriz. Tanecikler
ayn ayn bir agafn bir yukan hareket ederken dalga stat boyunca ilerler, yayihr.
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Bu sirada elektrik ve manyetizmanin gizemi gitgide derinlesmckteydi. 1799'da

italya Kontu Alessandro Volta pili icat etti ve bu da fizikgilere ilk kez stabil bir

clektrikle deney yapma olanag sagladi. 1820'de Hans Christian Orsted bir derse ha-

zirlanirken, bir kablodan elektrik akimi gegirdiginde yakinindaki bir pusulanin ibre-

sinin saptigin1 gordii. Elektrikle manyetizmanin iliskili oldugunun ilk fiili gostergesi
pugini g y § g g g

bu olmugtu. Bu ipucunu, Michael Faraday'in 1831deki elektromanyetik endiiksiyon

kesti takip etti. Faraday, bir bobinde degisen elektrik akiminin bagka bir bobinde

elektrik akimi meydana getirdigini kanitladi. Ayni gekilde, bir miknatis bir bobine

yaklagtirilinca kisa siireli akim tretilebiliyordu. @rsted bunun kargilikl: bir etkilegim

RESIM: Birbirine

yakin konum-
andrimig 25 mikron
genisliginde iki yarig)
aydinlatmak igin
kullanilan, Kirmiz
Hetyum-Neon
lazerin Dir esevrel

1SN, (632.8 nm)

oldugunun farkina varmgtu.

Giiciiniin degigmesi sartiyla manyetizma da elektrik

tretebiliyordu.

Biitiin bu kafa kargtiric1 ipuglarini yogurarak giizel bir
teori haline getirense Iskog Fiziksi James Clerk Maxwell
olmugtu. William Rowan Hamilton'un dérdey kesfi misa-
li, ok kisi her biiyiik kesfin kafada bir simgck cakmasiyla

gergeklestigine inanansa da Maxwell'de durum bunun tam







tersi olmugtu. Kendisi Elektromanyetizma tizerinde birkag y1l ¢aligmig ve Maxwell

denklemleri dedigimiz giizellik abidesini adim adim, tanc tane olugturmugtur.

Maxwell'in att1gy ilk adim, 1855te Faraday’in miknatisla olugturdugu giig hattini
ciddiye almak oldu. Bu hat, miknatislarin kenarina demir talaglar dokildigiinde
belirgin hale geliyordu. Faraday magnetin etrafinin, demir talaglar yokken de bu
alanla sarili olduguna inanmaktaydi. Maxwell bu gériinmez kivrim topluluguna bir
isim verdi: Manyetik Alan. Aynca elektrik giiciini ileten bir elektrik alani oldugunu

da varsayds.

21. ytizyilda hepimiz etrafimuizda bulunan manyetik ve elektrik alanlarla yagadi-
gimizin bilincindeyiz. O yiizden 1850’lerde bunun insanlara ne kadar agiri ug bir
fikir gibi gorindigini tahayyil etmek zor gelebilir. Elektrik alani nedir? Gozle

gorinmiyor, elle tutulmuyor... Varhigindan nasil emin olabiliriz?

Maxwell'in alanlar teorisini olugturmada kargilagti-
e ST hemitlasi &1 bagka bir zorluksa Newton'un mirasiydi. Newton’un

iki gubuk miknatisin kiitlegekim teorisinde gezegenler, aralarindaki uzaklikla-
Olusturdugu manyetik
alani gdstermek

amaciyla Bir siire i¢in elektrik ve manyetizmanin da ayn1 mantik-
kullanimaktadir.

rin karesine ters orantili bir giigle birbirlerini ¢ekiyordu.

la caligtif1 zannedildi. Fizikgiler “belli mesafeden eylem”
fikrinin dogruluguna boyun egmigti. Fakat Faraday ve
Maxwell bu esareti sorgulamaya kalkigti. Onlar iki yiik ya da miknatis arasindaki
kuvvetin aralarinda olugan alandan kaynaklandigin soyledi. Halbuki Newton’un ev-

reninde bog uzayda higbir gcy bulunmuyordu.

Ne var ki Maxwell'in evreninde o bosluk elektrik ve manyetik alanla kaynamak-
tadir.

Ilk galigmasindan 6 yil sonra Maxwell bilimsel resmine bir firca darbesi daha
ckledi. Elektrigi, manyetik ve elektrik alanlarin mevcut oldugu ortamdaki elastik
bir kuvvet olarak kabul etti. Burada mekanik disinceyi terk etmedigi ve mate-
matigin egilip bikdilebilirligini kabul ettigi ilging bir not olarak dusiilmelidir. Bu
konu tzerine ikinci galiymasi manyetik alan: temsilen dénen burgaglar; elektrik
alanini temsilen ise avara kasnaklariyla dolu olduk¢a karmagik bir modele daya-

miyordu.

Bahsedildigi gibi elastik kuvvetler yansiyan dalgalan iletmek igin gerekli olan
kuvvettir. Bunun yaninda herhangi bir elastik ortamdaki dalganin hizini 6lgen basit

bir formiil dec mevcuttur.
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Maxwell bu elektromanyetik dalga hiz1 formiiline kargilagtirma yontemiyle ulag-
mugtir. O siralar, yaz mevsimini Iskogya'daki konaginda gegiren Maxwell denkle-
me yerlestirecegi uygun fiziksel sabitleri aragtiramamugti. I'akat 1861 sonbaharinda
Londra Kings Koleji'ndeki ofisine déndiigiinde 151k hizini saniyede 310.740.000
metre olarak hesapladi. Onceki yillarda, 1849'da Armand Fizeau adls Fransiz fizikgi
bu hiz1314.850.000 m/sn olarak 6lgmustii. (Ginimuzde 6lgilen deger 299.792.458
m/sn'dir. Ashnda metre, 1983'ten beri s131n 1/299.792.458 saniyede aldig1 yol ola-
rak tanimlanmaktadir. Boylece 1sik hizi deneysel sabit olmaktan gikarak belli bir
tanima kavugmugtur.) Maxwellkendive IFizeau'nun buldugu degerlerin bu kadarya-
kin olmasinin tesadif olmayacagina hikemetti. Bunun Gzerine bu durumu agikladig:
cahgmasinda italik karakterlerle sunu yazmugtir: Iugn, elektrik ve manyetik alanlarin
hiikiim sirdigii ayni ortamdaki yansiyan dalga salintmlarindan olustugu grkarvmindan

gilg bela da olsa kaginabiliriz.

FAKAT MAXWELL durmak bilmiyordu. Elektromanyetik ve 151k dalgalarinin
aymi oldugunu mekanik kargilagtirma yoluyla tespit ettikten sonra burgag ve ters
donigli diglileri gibi mekanik araglar1 kullanmaktan kurtulabilecegini ve sonuca sa-
dece matematik yordamiyla ulagabilecegini fark etmisti. 1865te tiglinci galigmasini
yaparken geriye kalan tek sey, uzay boglugunda bulunan Elektrik Alani (E) ve Man-
yetik alanla (B) iligkili 4 basit kismi diferansiyel denklem ortaya koymaktu.

Bu denklemler kendi baglarina elektromanyetik alan teorisinin tamamin olug-
turmuyorlardi. Cunki elektrik yiikleri ya da miknatislar gibi fiziksel nesnelerin E ve
B’ye nasil tepki verecegi bilgisini igermiyorlards. Yahudi-Hristiyan kiyasini kullan-
mak gerekirse Maxwell'in denklemleri, Tanrinin “Isik Olsun” dedikten sonra evre-
nin halini ve higbir seyi yaratmadan 6nceki halini temsil ediyor diyebiliriz." Cismani
diinyay: binyesinde toplamak i¢in Maxwell ¢aliymasina fazladan denklemler; yik

yogunlugunu ve akim yogunlugunu ifade eden terimler eklemisti.

Maxwell'in gogu denklemi tekil anlamda kendisine ait degildi. Kullandig: tekil
denklemler Gauss, Faraday ve Ampére Yasalariydi. Maxwell'in tek katkis: elektrik
akimi g6z 6niinde bulunduruldugunda Ampere Yasasi'na giren diizeltme terimleri

olmugtu. Her seye ragmen bu denklemlerin hepsinin bir sistem igerisinde yogu-

*  Fiat lux veya Isik olsun, Eski Ahit'e gore Tann tarafindan 1igin yaratihsini tammlayan Latince

ciimle. Ingilizce'de Let there be light olarak geger ve bu dilde gok Gnlii bir deyis haline gelmistir;
6zellikle de Kral James Incilitigiinci dizesinde var oldugu igin.
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rulmasint saglamak ve manyetik/elektrik alanini temel arag olarak kullanma fikri
tamamen Maxwellin yeteneginin triinleriydi. Dolayisiyla bu denklemlerdeki tek
deneysel sabit olan 15tk hizinin belirlenmesi ve fizigin temel yasalarindan biri olmasi
da onun marifetiydi.

Onccki boliimlerde Eulenin ¢* + 1 = 0 formiliiniin Mathematical Intelligencer
okurlan tarafindan en giizel denklem secildigine deginmistik. 2004 yihndaysa Phy-
sics World de buna benzer bir anket diizenledi. Okurlarin Maxwell denklemlerini
birinci segmesi sagirtict bir sonug olmadi clbette. Ciinkii bu denklemler basitti, si-

metrikti, emekle elde edilmisti ve ¢ok seye 151k tutuyorlarda.

Yine de bu kisimda deginilen diger devrim niteligindeki kesifler gibi bu denk-
lemler de kendi zamaninda biiyik etki uyandirmamigti. Maxwell'in ¢agdaslar1 bu
denklemleri nas1] degerlendireceklerini bilememisti. William Thomson -Lord Kel-
vin- (evet, dordeyleri kesfedemeyen Lord Kelvin) 1884te soyle demisti. “Ben bir seyi
bastan asagt mekanik modelleme icine sokmadan anlayamam. Bu yiizden elektromanye-

tizma teorisini de anlamadim.”

Ne var ki zaman gegtikge Maxwell denklemlerinin kiymeti daha ¢ok anlagilir
oldu. Bu denklemler elektromanyetik dalgalarin giiniimiizde mikrodalga, kizil 6te-
si, mor Otesi ve x-1gnlar dedigimiz farklh dalga boylarinda olabilecegi gostermisti.
Ayrica bu dalga boylarinin clektrik alamni salindirarak meydana getirilebilecegini
ifade etti. 1901'de Guglielmo Marconi ilk radyo dalgasini yaymak igin tam olarak
bu prensibi kullanmigti. Bu formiiller 1s151n kendisinin basing unsuru olabildigini
soylemistir. Bu formiillerden beklendigi gibi, 20. ylizy1l aragtirmacilar: kuyruklu-
yildizlarin kuyruklarinin neden giinesten 6teye yoneldigine agiklik getiren “giines
riizgirlarini” kegfetmigti. 2010'daki IKAROS adl Japon ve 2011'deki NanoSail-D
adh Amerika Birlesik Devletleri uzay gorevi bu denklemler yardimiyla giines 1g1n1-
miyla bir uzay aracina gii¢ saglanabildigini gostermisti. Ve son olarak 1905’te, daha
sonraki bolimlerde de deginilecegi tizere, Maxwell denklemleri Einstein’in gorelilik

teoremini ortaya atmasina 6nayak olmustu.
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daha sembolik-bir biim adam yetismemistir. Bir tarafi seytan bi Larafi aziz elan
burgahsiyet bir meshur fotografinda bize dil gkard, bir bagkasindaysa bu hayat-
tan bikmis gozlerle bizlere bakis att. Daginik saglari, toplum geleneklerine olan
kayitsizig onu oldukea popdler bir biim simgesi haline getirai. O biim dinyasinin
rock yidizyds.

Belli agilardan dusundigumizde bilim diinyast ondan daha iyi bir sefir isteye-
mezdi. Gunku kazandidi san kesinlikle bileginin hakkiylayd. Kendisi fizikgilerin
dunyasini sadece bir kez dedil, birkag kez tersytiz etmisti. Isigin nicemlemesint
{kuantumiamasin)* idrak edebilen ve madde ile enerjinin esdederligini fark eden
ik bilim adams o oldu. Adi gerelilik (izatiyet) teorisiyle yan yana anilir oldu. Oyle ki
ismi bilimin ble Gtesine gecti. Bu undint bansin flerlermesine adadi fakat Nazilerin
yukseligi onun bu hakli baris Glkistint savunmasina bile engel omustu. 1940ta
Bagkan franklin Roosevelti elas bir alem bembas! tehikesine karg uyararak
Manhattan Projesinin yolunu agli ve savag sonrasi dunyanin buttin dengelerini
muthis bir sekilde degistirmis eldu. Onun eserleri; zekasin konusturdugu ve kisi-
ligini ortaya koydugu dénemin sonuclaridir. Dogas! itibaryls her zaman otoriteyi
sorgulamay segmistir. Baska fizikgilerin yuzyillarin geleneklerini gézden gikarma
konusunda eli titrerken Einstein asla tereddut etmez, bunu yapmak hatta hosu-
na gidercii. Onun bir sansi da temelde birbirine karsi zitiklar barindiran mekanik,
elektromanyetik ve termodinamik daltarinin artik olgunlasip tamamen anlasidigi
bir dénemde yasamig oimasiydr. Digerleri bu zitlkiar gérduklerinde godzlerini bag-
ka tarafa gevirrken Einstein Ustlerine gitmeyi secerek onlan nasil alt edebilece-
Ginc odakland.

Nigem: Yayilan ya da sodurulan enetjinin en ufak niceligh, en ufak birimi, Kuantum

152 KiSIiM DORT




lgingtir, kariyerinin basinda Einstein bir matematik 49181 da saylmazdi, Eski
matematik odretmeni Hermann Minkowski bir keresinde soyle yazmigt:
“Einstein dgrencilik gunierindc asiri tembel bir cocuktu. Matematik konu-
sunda kendisini hi¢ zahmate sokmazd,” Fakat zaman gegtikge Einstein'in
matematige bakisi 18@ derece degisti. Minkowski'nin 1908'de 6zel goreliligi
tekrar formule dokresi teorisinin kabul gérmesini saglamisti. Einstein Oklid
digl geometriyi iyi kavrayamarmis olsa genel gérelilik teoremini asla ertaya
atamazd. 1912've gelndiginde Einstein o eski kibririden vazgegmisti

"Matematige cldukga fazla sayg duymaya basladim. Bu cehaletimie farkina
varmaya basladigim bazi zeké kokan ozellikleri ber baydildyor.”

Bazen din degistirenler en azili misyonerler olup Gikar. Einstein dncesinde
matematigje kargl gonuisuz olsa da sonradan bu bilim dalinin sayginliggina
sayginlik katmistir. Dolayisiyia 20. yuzyl denklem tarihinin onunle baglamasi
oldukga mantikl gérinmektedir
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19
fotoelektrik etkisi
nicem ve gorelilik

20. yiizyil fizigindeki devrim, goriinigte 6nemsiz bir gozlemle baglamigti. 1887'de
Alman Fizik¢i Heinrich Hertz, iki metal elektrotun arasindaki kivileim gegisinin,
15tk altinda (6zellikle mor 6tesi) karanlhkta oldugundan daha kolay gergeklestigini
fark etti.

Diger bir Alman Fizikgi Philipp Lenard 1902 yilinda istiine 151k tutulan metalin
disariya o zamanlar £atot 1511, gliniimiizde elektron olarak bilinen olguyu yaydigim
tespit etmisti. Elektronlar yeterli enerjiyi aldiginda Hertz’in gahit oldugu kivileim-
lar1 olugturabiliyordu. Ve bu fenomen fotoelektrik etkisi olarak amlmaya baglad:
Gergeklegen bir nevi igiktan elektrik tiretimiydi.

Lenard, 151k siddetini ve frekans: (yani rengi) degistirdiginde fotoelektrik etkisin-
de oldukga tuhaf seyler fark etti. Kirmizi 151k altinda, siddeti ne olursa olsun boyle
bir etki olugmamaktayd;.

Ayni zamanda yayilan elektronlarin enerjisi, 151k siddeti artirilsa da artmiyordu.

1905’te, Albert Einstein heniiz 26 yaginda, Isvigre Bern'de patent ofisinde kitip
olarak ¢ahgirken Lenard’in bu kegfine devrim niteliginde bir agiklama getirdi. Isigin
enerji nicemi ihtiva eden bir siireksiz ortam gibi davrandig varsayiminda hulun-
mugtur. Onun o zaman enerji nicemi olarak adlandirdigs olgu, bugiin foton olarak
bilinmektedir. Einstein, her fotonun, is1g1n frekans: v ile orantils, karakteristik mik-
tarda enerji ihtiva ettigini iddia etti. E=A.v
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E cismin enerjisini; m, hareketsiz haldeki kitlesini;
cise 299.792.458 m/sn ile 1gik hizini temsil
etmektedir. Einstein'in bu denklemi maddenin bir
ener ji gesidi oldugunu ifade eder.

Isigin nicemlemesi (kuantumlamasi), bir fotonun sogurulmasinin bir ya hep
ya hig, mevzusu oldugu anlamina gelmektedir. Foton metalin yiizeyine garptigin-
da yarisi sogurulup diger yarist yansitilmaz. Yani siradan bir dalga gibi davranmaz.
Eger sogurulacaksa biitiin enerjisi hedefe aktarilir. Eger enerji, elektronlarin metalin
yiizeyinde tutan baglanma enerjisini (P) asarsa, metal karakteristik enerjiye sahip
elektron yaymaya baslayacaktir. v-P

Einstein'in 11k nicemi varsayimi kirmizi 11 neden fotoelektrik etkisi olug-
turmadigini da agiklamaktaydi. Kirmizi 151k, yesil ya da mavi is1a gore daha biyiik
dalga boyu, daha disiik frekansa sahipti. Frekans: (v) daha diisiik olunca kirmiz:
isiktaki fotonlar cisimden elektron koparacak kadar giiglii olmuyordu. (Diger bir
deyisle /v<P durumu olugmaktaydi.) Rengi sabit tutarak is1gin siddeti artinldiginda
fotonlarin sayis1 artiyor fakat yine de bireyselde higbiri fotoelektrik etkisi meydana
getirecek giice sahip olmuyordu.

Fotonlarin bu tuhaf davraniglarinimn elle tutulur sonuglar: vardir. Ornegin ges-
tigimiz yillarda mobil telefon kullanimi ile kanser arasindaki bir baglant:1 iddi-
ast epey hararetli tartigmalara sebebiyet vermigti. Iddiaya gore mobil telefonu
baginiza yakin tutmak maruz kaldiginiz 1ig1ma (radyasyon) siddetini artiracaktir.
Dolayistyla bu durum hiicrelerinizdeki iggma kaynakli bozulma durumunu ortaya
gikaracaktir.
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Ne var ki bu kam bagtan agag yanhstir! Eger insanlar Einstein’in asirlik “ipgin
kuantumlama teorisini” tam olarak kavrayabilmis olsaydi mobil telefon telagesi hig-

bir zaman peyda olmazd.

Radyasyon canli dokuya, ancak atomlarindan elektronlan zorla kopararak zarar
verebilir. Fotoelektrik etkisinde oldugu gibi buradaki mevzu igimanin (yani radyas-
yonun) siddeti degil frekansidir. Ve bir mobil telefon tarafindan yayilan kizilotesi
isinlar kirmizi igiktan bile disik frekansa sahiptirler. Dolayisiyla bir metalin ato-
mundan elektron koparacak giice sahip degildirler. Ustiine iistliik viicudumuz metal
bile degildir. Bizim viicudumuzdaki atomlar elektronlarini metale gore ok daha
biiyiik bir enerjiyle tutar (Baglanma enerjisi). Bu saydigimiz sebeplerden otiirii kizi-
16tesi iginlar bizim igin son derece giivenlidir, viicudumuzdaki atomlan iyonize ede-
mezler. Kirmizi, yesil ve mavi iginlar da bir o kadar giivenlidir. Aksi olsaydi su an yesil
¢imlerin ve mavi gokyiiziinin yansittigi iginlardan kaginmak igin magaralarda yaga-
mak zorunda kahrdik. Kanserden ancak morotesi ya da x-iginlan gibi daha yiksek
frekansta radyasyona maruz kaldigimizda korkmahyiz. Eger frekans viicudunuzdaki
atomlan iyonize etmeye yetecek kadar yiiksekse, radyasyon siddeti o zaman mevzu
bahis edilmelidir. Aksi durumda bir sikint1 yoktur.

Einstein donemi fizikgileri igin 151k nicemi hipotezi
hem ortak akla hem de yiizyilin teoremine bir meydan ,
RESIM: Bir askeri harekatta ik
kez kullantan ve Hrogimaya
1800’lerde baglayan tartigma zaten hila devam etmekteydi atilan Little Boy (Kigik Gocuk)
kod adl atom bombasinin
patiama goruntusu.

okumayd:. Isigin tanecik mi dalga mu oldugu Gzerine

fakat stire¢ dalganin lehine isliyordu. Maxwell denklemlc-

ri de igigin elektromanyectik dalga oldugunu gostermisti.

FAKAT EINSTEIN TEMELLI KAPANMIS GORUNEN bir dosyay: yeniden
agmigty. Nispeten yash fizikgiler bu durumu pek hos karsilamamiglardi. 1913’te, Max
Planck s6yle yazmugts: “[Einstein] bazen iddialarinda hedefi epey bir iskaliyor. Tipk
istk kuantum hipotezinde oldugu gibi.” 1916 yilinda ise Robert Millikan hipotez
i¢in lakayt tabirinin uygun digecegini soylemigti. Fakat Millikan'in sonralan biz-
zat yaptif1 deney Einstein’t hakli ¢ikarmig ve bunun stiinden 6 yil gegtikten sonra

Einstein fotoelektrik etkisini aciklamasindan 6tiirii Nobel Odiilii kazanmigti.

Aslina bakarsamiz Einstein’in E=4v-P denklemi ufak deneysel bir etkiden gok

daha fazlasina agiklik getirmigti. Bu formil kuantum devriminde sikilan ilk kursun-







du. Kuantum mekanigi asirhk “tanecik-dalga”™ tartigmasini biitiiniiyle paradoksal

bir evreye tagimigti. Clinki s1gin hem dalga hem tanecik oldugu ortaya konmugtu.

Sizin hangisini goreceginizse ona yaklagim aginiza gorc degisecektir. Eger frekans
ve dalga boyunu 6lgecekseniz 151k bir dalga gibi; eger fotoelektrik etkisini kullanarak

fotonlarin: sayacaksaniz tanecik gibi davranacakur.

Bu dalga-tanecik ikiligini konugma dilinde anlatma gabalar: her zaman bagari-
stzlikla sonuglanmigtir. Ciinkii makro diinya tecriibemizde bunu kargilagtiracagimiz
higbir olgu bulunmamaktadir. Onsezi ve ortak akil bu konuda bizi genelde, tip-
ki mobil telefon 6rneginde oldugu gibi, yanlis yénlendirmeye meyleder. O yiizden
atom alti diinyada giivenilir olan tek kilavuz matematiketir.

Sayet Einstein siradan bir bilim adami, hatta siradan bir Nobel 6diillii bilim ada-
m olsaydi E=hv denklemi onun ustalik eseri kabul edilirdi. Ama aksine bu formiil
E ile baglayan formiilleri arasinda bile ustalik eseri sayilamazdi. Bu titri layikiyla hak
eden, ilk kez 1905’te degindigi baska bir formiilii vardu.

Bu denklem zarif bir sadelikle madde ve enerji arasinda egdegerlik oldugunu gos-
termigtir. Denkleme gore  kiitleli cisim, kiitlesi ve stk hizinin karesinin ¢arpimina
egdeger olan bir enerji miktarina (£) sahiptir.

Isik hier devasa seviyelerde oldugu igin kiigiik kiitleli bir cisim bile devasa
bir enerjiye dénigtiirilebilmektedir. 1945’teki Hirogsima bombalamas: bunu ga-
yet net bir gekilde géstermigti. Kiigiik Cocuk kod adli bomba sadece 67 kiloluk
zenginlegtirilmis uranyumdan olugmaktaydi. Ne var ki patlama sirasinda enerjiye
déniigen cismin kiitlesi ise yalnizca bir tiifek sagmas: agirhgindaydi. Anlayacag-
mz yalnizca bir tiifck sagmasi koca bir gehri yok etmeye yetccek bir enerji ihtiva
etmekteydi.

Einstein 1905'te ¢nerji ve kiitle arasindaki cgdegerligi kesfettiginde, bunun kor-
kung sonuglara da gebe olabilecegini 6ngérememigti. Bir arkadagina yazdig: notta
su ifadeleri kullanmigts:

“Maxwell Denklemlerindeki gorelilik ilkesi kiitlenin, bir cismin eneryisinin dolaysiz
olgiimii oldugunu, 1s1gin kiitleyi tasidigint soyliyor. Bu durumda radyum igin kiitlede
kayda deger bir kayp gereklesmesi gerekir. Diigiincesi bile komik ve bulagict; Tanrt yu-
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karidan gilerek beni parmagimda m1 oynatiyor, hig bilmiyorum.” 40 yil sonra herkes

Tanr’'min giilmedigini anlamigty.

Peki Einstcin bu cn Gnli formiline nasil ulagmist:? Bunun gegmisi 1905 yilinda-
ki ikinci muhtesem kesfe dayanmaktadir. Ozel Gorelilik (Izafiyet) Kurami.

NEWTON'UN HAREKET YASALARI sabit hizda seyreden herhangi bir eylem-
siz referans cergevesindej” gegerliligini korur. Eger saatte 100 kilometre sabit hiziyla
hareket eden bir tren igindeyseniz, siz oldugunuz yerdeymissiniz de gevrenizdeki or-
tam saatte 100 kilometre hizla Gstliniize geliyormus gibi gelir. Higbir fiziksel deney
bunun aksini iddia edemez. Trende, diiz bir hat tistinde harcket eden cisimlerse ayni
hareketlerine devam cdiyor olacaktir. (Newton'un {lk Yasasi). Yine trenin igindey-
ken, etki edecek harici bir kuvvet trenin hizini degistirerek ona ivme katacaktir. (F=
m.a - Newton’un Tkinci Yasas1) Otc yandan cger tren aniden hizlanirya da yavaslarsa

bu da hiz1 bir sabit olmaktan gikartir ve trenin igindekiler bunu hisseder.

Lakin Maxwell'in clektromanyetizma denklemleri aym gekilde daveanmuyor gibi
goriinmektedir. Itk hizinin Maxwell denklemlerinde fiziksel bir sabit olarak ges-
tigini hatirlatalim. Dolayisiyla Gorelilik Tlkesini Maxwell denklemlerinde kullan-
digimizda, 11510 hizimi hangi eylemsiz referans gergevesinde olgersek olgelim ayni

sonuca, 299.792.458 m/sn’ye ulasmamiz gerckir.

Fakat bu gergek bir paradoksa yol agmaktadir. Eger bir araba saniyede 120 metre
hizla seyrediyor, siz de onu saniyede 100 metre ile yol alan bir trenle takip ediyorsa-
mz ondeki arag size gok daha yavag, yani 20 m/sn hizla gidiyormus gibi goriinecck-
tir. Benzer gckilde bir 11k dalgasini takip etscydiniz kendi hizindan (299.792.458
m/sn) 100 m/sn daha az bir hizla hareket ediyormus gibi gériinmesi gerekirdi. Ya da
birbirinize dogru harcket etseydiniz, 151k dalgas: size kendi hizindan 100 m/sn daha

hizli hareket ediyormug gibi gorinirdi.

Dogruyu séylemek gerekirse hepimiz diinya adimi verdigimiz bir trende yagiyo-
ruz. Clinkii giines etrafindaki yéringemiz bizi yihn her zamaninda bagka noktalara
gotirdigi icin, fizikgiler uzak yildizlardan gelen 11k iginlarinin huzini da geli yonii-
ne gore farkl algilamamiz gerektigi fikrini ortaya atrmgtir. Fakat Albert Michelson

Fizikte, eylemsiz referans sistemi, zamani ve uzayr homojen ve izotropik olarak zamandan ba-
gumsiz bir gekilde tanimlanan referans sistemidir. Tiim eylemsizlik sistemleri, sifir ivmelenmenin
oldugu sabit ve dogrusal bir hareket ierisindedir.
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ve Edward Morley’in 1887'de yaptig: meshur deney déihil

higbir deney bu tip bir hiz degisikligi saptayamamugtar. RESIM: Albert Einstein
(1879-1955)
Einstein’in bu deneylerden 6grenciyken haberi olmugtu. —

Einstein deneylerin bagarisiz olmasinin sebebini, saptana-

cak bir bulgunun var olmamasina baglamis ve gorelilik ilkesini varsayim seviyesine
terti ettirmisti. Oyle ki fizik kurallar: biitiin eylemsiz referans gergevelerinde aymdir.
Bu bilhassa 151k hizinin evrensel bir deger oldugunu gosterir. Bu ikilikten dolay: ne
Newton’un ne de Maxwell'in denklemlerinden vazgegmek zorundayiz. Yapmak zo-
runda oldugumuz tek sey onlari biraz uyarlamak. Daha 6nce verdigimiz formildeki
gibi hiz1 eksiltmek yanlistir ve bunun yerine daha ¢ok ayrintiya giren bir formiil
kullanilmalidir. Daha da 6nemlisi kafamiza eskiden beri yerlegmis uzay-zaman fik-
rini hepten terk etmemiz gerekmektedir. Einstein’a gore gtk hizinda herhangi bir
degisiklik saptamamamzin sebebi, uzunluk ve zaman araliklar1 gérece/i olmasidir.

Onlar sizi referans gergevenize gore degisir.

Bir trende, saatte 100 km hizla, sabit duran Albert’in yanindan gegip gittiginizi
hayal edin. Oniinden geg-
tigi an Albert (eger iyi bir
gozlemciyse) trenin duragan
haline gore ¢ok daha kisa
oldugunu gozlemleyecektir.
Aynica sizin kolunuzdaki
saatin de daha yavag hareket
ettigini gorecektir. Ikiniz de
saatinizi, tren tam Albert’in
oniinden gegtiginde 10:00’u
gosterecek sekilde ayarladiy-
saniz, Albert zaman genisle-
mesi etkisinden dolayi1kendi
saatinin 10:01 oldugunu
sizinkinden 6nce gorecektir.
Fakat siz de 6nce kendi sa-
atinizin 10:01i gosterdigini
iddia edeceksiniz. Ve ikiniz
de hakli olacaksimz! Al-

bert"m saatinden yansiyan

ve saatinin 10:01 oldugunu
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gosteren 151k dalgalan size ulagtiginda, sizin saatiniz zaten 10:01 géstermis olacaktir.
Bunun tam tersi de Albert igin gegerlidir. Einstein’in evreninde zamanimn tam bir
olgimii mimkin degildir, hatta dahas: “6nce” ve “sonra” gibi net kavramlar mevcut
degildir.

Bizim bu uzay kiigiilmelerini ya da zaman genislemelerini algilayamamamizin
sebebi 1s13a gore cok ok kiigiik hizlarda hareket ediyor olusumuzdur. Dolayisiyla
s6z konusu bu ctkiler agin kiigiik kalmaktadir. Fakat hassas aygitlarla gorelilik teore-
minin tahminlerini test etmek mimkiin. Yoringeye gonderilip bir siire sonra tekrar

diinyaya getirilen bir saat gergekten de birka¢ nanosaniyc yavaglamgtr.

Kiiresel Konum Belirleme Uydulan: (GPS) gérelilik etkilerini de hesaba katarak
caligir. GPS alicimiz birkag farkli uydudan zaman bilgisi alarak onlardan ne kadar
mesafede oldugunuzu belirler. Her bir uydu size nazaran daha hizli hareket ettigi
igin onlarin saatleri zaman geniglemesi etkisinden 6tiirii daha yavag ilerler. GPS
sayesinde goreliligi uygulamal: olarak yagadigimiz bir ¢agdayiz.

EINSTEIN daha 6nce de sozii edildigi gibi iki farkli gorelilik formiilii ortaya koy-
mugtur. 1905'te gelistirdigi 6zel gorelilik teoreminde fizik kanunlariun hangi eylem-
siz referans cergevesinden bakilirsa bakilsin ayni oldugunu varsaymustir (Ornek, sabit
hizda hareket eden cisim). Lakin Einstein’in icinden bir ses,ivmeli referans gerceve-
sinde (yani hizin sabit olmadig1 ortamda) durumun aymi olmadigini soylemekteydi.
Birkag yil boyunca gorelilige; gozlemcinin eylemsiz referans gergevesinden etkilen-

meden, fizik kurallariyla agiklanabilecek genel bir formiil bulmak igin caligts.

Bu konudaki kilit 6nsezisi ise ivmenin kiitle ¢ekiminden farksiz oldugunu ayurt
etmesiydi. Bu durumu yériingeye gikan astronotlarda net bir sekilde gorebiliyoruz.
Onlar orada diinyanin kiitle ¢ekim alamnin igindeyken bile, 0-G'ye, (sifir yer ¢ekimi)
maruz kaldiklarindan bahsedilir. Hilbuki o sirada uzay araglariyla birlikte serbest dii-
sts eylemi iginde olduklar igin kiitle ¢ekim giiciinii hissetmemektedirler. Einstein'in
genel gorelilik kuramina gore, kiitlegekim alanindaki serbest diigi ile kutlegekim
alani diginda sabit hizla hareket etmenin arasinda gozlemlenebilir higbir fark yoktur.

Matematiksel agidan genel gorelilik, 6zel gorelilikten nispeten daha zordur. Eins-
tein’'in Newton'un kiitlegekim yasasi ile yer degistirmis alan denklemlerine bakinca
genel bir fikir edinebilirsiniz.

R —lgwR =8—JZGT
é

G uv*

BiZiM GAGIMIZIN DENKLEMLERI 161




M?MM% 5 nher Pnsidoatodits Mm.,
#W ""“fb M.é‘ﬁm IMyuw‘w 3?)
o « M2
”-
«.‘Wﬂw, gulha /.a»a..z.wawm Pl AT v

k¥ - ”f"«r"’,"‘ Naoil f P MM‘M? en W ‘("fl-m?-",g éwf oty éu“?-'c ““!

"'*‘r"; 2 e T —(y,«-;.)-dg
ki Astan Ll R A faf}vf-'* G liietrninng.
g
‘g - :»-»«_..m-
li-%5 : J
2

t ; Y Mzg) ) Z ,‘4,,,&.J(HMWJ%
T z un--l,,y__LfoM%mM s

m ve n dizinleri uzay zamanin 4 koordinatina isareteder. Ve her bir ¢ift dizin (00,
01,02,03,11,12, 13, 22, 23 ve 33) farkh bir denkleme tekabiil etmektedir.

Einstein'in bu esitliginin solunda kalan kism1 uzayin egriligini, saginda kalan ge-
rilme-enerji tensorii ise madde ve enerjinin yayillimin (ki bu esittir) 6lger. Onde
gelen bir gorelilik teorisyeni olan John Wheeler bu denklemin anlamini kisa ve 6z
sekilde agiklamaktadir: “Madde, uzay-zamana egrilmesini; egrilmis uzay-zaman ise

maddeye nasil hareket edecegini séyler.” Bu denklemler kara deliklerin ve Biiyiik

Patlama Teorisi’nin kegfedilmesine de 6nayak olmugtur. Ayrica daha diinyevi me-

selelere gelirsek, GPS’lere ilave diizeltme terimleri saglanmasina yardim etmigtir.

Ayrica Einstein'in yergekimi alanindaki ig1k 1ginlarinin egrilmesi tizerine tahmin-
ler yapabilmesini saglayan da bu denklemlerdi. Ornegin
uzak yildizdan gelen bir 151k, giinesin yanindan gegtigin-

RESIM: Abbart Einsteinin de egrilmektedir. Bu tahminin, 1919'daki giineg tutulmas

Goreliik Teoremi'ni yazdig sirasinda yapilan olgimlerle kamtlanmasiyla Einstein'in
defterden bir sayfa. Kendisi bu
¢1@rragan teorisine dair

notlarmin tamaminiisrail Bilim o ) ~
VB ingmniik AKEdamisi e Ama 6ncesinde sordugumuz su soruya da cevap vere-

inli olmas: bir olmugtu.

pagslamstr. lim: Einstein madde ile enerjinin egdegerligini nasil fark

etmigti? 1915’te, genel gorelilik teoremini olugturdugu
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dénemlerde bu egdegerlik hep aklinin bir kégesindeydi. Fakat 1905°te, daha patent
ofisinde katipken genel gorelilik teoremi ufukta bile gérilmemisti. Ustiinde gahstig

tek konu 6zel gorelilikti.

Einstein en tinlii denklemini, son derece siradan bir goézlemi mantiksal sonug
verene kadarileriye gétiirerek kesfetmigti. Bir cisim zat yénlere iki farkh proton ya-
yarsa ve bu protonlar biri cisimle birlikte duragan, digeri ise fotonlara dik sekilde v
hiziyla harcket eden iki farkh eylemsiz cergevede gozlemlenirse ne olur? Einstein
hareketli koordinatlarda fotonlarin maviye kaydigini (yiiksek frekansa sahip oldu-
gunu) gostermistir. Dolayisiyla ilk denklemi E=A.v/den hareketle, daha gok encrjiye
sahip oldugunu da kanitlamistir. Einstein, enerjinin yalmzca cismin yaydigs kinetik
enerjiden kaynaklanabilecegini iddia etmigti. Kinetik enerjinin Newton formiilii ise
1/2 mv?, yani kiitlenin yaris1 ¢arpi hizin karesiydi. Fakat cisim foton yaydiginda
degisen koordinat gergevesinde hizi degismiyordu ¢iinkii momentumlar: birbirini
sondiriiyordu. Dolayisiyla degisen kiitle olmaliyd:! Cisim kiitleyi enerjiye dontstiir-
mekteydi ve dontisen kiitle miktar: su formiille belirleniyordu:

m=—

c

Iste diinyamin en tinli formiilii ilk bu sekilde ortaya gikmstur.

Einstein'in “Cismin Eylemsizligi Sahip Oldugu Enerjiye mi Baglidir?” adl: ma-
kalesi matematiksel sadelikten yana biri i¢in hem ¢ok giizel hem de korku vericidir.
Ciinki makale sadece 3 sayfadan ibarettir. Einstein’in, kendi diigtince aginda gtk ni-
cemlemesi ve 6zel goreliligi bir potada eritebildigini gormek cezbedici bir duygudur.
Fakat matematiksel yollar: agiklamadig: igin buram buram tembellik kokmas: ag1-
sindansa korkung bir hissiyat vadeder. Oyle ki Einstein makalesinde ashnda E=mc®
formiliinin kanitin1 sunmamgti. Hatta bir noktadan sonra yakinsamada bulunmug,
dolayisiyla sadece E~mc oldugunu kanitlayabilmisti. (Yani cnerjinin maddeye ya4-
lagik olarak esdeger oldugunu.) Bu yakinsamanin ne derece dogru oldugunu géster-
mek i¢in higbir girisimde bulunmamigts. Sanki bunu zahmet etmeye deger gorme-
misti. Neden komik ve bulagic1 bir fikri agirt detaya giren matematiksel bir kanitla
mahvetsindi ki? Elbette ki sonralar1 Einstein ve baska fizikgiler geriye doniip bu en

onemli fizik ilkesine dair daha 6zenli arglimanlarla gikagelmistir.
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20

kot bir purodan
westminister abbey’ye

dirac formulu

1922 yilina gelindiginde Einstein, aslan pay: genel gorelilik teoremine ait olmak
tizere, diinya ¢apinda tine kavugmugtu. Bu sirada baglamig olan kuantum devrimi
yoluna, Einstein’in katilimi olmadan hizli adimlarla devam ediyordu. Kuantum fizi-
gine inanan1 kadar inanmayaniyla fizik diinyasinda tam bir kargaga hali hakimdi. Ne

var ki inananlar bu yeni teoriye nasil giiveneceklerinden emin degildi.

Kuantum fizigi ve ona bu derece devrimsel 6zellik katan sey neydi® En basit
sekilde anlatmak gerekirse bu dal, fizikgilerin yaptig: kiitle, elektrik yiikii ve agisal
momentum gibibirgok 6l¢imiin nicelige sahip oldugunu 6ne siirer. Yani sonsuz bo-
linebilme 6zelligine sahip degillerdir, ¢linki bir cismin kiitlesi de, herhangi bir yiik

de en kiigiik sinir degerlere sahiptir.

Oradan bakildiginda bu ifade igin “ilging” denebilir ama “devrim niteliginde”
denemez. Bu dalin devrimsel 6zellikleri konunun biraz daha detayina girdiginizde
kendini ele veriyor. Tekil nicem (kuanta) makroskobik diinyada alistigimiz higbir sey
gibi davranmaz. En basitinden bir 6rnek vermek gerekirse Einstein is1gin hem tane-
cik hem de dalga oldugunu kanitladi. Peki bu nasil miimkiin olabiliyor? Taneciklerin
tanecik, dalgalarin dalga oldugu bir diinyada bizim sezgilerimiz bu durumu agikla-

mada yetersiz kalmaktadir. Bu raddeden sonra elimizdeki tek kilavuz matematiktir.
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Bw=(chmy-ap )y

y simgesi (6rnegdin) elektronun durumunu gésteren dalga
fonksiyonunu temsil eder. E elektronun ener jisini, m kitlesini, P
momentumunu belirtir. @ ve b spinorlerin spin matrisleridir (Pauli
Matrisleri). Dirac’in denklemi Einstein‘in 6ngorisina gelistirerek
partikulin enerjisinin hem kitieye, hem momentuma hem de
dénugune baglh oldugunu ifade etmigtir.

Taneciklerin kendilerinden beklenmeyecek ozellikler gostermesini gerektiren
kuantum teorisine dair bagka bir tahminse agisal momentumun nicemlemesi (ku-
antumlamast) idi.

O dénemde, bir doniisiin niceminin /2n olduguna inanilirds. (Buradaki 4, 1g151n
nicelik enerjisi formilinde de gorilen Planck sabitidir.) Herhangi bir eksendeki
tanecigin agisal momentumunu 6l¢tiiginizde aym niceligin mislini elde edersiniz.
Klasik fizikte boyle bir olgunun gérilmesi imkansizdi. Klasik bir nesne, 6rnegin
bowling topu ya da bir gezegen, siz 6l¢meden 6ncesinde var olan bir doniig eksenine
sahiptir. O eksen en fazla sizin setiginiz dogrultuya gore egri olabilir. Oyleyse agisal

momentumun sadece bir pargasim 6lgmeyi bagarabilirsiniz.

Fakat bir kuantum tanecigi i¢in herhangi bir agisal momentum gozleminde ya
hep ya hi¢ durumu s6z konusudur. Ya segtiginiz eksendeki tiim agisal momentumu
goreceksiniz ya da higbir pargasin1 gérmeyecekseniz. Sanki s6z konusu tanecik sizin
onu gozlemlemenizi bekliyormus ve tam gézlemlediginiz anda o eksen istiinde do-
niip dénmemeye karar vermis gibi olacaktir. Gézlemcinin, gozledigi sistemi degis-
tirmesi anlamina gelen “Gézlemci Etkisi” kuantum fiziginin baglica olaylarindandr.
Bir fotonun, gozlemcinin hangi deneyi yapacagim segmesine gore dalga ya da tane-

cik gibi davranmasini hatirlayin.
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Almanya Frankfurt'taki iki fizik¢i kuantum fizigini teste tabi tutmak ve muh-

temelen giiriitmek igin bir firsat kapist gérmiistii. Otto Stern ve Walther Gerlach
glimiis atomlarindan 11n Giretmenin yontemini kegfetmiglerdi. Kuantum teoremine
gore s6z konusu 1gina manyetik alan uygulandiginda, 1siin atomlarinin dénis ek-
senlerine gore saga ya da sola yonelmeleri gerekmekteydi. Manyetik alan eksenine
gore saat yoniiniin tersine dogru hareket ediyorlarsa bir tarafa dogru sapacaklardi.
Eger saat yoniinde hareket ediyorlarsa diger tarafa sapacaklardi. Dolayisiyla igin iki-
ye boliinecekti.

Ne var ki, bu durum klasik fizik tarafinda tanimlansayd: giimiig atomlarinin do-
nily yonii rastgele olacakti. Kimisi bir tarafa y6nlenirken, kim tam zit tarafa yonlene-
cek ve hepsi farkli miktarlarda olacakt:. Yani 1s1n ikiye bolinmeyecek etrafa rastgele

dagilacakti. Peki o zaman bu ihtimallerden hangisi dogru?

Ne yazik ki Stern ve Gerlach toplayic plakalarina ilk

RESIM: Kuantum baktiklarinda higbir sey gorememisti. Isinlar agin giic-
tanecikierinin sayisa izl leaxii sl 1 — 1
BanaRATES stizdii ve plaka iizerinde toplanan giimiis atomlarinin sa-

yist tespit edilemeyecek kadar azdi.




Fakat Stcm plakaya dogruiyice egildiginde, Gerlach da onun omzunun tstiinden
plakaya baktiginda bagta orada olmayip mucizevi bir gekilde sonradan beliren iki
koyu ¢izgi gordiler! Stern’in sonradan gikarim yaptig: kadariyla bu belirmenin sebe-
bi ikisinin de puro igici olmalariydi! Sonralan yaptigi bir agiklamada su sézleri sarf
etmisti: “Param iyi purolara yetmedigi igin hep koti purolar igerdim. Onlarin iginde
de ¢ok siilfiir oldugu i¢in plakaya vuran nefesim glimist simsiyah bir renge sahip
gimis silflire gevirerek kolayca gorilebilir bir hile getirmisti. Sanki bir fotograf
yikama iglemi gibiydi.” (2003'te yapilan bir canlandirmada nefesle Gflenen siilfirin,
Stern'in aktardig: sckilde giimis silfiir olusturmaya yetmeyecegi gosterilmigtir. Fa-
kat giimiis dogrudan puroya maruz birakildiginda bu olugum gergeklesmistir. Yani o

giin yasanan da muhtemelen buydu.)

Bu sebeple, puro sayesinde de olsa tahminler dogrulanmigti. Isin ikiye bolinmig-
tii. Fakat hikayc burada bitmiyor. Ciinki Stern ve Gerlach'in gézlemledigi seyle gor-
meyi amagladi1 seyin ayn1 olmadigi sonradan anlagilacakti. Flindistan’t bulmak igin
¢ikip Amerika’y1 bulan Kolomb misali, onlar da aslinda giimiigiin atom gekirdeginin
etrafinda dénen clektronun yériingesel agisal momentumu ariyordu. Fakat bunun

yerine farkinda bile olmadan bulduklari ey bizzat elektronun dénisiydi.

BAZI FiZIKGILER O ZAMANA DEK elcktronlarin dénebilme olasiligini hep
bir kenarda tutuyordu. Gelgelelim "4/, degerinde bir agisal momentuma ulagmak
igin elektronun o kadar hizl: dénmesi gerekiyordu ki, digyiizi 151k hizindan bile daha

hizda seyrediyor olmasi lazimdi. Tabii gérelilik teoremine gore béyle bir sey miim-
kiin degildi.

Cambridge Universitesi’nin yeni mezunu Paul Adrien Maurice Dirac, elektronun
kuantum mekanigi ile 6zel goreliligi ortada bulugturmak i¢in 1927 yihinda ise koyul-

du ve ilk bagvuru kaynagi da bizzat Einstein’'in yazmis oldugu su denklemdi:
E*=m’c* + p’c?

Formiil size tanidik gelebilir giinki kendisi E=mc”'nin, elektronun momentumu-
nu da (p) igerecek sekilde gelistirilmis halidir. Géze garpan baska bir farksa, sonucun
bu kez dogrudan cnerjinin kendisini degil, karesini verdigidir. Dirac bunun bir kusur
olduguna inanmgt1 ve kare olayin1 denklemden ¢ikarmanin bir yolunu anyordu. Ne

var ki dogrudan bir karekok almak onun igin kabul edilebilir bir sey degildi. Fizige
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karg1 estetik bir yaklagim benimsemis ve “fizigin formiilleri giizel olmali” diye ¢ok
kereler soylemigtir. O ylizden m*? + p"¥nin karekokiinii almak igin g1k bir yéntem
arayigina girdi. (Ben de burada fizikgilerin sikga yaptig1 gibi c’yi ihmal edecegim.
Yani c=1 degerini esas alacagim.)

E=a,p,+a,p, +Qp;+ iBm

pler 3 boyutlu uzaydaki elektronun momentum bilesenleridir. o, @, @, ve ise

kendine su sekilde yer bulmaktadr:

o0, =00,

Bu formiilleri bir noktaya parmak basmak igin yazdim: Bunlar gériints itibariyla
William Rowan Hamilton 80 yil 6ncesinde kegfettigi dordey formiillerine benze-
mekteler. Sadece isimleri farklidir. (Ve sadece ilk denklemde -1 yerine 1 vardir.) Yani
Dirac bir bakima doérdeyleri yeniden kegfetmis, fakat onlar1 4'e 4 matris bazinda

ifade etmigtir.

Dirac’in Einstein'in formiiliinde yaptig1 diger bir geligtirme ise denklemdeki
enerjiyi dalga fonksiyonu iglemcisi hiline getirmis olmasidir. Bu degisiklik kuantum
mekanigi felsefesi ile de ortiigmektedir. Oyle ki gozlemlenebilen herhangi bir tane-
cik niceligi sadece bir sayidan ibaret degil, aym zamanda o tanecige uygulanan fi-
ziksel bir iglemdir de. (Gozlemcinin, kuantum mekaniginin yerlesik bir pargas: olma

6zelligi de buradan gelir.) Buradan hareketle Dirac’in denkleminin son gekli sudur:
Ey =(ipm+a- p)y.

Ben burada kolaylik olsun diye tig alfa matrisini 2, momentumu da tek bir vektdr,

yani p ile gosterdim. Formilii matematiksel zemine oturtmak igin dalga fonksi-

yonun dérdeylere benzeyen yapida, yani 4 bilesenli olmasi gerekmektedir. Iste bu,
fizikgiler igin iki sebepten en kafa karigtirict kisim olmugtur.
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RESIM: Paul Birac, hidrojen
molekditnun kuantum
mekanigini yazddi kara
tahtanin dnunde dururken

11k sebep, formiile gore ortaya negatif degerde enerji
cikabilmesidir ¢linkii karekok alma iglemi negatif sonuca
da pozitif sonuca da agikur. Iyi ama bir tanecik negatif
enerjiye sahip olabilir mi? Kulaga devridaim makinesi ka-

dar kurgusal geliyor.

Ikinci sebepse, dalga fonksiyonun uzayda vektér gibi davranmamasiyds (uzay za-

manda bir ok gibi). Uzay1 360 derece déndiirdiigiimiizde dalga fenksiyonu sadece

180 derece dénmekte, dolayisiyla elektronlar tam tersi istikamete yol almaya bagla-

maktaydi.

Tkinci sebep elektronlarin bowling topu veyahut da gezegen gibi olmadiginin bir
kamtidir. Ne var ki burada Feynman Tabak Hilesi ya da Dirac Kemer Hilesi adiyla

bilinen gok zekice bir mukayese s6z konusudur. Avucunuzu agip Ustiine bir tabak




yerlestirin. Sonra kolunuzu omuz merkezli olacak sekilde daire gizerek dondiriin.
Kolunuz déniig bitcne dek garip bir sekil alirken tabak baglangig halinde kalacak-
tir. Kolunuzsa 180 derece donmiis olacaktir. Fakat devam edip tabag: bir kez daha
déndiirirseniz kolunuz normal, yani rahat oldugu hiline donecektir. Anlayacaginiz

buradaki sistem de tipk: dordeyler gibi davranmaktadir.

Einstcin'in E = mc formiili daha ok bilinse de Dirac’in formili hem fizikgi hem
de matcmatikgiler i¢in daha biiyik bir 6neme haizdir. 2002 y1linda anisina diizenle-
nen Dirac’in ytiziinci yag kutlamalarinda “Bitiin fizik denklemleri arasinda, belki de
en sihirlisi Dirac’inkidir,” demigti MIT Universitesi'nden Frank Wilczek. “En 6zgiir
sekilde kesfedilmis, dencye en asgari sekilde dayals, en sagirtica ve tuhaf sonuglara

gebe bu formiil fizikgilerin dayanak noktas: haline geldi.”

Peki bu formiil fizigi nasil bu kadar degistirdi> Agiklama-
ya negatif encrji haliyle baglayalim. Dirac bunlar, uzaydaki RESIM: Elektromanyeti
normal gckilde doldurulan delikler olarak adlandirdi. Ne var tanecik saganad. Yiksek
enerjii gama igini

ki bir tanecigin o deliklerden birinde bulunmamas: hili bize .
fotonlannin enerjisinden

pozitif yikli bir elektron gibi goriinecektir. ortaya clkan coklu
elektron-pozitron iftini
Kendisi bu fikri 1931'de biiyiik bir tereddiitle ortaya at- gosteren tanecik
g ay el U ahiari. (Hareket
mist. Diger fizikgiler de bu fikri alaya almigti. Werner ) Hocke

asadidan yukarya dogru.)
Heisenberg bu konuda soyle konugmugtu: “Cagdas fizigin en -_—

talihsiz olgusu Dirac'in teoremidir ve hep de oyle kalacaktir.”

Yine de bir yil iginde Caltech’ten Carl Anderson bir deneyinde Dirac'in pozi-
tif yiiklii elektronunu, yani pozitronu kesfetti. Tk kez bir teorik fizikgi, 6ncesinde
saf matematikle varhg ortaya konan bir olgunun fiiliyattaki varligin tespit etmeyi
bagarmigti. Giiniimiiz teorik fizikgileri bunu hoglarina giderck yapar ve hatta ara
sira da dogru sonuglara ulagirlar. Dirac'in kesfi oyunun kurallarimi biyik 6lgiide

degistirmisti. Teorisyenlerin deney yapilmasini beklemek igin bir sebebi kalmamigti.

Pozitron ayn1 zamanda kegfedilen ilk karsi madde tanccigiydi. Fizikgiler artik her
maddenin bir karst madde egdegerinin var oldugunu biliyor. Eger bir tanecik, karst
madde ikiziyle kargilagirsa ikisi birbirini yok edecektir. Dolayisiyla Dirac'in formiili,
yeni ve giliniimiizde bile ¢6ziilememis bir problemi ortaya gikarmgti. Neden madde,
evrende karst maddeden daha fazla miktardaydi® Evren neden bos degildi?

Dirac denklemi ayni zamanda bize evrenimizde iki gesit kuantum tanecigi oldu-
gunu gosterdi. Bazi tanccikler hem 0, 1, +2 vb doniise (spin) hem de vektér dalga

fonksiyonuna sahiptir. Ve bunlar ozon olarak bilinirler. Ornegin fotonlar bu sinifa
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girmektedirler. Elektron gibi diger tancciklerse +1/5, +3/, vb. déniige ve dordeye
benzer dalga fonksiyonuna sahiptir. Bunlar da férmiyon olarak bilinirler. Siradan

maddenin bitiin tanecikleri; yani elektron, proton ve nétronlar; fermiyondur.

Bozonlar bir arada olmayi scverler. Lazer de bu gekilde miimkiin olmugtur. Bir
lazer 15101 aym kuantum halindceki fotonlann bir araya gelmesiyle olugur. Fermiyon-
larsa birbirinden uzak durur. Iki tanesini asla aym kuantum hilinde bulamazsimz.
Bu iyi bir seydir ve atomlarin neden elektron dolancasina sahip oldugunu agiklar.
Elcktronlar st tiste binmedigi i¢in, en alt diizey cnerji seviyesine sahip atomda sa-

dece 2, bir sonraki enerji seviyesinde sadece 8 tane elektrona yer vardir.

Bu diizen periyodik tabloyu ortaya ¢ikarir ve kimya biliminin temelini olugturur.
Dirac denklemi olmayan bir evren distiniin. Bu bilmedigimiz maddelerden olugan,
kimyasal reaksiyon olmayan, tistiinde sadece 151k olup bagka higbir seyi olmayan bir

evren olurdu. Yaradilig sathasintn Y’si bile yazilmadan donan bir evren...

SIMDI KAF DAGININ TEPESINDEN INiP Dirac denkleminin bir de daha
diinyevi uygulamalarina g6z atalim. Saymakla bitmez! Lazerlerden zaten bahscttik.
Ayrica, pozitronlar Pozitron Yayma Tomografisi'nin (PET taramas:) temel bilegeni-
dir. PET beynin durumu tizerinde ¢aligmak i¢in kullanilir. Elektron dénisleri (spin);
X-1int kullanmadan hastalik tespit etmeye yarayan Manyetik Rezonans Gorintiile-
medcki (MRI) manyetik alan tarafindan yonlendirilir.

Son olarak Dirac’'in denklemleri fizikgilerin uzay boglugunu, yani evrenin temel
halini anlamasi konusunda biiyik rol oynamugtir. Artik fizikgiler uzay bosluguna
bogluk degil, eneriji ile dolu bir ortam géziiyle bakmaya baglamigtir. Artik fizikgiler
i¢in tanecikler ve karg tanecikler rutin bir sekilde var olup tckrar yok olabilmektedir.
Hatta tanccik tamminin modasi gegmeye bagladi bile dencebilir. Kuantum fizikgiler
i¢in temel kavram kuantum alamdsr. Flektrik alani gibi bu alanlar da biitan uzay:
kaplamig olup tanecikler de onlarin bolgesel tecellileridir. Bir tanecik, kisa ya da

uzun siireli kuantum alanindaki bir dalgalanmadur.

Tarihte bundan daha genis ¢apta ¢ikarim yapilabilen ¢ok az denklem bulunmak-
tadir. Fakat bu denklemi kegfeden Paul Dirac ¢ok az konugan ve insan 6niine gikma-
ya utanan biriydi. Eger cemiyet ortaminda iki kelime ederse herkes iikrederdi. 1933
Nobel Odiiliinii alacagini ilk duydugunda 6diilii reddetmek istediyse de arkadaslari,

reddetmesi durumunda daha ok ilgiyi Gstline gekecegine onu ikna ederck 6diili ka-
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bul etmesini saglamigti. Dirac ekseriyetle Einstein ve Newton’un pesini birakmayan

agir1 sevgi ve yalakalik riizgarlarindan uzak durmak istemisti.

Ama Dirac meslektaglar: tarafindan her zaman ziyadesiyle takdir edildi. Cambri-
dgc’'de Newton’un Profesérlik makami, yani Lucasian Makami” ona gegmisti. 1984
yilinda hayatini kaybettiginde, anisina, Newton'un Westminster Abbey’deki meza-
nna ¢ok uzak olmayan bir yere tabela yerlestirildi. Tabclada, tam da az konugkan
birine yarasacak sekilde, sadece denklemleri yazilmists. O kilisede gelecek nesiller
i¢in muhafaza altina alinmig tek formil budur.

Lucasian Matematik Profeséri, Cambridge Universitesinde bir matematik profesérlagi. Bu
profesérlik unvan 1663 yilinda 1639-1640 yillarinda Cambridge Universitesi Parlemontosu
tiyeligi yapan Henry Lucas tarafindan kuruldu. Resmi olarak 18 Ocak 1664 yilinda Kral I1. Char-
les tarafindan onaylandi.
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imparatorluk kurucu
chern-gauss-bonnet denklemi

Koca bir ytizyilin matematigini bir ciimleyle, hatta bir sayfayla 6zetlemek imkansiz
olsa da baz1 egilimleri ayirt edebiliriz. Fizikle matematik arasindaki her zaman yakin
olan bag 20. yiizyilda ¢ok daha derin ve gizemli bir yapiya biirinda. Einstein'dan
baglayarak fizikgiler matematikgilerin kendileri igin gerekli araglar1 ¢ok daha énce
geligtirmis oldugunu sagirarak farkina varmug, ayn1 sekilde matematikgiler de onlara
daha ilging ve derin matematik kapilarini agan fizik problemleri kegfetmeye devam

etmiglerdir.

20. ytzyildaki ilkiyle baglantilh diger bir egilim geometrinin durdurulamaz yik-
selisiydi. Einstein’in genel gorelilik teoremi egrilip biikulebilmek igin yere ihtiyag
duyuyordu. Bu ihtiya¢ da onu egriligi her noktada degisebilen Oklid digi geometriyi
kullanmaya itti. Gauss, L.obachevsky ve Bolyai, Oklid dis1 geometrinin ilk tohumla-
rin1 1800°1d yallarin baginda atmugt: atmasina fakat geometrileri sabit egrilige sahipti.
Egriligi cesitlendirmemizi saglayan Bernhard Ricmann'di. Riemann Geometrisi ya
da Diferansiyel Geometri 20. ytizyihn ilk yarisinda oldukga yavas bir geligim gos-
terdi belki ama ikinci yarida tam bir patlama yagayarak matematigin merkezi olup

gikiverdi.

Matematikteki tglinci 6nemli ve canlandiricr egilimse, ozellikle 2. Danya Sa-

vag'ndan sonra gitgide artan evrensellesmesiydi. Antik matematigin biyik kismi
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JPUQ) - (27)"i( A)

M sinirlari oimayan ¢ift boyutiu uzayiya da evreni
temsil eder. x(M) Euler'in iki boyutlu uzayda kag delik
oldugunu sdyleyen uzay karakteristigidir. Q uzayin
egdriligini gosterir. Bu forml, her noktanin egriligini
bilmemiz sartiyla, evrenin bir ugtan bir uca sekliyle
ilgili bilgi edinmemizi saglar.

Bati’ya ulagmadan 6nce Asya, Misir ve Arap devletlerinde kegfedilmigken 1500 ila
1900 yillar: arasinda matematik Avrupal erkeklerin oyunu haline gelmigti. $Simdi-
lerde cinsiyet esitsizliginin azalmasiyla bir Bob ve Smith kadar Zhang ya da Alice
gibi kagifler de duyabilmekteyiz.

Bu ti¢ egilime birden 6rnek olugturabilecek bir figiir digtinecek olursam en uy-
gunu Shiing-Shen Chern derim. $angay yakinlarindaki Jiaxing sehrinde 1911de
dogan Chern, Pekin yakinlarindaki Nankai Universitesinde okudu. Caligmalarin
Avrupa'da yapmak tizere burs kazanarak orada farkini hemen belii etti. Frankfurt'ta
geometri uzmani Wilhelm Blaschke ile 2 yil kadar ¢aligt1. Sonrasinda da Elie Car-

tan’la galigmak i¢in Paris’e tagindi.

O dénemlerde diferansiyel geometri o kadar gézde bir alan degildi. Einstein’in
alan denklemlerine bakinca belki nedenini anlayabilirsiniz. Egrik ya da ¢ok katmanh
uzayin geometrisini tarif etmek igin orada bir koordinat seti olugturmaniz gerek.
Denklemler bu koordinatlar cinsinden yazildiginda alan denklemlerindeki p ve v
dizinlerinde oldugu gibi sadecc muhasebe islerine bakan sembollerle bezenecektir.
Diferansiyel geometri tizcerine klasiklesmis ders kitaplarinin yazari Michael Spivak

bu duruma “dizinlerin yoldan gikarilmasi” adin1 vermistir.
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[ronik bir sekilde diferansiyel geometrideki en énemli ve ilging nicelikler, tam
olarak koordinat segimine bagli olmayan niceliklerdir. Diger bir deyisle aslinda bi-
zim igin 6nemli olmayan niceliklerin izini siirmek igin zaman harciyoruz. Ornegin
Einstein'in gorelilik teoreminde fizik yasalarinin koordinat sisteminden bagimsizhig:
temel bir ilkeydi. Yine de Einstein'in matematik kilavuzlugunda uygun degismezli

denklemleri ortaya ¢ikarmas: yillarini almgti.

Chern’in akil hocasi Cartan diferansiyel geometriye yepyeni bir yaklasim kazan-
dirmigti. Adi “hareketli gergeveler” olan bu yaklasim koordinata ihtiyag duymuyor-
du. Ne var ki Cartan'in denklemleri ¢ok kapali ve anlagilmas: giigtii. Chern’se bunu
diinyaya duyurmak igin onun terciimani olmustu. Cartan’in teorisini y6resellikten
cikarip egrik uzayin kiigiik pargalariyla tanimlanabilecek ve uzay: biitiiniiyle ele alan

evrensel bir teori haline getirdi.

Chern'in en tinlii sonucu kendisi de déhil birgok kisi tarafindan en iyi eseri olarak
nitelendirilmektedir. Bu formiil Karl Friedrich Gauss ve Pierre Ossian Bonnet'in
yiizeyler hakkindaki teoremin genellestirilmis héliydi ve Chern—Gauss—Bonnet te-
oremi adim aldi:

S Pr@ = @ayxmn.
M

Pcki bu ne anlama geliyor? Ustten bakildiginda egrik ya da gok katmanl uzayda
yagtyorsak (M), her noktada egriligi (2) 6lgerek evrenimizin sekliyle (3(M)--Mnin
Euler karakteristigi.) ilgili de bir seyler 6grenebiliriz. Pfaffian (Pf), egrilik tizerinde
yapmamiz gereken 6zel bir hesaplamadir ve integral isareti de katmanlardaki her
noktanin egriligini toplamamiz gerektigini gosterir. Bu, tiiriiniin en iyisi olan evren-
sel bir denklemdir.

[sterseniz biraz daha ayrintiya girelim. Bu formiilde M egrik uzay: 27 boyutlu
kabul edilmektedir. Yani en basit senaryoda, n=1 iken kargimiza iki boyutlu uzay
ya da ylizey ¢ikmug olacaktir. Yiizeyler koordinat gergevesinden bagimsiz, Gauss
Egrisi (K) adinda sadece bir bolgesel gcometrik 6zcllige sahiptirler. Eger ylzey
digbiikeyse, Gauss egrisi pozitiftir. Eger patates cipsi seklindeyse negatiftir. ITer
bélge yiizeyindeki biitiin egriliklerin toplami, buradaki geometrinin Oklid ge-
ometrisinden ne kadar ayrigtigim gosterir. Ornegin bu geometride bulunan bir
tiggendeki toplam egrilik x ise, tiggenin biitiin i¢ agilarmm toplami su sekilde

olacaktur:
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(180+
T

180x)

Sayet egrilik O'sa bu deger Oklid’in gosterdigi gibi 180 derece olacaktir. Diyelim
ki pozitif egrilige sahip kiire ustiinde, ig agtlarinin hepsi 90’ar derece olan bir tiggen
bulabilirsiniz. (Bunun igin Karinca Geomctrisi agiklamamiza tekrar g6z atabilir-
siniz.) Bu durumda i¢ agilar toplami1 90+90+90=270 derece, buradan hareketle de
toplam egrilik ™/, olacaktur.

Gauss—Bonnet teoremine zit olan bir 6ngoriye goz atalim. R, ¢ap olmak tizere bir

kirenin her noktasindaki egrilik sudur:

1

RZ

Uggenin igindeki toplam egrilik, bu egrilik degeri iiggenin alaniyla carpilarak bu-
lunur. Kiirenin alan: da 4nR?'dir ve kiireyi doldurmak igin 8 dik ti¢gen gereklidir.
Dolaysiyla her tiggenin alani:

4R’ nR?
ik da

Alam da egrilikle arparsak toplam egriligi bulmus oluruz:
ar’\( 1
2 R’

Bu da daha 6nce séyledigimiz gibi /2 ¢tmektedir.

Gauss-Bonnet Teoremi antik geometriyle (Bir iggenin ig agilar1 toplami kagtir?)
cagdas gcometri (Egri bir yiizeyin gencl 6zelliklerini nasi! tarif cderiz?) arasina bir
sinir gizgisi gizmektedir. $u andan itibaren antik geometriyi arkarmzda birakiyoruz.
Gauss-Bonnet Teoremi’ni evrensel hile getirmek igin sadece bir agiya degil tim

yiizeye egrilik eklememiz gerekmektedir.

Bunu yapinca da olagandisi bir kesif yapmis oluyoruz. Eger M ylizeyi kabaca
top seklindeyse; bu kiire, futbol topu ya da deliksiz herhangi bir sey olabilir, o hilde

toplam egriligi her zaman igin 47 olacaktir. $6yle ki;




[k =4x.
M

Egeraynihesab: simit gekilli M ylzeyi tistiinde yaparsak; bu ¢orck, kahve fincan,
vuvuzela ya da bu tarz delikli her sey olabilir, toplam egrilik 0 olacaktir. Soyle ki;

k=0
M

Genel haliyle eger yiizeyde g delik varsa, toplam egim delik sayisin1 saptamamizi
saglayacaktir:

[ K =272 -2g) = 275 (M)
M

%(M)=2-2g sayis1 ylizeyin Euler karakteristigidir. Bu formil daha énce verilen
Chern—Gauss—Bonnet formiiliiyle ortiigmektedir. (Tabii ki 7=1 durumunda.)

Yiizeylere uygulanan klasik Gauss-Bonnet tcoremi iki sebepten dolayr muhte-
semdir. Tlk sebep, bir karincanin sadece Karinca Geometrisini kullanarak ne tiir bir
ytizeyde ilerledigini saptayabilmesi anlamina gelmesidir. (Top, simit ya da herhangi
daha karmagik bir yiizey...) K egriligi yiizeye yerlesik oldugundan, karincanin onu

hesaplamas igin ylizeyin disina ¢ikmasina gerek kalmaz.

Tkinci sebepse yiizeyin toplam egriliginc nicelik kazandirmasidir. Ve bu her za-
man 27'nin kat1 bir tiim sayidir. Bundandir ki bu 19. yiizyil formiili; 20. ytizyil mate-

matikgi ve fizikgilerinin kuantumla hagir nesir olacaginin bir nevihabercisi olmugtur.

Simdi yeniden Shiing-Shen Chern'e dénelim. 1943'te Chern Japon Isgali altinda-
ki Cin’den Amerika ordusu tarafindan kurtarilmis ve Princeton’daki ileri Aragtirma
Enstitiisi’ne getirilmisti. Orada ¢alistigi donemde Andre Weil ve Carl Allendoerfer
adina iki matematik¢inin daha Gauss—Bonnet teoreminin, sadece iki boyutlu degil,
her ¢ift boyutlu egrik uzay ya da katmanda ise yarayan bir versiyonunu kanitladigim
duymustu. Ne var ki bu kanitlar sikliktan ve bilgilendiricilikten uzakti. Sonradan
gereksiz oldugu anlagilacak olan varsayimlara gebeydi. Bu durum Disney kahramam
Dumbo’nun sihirli bir tiiy vasitasiyla ugmay: 6grenmesi ve sonrasinda tiiytin ashinda

sihirli falan olmadiginy, kendisinin ugabildigini 6grenmesine benziyordu.
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1946’da yayimlanan 6 sayfalik kisa bir raporda Chern bu tip kusurlarin olmadig:

ve savag sonras! geometrisine yeni bir yon veren bir kanit ortaya koydu. Ve diinyay:

M g¢oklu katmaninin yerlesim plam oldugu, bir kaleye benzeyen, /if demeti adli bir

kavramla tamistirdi. Buna gore goklu katmanda meydana gelen her sey aslinda is-
' tindeki lif demetinde meydana gelen eylerin soluk bir yansimasiydi. Chern bilhassa
integrali alinan egriligin (W), lif demetindeki, diferansiyel form adindaki benzer

integral kulelerinin temelinde bulunan bir kavram oldugu tespitini yapmugt:.

Egriligin, ¢oklu katmanda “agag1” yonden ziyade, lif deme-
RESIM: Simit sekill tinde “yukan1” yénde timlevi (integrali) alimirsa Chern—-Ga-

cvrenin'sagatoot uss—Bonnet teoremi neredeyse bariz bir duruma geliyordu.
yorumunundijital hali.

Neredeyse, fakat tamamen degil. Chern'in ortaya koydugu

hesap tam bir gii¢ g6sterisi, lif demetinde integrale bagvurmasi

ise dahiyane bir fikirdi. Bu kanit lif demetlerinin el degmemis bir siiri bilgi hazi-
nesine sahip oldugunun da gostergesiydi. Sadece Euler karateristiginin degil, gi-
nimizde Chern karakteristigi, Chern-Simons degismezi ad: verilen diger bir siri

degismez bu y6ntemle olusturuldu.




Chern'’i bu galigmasi bir déngiiniin tamamlanmasinisaglamigt. Einstein ve Dirac
geometri olmadan fizik yapilamayacagini gostermig, Chern de fizik olmadan geo-
metri yapilamayacagini kamitlamigti. Lif demeti kuantum alaninin i¢inde yagadig
bir binadir. Bir uzayin geklini anlayabilmek igin o uzayda hangi tir lif demetlerinin
dikilebilecegini, ya da ayni mantikla, hangi kuantum alanlarinin inga edilebilecegini

bilmeniz gerekir.

20 YIL SONRA, 1963’'te Michael Atiyah ve Isadore Singer matematik ve fizik
arasindaki bagi ¢ok daha belirgin bir hale getirdi. Chern—Gauss—Bonnet teoremine
(hatta teoremdecn fazlasi) ¢oziimden dogruca Dirac denklemine ¢ikan bir kanit ge-
tirdiler.

Pcki Chern—Gauss—Bonnet teoremi neden 6nemlidir? Eger i¢inde yasadigimiz
evren hakkinda bilgi toplamak istiyorsak, evrenin digina ¢ikip o sckilde gozlem
yapma gibi bir sansimiz bulunmamaktadur. Tste bu yiizden, evrenin icinden caligip
Chern’in 6nciiliigiini yaptig dili kullanmamiz garttr.

Aym zamanda matematigin sadece yagadigimz cvrene dair olmadigim vurgu-
lamak isterim. Bana gore fizikle matematik arasindaki temel fark da budur. Fizik
yasadigimuz evrenle ilgiliyken ve her fiziksel teori 6niinde sonunda bir deneyle/tec-
riibeyle ortaya konmas: gereken bir olguyken, matematik biitiin olas: evrenlerlc ilgi-
lidir. Hem iginde yasadigimiz hem dc yagamadigimiz evrenlerle. Herhangi bir olast
evreni anlamak i¢in bize lazim olanin yine aym dil, aym Dirac denklemi oldugunu
bilmek inanilmaz bir hissiyattir. Bir yaratana inanan inan¢li okuyucular i¢in Tann

gergekten biytk bir matematikgi olmals.

Chern'in sonraki kariyeri iki kita arasinda kalmigti. Savastan sonra Cin'c donmiis,
fakat Komiinist hiikiimet baga gegmeden hemen once, 1949°da gene iilkesini terk
etmck zorunda birakilmigti. O da geri dontp 6nce Chicago, ardindan Berkeley’deki
California Universitesi'nde uzun ve bagarili bir i hayatina devam etti. Singer ve
Calvin Moore ile birliktc Berkeley’de, Amerika'daki sadece matematik Gzerine ilk
akademi olan, Matematik Bilimleri Aragtirma Enstittisi’'nt (MSRI) kurdu ve orada
asbagkan olarak gorev yapti. Oradan 1984'te cmekli olduktan sonra kendisini, Cin
Kiltiir Devrimi sirasinda ok cefasing gektigi ilkesinde matematigi ycniden can-
landirmaya adadi. Bunun igin sik stk Cin'i ziyaret etti ve oradaki tiniversite 6gren-

cilerine Amerika'da ¢aligmalar: igin firsatlar olugturmaya ¢aligti. Ayrica Tienginde
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Nankai Matematik Enstitiisi’'ni kardu. Buraya 2004 yilinda 6ldiikten sonra Chern
Enstitiisti adi verildi. Ve Einstein’in Amerika'da olduguna benzer gekilde o da Cin'de
bir rock yildizi kadar meghur olmugtu.

MSRI'nin sonraki bagkanlarindan Robert Bryant, Chern'in Tiengin'de 1994'te
yapilan diinya masa tenisi turnuvasini nasil izlemeye gittigini anlatiyor: “Biitin tele-
vizyon kanallar: o turnuvadayd: ve basbakan: oturdugu yerde goriintilemekteydi. Sonra
birden Bay ve Bayan Chern igeri girdi. O anda kameralar basbakam brakip enlar: cek-
meye baglamstr. (linkii kendisi (iin'in diinyada neler basarabilecegini gistermis simgesel
bir Bigilibti.”

Dirac gibi Chern de bagarilariyla 6viinmeyi hi¢ sevmezdi fakat Dirac’'in aksine
insanlarla iligkileri ¢ok iyiydi. Matematigin sadece formiil tiireterek degil, MSRI
ve Nankai Enstittist gibi egitim kurumlarn kurarak gelistirilebilecegini biliyordu.
Berkeley'de uzun siire meslektagt olan Tlung-Hsi Wu'ya gore kendisi kelimenin tam

anlamiyla bir “imparatorluk kurucusuydu.”
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22

az biraz sonsuzluk
sureklilik hipotezi

1870’den itibaren matematikgiler sonsuzlugun farkli ebatlarda var oldugunu idrak
etmeye baglamugti. Bir kiime aslinda biraz sonsuz da olabilmekteydi, tamamen son-
suz da. Sonsuzluga dair kegfedilen bu fark 20. yiizyilin bir¢ok genig kapsamli ve
paradoksal kesiflerinin de yolunu agmugt1.

19. yiizyihn ¢ogunda matematikgiler sonsuzluk olayini ancak ellerinden geldi-
gince idare ettiler. Bunun iyi bir bahanesi vards. 1. Kissm'da degindigimiz gibi son-
suzlukmefhumu en azindan Zenon dénemine kadar matematikgilerin hep kafasim
bulandiran bir olgu olmugtu. 1831'de Gauss, yasak bolge haline gelen bu konuya
Heinrich Schumacher’e yazdig: bir mektupta su ciimlelerle deginmigti: “Caligmala-
rinizda sonsuzluk gibi matematikte yanina yanagilamayan bir kavrami kemale ermis
bir konu gibi kullanmaniza siddetle kargiyim. Sonsuzluk istiareden bagka bir sey
degildir.”

Lakin yiizyilhn sonuna dogru, sayilardan ziyade kiimelerin matematigin yap: tagt
olduguna dair bir fikir birligi olugtu. Ve baz1 kiimelerin dogrudan sonsuz oldugunu
gormezden gelmek miimkiin degildi.

Ornegin tamsay1 kiimesi. (1, 2, 3,4, 5...). Ya da pi'nin degerini saptamada yapilan
yakinmsama kiimesi. (3.1, 3.14, 3.141,3.1415...)
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2% R,

/

X, en kiglk sonsuz kiimenin ebati ya da niceligini
ifade eder. (Tamsayilar). R, ise ondan bir sonraki en
kiguk sonsuz kimenin niceligidir. E§er dogruysa,
bu formiil tamsayilardan sonra en kiglk sonsuz
kimenin reel sayilar eldugunu géstermektedir.

Bagka bilim adamlar1 gérmezden gelirken genelde boyle rahatsiz edici gergekler-
le Einstein gibi biyiik bilim adamlan yiizlesirdi. Kime Teorisi iginse, sonsuzlugun
tuhaf dinyasinda arkadan geleceklere yol gosterme gorevini ustlenen kisi Alman
matematik¢i Georg Cantor olmugtu.

Cantor’u anlamak igin bir kiimenin cbati ya da niceliginin ne demek oldugunu
agiklamanin bir yolunu bulmamiz gerek. Oncelikle Cantor niceligin anlamini ifade
ctmek i¢in mukayeseli ya da bagintil yaklagima sahip su kurah ortaya atmugtir. Eger
A ve B kiimeleri arasinda birebir eslesme bulabiliyorsak, o hilde A'nin her elemans,
B’nin egsiz bir elemanina; B’nin her elemant da A’nin egsiz elemanna tekabil et-

mektedir. Bu durumda iki kiime de aymi nicelige sahip demektir.

David Hillbert tarafindan bu konuya iliskin giizel bir 6rnek konmugtur. $6yle ki,
A kiimesi bog odalara sahip bir otelden, B kiimesi de o odalarda konaklamak isteyen

ziyaretgilerden olugsun.

idealde her insani1 bir odaya yerlestirmeyi amaglariz. Buna ilaveten eger otelin
sahibiysek her oday1 da doldurmak isteriz. Bunu saglayabilirsek oda sayis: ziyaretgi

sayisina egit olacaktir.
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Otelin 1, 2, 3... olarak numaralandirilmig sonsuz sayida odasi oldugunu farz ede-
lim. Eger ziyaretgiler odalari kimse disarida kalmayacak sekilde doldurursa bu kiime
sayilabilir sonsuzdur. Bu girisi yaptiktan sonra Cantor'un sayilabilir sonsuz kiimeler

hakkinda kegfettigi siirpriz gergeklere deginelim.

1. Sayilabilir sonsuz kiimeye bir eleman daha eklersek aym ebatta bir kiime elde
ederiz. Ornegin otelinizi doldurdugunuzu ve bir ziyaretginin daha geldigini diigiine-

lim. Onu geri gondermenize liizum yok!

Sadece 1 nolu odadaki ziyaretgiyi 2'ye, 2 nolu odadakini 3'e, 3'tekini 4'e gegirme-

niz seklinde devam eden bir ayarlamayapmaniz yeter. Iste buyrun, bir oda bosa ¢iktu.

2. Eger iki sayilabilir sonsuz kiimeyi birlestirirsek, aym ebatta iiglincii bir say1-
labilir sonsuz kiime elde ederiz. Otelin sayilabilir sonsuz sayida ziyaretgiyle dolu
oldugunu ve ikinci bir sonsuz sayida ziyaretci kiimesinin otele geldigini diigiinelim.
Hig sorun degil! Onlar da otelinizde agirlayabilirsiniz. 1 nolu odadaki konugu 2’ye,
2 nolu odadakini 4'¢, 4 nolu odadakini 6'ya gegirerek boyle devam ederseniz 1, 3, S,
7... seklinde biitiin tek sayili odalar yeni konuklar: alacak gekilde bogalmug olacaktar!

3. Aym yontemle devam edersek sayilabilir sonsuz bir kiimeye sayilabilir sonsuz
eleman eklenirse yine ayn: ebatta sayilabilir sonsuz kiime elde edilir. Kelimelerle

anlatinca biraz kafa karigtiric1 olan bu durum agagida bir ¢izimle gosterilmektedir.

Cizim: Sayiabilir kimelerin
sensuz sayilabilir toplami
yine sayilabilir 6zeliktedr.
(Burada sonsuz dizi

olarak gosteriimis.) @kiar
dizinin, lineer bir diziye
nasil yerlestiridigini

0 bO —_ 41 ‘3 N\ 6 gostermektedir.
0 1 2 3
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TUM BU HUSUSLAR HER GUN SIKCA KARSILASTIBIMIZ sonlu kii-
melerden ¢ok farklidir ve disaridan sihirli gibi gériinebilir. Ama belki de o kadar
sasirmamuz yersizdir. Fizikgiler kuantum diinyasina girdiklerinden beri diiz mantik-
larim kapinin diginda birakmugtir. Sonsuz kiimeler de ayns derecede alilmadik bir

diinyanin Girinidir.

Tki kiimenin hangi él¢iitlere gore aym cbatta oldugunu agikladiktan sonra Cantor,
Nicelik Sayis1 ad1 verilen tam ebat 6l¢limiinii yapmay1 basards. Tekrar etmek gerekir-

se sonlu kiimelerde ig kolaydur.

Tek bir elemani olan A kiimesinin niceligi 1, 2 eleman: olan A kiimesinin nice-
ligi 2’dir. Cantor’sa sayilabilir sonsuz kiimelerin niceligini belirten yeni bir gosterim
sunmugtur: Alefsifir,yada R .

Simdiye dek size niceligi R 'dan daha biiyiik olan bir kiime géstermedim. Aslina
bakarsaniz az 6nce belirttigimiz ii¢ 6rnek R+ 1= R, R+ R = R ve R R = R}
esitliklerini gostermigti. Ne var ki Cantor gergel sayilar kiimesinin her scyden buyiik
nicelige sahip oldugunu ifade etmisti. Bu, gergel sayilarin hepsinin bizim saylabilir
sonsuz odah otelimizde agirlanamayacag: anlamina geliyordu. Bu hususun Can-
tor'un Kosegen Yontemi adh verilen kamti, gliniimiiz matematiginin en temel ve 6zgiin

buluglarindan bir tanesidir ve bu 6zelligine ragmen bir sayfada agiklanabilmektedir.

Simdi, O ile 1 arasindaki tiim reel sayilarin konaklayacag: kadar oda ayirttigim

hayal edelim. Ve argiimanin agiklanabilirligi icin su ekilde siralandigim farz edelim.
Oda 1: 0.1415926 ... (Pi sayisinin Ondalik Kismu)
Oda 2:0.7182818 ... (Euler Sayisinin Ondalik Kismi)
Oda 3: 0.4142135 ... (Kék 2’nin Ondahik Kismi)
Oda 4: 0.5000000 ...

Oda 5: 0.1011001 ... (Elimde 6zel say1 kalmadig igin bu da O ile 1 arasindaki
rastgele bir say1)

Tk ondahk sayiin ilk ondalk rakaminin, 2. sayin 2. ondalik rakamimin vb.
devam ederek kalin yazildigina dikkatinizi ¢ekerim. Burada Georg Cantor 6ne atihp
sunu sormaktadir: “0.22111... sayis1 hangi odadadar?”

Cantor’un bu sayiy: nereden ¢ikardigina dair piif noktas: sudur: Késegen olustu-
racak gekilde kaha yazilan rakamlara bakarak, 1 gordiigii kaho yazilmig rakamlan 2;
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1'in digindaki rakamlar1 da 1 olacak sekilde yazmugtir. Buradan hareketle, Cantor’un
yazdig say1 1 nolu odada olamaz ¢linki o odadaki saymun ilk ondalik rakami ak-
sini soylemektedir. 2 nolu odada da olamaz giinkii o odadaki sayinin ikinci ondalik
rakami aksini s6ylemektedir. Aslinda ayni sebepten 6tiirii segtigi say1, otelin higbir
odasinda olamaz. Demek ki oda atamasi eksik kalmig! Daha da 6nemlisi Georg
Cantor, ayn1 denemeyi biitiin oda ayirtma iglemi igin yapip ayn1 sonuca varacaktur!
Dolaysiyla higbir otelde 0 ila 1 arasindaki tim reel sayilar: agirlayamayiz. Aym se-

kilde biitiin reel sayilar da agirlayamayiz.

Cantor’un kogegen yontemine sezgisel bir izah getirmek igin say1 gizgisinin sa-
yilabilir adette rasyonel say1 tuglalarindan ve onlarin arasindaki boglugu doldurmak
i¢in yapigtiric1 gorevi goren karmagik, askin ve birgok rastgele segilen sayidan olug-

tugunu farz edelim.
Nicelik sayis1 R 'dan daha biiyiik bir sey kesfettiysek buna bir isim de vermeliyiz.
Say: gizgisinin tugla ve hargtan olugtuguna vurgu yapan ahgilagelmis ismi “sireklili-

gin niceligidir” ve ¢ ile gosterilir. Buradaki siirek-

lilik, elinize bulagmasim engelleyemeyeceginiz. * 4 2
yapiskandir. {@- Aot §il
2% -
Cantor aynca daha biyiik nicelik tretebi- /

lecegimiz ikinci ve daha genel bir yéntem daha o :
bulmugtur. Eger § bir kiimeyse, $nin biitin / \
Y d #. 4 3

alt kiimelerini iceren kiime de S’nin kuvvet

kiimesi olur. Birkag 6rnek yapalim.

ol / {f'ﬂb;

§ kimesinin bir elemani olsun,
o da {1} olsun. Bu durumda bos
kiime & ve {1} olacak sekilde
iki alt kiimeye sahip olacak-
tir. Dolayisiyla kuvvet kiimesi

2 elemandanibaret olacaktir.

§ kiimesinin {1, 2} gibi

iki eleman olursa alt kiimeleri

<*’
e oul

&, {1},{2} ve {1,2} olacaktir. Bunun \ Sa3
kuvvet kiimesi dort elemanlidir. 2 tizeri ol <’“—
aul

2'nin dort oldugunu unutmayalim.

Cizim: S'nin kuvvet kimesinin ad@ag diyagrami.
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§ i elemanl oldugunda siz okuyucularin da agarak gorebilecegi tizere 8 yani 2

tzeri 3 adetalt kiimeye sahip oldugunu géreceksiniz.

Bu noktadan sonra gablon olugturmak basit goriiniiyor. §’nin kuvvet kiimesi her
zaman kendisinden daha gok elemana sahip olacaktir. Hatta S’nin niceligi n ise,

kuvvet kiimesinin niceligi 2" olacaktir.

Késegen yontemi tzerinde yaptig: kiigiik bir ayarlamayla Cantor bunun sonsuz
kiimelerigin de gegerli oldugunu kamtlad:: $’nin kuvvet kiimesi her zaman kendin-
den biiyiik nicelige sahiptir. Yani en biiyiik sonsuz nicelik diye bir kavram yoktur.

Sonsuz nicelikler ucu bucagini géremeyecegimiz devasa kuleler inga ederler.

Bu kulenin en iist baglangig seviyesini, ancak gikt1g1 en yiiksek seviyeyi 6l¢eklen-
dirmekten kagimirsak idrak etmeye baglayabiliriz. En kiigiik sonsuz nicelik R 'dir.
Ne kadar biiyiik oldugunu bilmesek de siireklilik ¢’nin daha biiyiik nicelige sahip
oldugunu biliyoruz. X 'in kuvvet kiimesi de X 'dan daha biiyiik nicelige sahiptir ve

2% olarak gosterilir.

Cantor bir de sunu sorar: X 'dan sonraki nicelik sayis: nedir? ¢ midir? 20 midir?
O bu soruya ¢ = 2% oldugunu géstererek kismi bir cevap sunmugtur. Bagka bir de-
yisle stireklilik ve tam sayilarin kuvvet kiimesi ayni ebata sahiptir. X ile 2%0 arasinda
olan, X dan daha yiikli ama 2"'dan daha yiiksiiz bir kiime olabilir miydi? Cantor’a
gore olamazd. Diger bir deyisle X /dan sonraki nicelik sayisi, 2%0 olarak agikladig:-
miz ve X, adini verdigimiz nicelik degeriydi. Bu okudugunuz da bir denklem kitab:

oldugu igin iste size Cantor’un siireklilik hipotezi formiili: 2¥o= X

CANTOR DENKLEMLERININ KARSILIK BULDUGU GUNU gorecek kadar
yagsamadi. Omriiniin son birkag yihni bir akil hastanesinde kapal geirdi ve 1918de
hayata gézlerini yumdu. Onu galigmalarnin kabul gérmemesinin “delirttigini” iddia
etmek gok basit ve gekici gelse de boyle bir ¢ikarimdan uzak durmamiz gerek. Dep-

resyon, sebebi bir formiile indirgenemeyecek kadar karmagik bir rahatsizliktir.

Burada tek net olan sey onun ¢aligmalarinin tartigmaya yol agan tiirden olmasiyd.
Doéneminin matematikgilerinden Leopold Kronecker bu ¢aligmalar: sert bir dille
kabul etmeyen bir tavir benimserken David Hilbert gibi matematikgiler saglam bir
sekilde onun arkasinda durmugtu. “Kimse bizi Cantor’'un meydana getirdigi cennet-
ten azledemez,” demigti Hilbert.
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David Hilbert 1900°de 20. yiizyilda matematikgilerin tstiinde gahgabilecegi 23

problemlik listenin en bagina Siireklilik Hipotezi’'ni koymugtu. Sonradan bu hipote-
zin ¢6zimiiniin, gene Filbert'in listesinde 2. sirada yer alan “matematigin tutarkli-
giun kamti” probleminden gegtigi anlagilds.

20. asrin ilk yillarinda matematigin temellerinde bir sarsinti yaganiyordu. Bu ma-
tematik tarihinde diizenli araliklarla kendini gosteren bir haldi. Karmagik sayilarin
kesfi, Yunanlarin matematigin temeli olarak gordikleri aritmetikten yiz gevirerek
geometriye yonelmelerine sebep olan bir krize neden olmugtu. Kalkilisiin kegfi de
sonsuz kigik ve sonsuz biyiik gibi kavramlarin malum ma-

nipilasyonlar: sebebiyle ayn bir kriz gikarmigti. Tepki olarak, .

RESIM: Sensuz derinik
fikri ile olugturulan metal
“tamamlanmig sonsuz” kavramina kargt ¢ikt1 ve kalkilisi sa- bir yapnin kavramsal
caligmasi.

daha 6nce Gauss'un verdigi beyan paralelinde matematikgiler

dece “olasi sonsuzlari” kullanmak tizere tekrar formiile etti.

Cantor’un sonsuz kiimeler tzerine yaptig: caligma baska
krizler de dogurdu. Her sey Cantor’un kendisinin “biitiin kiimelerin kiimesi” diye bir
sey olmadigim fark etmesiyle bagladi. Eger boyle bir kiime var olsayd, az 6nce aksini

soyledigimiz hilde, mecburen en biiyiik nicelik diye bir sey de var olmug olurdu.

1901de filozof Bertrand Russell’sa gok daha basit bir paradoks ortaya koymustu.

R kendilerini igermeyen biitiin kiimelerin kiimesi olsun. R kendini igerir mi?
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Diyelim ki igerir. O halde R, kendini igeren bir kiime olur ve dolaysiyla R kii-
mesinin bir elemani olmaz ¢linkii R yalmzca kendilerini igermeyen kiimeleri iger-
mektedir. Ama bu R’nin R kiimesi elemam olmadigi anlamina da gelir ki bu da “R

kendisini igerir,” yoniinde yaptigimiz varsayimi yanls gikartir.

Bu 6rnekler matematikgilerin kelimelerle izah edilebilecek herhangi bir kiime
ortaya koyma konusunda biitiiniiyle 6zgiir olmadigin: géstermektedir. Kisacasi her

toplulugu kiime kabul ctme teorisi ige yaramamaktadur.

Kiime teoreminde neyin yasak neyin scrbest olduguna dair siirlari gizecek bir

kurallar dizisine ihtiyag duyulmaktadir.

1908'de Ernst Zermelo, Cantor ve Russell'in paradokslarint ortadan kaldirmaya
yonelik kiime teorisine dair 7 adet aksiyom ortaya atti. Abraham Fracnkel 1920'de
yaptig: birkag degisiklikle (ki aksiyom sayisim1 9'a gikarmigtir) sistemi matematikgi-
lerin biiytik bir ogunlugu igin standart ¢aligma alam haline getirmigtir.

BU GELISMELERIN 1SIGINDA Hilbert'in ikinci problemi su sekilde yeniden
yorumland:. Ikinci problem Zermelo-Fraenkel kiime teoreminin tutarh oldugunun
kamitlanmasiydi. Eger bu bagarilirsa matematikgiler artik matematigin temellerini
sarsma potansiyeli olan paradokslarin kargilarina gikmayacagim bilerek geceleri ra-

hat uyku gekmeye baglayacakt:.

1928’lere gelindiginde Hillbert, probleminin ¢6ziilemeyeceginden emin gibiydi.
O yihin Uluslararasi Matematik Kongresi'nde kanita sadece birkag sey daha eklen-

mesi gerektigini agikladi. Ama iki yaldan daha az bir siirede gizem tamamen ¢oziildi.

Sonralan Hilbert'in bigimcilik adi verilen matematiksel bilgi kuramina déniip
tekrar bakildiginda bize nispeten tuhaf gelmeye baglamugtir. Hilbert bunu ortaya
atarken matematigin sembollerle oynanan bigimsel bir oyun olduguna inanmigti.
Sembollerin de kendi 6ziindc bir anlami yoktu. Normalde bu sekilde sembollerle
ortaya konan her mesafe ya dogru ya yanls olmalidir ve dogru olursa aksiyomlarla
kamitlanabilir 6zellikte olmas: gerekir. (Diger bir deyisle matematik tamdir, eksiksiz-
dir.) Kisacas: bir ifade asla aym anda hem dogru hem de yanhs olamaz. Matematik
tutarli olmak zorundadir.

Hilbert’in probleminin kusurlu oldugunun ortaya ¢ikmas: iyi bir geligmey-

di. Cinkt kendisi matematigi 6ldirerck kurtarmaya kalkigmigti. Ben, matematik
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baglamum kaybederse esas giizelligini de kaybedecegine

inananlardanim. Eger o matematikgiler sadece sembolle- RESIM: Avusturya
Amerikal mantikci ve

ri oradan oraya kosturduklarini bilselerdi, eminim kendi- matematikci Kurt Godetin

lerine vakit geirmek i¢in bagka meggaleler ararlards. (1906-1978) portresi

MATEMATIGI HILBERT'IN EKSIK TASARLANMIS CAN SIMIDINDEN
kurtaran kisi, 1906 yilinda yu an Cek Cumbhuriyeti sinirlani igindeki Brno'da do-
gan Avusturyali mantikgt Kurt Gédel'di. 1930°'da Gédel'in ortaya koydugu csasa
gore, aritmetigin normal kaidelerini iginde barindiracak kadar gii¢li herhangi bir
aksiyomatik (varsayimsal) sistemde hem dogru hem de kanitlanamayan ifadelerin
bulunmas: sarttir! Baska bir deyisle matematik eksiktir! [lk teoreminden kisa bir
sure sonra Godel ikinci ve daha spesifik teoremini de ortaya koydu: Bir aksiyom

sisteminin tutarlili: kanitlanamaz!

Matematigin cksik oldugunu séyleyen boyle bir iddia nasil kamitlanabilir? G6-
del'in kanit: iki temel fikir igeriyordu. Ilki, antik bir paradoksun uyarlamastyd:.
Yalanci Paradoksu adh paradoks su
sekildedir: “Ben her zaman yalan
soylerim.” Eger bu ciimle dogruysa
o kisinin her zaman yalanc olmadig:
ortaya gikar. Russcl paradoksundaki
gibi kendine isaret eden déngiiye geri
dénmiis olduk.

Godel'in Yalanai Paradoksu ise su
sckildedir. “Bu ifade kanitlanamaz!”
Gaodelin bu ciimlesi dogruysa bu ifa-
de kamitlanamaz. Fakat eger yanhgsa
bu hem yanlig hem de kamitlanabilir
olur. Bu da bu aksiyom sisteminin
tutarsiz oldugunu gosterir. ZF Kiime
Teoremi’nin tutarliligini 6nciil olarak
kabul edersek ikinci olasihk devre

dis1 kalmig olur. Dolayisiyla Godel'in

ciimlesi dogrudur ve kanitlanamaz.

)



Ne var ki su ana dck matematige bagvurmadik. Bu konunun diger fakat daha
akillica olan tarafiysa Godel'in, “Bu ifade kanitlanamaz” scklindeki matematik dis1
ifadesini matematigc dokmenin bir yolunu bulmug olmasiydi. Gédel herhangi bir
aksiyom sisteminde yalmz 8 kadar olas: ifade oldugunu kegfetmistir. Bu dogru-
dur ¢iinkii elimizde sonlu sayida sembol ve sonlu sayida olasi ifade uzunlugu olan
bir liste bulunmaktadir. Dolayisiyla, dogru, yanls, kanitlanabilir, kanitlanamaz ya da
anlamsiz her ifadeye kendine has bir etiket numarasi atanabilir. Ornegin elimizde

kanitlanabilir ifadelerin bulundugu bir L listesi olsun.

Simdi herhangi bir kanitlanamaz ifadc igin gu matematiksel tanim kullanilabilir:
“Bu numara L kiimesinde degil.” Gédel, Cantor’un kosegen yontemini kullana-
rak “Bu numara L kiimesinde degil,” seklindeki ifadenin kanitlanabilirler listesinde
olmadigin1 gostermistir. Dolayisiyla bu ifade hem dogrudur hem dc kanitlanabilir
degildir.

Gédel'in kamti biraz aligma siireci ister: Ozgénderimin goklu katmanlarinda
kaybolmak ¢ok kolaydir. Coziim yolu Cantor’'un késcgen yontemiyle ve sonsuz
niceliklerin mantiga aykin dogasiyla karmagik bir sekilde alakalidir. Tamsayilarin
kendisinden ¢ok tamsay1 ifadesinin var olmasi beklenebilir ama durum &yle degildir.
Tamsayilar hakkindaki her ifadeyi tam say1 olarak kodlamak ve meta-matematiksel
bir ifadeyi matematiksel bir ifadeye ¢evirmek diipediiz sihir olur.

Ben Gédel'in Eksiklik Teorisini Heisenberg’iin Belirsizlik Ilkesi'nin emsali ola-
rak gormeyi yegliyorum. (Bu, bir niceligi 6lgmenin sistemin biitdiniinii etkileyerek diger
biitiin niceliklere dair o anki veriyi degistireceginden dolay bir tanecigin konumunu ve
momentumunu aynt anda olgeme yecegimizi siyleyen bir kuantum fizigi ilkesidir,) Tki ilke
dc insanoglunun bilebileceklerine dair bir sinir gizer. Biri bunu matcmatik alaninda
yapar, digeri fizik. Iki ilkeyc dair sonuglar da birbirinden 10 yil arayla kesfedilmigtir.
Insan malumatini mitkemmellegtirme akimi paralelinde, déneme hakim Viktoryan
inanayla gegen 19. yiizyllin ardindan 20. yiizyil, insanoglunun siirlarinin farkina
varmaya bagladig: bir ¢ag oldu. Bu iki ¢1g1r agan bulug da ayni1 zamanlarin Gestalt

Felsefesi doneminin pargasidir.

Goédel'in teoremine dair felsefi gikarimlar devasa olsa da matematiksel gika-
rimlar ilging bir gekilde arka planda kalmigti. Bazi agilardan matematikgiler buna
omuz silkip kendi iglerine bakmuglardi. Teorem bugtiniin bakis agisiyla dinozorlar:
yok eden asteroide benzer. Bu da matematikteki bazi hatali kisimlani 6ldiirmis
ve geride devasa bir krater birakmugtir. Ne var ki o kraterden bugiin gorsel olarak

higbir iz yoktur.
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Peki neden bu kadar saptanamaz bir etki yapti? Bence bir sebebi, Godel’in ka-
nutlanamayan ifadelerinin gok yapay kalmasiyd. “Matematik tutarhdir” ifadesi keli-
melere dokilebilse de sembollere dokiildiikten sonra aldigi matematiksel hali yaziya
d6kmek imkansizdi. Godel matematiksel baglama oturan, matematikgilerin ilgisini
cezbedecek bir kanitlanamayan ifade bulamamugt:.

Cantor’un Siireklilik Hipotezi burada tekrardan devreye giriyor. Tamsayilar ki-
mesinden biiyiik fakat reel sayilar kiimesinden kiigiik bir kiime var mudir? Sezgisel
olarak idrak edilebilir bir soru gibi goriiniiyor. Kesinlikle matematikgilerin ilgilene-
cegi ve stiinde karara vanilamayan bir soru. 1940'ta Godel, Sireklilik Hipotezinin
giritiilemeyecegini ve kiime teoreminin ZF aksiyomlarinin digina gikarilamayaca-
gin1 gosterdi. Ardindan 1963’te Amerikali bir matematikgi olan Paul Cohen, Sii-
reklilik Hipotezinin kamtlanamayacagin: gostererek dongiiyi tamamladi. Yani bu,
hipotezin kiime teoremlerinin diger aksiyomlarindan mantiksal agidan bagimsiz
oldugu anlamina geliyor. Hipotezi benimseyebilirsiniz de onu inkér da edebilirsiniz.
Ne Siireklilik Hipotezi ne de hiikiimsiizliigii yeni bir paradoksa yol agmayacaktur.

GODEL VE COHEN'IN ARGUMANLARI BiR KUME TEOREMI inga ederek
ilerledi. Onlarin ayrintilarina girmeyecegim. Gédel miimkiin kiimeler evrenini “inga
edilebilir kiimeler”adin1 verdigi olguyla kisitladi. Kendi modeli iginde Stireklilik Hi-
potezinin dogru oldugunu kamitladi. Dolayisiyla ZF aksiyomlarimin tutarl oldugu
digtinilerek Sireklilik Hipotezi'ni giiriitmek imkénsiz oldugu ortaya gikti. Diger
yandan Cohen’se ZF aksiyomlarinin minimal diinyasina sikigan miimkin kiimeler
evrenini daha da genigletmek igin ugrasti. Iginde yeni var olan kiimeler bulundugu
igin Cohen'in argiiman1 Godel'inkinden daha zordur. Kisaca Cohen kendi modeli
iginde Siireklilik Hipotezi'ni glirlitmek i¢in ugragmigtir. Bunun “gergek” stireklilik
hipotezinin yanls oldugu anlamina gelmedigini; fakat onu biitiin ZF kiime teoremi

modellerinde kanitlamanin miimkiin olmadig: anlamina geldigini tekrar belirteyim.

Cohen'in bu “zorlama” yontemi, sonrasinda matematikgilerin ve mantikgilarin
ZF aksiyomlarindan bagimsiz birgok ifade bulmasimi saglamigtir. Bu agidan mate-
matik diinyasinda Gédel'in Eksiklik Teoremi’'nden daha biiyiik bir etki yapmugtur.
Yani o krater hila duruyor.

Peki Siireklilik Hipotezi’nin hikdyesi burada sona eriyor mu? Bunu sdylemek bi-
razzor. Matematikgiler simdilik, ne olduklarini biliyorlarsa ZF aksiyomlar: ile gayet
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mutlular. Ve durum béyle kaldig siirece de Siireklilik Hipotczi Cohen ve Gédel'in
biraktig: belirsizlik aleminde kalmaya devam edecek. Fakat ZF aksiyomlar: sonsuza
dek g6zde kalamayabilir. Bir aksiyom sisteminin asla kanitlanamayacagni, onun bir
baslangig noktasi oldugunu hatirlayalim. Bir giin mantikgilar, matematikgilerin ZF
aksiyomlarindan daha gok sevecegi bir aksiyom gelistirirse Stireklilik Hipotezi tek-
rar gozden gegirilmeye baglanacaktir.

Ikinci Diinya Savasi'ndan sonra Gédel, Princeton’daki Ileri Aragtirma Enstitii-
sine girdi ve Albert Einstein’la stki bir dostluk kurdu. Einstein sonralari, birgok
giin ise gitmesinin sebebinin ¢ikigta Godel'le birlikte eve yiirime ayricaligina sahip
olmak oldugunu séylemisti. Ne var ki Gédel'in davramglar: ilerki yillarda garip bir
hal almaya baglad1. Ornegin hayaletlere ve birinin onu zehirlemeye galstigina inan-
maya baglamigti. Sadece kendi hazirladig1 yemekleri yemeyi se¢mis ve en sonunda

da kendisini agliktan 6ldiirmisti.

Neyse ki Cohen; Gédel ve Cantor’un yagadigs akil hastaliklarim yagamamugti.
1934te Brooklyn'de dogup biiyiiyen ve kendi kendini egiten bir dehayds. Universi-
teyi bitirmemesine ragmen 19’unda, 1953 yilinda yiiksek lisansa baglamustu. Ilgingtir,
mantik¢ olarak egitilmemisti fakat yanls olduguna dair giiglii bir sezgiye sahip ol-
dugu i¢in Siireklilik Hipotezi'nin cazibesine kapilmisti. (Evet, Cantor’la aym fikirde
degildi.)

Bazen entelektiiel bir tikaniklig1 agmak igin uzman olmayan birinin yenilik¢i ba-
kis agisina ihtiyag duyulabiliyor. Cohen bu zorlama fikrini bulduktan sonra diger
mantikgilar bu firsat 1i5131m gordi ve bu sefer Cohen onlarin hizina ayak uydura-
madt. Yine de ilk olma serefine erisen Cohen'di ve bizzat Gédel'in biiyik 6vgiisi-
ne mazhar oldu. Gédel ona s6yle yazmigti: “Kiime teoremi varsayimlagtirildigindan
beri en biiyiik ilerleme senin sayende kaydedildi.”
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23
kaos teoremi
lorenz denklemleri

John von Neumann'in bir hayali vardi. 1954'te diinyanin en biiyik bilgisayarinin
vakfedilmesi toreninde konusan Amerika'nin ilk biyiik bilgisayar bilimcisi Neu-
mann bilgisayarlarin bir giin hava durumunu 30 ila 60 giine kadar tahmin edebile-

cegi iddiasinda bulundu.

Yarim asirdan fazla bir siire sonra bilgisayarlarin kapasiteleri Neumann’in hayal
ettiginden bile daha fazla biyiidi. Fakat hava tahminleri sadece kademeli olarak ge-
ligebildi. 2 giinliik tahminler oldukga giivenilir olsa da S giinliik tahminlere hala tam
anlamyla giivenilememekte. Ve su an en iyimser meteorolog bile 60 giinlik tahmin
yapabilmeyi agzina bile almiyor.

Peki buna engel olan neydi? Tek kelimeyle soylemek gerekirse; kaos.

Kaotik sistemler, havanin atmosferde nasil dolagtigini gisteren denklemler gibi
belirleyici kurallara itaat eden, fakat tstiinden biraz siirc gegtikten sonra higbir dii-
zene bagh degilmisgesine davranan sistemlerdir. Kagit tstiinde, bir kaotik sisteme
dair kesin bilgilere sahipseniz, kusursuz tahminler yapabilirsiniz. Fakat verileriniz-
deki en ufak bir eksiklik ya da hata zamanla istel olarak biiyiir ve tahminlerinizi
gegersiz kilar.
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X, yve z atmoseferin soyut ve hayli basitlestirilmis
modelinin meteorolojik degiskenleri. Bu denklemler
bilim adamlarinin kaos olasiigini fark ettigi tarihteki ilk
dinamik sistemdir.

Ironiktir, en yetkin bilim adamlarinin kaosun sonuglarini kavramalarina ve hesap-
lamanin giiciin kalici olarak sinirlamalarina sebep olan arag bilgisayard.. Bilgisayar-
lar von Neumann’in hig tahmin etmeyecegi bir ey yapmugt1. Sadece sayilarla oyunlar

oynamak yerine insanlarin diinyaya bagka bir gézle bakmalarina neden olmugtu.

Buradaki diger bir ironi, matematiksel kaos kavramunu ilk anlayan kiginin bir ma-
tematik¢i olmayistydi. Meteorolog Edward Lorenz, von Neumann'in hayalini suya

dugtiren denklemleri kesfeden kisiydi.

Lorenz'in oldukga ideallegtirilmis bir atmosferi tanimlayan ti¢ basit denklemini
konumuzun girigsinde verdik. Bu denklemlerin ne anlama geldigini kavramak igin
biraz vakit harcamaya deger. Oncelikle bunlarin diferansiyel denklemler olduklarint
belirtelim. 3 degiskenin (x, y, z) mevcut degerleri cinsinden degisim oranin: ifade
etmektedirler. Zaten Kalkiiliis bu tip denklemleri ¢ozmesi igin kegtedilmigti. Bunlar
Newton ve Laplace’in gezegenlerin hareketlerini tanimlamada ve Apollo miihendis-
lerininonu Ay’a géndermede kullandig: tiirden denklemler. Bilim adamlar1 ytizyillar
boyunca bu tip denklemlerin ¢6ziimlerinin baga gikilabilir ve tahmin edilebilir ol-

dugunu sanmiglardi.
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ikincisi, bu denklemlerin nonlineer (dogrusal olmayan)

RESIM: Semboli kaos
adustran Lorenz Gekerinin
ligiincti denklem ise xy olmak lizere katsayisi da degisken 3 boyutlu erafiksel

gostenm

tirden oldugunu da belirtclim. Ciinki ikinci denklem xz,

olan terimler ihtiva etmektedirler. Iste diinyadaki biitiin o

farkliliklarin misebbibi bu minnacik ayrintidir.

Lineer denklemler bize, sonuglarin sebepleriyle orantili sekilde meydana geldigi
kitap gibi bir diinya sunar. Cergevenin biitiinii her zaman pargalarinin toplamina esit
gikar. Hesaplamada yapilacak ufacik bir hata, sonug agamasinda kendisini yine ufacik
bir hata olarak gosterir ya da en kotii ihtimalle dogrusal olarak kendi ¢apinda biyiir.

Baylesi bir diinyada da haftalik ayhk hatta sonsuza uzayan hava tahminleri yapilabilir.

NE VAR Ki GERGEK DUNYA DOGRUSAL DEGILDIR. Geribesleme dongii-
leri kuigiik hatalar: biiylik etkiler olarak geri dondiiriir. Biyolojide, bir hiicre ne zaman
bir digerine “galigmay1 durdur” ya da “daha gok ¢alig” sinyali génderse nonlinecrlik
artar. Kimyada bu nonlineerlik, bir kimyasalin baska kimyasalla bir tepkime katalize
etmesiyle artar. Aerodinamikte ise, havanin pasif bir ortamdan hareketl bir objeye
donmesiyle denklemler dog-
rusalliktan kopar. Bilimdeki
en ilging fenomenlerden biri;
sistemin bir pargasinin bagka
bir pargayla arabuluculuga
girigmesinin sonucunun non-

lineerlik olmasidir.

Lorenz  Denklemlerinde
xy ve xz terimleri sayesin-
de x degiskeni, hem z'nin
yye hem de y'nin Zye olan
tepkisinde arabulucu roliini
Ustlenir. Ve bu denklemler,
kendisini ilk kez gosterdigi
matematikgilere “ben bunu

¢ozerim” hissiyatini verir. Fa-

kat ¢ozemezler!




Simdi size Lorenz 1963'te bu denklemlere sekil verirken x, y, z degiskenlerinin
onun igin ne anlama geldigini agiklamaya ¢alisayim. Lorenz’in modeli alt taraftan
isindiginda havanin dikdortgenel bir tip iginde yikselmesini tammlar. Sicak hava
yiikselmeye, soguk hava da algalmaya meyledecegi icin yer degistirme sirasinda dé-
nen hava akimi olugur.

Fakat Lorenz'in modelinde sicak havanin yayilma sireci fazla hizlanmaya bag-
lar. Sicak hava tiipiin diger tarafina siipiirilmeden 6nce tamamen soguma firsat:
bulamaz. Sicak hava algalmay: sevmedigi i¢in donme hareketi gitgide yavaslar. En
sonunda tamamen durarak tersi yénde donis baglar. Yonin tersine donmesiyle sis-

temde tahmin edilemez sonuglarin ortaya ¢ikmasina sebep olur.

Lorenz x, y, z degiskenlerinin tapidig: anlamu su sekilde izah eder: x, 1sinarak
yikselmeye ¢ahisan gaz akiginin (konveksiyon akiminin) giiciing; y yiikselen ve al-
calan akimlar arasindaki sicaklik egimini ifade eder. z ise tarif edilmesi zor fakat bir
o kadar hayati 6nem tagiyan bir degiskendir. Lorenz z'yi su sekilde tarif etmistir: “z
degiskent, dogrusallik kaynaklt dikey sicaklik profilinin bozunumu ile orantily, sinirlarda
kendini gosteren en gigli sicaklik egimini ifade eden pozitif bir degerdir.”

x, ¥, z zamana gore grafige dokildiginde, hangi baglangig noktasini seerseniz
segin, resimde gosterildigi gibi dolasik, kelebek sekilli bir yapr olusturacak gekilde
biitiin haline geleceklerdir. Iki “kanat”konveksiyon akiminun iki farkl dénis yéniine
tekabiil etmektedir. Sonra aym gidisat kanadin merkezine dogru olan bir nokta-
dan yeniden izlenmeye baslasa da yavas yavas disa dogru sarmal ¢izmeye meyleder.
En sonunda da ¢ok fazla “uzaklagmis” olur. (Yani konveksiyon akimlar1 kontrolden
cikar.) Bu gidisat, iki kanat arasinda bir kaos ortami olugturdugu noktada tekrar

sarmal hareketini yapmaya hazir hile gelmis demektir.

Cok yakin bir noktadan ikinci bir gidisat baslatirsaniz, bir siire i¢in aymi davra-
niglan: gozlemlersiniz. Ornegin iki gezinge’ sol kanat gevresinde 2, sag kanat gevre-
sinde ise 3 dongli meydana getirebilir. Fakat gezingeler arasindaki mesafe yavastan
artacak ve bir noktadan sonra Gezinge 1 sola, Gezinge 2 saga dogru meyletmeye
baslayacaktir. O raddeden sonra iki gezinge arasindaki ilinti (korelasyon) sifirlana-
caktir. Hava tahminlerinde mecazi sigramalar yapmak basittir. Solu giinesli, sag: da
yagmurlu hava olarak digtinin. Eger Gezinge 1 gercek havay, Gezinge 2 ise ok az
farkl: baglangig kosullarin esas alarak yapilan hava tahminini temsil ediyorsa, bu iki-
si birkag giin i¢in aym fikirde olabilir. Fakat eninde sonunda tahminlerin gergeklerle

higbir benzerlik tasimayacag kesindir.

*  Bir cismin hareketi sirasinda izledigi yol. Devingen bir noktanin izi.
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Lorenz modelinin ayrintilarina deginmeye nokta koymadan 6nce size bir ilging
ozellikten daha bahsctmck isterim. Keyfi segilmis gibi duran 10, 28 vc sabitlere
parametre ad: verilmektedir ve bunlar ¢6ziimiin geklinde ¢ok 6nemli bir yer tut-
maktadirlar. 281 24 yaparsamiz (ya da 24.8'den az herhangi bir say1) kaos ortadan
kalkmaktadir. Konveksiyon akimlari uyanilganliktan ¢ikar. Baglangic durumlari ne
olursa olsun konveksiyon akimlari en sonunda durulacak ve de ya sola ya saga dogru
donecektir. Sonrasinda da sistem yiizde yiiz tahmin edilebilir bir hil alacaktir. Do-
layisiyla, bir sistemin nonlineer olmasi, sonucunun kesinlikle kaos olacag anlamina
gelmemektedir. Diizenli bir sistemin kaotik evreye gectigi “tagma noktas1” genellikle

gozlemleyemedigimiz parametrelere baghdir.

Lorenz kaosun temel bilesenlerini tck bir sayfada agiklamig fakat onlara hentiz bir
isim vermemisti. Bunlar su gekildeydi: Baglangi¢ kogullarina olan hassas bagimhlik.
(Kelebek Etkisi’) Sonsuz derecede karmagik (ve giizel) bir geometrik yap: tarafindan
kontrol edilen uzundénemli davransslar. (Bu sonra Tuhaf Cekerler olarak isimlendi-
rilecektir.) Kaosu agip kapatma 6zelligine haiz bir ya da birkag parametre. Ve Non-

lineer fakatkesinlikle rastlantisal olmayan dinamikler.

Lorenz’in makalcsinin 6nemi de o anda anlagilamadi. Makalc, sadece meteoro-
loglarin okudugu onlara 6zel bir dergide yayimlanmigti. Gelgelclim ayni durum di-
ger disiplinlerde de yasganmaktayds. Oyle ki, Astronom Michel Hénon, bir galaksinin
merkezindeki yildiz yériingesine dair denklemlerde kaos tespit etti. Fizik¢i David
Ruelle, Matematikgi Floris Takens'la birlikte dolagik sivi akiginda “tubaf gekerler”
kegfetmisti. Biyolog Robert May sistemlerin en basitinde bile bir kaos tespit ctmigti.
Onunkisi, kit kaynaklara kargi nice uzun yillardir niifus modcllemesi yapmak igin
kullamlan tek degiskenli bir denklemdi.

Biitiin bu onciiler en bagta tecrit altinda kald: ve diger bilim adamlarinin deste-
gini alamadi. Lorenz’in meslektag: olan Willem Markus,James Gleick’in Kaos: Yeni
Bir Bilim kitabini hatirlatarak Lorenz’in denklemleri hakkinda s6yle demistir: “Ed,
emin ol hepimiz dengesiz konveksiyon akimlarinin boyle bir sey yapamayacagim

biliyoruz.”

Bu siiphecilik, paradigmalar: degistiren her kegfe gosterilen klasiklegmis bir tep-
kiydi. Kaos mevzusunda matematik¢i ve diger bilim adamlarinin gézlerinin uzun
stire perdeli olmasinin belli bagh sebepleri vardi. Matematikgiler 6grencilerine di-

feransiyel denklemleri Ggrettiklerinde 6nce en basit ve anlagilabilir 6rneklere yo-

*  Buisim Lorenz'in 1972'dc kendi yazdign “Ongoriilebilirlik: Brezilyad aki Bir Kelebegin Kanat Cirp-
mass, Teksasta Kasirgaya Sebep Olabilir mi?”adh makaleden gelmistir.

198 KiSIM DORT



gunlagmaktaydi. Once en temel (dogrusal) lineer denklemlerle baglarlardi. Sonra-
sinda basit iki degiskenli sistemlere gegerler ve secilmis bir noktadaki ¢6ziimlerin
davraniginin nasil oldugunu dogrusallagtirmayla tarif ederlerdi. Degiskenlerin sayist
ne olursa olsun, onlar hep agik ve net sekilde ¢ozilebilen denklemlerin tstiinden

gidiyordu. Zaman ihtiva eden tam formiille verilen x(#) gibi.

BUTUN BU BASITE iINDIRGEYICI VARSAYIMLAR, 6zellikle de sonuncusu
son derece anlagilabilir. Denklem ¢6zmek matematikgilerin isidir, daha dogrusu isiy-
di, o da kaostan 6nceki yillarda kald1. Yine de bu varsayimlar, s6z konusu perdenin
kalkmasini saglayacak bir regeteydi. Kaos; dogrusal sistemlerde gorillmez; 3'ten az
degiskene sahip siirekli zaman sistemlerinde’ goriilmez; ¢6ziimii igin bir formiil ya-

zabildiginiz higbir sistemde goriilmez.

Matematikgiler sanki kaosa ¢ikan her kapiya “Tehlike! Yaklagmayin!”yazili tabe-
lalar asmug gibiydi. Diger disiplinlerin bilim adamlar: -biyologlar, fizikgiler, meteo-
rologlar- o tabelanin arkasina gegmeye tesebbiis etmemis, bu yiizden de kaosla bir
yerde kars1 kargiya geldiklerinde bu onlara ¢ok yabanc gelmigti.

O uyan tabelasinin arkasina ok az sayida matematikgi gegti. I1ki, biitin kaos
teorisyenleri tarafindan bilinen, ylizyilin sonlarinda dogru Fransa’nin en biiyiik ma-
tematikgisi olan diinyaca tinli Henri Poincaré'di. 1887'de 3 cisim problemine ¢6ziim
bulmak, daha net bir ifadeyle ortak kiitle gekimiyle hareket eden 3 ya da daha fazla
gezegenin yoriingelerine dair net formiiller bulmak amaciyla Isve Krali tarafindan
diizenlenen uluslararas: bir yarigmaya katild:. Elbette Isaac Newton iki cisim prob-
lemine agiklik getirmis fakat ondan sonra en basit 3 cisimli sistem igin bile belli bir
formiil bulamayan matematikgilerin hevesleri kursaklarinda kalmugts.

Poincaré ¢6zlimi bulamasa da 6diili kazanan bilim adami oldu. Aslinda ¢6zdi-
glinii zannetmisti fakat taslagi yayimlamak igin hazirladig: sirada (hatta 6dili bile
almugt1) bir hata fark etti. Bir gezegenin hareketinde, yériingeden ufak bir sapmanin
ufak bir etki olugturacagini varsaymigti. Gezegenin “donis haritasini” daha dikkatli
analiz ettiginde olayin hi¢ de dyle olmadigini1 gordi. Bu sekilde kaosun ilk alamet-i
farikasin, yani baglangi¢ kogullarina olan hassas bagimlihg: kegfetmigti. Ustelik belli
belirsiz sekilde de olsa ikinci 6zellik olan “tuhaf ceker’leri de kegfetmisti. Simdi

*  Yildan yila tiirlerin nifusunun degisimini gosteren May'in denklemi gibi Kesikli Zaman Sistem-

lerinde ise tek bir degiskenli olsalar dahi kaos mimkiindir.
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Lorenz’in kendi sozleriyle gezegenlerin faz uzaydaki gezingelerini agiklamasim

okurken, sizden Lorenz Ceker’ini diisinmenizi istiyorum.

“Bu kesigmeler bir gesit sonsuz sayida ince gozenekli ¢it 6rgili, dokuma, tel 6rgii
sekli olugturur. Iki egri de asla kendisiyle kesigmez. Fakat érgiiyii olusturma isini
sonsuz kere tekrarlayabilmek i¢in kendi Ustiine dogru ¢ok karmagik bir sekilde de
olsa katlanabilmelidir. Insan benim gizmeye bile yeltenemedigim bu karmagiklik

yiiziinden sagkina dénebilir.”

Elbette burada Lorenz Cckeri'nden bahsetmiyor fakat bir agidan bahsediyor da
olabilir. Burada da ig ige giren egrilerin birgok patikanin birleserek otoban olugtur-
dugu ve carpismadan ayn dogrultulara gidebildigi gibi bir fenomen goérilmekte-
dir. Dolayistyla matematikgileri 1893’te Poincar€in kitab:

goriiciye ciktiginda kaosu kesfetme firsati yakalamiglard. pe—

Ama degerlendirmediler. Clinkii kaosu aramak igin hazir- Kumesinin bir pargasinn
fraktal @druntusi. Fraktal
geometri kaos

likli degildiler. Odiillii yarismanin tek amaci stabil bir ¢6-

ziim bulmakt1. ratematiginin bir pargasi
olup dngdrulemeyen
Kaos konusunda matematikgilerin géziindeki perdenin dinamik sistermier

bir sebebi de bilgisayarlarinin olmayisiydi. Poincar€’in igin- o 21

den gikilmas: biraz giig olan tarifi ile bagbasa kalmslard:.

Bilgisayarlan olsa Ceker’leri biitiin azametleriyle gorebile-

ceklerdi. Profesyonel matematikgiler olmayan Lorenz ve Hénon gibi bilim adamlan
i¢in Poincar€’in ¢aligmalar: ulagilamaz mesafedeydi fakat Tuhaf Cekerler, notlarinin

arasinda birinin kendilerini agiklamast igin yalvarir gozlerle bakiyordu.

1893-1970 YILLARI ARASINDA MATEMATIKCILER hepsini bir araya ge-
tiremese de kaos teorisi bilesenlerinin birkagini birlestirmeyi basardi. Poincaré ile
aym zamanlarda Rusya'da Aleksandr Lyapunov yakin gezingelerin sapma egilim-
lerini 6lgen Lyapunov Kuvveti’ni tanitmisti. 1930 ve 1940’larda Ingiltere'de Mary
Cartwright ve John Littlewood tclsiz ve radyolarda kullanilan erken donem non-
lineer denklem olan Van der Pol denklemi iizerinde galigt1. Littlewood bunun igin

“Ortada olan sadece dramatik ince yapih ¢6ziimler” demistir.

1960’larda Amerikali matematikgi ve hararetli bir Vietnam Savag1 kargiti akti-
vist Steven Smale, dinamik bir sistemin karmagik limit kiimesine yakinsanacagi-

mn garanti oldugu ¢ok genel topolojik kosullar belirledi. Bu, kaosun genis kapsaml
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parametre degerleri tizerinde var olan ¢ok genel bir fenomen oldugunu gésteri-
yordu. Son olarak da Fransada Benoit Mandeclbrot ¢ok farkli sebeplere dayanarak
“fraktallarin” tabiatlar1 geregi aym1 anda birden ¢ok yerde bulunmas: é6zelliklerini
diinyanin goziiniin 6ntine serdi. Lorenz Cekeri, fraktal boyut (oransal kirilma boyut)
2.07 civarindayken, bu duruma tam 6rnek tegkil eder. Mandelbrot tam olarak Tuhaf
Cekerlerin tuhafligina parmak basmigti: Her 6lgekte ince yapilara sahiptiler. Bu se-
bepten biiyiitilmiig versiyonu biiyiitilmemis versiyonla ayni derecede ince filigran

desenli gériinmektedir.

1970'LERE GELINDIGINDE iSE BUYUK bir birlesim meydana geldi. Kaosla
yizyiize gelen birbirinden ayr: disiplinlerin bilim adamlar: birbirlerini bulmaya ve
kesfettikleri gizeme agiklik getirebilecek matematikgilerle iletisime gegmeye bagla-
dilar. 1975’te bu alan, Tien-Yien Li ve James Yorke'un “3. Periyot Kaosu Cagiriyor”
adli makaleleri sayesinde bu i¢ giciklayici kod adina sahip olmustur. Li ve Yorke,
May'in tstiinde ¢aligtigina benzer tek degiskenli ayrik dinamik sistemlerin, 3 se-
ferden sonra tekrar kendine dénen tek bir noktalar: bile olsa kaotik 6zellige sahip
oldugunu 6ne siirmiigtiir. Ukraynali matematik¢i @lexandr Sharkovsky, ayni gergegi
11 y1l 6nce kegfetmisti, fakat Demir Perde’nin kisitladig iletisim imkénlar: sebebiyle
Batr'da bundan kimsenin haberi olmamuigti. Sharkovsky’'nin makalesi en sonunda
1995’te terciime edilebildi ve teorem onun adiyla anilmaya bagsladi. Li ve Yorke’sa

sadece teoreme “Kaos Teoremi” ismini vermekle onurlandirildi.

1980 ve 90’larda Kaos mecaz: bilim krallhigindan disars gikarak popiler kiiltii-
re sizdi. Buna ilk 6érneklerden olan James Gleick gok satan kitabinda bu konuya
deginmigti. Bunun diginda gise rekorlart kiran Jurassic Park filminin bagrol karak-
terlerinden biri kiyamet tahminleri yapan bir kaos teorisyeniydi ve teorem filmde,
bilim adamlarinin yaptig: feci hatanin sonuglarini tahmin etmede kullanilan temel

metafor olarak yer almigt1.

1990-1991 yillarinda teorem izerine tig biiyiik derginin yayin hayatina baglama-
styla konu zirve yaptigi dénemini yagadi. 20 yil sonra ise sular bir nebze durulmugtu.
Gegenlerde tarihi kesiflere dair okudugum bir yazidaki ifade beni gok sasirtmustr:

“Sosyal yakinsamanin birlestirici taraf1 olarak kaos teoremi artik yoktur.”

Bana sorarsaniz bu konunun helvas: erken yendi. 1990’dan beri birkag ilging kes-

fin kaostan meydana geldigi kesin. Bunlarin arasinda en sagirtic: olaniysa senkronize
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kaostu. $6yle ki, iki rastgele davramiga sahip osilatori senkronize etmek bize imkan-
s1z gibi goriinebilir. IFakat bir Lorenz Osilatéri’niin 3 ¢ikis degiskeninden sadece bir
tanesini diger Lorenz Osilatori'ne verirseniz ikinci osilatérdcki diger iki degisken
ilk osilatore sabitlenecektir. Bu goriniir rastlantisalligin altinda gizli olan rastgele
olmayan yasalar1 kendi ¢ikarina kullanmanin dahice bir yoludur. Bu, sinir hiicreleri
gibi canh organizmalarin davraniglarini nasil senkronize ettigini agiklamaktadir. Bu
konudaki bagka bir yeni gelisme ise kuantum kaosunun sinirli formunun kegfiy-
di. Aslinda kuantum mekanigi denklemleri dogrusal olduklar: igin kaosun istilasi-
na kargi uzun sire direnmigti. Dogrusal olmalar iyi bir sey, ¢linki kimse dengesiz
clektron, nétron ve proton istemezdi. Fakat“Yari Klasik Limit"te bir yerde kauntum
diinyas: ile makro diinya arasindaki gri bolgede kaos kendi rolinii yerine getirmek
durumundaydi ve hem matematikgiler hem de fizikgiler bunun nasil olacagini arag-

tirtyordu.

En sonunda konu tiirbilans akiglarini anlamaya kadar gelmigti. Kaos hikdyenin
sonu dcgil, baglangiciydi. Lyapunov kuvvetini kullanarak bilim adamlan gériinmez
¢eker yapilarini saptayabilir ve akis hareketini dizenleyen yapilan geri gevirebilir-
di. Akigin nereden kaotik oldugunu, nerede olmadigimi belirleyebilirlerdi. Ornegin
Meksika Korfeziyle Atlantik arasindaki gériinmez simirda hangi suyun korfeze geri
dénecegini, hangisinin Atlantike gegecegini saptayabilirlerdi. Bu tip yontemler
2010’daki BP kazasinda petroliin okyanusa hangi hareketlerle nereye kadar bulaga-
cag belirlemede de kullamlmigtir.

Bu sebeplerden kaos kavraminin kanl canh kargimizda durdugunu séylemek
yanlig olmaz. Ve artik bakmay: 6grendigimiz igin ilclebet boyle kalacaktir. O gegici
bagimsizlik evresini bitirdigi igin bir siire sonra geleneksel “dinamik sistemler”ya da
“dogrusal olmayan diferansiyel denklemler” konularinin dogal pargas: olarak goriil-

meye bagslayacak olsa da Kaos disiplininin de kanli canli oldugunun altin gizelim.




24
kaplan: evcillestirirken
black scholes esitligi

2003'’te uinlii gostericiler Siegfried & Roy ikilisinin Roy Horn’u, kaplanlarinin biri
tarafindan boynundan sinlmigti. Oliim noktasina gelen Roy’un sahnc hayat: bit-
misti. Bu olay kaplanlarin en nihayetinde kaplan oldugunu gergegini hayranlarinin
yiizlerine vurmugtu. Sonugta hayranlara bu gergegi unutturan sahte giiven duygusu-
nu agtlayansa Siegfried & Roy ikilisinin teknik maharetiydi. Neil Strauss New York

Times’ta goyle yazmigtr: “Tehlike hep oradayd fakat géntlden rrakt.”

Black—Scholes Esitligi i¢in de benzer geyler soylenebilir. 1973'te Fischer Black
ve miistakbel Nobel Odiilli Myron Scholes (bagka bir miistakbel Nobel'li Robert
Merton'in da yardimlartyla) yaymnladiklarr bir esitlik, yatinmdaki tehlike faktord-
nii sifithyordu. Sermayc Piyasas: Tiirev Araglari adi verilen piyasada bu sayede bir
patlama yagandi. Ozellikle de menkul kiymetler’ gibi alanlara yapilan yatirimlarda.
Siegfried & Roy’un Las Vegash seyircileri gibi, Wall Street’in dc “kuant” ad: verilen
yeni nesil yatinmeilarin Black—Scholes esitligini kullanarak yaptigi mithis kérlar
kargisinda gozleri kamagiyordu. Finans mihendislerinin tabiriyle “risk” kontrol alti-

na alinmig gibi gérinmekteydi.

Hisse satin alna yetkisi -stok opsiyonu- Sermaye Piyasasi Tiirev Araglaninin en yaygin tiirii ol-
maktan ¢ok uzak olsa da ben kolaylk olmas: igin menkul kiymetler yerine hisse tabirini kullana-
cagim.
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Vbir finansal varlig “satin ama opsiyonu” ad: verilen
piyasa degeri, S dayanak varligin, érnegin bir hissenin
vadesindeki degderini p ve o hissenin faizve dalgalan-
ma oraniniifade eder. Bu denklem ekonomistlerde
riskin fizigin nesnel kanunlariyla kontrol altina alinabi-
lecegine dair yanlis bir intiba uyandirmigtr.

%33O

Fakat kaplanin kaplan oldugu gibi finans piyasasi da gene finans piyasasiyds.
Fischer ve Scholes'un biiyik buluglarindan sonra bir degil, 1987, 1998 ve 2007de
olmak tizere tam ¢ kez piyasa onu kontrol altina aldiklarini sanan yatinmeilarin
tsttine yikildi. Kimse 6lmedi belki ama nice kariyerler mahvoldu, nice servetler eridi.
Ozellikle 2007-08'deki kredi krizi Amerika’y: 1930’daki Biiyiik Buhran'dan sonra en

siddetli resesyonlardan birine soktu.

Bazilari bunun kabahatlisi olarak kauntlar1 ya da matematigi gordi. Oyle ki
2009'da Wired'da yayimlanan bir kége yazisina bu durum icin “Wall Street’i Ol-
diren Formil” baghg atilmigti. Fakat bir hitkme varmadan 6nce, Black, Scholes ve

Merton'in neyi bagardigini bir gormemiz lazim.

Once Sermaye Piyasasi Tiirev Araglarinin en basit 6rnegiyle baglayalim. Well-A-
Day Petrol sirketinin bugiinkii hisse bag: fiyatimn 100 dolar oldugunu varsayalim.
Ayrica hisse fiyatinin yarin yiizde SO ihtimalle 101 dolara gikacagim ve yiizde 50
ihtimalle de 99 dolara digecegini de biliyor olalim. Bu bilgiyi inanilmas: gii¢ bir
sekilde, yarin nc olacagini bilmeseniz bile hisse bagina 50 sent kar etmek igin kulla-
nabiliyorsunuz.

Ik 6nce simsarimz: ariyor ve size yann igin 100 dolardan 2 Well-A-Day Pet-

rol hissesi satin alma opsiyonu vermesini istiyorsunuz. Mantikls bir anlagma gibi
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goriniyor degil mi? Ne de olsa hissc fiyatinn yiiz dolarin altina diigme ya da tistiine
cikma ihtimali esit. (No#: Eger simsarimz sizinle aym: fikirdeyse aptalin teki demektir
ve yakinda issiz kalacakti. Sebebini birazdan agklayacagim, sabredin.)

Simdi, opsiyon silahinizi kugandiktan sonra onu korumaya yonelik risk dengele-
me (hedging) hamlesi olarak o giin arkadaginiz Bob'dan 1 adet Well-A-Day hissesi
borg aliyor ve 100 dolardan satiyorsunuz. Ertesi giin hissenin 99 dolara digmesi
ihtimali ylizde 50'ydi. Diyelim digti. Bu durumda opsiyonunuzu kullanmayacaginiz
i¢in atil hale gelecek fakat siz 99 dolara diigen hisseden satin alip Bob’a borcunuzu
6dceycecksiniz. Kirimiz 1 dolar oluyor ¢linki hisscyi 99a alip 100°c satmig oldunuz.
Diyelim hissc fiyat: digmed, aksine yiikselcrek 101 dolara firladi. Bu durumda opsi-
yonunuzu kullanarak simsarinizdan 100 dolara iki hisse alacaksiniz. Bob’a borcunuz
olan hisseyi verip diger hisseyi de 101 dolara satacaksimz. Ve bu halde de kariniz 1
dolar olacak ¢iinkii 200 dolara iki hisse almig, 201 dolara satmig oldunuz. Yani ne
olursa olsun kazangl ¢ikmis oluyorsunuz. “Dayanak varhik”in fiyatinin artip azalma-

sinin higbir 6nemi kalmuyor.

ASLINA BAKARSANIZ BU RiSK DENGELEME ilkesi gegmis yillar icinde
tekrar tekrar kegfedilmigti. 1973’ten énce bunu kesfeden insan muhtemelen zengin
olmanin sirrna vakif oldugunu digtinmigtir. Ekonomist Sheen Kassouf, 1967 ta-
ribli “Piyasay1 Alt Et” isimli bir kitabinda yagadig: aydinlanmay1 goyle anlatir: “Bir
giin, hisse fiyati tavan da yapsa dibe de vursa biiyiik kr kaldirabilecegim bir yatirim
fark ettim. Gergek olmayacak kadar giizel goriiniyordu.”

Elbette bitin kolay yoldan zengin olma planlar: iki sebepten dolayr gergek ola-
mayacak kadar giizcldir. Birincisi, simsariniz olayin i¢ yiiziini o anda kavrayacak
olmasidir. Cinkii risk dengeleme ilkesi yarin igin yiiz dolardan hisse alma opsiyonu-
nun maliyetinin 50 sent oldugunu gosterir. Yani opsiyonun da bir degeri var. Fakat
Opsiyonlu alim satimin peyda oldugu ilk zamanlarda simsarlarin gergek diinya opsi-
yonlarina deger bigme konusunda higbir fikirleri yoktu. Kassouf ve kitabin es yazar
Edward Thorp séz konusu kitab1 yazdiktan sonra riichan hakkinin yayimlanmug

fiyatlarini tetkik ederek yanhs fiyatlar buldu.
Yani biraz bilgili bir piyasayi alt edebilirdi.

Ikincisi, bize yanls fiyatlardan satin alma opsiyonu veren bir simsar bulduk di-

yelim, onun maliyeti de 50 sent yerine 49 sent olsun. Hissenin 101 ya da 99 dolar
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degerine geleceginden kesin olarak eminsek belli bir kiir elde edecegiz. Hissenin yu-

karigitmesi lizerine yatirim yapan normal yatinmcilarin aksine hissenin hangiyéne

gidecegi bizim gibi risk dengeleme ilkesiyle yatirim yapanlarin umurumuzda olmaz.

Fakat fiyattaki dalgalanma (volatilite) umurumuzda olmak zorundadir. Cok az bir

hata pay1yla, risk dengeleme ilkesi yalnizea hisse fiyat dalgalanmasi uygun degerde

olursa ise yarayacaktir.

Ne var ki sturecin bu kritik noktas: Black—Scholes denk-
lemlerinin teknik ustalig: ile gizlenmistir. Bir alis opsiyonu-
nun -mesela Well-A-Day X kullanim fiyath hissesinin 7 za-
manindaki (vadc tarihi) opsiyonu- uygun piyasa degerini (V)
bulmak istedigimizi farz edelim. Kimseyi aldatmak istemeyiz,
sadece bu opsiyonun degerinin ne oldugunu saptamaya ¢ali-
styoruz.

RESIM: Menkul Kiymetler
Borsasinin simgeleri
Almanya Frankfurt Borsa
Binasi Onindeki ayi ve
boga heykelleri

Opsiyonun degerinin, o anki hisse fiyatina (iS) baglh oldugu asikar. Hisse fiyati
artarsa vadc tarihinde K’'nin Gstinde kalma ihtimali yiksektir. Ayrica deger vade ta-

rihine kalan siireye de (7-#) baghdir. Opsiyon fiyatimz bugtinku degerin digindaysa
bile ne kadar ¢ok zaman gegerse hissenin kullamm fiyatina yiikselmesi ihtimali o

®

veyasatim fiyatidir.

Kullamim fiyat: malin, kiymetin veya finansal gestergenin tizerinde anlagilan ileri tarihteki alim




kadar artar. Son olarak, vade tarihine gelindiginde opsiyonun degeri ya 0 (eger hissc
fiyat1 K'min altindaysa) ya da S-K'dir. (Ciinki hisse fiyati K'dan biiyiikse opsiyonu
kullanarak hisseyi X fiyatina alip piyasada S fiyatina satariz.)

Dolayisiyla 7" zamamnda opsiyonun degeri grafikteki siirekli ¢izgi gibi goriine-
cektir. Vade tarihinden 6nceki t zamaninda opsiyon degeri kesikli gizgide gosteril-

digi gibi biraz daha yiiksek olacaktir. Peki ama ne kadar yiiksek?

Black, Scholes ve Merton bir “adil piyasa degerinin” P(S, ¢) varhgim kamitlanmg-
lardir. Bu oldukga sagirtic1 bir bilgidir ¢iinkii normalde Well-A-Day hissesi tizerinde
boga piyasasi iglemi yapan bir yatirimcinin, ay: piyasas: iglemi yapan bir yatinmciya
gore daha farkh bir opsiyon degeri belirleyecegi zannedilir. Bu tgliiniin esas ama-
caiysa riski yok etmek igin dinamik risk dengeleme modeli gelistirmekti. Bu, yati-
nmciy1 portfoyiini S fiyatina ve ¢ zamammna gore anhk olarak ayarlamaya mecbur
kilan klasik risk dengeleme ilkesinin daha ayrintili bir gesidiydi. Fakat yaptiklars
etki aymiyds. Ikisi de hissenin diigecegine ya da gikacagina olan kisisel disiincemizi
etkisiz elemana donistiiriiyordu.

Dolayisiyla ayr piyasacilan: da boga piyasacilari da bir dalgalanma modeli tizerinde
anlagmalar sartiyla opsiyon degeri belirleyebiliyordu. Black ve Scholes’un ikinci da-
hiyane etkisi de buydu. Kimscnin inkér edemeyecegi derecede “6ngoriilebilir agidan

bariz” hisse fiyat1 modeli sunmuglardi. Onlara gore hisse fiyatlarindaki degisimlerde

o e /
bOO blIO 20 b30 b40 bSO bbD L70 L8O L9490 700

prce af u«.ﬂA&f‘Af 44T

Grafik: Vade tarihinde, hisseyi 650 delardan alma opsiyonunun degeri surekii gizgide gosterimistir.
Dinamik risk dengeleme stratejileri sayesinde vade tarininden énceki opsiyon degeri her zaman daha
yuksektir (Noktal gizgi).
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iki bilegen vardi: Rastgele bir sallant: ile birlikte agag: ya da yukar: kayma hareketi.
Burada prim (opsiyon) fiyati igin tek énemli olan o sallantimin biiyikliigidir (dal-
galanma-volatilite) ve bu dalgalanma s ile 6lgiiliir. Can egrisi ya da normal dagilim
ad1 verilen meghur fonksiyonlar, belli oranlardaki dalgalanmalarin meydana gelme
ihtimalini gosterir. Yani fiyattaki 1 sigma ya da daha fazla bir artig olma ihtimali
%15.8, 2 sigma fazla artig olma ihtimaliyse yizde 2.2'dir.

Black—Scholes denkleminin akil gelici tarafi neydi? Belki de ¢an egrisi fonksiyo-
nunun ¢ok tamdik olmasindan 6te geliyordu. Sonsuz sayida bozuk paranin (Bu bir
taraf1n agir bastig1 bir bozuk para bile olsa) birbirinden bagimsiz gekilde atilmasina
esdeger herhangi bir olasiliksal siireg, normal bir dagilim olugturacaktir. Eger bir
borsa takip ekrani gordiiyseniz hissenin artip azalmasini belirten art1 ve eksi isaret-
lerin birbiri ardina aktigin: da fark etmigsinizdir. Bu gérinti de gergekten sonsuza

sayida (ya da ok sayida diyelim) bozuk paranin art arda atilmasina benzemektedir.

Black—Scholes son bir dahiyane etki daha yapmgti. Risk dengeleme yéntemini
piyasay: alt etme kapis: gibi goren 6nceki yatinmalarin aksine onlar bunun imkan-
s1z oldugunda israr etti. Eger portfoyiinizi riski sifirlayacak sekilde dengeleyecek
bir yola bagvurursaniz, ancak en risksiz yoldan yatirim yapan yatinma kadar getiri
oram elde edersiniz. 30 yilhik Amerika Hazine Tahvili gibi. Bu argiiman déngiyti

kapatarak agagidaki denklemi ortaya gikarmigtir:

v 1 Vv \%
—+-0°S’—+rS—=rV
a2 aS aS

0.2 0.2 04

N24.1% | 24.1%

0o 0.

Lt . ! :
U-30 p-20 ,u-llo U pElO UeRO 30

Grafik: oile gosterien standart sapmasi kiasik ¢an egrisindeki alis satis farkinin #lcistiellir.
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Bu denklemde esitligin sol tarafi opsiyon satin alarak Black~Scholes’un tarifine
gore risk dengelemesi yaptigimiz taktirde yatirnminizin getirisini temsil eder. Egitli-
gin sag tarafi ise paranizi dogrudan bankaya yatirmaniz durumunda alacaginiz ge-
tiriyi gosterir. (r faiz orantyla.) Black ve Scholes’a gére etkin bir piyasada iki getiri

birbirine esit olacaktir.

Maxwell ve Isi denklemleri gibi Black—Scholes da fizikgi ve matematikgilerin
yakindan tanidiga kismi diferansiyel denklemdir. Aym tarzda denklemler bir gazin
igindeki molekiillerin difiizyonunu da gosterir glinkii molekiillerin hareketleri de
sayisiz sigrama, yani dalgalanma ihtiva eder. En basit satin alma opsiyonu'igin dahi
Black ve Scholes, /”igin tam degeri verecek bir ¢6ziim bulmugtu. Ne var ki Black—
Scholes denklemi ayni zamanda opsiyon csash ipotck (mortgage) temerriidii ya da
opsiyon esasli birden fazla tercihli hisse senedi gibi diger bir siiri “egzotik” secenek-

lere de uygulanabilmcktcdir.

Inanilmas: giig fakat bir matematikgi Black ve Scholes’tan neredeyse 70 yil énce
davranmigts. 1900’de Poincaré’in 6grencisi Louis Bachelier opsiyon bedeli tizerine,
rastgele dalgalanma fikri de dahil neredeyse ayni ¢aligmaya imza atmus ve ok benzer
bir formiil ortaya koymugtu. O dénemlerde matematikscl iktisat disiplini daha dog-
mamigti. Lakin dénemin matematikgileri sonsuz sayida dalgalanma igeren ve simdi
Brown devinimi olarak bilinen harcket siirccine biiyiik ilgi gostermislerdi. Ne var
ki Bachelier'in bu motive edici iktisadi 6rnegine kimse en ufak alaka duymamigt..
Paul Lévy adindaki bir meslektagt 6zel defterine hor géren bir yorum yazmigti: “Bu

finans isleri sikt1.”

FAKAT 1973 ITIBARIYLA DUNYA HAZIRDI. O yil dinyann ilk opsiyon
ticarcti borsas1 Chicago'da agildi. Ve sonraki 20 y1l boyunca Black-Scholes denklemi
Wall Street’i degistirdi. Bu degisimlerden ilki, “kuant” adi takilan, diferansiycl denk-
lemler hakkinda bilgisi olan fizik ya da matematik temclli yatinmcilarm tiiremesine
neden olmasiydi. Ama toplum i¢in daha 6nemli olan ikinci degisime, matematiksel
iktisadin etrafinda yenilmez bir aura mcydana getirerek sebep olmugtu. Bir dénem
haysiyetsiz bir yatirim (borsanin bahis araci) yolu olarak gériilen opsiyon artik tam
tersi, riski kontrol ve hatta yok etme arac1 olarak addedilmeye baglanmugti. Black,
Scholes ve Merton i¢in dogru olan sey, dinyanm piyasay: yenemeyecegi ve bitiin

opsiyonlarin matematikscl modellere gore akiler gekilde fiyatlanacag ideal ortama




agama agama kavugmasiyd1. Bu bakig agisina gore kuant-

lar sadece para kazanan degil, aym zamanda piyasanin

daha etkin bir hal almasini saglayan yatinmcilards.

von Neumann'in kusursuz hava tahmini hayali gibi
kusursuz piyasa hayali de hi¢ gergeklesmedi. Tlk gatlak
1987'de, Kara Pazartesi'de Dow Jones Endiistriyel ortala-

RESIM: Brown devinimi.
Bir akigkanin iginde asilli
olan taneciklerin gok ufak
ve gorundUrde rastlantisal
hareketlerinin bilgisayar
Gizimi.

masi tarihinde gorilmemis sekilde ylizde 22'den fazla diistiigiinde kendisini goster-

di. Sug herkesce, dinamik risk dengelemesi geregince otomatik alim satimlar yapan

programlara atilds.

1988'de goriilen ikinci gatlak teorinin kagifleri igin utang verici olma ozelligi tagi-

yordu. O dénemlerde Scholes ve Merton Uzun Dénem Sermaye Yonetimi (UDSY)

adh koruma fonunun ortaklariydi. Giinliik olarak orada galigmiyor olsalar da, isim-

leri hile risksiz yatirimun laboratuvan gibi olan fona biiytik itibar katmaya yetmisti.

1994 - 1998 arasinda UDSY yatirimcilarinin parasim 4'e katlad: ve garantili ge-

tiriye dair verdigi sozu yerine getirmis gibi goriindi. Sonrasinda 2 ay iginde birden

her sey yerle bir oluverdi. Rus Hiikiimeti'nin temerriide diigmesi ile baglayan olay-




lar silsilesi volatiliteyi matematiksel modellerin 6ngérdugi seviyenin de ustlerine
cikardi. UUDSY biitin parasini kaybetti. En sonunda iflasin esigindeki sirket igin
Amcrika Merkez Bankas: 14 6zel bankanmin konsorsiyumuyla bir kurtarma paketi
diizenledi. UDSY batmamas: gereken devasa bir sirket oldugu igin bankalar bu pa-
keti goniilsiizce de olsa kabul etmigti. Ciinki onun batmasi piyasada domino etkisi
olusturabilirdi.

Son olarak 2007'de, finans diinyasinda bunlardan da biiyiik bir kriz patlak ver-
migti. Bu kez kriz sebebi piyasadaki kredi tiirevleriydi. Daha énce s6ziini ettigim
“egzotik” tiir kredilerden bahsediyorum. Black—Scholes denklemi bu kez olaya kap-
sayici olarak dahil olmustu. Birkag yil boyunca bankalar ge¢miste ev sahibi olamamig
kisilerin ev satin almasi igin yiksek faizli (subprime’) kredi dagitti. Tabii bankalar
bunu o insanlarin kara kagi kara gozii i¢in degil, temerriit riskini “teminatli borg
yukimliligi” (CDOT) adi verilen menkul kiymetlerde toplayarak kontrol altinda
tutabileceklerine inandiklar1 igin yapiyorlardi. Kuant'lar bor¢ 6deme aczleri arasin-
daki korelasyonun sifir ya da sifira yakin olmas: sartiyla CDO’ya “adil piyasa degeri”
atayan ve Gauss Dagilimin esas alan ¢ok daha elverisli bir formiil geligtirmigti. Di-
ger bir deyisle Miami'deki bir ev sahibinin ipotekli evi haczedilirse I.os Angelestaki
cv sahibi bundan etkilenmeyecekti.

NE VAR Ki 2007'DE EMLAK BALONU PATLADI ve cebri icra dalgas: tiim
tlkeyi sardi. Birden Miami [.os Angeles’, Los Angeles’s Miami'yi etkiler olmugtu.
Panik sirasinda tiim korelasyon katsayis 1’e yiikselmigti. Ulkedeki higbir bauka nakit
ag1gimi kapatacak sermayeye sahip degildi. Bu yiizden birbiri ardina batmaya bagla-
dilar. Bear Stearns, Washington Mutual, Lehman Kardegler... Devlet birkez daha,
yalniz bu kez ok daha kapsamli bir hamle yapmak zorunda kaldi. Hazine Bakarlig:
700 milyar dolarlik “Sorunlu Varhklari Kurtarma Programi”ad: verilen bir kurtarma
paketi agikladi. Aligilmadik bir hamleyle devlet, AIG adl diinyanin en biiyik sigorta
sirketine el koydu. Cinki bu kez 1998'in aksine piyasada bu isi kotarabilecek 6zel
banka da kalmamugt.

*  Kredi notu iyi olmayan gahislarin birincil piyasa ycrine faiz orani digerlerine gore daha yiiksek bir

imkandan ipotekli konutkredisi cdinmesiyle ortaya ¢ikankredi tirii.

CDO, Collateralized Debt Obligations agilimiyla teminath borg yiikimlilikleri anlamna gel-
mektedir. Bir gesit yapilandinlmig varhga dayali menkul kiymetlerdir, teminath alacaklarin bir
arada toparlanip ikincil piyasalarda tekrar sanlabilmesine olanak saglayan finansal araglar da de-
nebilir. Bunlar otomobil kredileri, kredi kart: borglari veya kurumsal borglardan olugabilir.
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Bu yikimlarin ortak paydasi, matematiksel modellemelerin piyasadaki volatiliteyi
ongormede bagarisiz olmasiydr. Normal dagiim (Gauss Dagilim1), birbirinden ba-
gimsiz sekilde ¢ok sayida rastlantisal se¢im yapan gene ¢ok sayida oyuncu varsayi-
mu lizerine olugmustu. Gelgelelim oyunculardan biri UDSY gibi agir1 biiyudiigiinde
ya da oyuncular birbirinden bagimsiz hareket etmeyi birakuginda (1987 ve 2007-
08'dcki panik durumundaki gibi) model iglemiyordu. Hatta kargit gorisli kiigiik bir
ckonomist grubu Black—Scholes gibi modellerin piyasada kullanilmamasini, ¢linki

bunlarin olagandis1 durum olasihgim goz ardi ettigini savunmugtu.

Ne var ki Black=Scholes Denklemi ve temelindeki felsefe artik 6yle kolayca sokii-
lip atilamayacak kadar koklesmis durumda. Bu ytzden ekonomistler denklemi bir
kenara atmak yerine, ger¢ek piyasalarda daha iyi davranisa sahip gelistirmeler tze-
rinde ¢aligtyor. Bunlara 6rnek bir gelistirme olan “sigrama yayilimi” modelinde hisse
fiyatlarimin g bilegeni vardir: Uzun vadeli kayma, kisa vadeli olasiliksal dalgalanma
ve borsanin genelinde yaganan sarsintilardan kaynaklanan kesikli sigramalar. Bunun
niteliksel agtdan gergek piyasayla daha gok 6rtigstiigi kesin. Black—Scholes denklemi
cogu zaman tikir tikir iglese de bazi nadir rastlantisal durumlarda hig ige yaramiyor-
du. Bagka bir yaklagimsa volatilitenin bizzat olasiliksal bir siire¢ ya da Sveya £nin
gorgiil (ampirik) fonksiyonu olarak degerlendirilmesine yonelikti. Ne yazik ki biitiin
bu fikirler gegici ve etkili olmayan bir yama hissiyat1 vermekten 6te gitmemisti. Bun-
lar i¢ tutarlihgm korumadan Black—Scholes’un sadece dig gériniimini muhafaza

etme amac1 gidiyordu.

En sonunda akillarda su soru kaldi: “Matematik, gelecek adi verilen kaplani da
evcillegtirebilir mi?” Yoksa o da en hazirhiksiz oldugumuz anda kafesinden kagmaya
devam mu edecek? Ben bu soruya bir cevabim varmug gibi davranamam, bu 20.
yuzyil ekonomistleri, finans mithendisleri ve matematikgilerin tzerinde ¢aligmas:
gereken bir konu. Onlar basarana ya da Imkansizlik Teoremi gibi bir sey kanitlaya-
na dek 1987, 1998 ve 2007'den alinacak dersler konusunda kesinlikle “tiim riskler

abcya ait.”

“Buyer Beware”, bir mal sattlirken kusurunu saticinin belirtmesi yerine ahcinin fark ctmesi, yoksa
satigin kesinlestigi kuralidir.




sonug
gelecekte bizi neler bekliyor?

Bu kitabin sonu sizi gu soruyu diigiinmeye davet ediyor: Denklemleri gelecekte neler

bekliyor?

Birincisi iyi haber. Diinya ¢apindaki matematik ve bilim tegebbiisleri gayet sag-
Likli durumda goriniyor. Matematik ve bilimin biiyimesine ayna tutan 6nemli
formiillerin sayisinda yukan: dogru bir egilim var. 2008 yihinda bu kitap istiinde
calismaya bagladigimda Wolfram MathWorld sitesinde denklem, fermiil ve 6zdes-
lik terimleriyle arama yaptim. Site biyiik bir 6zveriyle 6niime 1947 denklem, 1253
formil ve 992 6zdeslik getirdi. 3 yil sonra tekrar arama yaptigimda sonuglar 2032
denklem, 1307 formil ve 1026 6zdeglik olarak degismigti.

Bagka bir olumlu gelisme ise bilimsel fikirleri paylagmay1 ¢ocuk oyuncag haline
getiren internet. 1500-1600’1i o “kétii giinlerde” matematigin gelisiminin, kegfettik-
lerini paylasmaya goniilsiiz davranan kasifler yuziinden nasil sekteye ugradigini ha-
urlayin. 1900’lere gelindiginde bile, siyasetbaz1 Sovyet matematikgilerin kesiflerinin
Batr’ya yayilmasini engellemigti. Simdi ise arsiv siteleri, matematik forum ve bloglar1

sag olsun artik iletisimin 6niindeki duvarlar hi¢bir zaman olmadig: kadar zayif.

21. yizyihn ilging, mantiki ve giizel denklemler igin doruk noktas: olacagini dii-
sinmek i¢in gegerli sebeplerimiz olsa da ne yazik ki biitiin gostergeler olumlu tar-

tafta degil.
Olumlu olmayan hususlarin ilki, son 3 senede 173 denklem kesfedildiyse de hep-

sinin girig kisminda saydigim kriterleri kargilayacaklarinin kesin olmamasi. Hepsi
kisa ve oz, akla uygun, sasirtic ve evrensel midir? 21. yiizyil, kuantum fizigi, kaos,
Gédel'in Eksiklik Teoremi gibi akil almayacak siirprizlere gebe mi? Bunun igin bir

sey sdylemek imkansiz fakat igimden bir ses bu saydiklarimin tek bir kez gegilebile-
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cek okyanuslar oldugunu soyliiyor. Diinyada cografyacilarin kesfedebilecegi bir kita
kalmadig gibi, ayn1 durum matematikgilerin de bagina gelebilir.

Ayrica matematigin idaresinde baz1 degisiklikler de yolda. Bilgisayar insanlara
yeni bir bilgi edinme yolu sundu. Bugiin hava durumu tahminleri ya da insan geno-
munun haritasinin gikarilmasi, insan aklinin kavramakta bile zorluk gektigi afalla-
tict miktarda verinin iglenmesini gerektiriyor. Bilim adamlarinin onca veriyi elekten
gegirerek 6nemli olanlar1 ayirmak igin yeni yollar gelistirmesi artik sart oldu. Belki
de en 6nemli denen sablonlarin artik denklem dilinde bir izahi olmayabilir. Belki bu

sablonlar ileride yapay zekdya kodlanacak ve insan beyni tarafindan anlagilamayacak.

Size bu degisimin nerede olduguna dair net bir ornek vereyim. Son 25 yil bo-
yunca satrang oyuncularinin oyun tarzlan bilgisayarlar tarafindan biyiik 6lgiide de-
gistirildi. Mesela bilgisayarlarin ¢6ziip insanlarin ¢6zemedigi bazi oyun durumlar
ortaya ¢ikti Belki de insanoglunun ustalagabilecegi en teknik oyun sonlandirma,
tek bagina kalmss bir sahy; sah, fil ve atla mat etmektir. Siireg zorlu goriinebilir ama
bilgisayara gore, rakip en iyi hamleleri yapsa da bu mat etme sekli en fazla 33 hamle
gerektirecektir. Fakat bilgisayarlar sah, kale ve file karst sah ve iki atla, iki taraf da
kusursuz bir oyun ¢ikarsa bile 223 hamlede mat etme sekli kesfetmiglerdir. Ve bu
hamle grubu insan akl i¢in kavranamaz seviyelerdedir. 80 hamle sonraki vaziyet SO
hamle sonraki vaziyetle karsilagtinldiginda giiclii olan tarafin zafere nasil 30 hamle
daha yakin oldugunu agiklamak imkénsiz bir hal alur.

Bu 6rnegi vermemdeki amag, bazi bilgilerin insan aklinin kavrayamayacag kadar
kansik oldugunu ifade etmekti. Burada bahsettigim bilgi, derin degil sadece girift
ozelliktedir. Denklemler, sozciiklere dokemedigimiz ya da zar zor doktiigiimiiz fi-
kirleri idrak edebilmemize yarayan giiglii bir araca donigmiistii. Fakat 21. ylizyilin
veritabaninda akip giden gercekleri belki denklemlerle bile anlayamayacagiz. Bunlar

223 hamlelik sgah-matin bilimsel esdegeri olabilir.

Son olarak, matematigin kullamminda da baz1 degisiklikler bekledigimi belirte-
yim. Geriye donip bakildiginda matematigin fizikle can ciger kuzu sarmasi oldugu
rahathkla soylenebilir. Fakat 6ntimiizdeki zamanlarda biyoloji ya da baz1 sosyal bi-
limlerle daha igli digl bir matematik gérmemiz ¢ok olasi. Ornegin kanseri yenmek

i¢in matematigi kullanma fikri son derece heyecan verici.

Fakat soyle bir husus var. Evren hakkinda matematik yoluyla bir seyler ifade et-
mek i¢in matematiksel bir model inga etmek gerekir. Fakat bu modeller her zaman
kusurlu olur. Oncelikle, gergek diinyadaki durumu agin basite indirgerler. Ayrica her

matematiksel modelin ilk harci, bir varsayimla atilir. Bazilani o kadar barizdir ya da
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deneylerle o kadar saglam sekilde ortaya konmugtur ki varsayim olduklarini unutu-
ruz. Onlara sevdalaminz fakat biiyiik bir travma yagandiginda onlan ya gelistirmek
zorunda kalir ya da ¢Spe atariz. Oklid dis1 geometriyi veya rastgele olmayan dinamik

sistemnlerdeki kaosun kesfini tekrar bir diigtinin.

Sebepleri tam olarak anlagilmig degilse de matematiksel modeller, tarih boyun-
ca fizik alainda gok iyi ig gormiistiir. Ne var ki biyoloji alaminda kazin ayag 6yle
degildir. Bir biyolojik siireci herhangi bir dogrulukta tarif eden bir matematiksel
modelin “kisa ve 6z olma” kriterinden gegemeyecek olmas: bir kural gibidir. O kadar
¢ok denklem ortaya gikacaktir ki en temel bir davramsi kavramak bile gok zor bir
hale gelecektir. 223 hamlelik sah matin tanim kiimesini girmek gibi. Ornegin ma-
tematikgi biyologlar bilgisayarda, ventrikiiler tasikardi ve garpinim rahatsizliklarin:
taklit edecek bir kalp simiilasyonu gelistirdi. Yine de gok temel bir tedavi araci olan

defibrilatériin nasil ige yaradigina dair herhangi bir fikir birligine varilamad.

Uzun lafin kisasy, bu kitaptan yiizyil sonra yazilacak devam niteligindeki bir ki-
tabin 21. yiizyildan alti tane muhtesem denklem igereceginden eminim. Einstein,
Dirac ya da kaos denklemleri kadar muhtegem olurlar mi orasim bilemiyorum el-
bette. Matematiksel biyoloji alaninda gene kisa ve 6z olmayan ama qigir agan bu-
luslara imza atilacagina inanmyorum. 223 hamlelik sah-mata paralel, ne kelimelerle
ne denklemlerle anlatilabilecek, sadece yapay zekiya gomiilerek hayata gegirilecek
kesifler de yapilacaktir. Denklem kavram artik bizim igin biraz ilkel kalmaya bile
baglayabilir.

Ne var ki matematikgilerin gok eskiye dayanan gelenekleri oldugunu da unutma-
yalim. Bazi seyler 6yle hemencecik degismiyor. Bundan yiiz sene sonra bile iki soru

isaretinin yerini doldurmak igin birkag tane de olsa hognut edici bulug yapilacaktir.

P _ 2
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24 DENKLEMDE
MATEMATIGIN HIKAYESI

DANA MACKENZIE |

Merak uyandiran anlatimyla Dana MacKenzie
matematik tarihinin geligimini, bu geligime katki
sadlayan bulylk isimlerin hayatlarindan kesitlerle
okuyucuya aktartyor.

Bu seruven sifirdan sonsuza giderken
sasirtici, evrensel ve azametli 24 denklemin
guzelliklerini ortaya koyuyor. Bu kitabi okurken
kesfedecekleriniz;

* 16. yizyil italya'sinda matematikgilerin nasil
fevrilestidi ve girkinlestigini,
* Newton ve Leibniz'in Temel Kalkiilis Teoremini

kesfederek sonsuzluga nasil hilkmettigini,

* Newton'un Hareket Yasalarinin insanoglunun
kopriler kurmasina, hava tahminleri yapmasina
nasil olanak sagladigini,

* Fermat'in Son Teoreminin 350 sene sonra nasil
¢6zuldugund.
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